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2.  Arbeits- und Ergebnisbericht

2.1 Ausgangsfragen und Zielsetzung des Projekts

Holztragwerke in Form von Sattelddchern, Pult- und Flachdichern und Briicken kénnen zum Zweck der
statischen Analyse in der Regel in Primdr- und Sekundirtragsysteme aufgeteilt werden. Aufgabe der ebenen
Primérsysteme (Druckstibe, Biegetriger, Rahmen, Bogen, Fachwerke, ...) ist es, allen dufleren Kriften
(Eigengewicht, Schnee, Wind), die in ihrer Ebene wirken, ausreichenden Widerstand zu leisten.

Der Grenzzustand der Tragfahigkeit der Primérsysteme kann sich erstens aus dem Verlust der stabilen Lage in
ihrer Ebene, zweitens aus der Materialfestigkeit und drittens aus der Gefahr des durch Imperfektionen
verursachten Knickens, Kippens und Biegedrillknickens in und aus ihrer Ebene ergeben. Fiir die Prognose aller
drei Grenzzustinde sind diverse Berechnungsverfahren bekannt, so z. B. fiir Drittens die Bestimmung von
Ersatzstablingen im Rahmen des k.-Verfahrens.

Da die Primédrsysteme immer auch imperfekt in dem Sinne sind, dass ihre Systemebene nicht lotrecht
ausgerichtet ist, sie also schrig stehen, und dass sie insgesamt und ihre Bauteile Vorkriimmungen aus ihrer
Ebene aufweisen, konnen die Primirsysteme die ihnen zugedachte Aufgabe erst dann iibernehmen, wenn sie in
ein auch senkrecht zu ihrer Ebene steifes Tragsystem, das als Sekundirsystem bezeichnet wird, eingebunden
sind. Das Sekundirsystem umfasst in der Regel zwei Primédrsysteme und die diese beiden verbindenden Stébe
und ist eben oder rdumlich.

Im Unterschied zu den Primérsystemen gibt es fiir die Prognose der Grenzzustinde der Sekundérsysteme im
Holzbau (wie iibrigens auch im Stahlbau) nur fiir zwei einfachste Primérsysteme, den Eulerstab II mit konstanter
Normalkraft und den gabelgelagerten Biegestab mit konstantem Biegemoment, analytisch basierte
Berechnungsverfahren.

Gegenstand der Untersuchung war daher das durch Imperfektionen verursachte geometrisch nichtlineare
Tragverhalten von Sekundérsystemen. Fiir einige durchaus komplexe Primirsysteme konnten auf der Grundlage
eines elastischen Materialgesetzes auf analytischem Wege Losungen gefunden werden, die das Tragverhalten der
zugehorigen Sekundirsysteme beschreiben und damit die Berechnung der zusitzlichen Beanspruchungen der
zum Sekunddrsystem gehorenden Primérsysteme und der Beanspruchungen der sie verbindenden Bauteile
ermoglichen. Besonderer Wert wurde dabei auf die Entwicklung eines iibersichtlichen, mechanisch
nachvollziehbaren und mathematisch begriindeten Berechnungskonzepts gelegt.

In dem folgenden Berechnungskonzept wird nicht vom Gleichgewicht am verformten, sondern am imperfekten
statischen Modell ausgegangen. Die zusitzlichen elastischen Verformungen werden dann nédherungsweise
dadurch beriicksichtigt, dass sie zum Zweck der Superposition als affin zu den angenommenen Imperfektionen
betrachtet werden.

Durch numerische Vergleichsrechnungen mit der Methode der Finiten Elemente wurden die Ergebnisse der
analytischen Berechnung iiberpriift.

2.2  Beschreibung der durchgefiihrten Arbeiten

Die Losungen der in den Technischen Baubestimmungen beschriebenen Verfahren ergeben sich aus den
Gleichgewichtsbedingungen fiir den verformten Biegestab. Es handelt sich also um geometrisch nichtlineare
Verfahren, im einfachsten Fall um Verfahren nach Theorie zweiter Ordnung. Die Anwendung solcher Verfahren
in der Ingenieurpraxis ist jedoch nicht einmal fiir den seitlich gestiitzten Druckstab des Eulerstab II mit
konstanter Normalkraft iiblich, obwohl er sich durch ein einfaches ebenes Modell beschreiben ldsst. Vielmehr
wird im einfachsten Fall die Aussteifungslast als konstant wirkend angenommen, was mechanisch nicht richtig
ist, und ihre GréB8e durch Gleichgewicht am imperfekten und verformten Druckstab bestimmt. Dabei ist die
eigentlich unbekannte Verformung nicht Variable im Sinne einer geometrisch nichtlinearen Theorie, sondern
eine vorgegebene Form und GroBe, die gewihrleistet, dass die Stiitzung ausreichend steif und damit der Abstand
der Druckkraft von der kritischen Kraft ausreichend grof} ist. Die Aussteifungslast wird also nicht geometrisch
nichtlinear (z. B. nach Theorie zweiter Ordnung), sondern geometrisch linear nach Theorie erster Ordnung
bestimmt.
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Nun ist das Modell des seitlich gestiitzten Biegestabs aus zwei Griinden wesentlich komplexer als das des
Druckstabs: Erstens kann das Modell nicht eben, sondern muss rdumlich sein und zweitens liegt die Stabachse
im Allgemeinen weder in der Wirkungsebene der Vertikallast noch in der Wirkungsebene der Aussteifungslast.
In der Ingenieurpraxis wird also ein geometrisch nichtlineares Verfahren fiir den Biegestab sicherlich noch
seltener angewendet als fiir den Druckstab. Daher wird im Folgenden zum Nachweis der Wirksamkeit der
seitlichen Stiitzung des Biegestabs und zur Berechnung ihrer Beanspruchungen eine Vorgehensweise gewéhlt,
die der in der Ingenieurpraxis fiir den Druckstab tiblicherweise angewendeten Vorgehensweise dhnelt. Die
Gleichgewichtsbedingungen werden fiir den imperfekten Biegestab nach Theorie erster Ordnung aufgestellt. Die
Form der Imperfektion, aus Vorkriimmung und Vorverdrillung bestehend, wird entsprechend der untersten
Eigenform gewihlt und ihre Grofle vorgegeben und dafiir die Aussteifungslast und das in diesem Fall wichtige
Torsionsmoment in Form und Grof3e bestimmt.

Dazu wurde zuerst eine Steifigkeitsmatrix entwickelt, die die Imperfektionen und Verformungen der Stébe
beriicksichtigt. AnschlieBend wurde iiber mehrere Zwischenschritte eine analytische Losung nach Theorie 1.
Ordnung fiir einen durch einen Aussteifungstriger seitlich ausgesteiften Einfeldbiegestab mit konstanter
Linienlast entwickelt. Parallel wurden FE-Modelle entwickelt, die die Randbedingungen der jeweiligen
analytischen Losung beriicksichtigten. Durch Parametervariationen der FE-Modelle wurden die analytischen
Losungen verifiziert.

Unter der Voraussetzung, dass die Form der Summe aus Imperfektion und Verformung ausreichend dhnlich zur
Imperfektion ist, wurde die Losung nach Theorie 1. Ordnung zur schrittweisen Niherung genutzt, um eine
Aussage iiber Form und GroBle der Aussteifungslast und des Torsionsmomentes (Theorie 2. Ordnung) zu
erhalten.

Weiterhin wurden Fachwerkbinder analysiert, die durch einen Aussteifungstriger seitlich ausgesteift werden.
Dazu wurde abschnittsweise das Gleichgewicht am imperfekten Fachwerkbinder gebildet. So konnte eine
Losung nach Theorie 1. Ordnung gefunden werden. Parallel wurden numerische Modelle entwickelt, die die
jeweiligen Randbedingungen beriicksichtigten. AbschlieBend wurde ein vereinfachtes Bemessungskonzept
entwickelt.

2.3  Darstellung der erreichten Ergebnisse

2.3.1 Fachwerktriager

Fiir den in Abb. 1 dargestellten parallelgurtigen Fachwerktriger mit einer konstanten Linienlast q,(x)=q, ldsst
sich die Normalkraft O(x) des Obergurtes fiir eine Feldweite a—0 in der Form

O()()zz—lh(L)(—)(2)qZ (H

darstellen und zeigt einen parabelformigen Verlauf.
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Abb. 1 Beanspruchungen und Schnittkrifte des imperfekten Primérsystems

Die Komponente D;, der Diagonalenkraft D; eines Fachwerkfeldes i, das durch die Knoten k und k+1 begrenzt
wird, ist fiir eine Feldweite a=a—0 gleich der Querkraft Q,(x) des Fachwerktrigers mit

Q,(x)= (%—x]qz. @)

Ist der Fachwerktrager imperfekt durch eine Vorkriimmung eq(x) des Obergurtes und einer Vorkriimmung ey(x)
des Untergurtes, jeweils in Form einer Sinushalbwelle, bestimmt sich die Seitenlast q. o(x) der Kraftegruppe
(qe.0(X), Qe 0(x)) an der Stelle x, die den Obergurt stiitzt, aus dem Momentengleichgewicht um die globale x-
Achse

M, =0: J.qevohdi = jeoqzdi—Oyh +Q,e0 -Q,h. 3)
0 0
Darin ist
de, eo(x)"'eu(x)
0,(x)= ™ 0(x), Qy(x)=fQ(x), Q,(x)= Q(x). 4)
Die Ableitung der Gleichung (3) liefert dann
o _dfdeg ) dfey
Geo =7 e dx[ dx Oj dx( h Qj ®)
—
4e,0.1 9e.0,2 9e.0.3
mit
_€g . T
qe,O,l - _qz ' SlnEX,
€ q, T e L8 5y . T
=== —|(L-2x)cos—x——(Lx—x")sin—x |, 6
deon th{( Jeos=x ——( ) L} ©)

ey q, T T e, . T
=—>22—(L-2x)cos—x ——q, sin—X.
Qe03 h 2 L( ) L h q, L

Die Umlenkkraft g y(x) des Untergurtes, die aus den rdumlichen Versetzungen der Stibe folgt, bestimmt sich zu
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—o 9(eo), d[dey
qe’U_Qde[hj+dx[dx Uj ™
9e,U,1 9e,U,2
mit
e q, T o
=—==2£_(L-2x)cos—xX,
qe,U,l h 2 L( ) L (8)
e, q, T TN N T
=—-2_— 1 (L-2x)cos—x ——(Lx—x")sin—x |.
qe,U,Z h 2 L[( ) L L( ) L }

Ist der Fachwerktrager nur durch eine Schrigstellung imperfekt, ergibt sich eine ihn stiitzende Seitenlast
9o = P9, )

Zur Berechnung der vollstindigen Beanspruchungen g, o(x) und q. y(x) miissen die vollstindigen Verformungen
vo(x) und vy(x) bekannt sein. Eine einfache analytische Berechnung ist jedoch auf Grund der kompliziert
zusammengesetzten Funktionen fiir g, o(x) und g, y(x) und des zu erwartenden nicht affinen Verlaufs der
resultierenden Schnittgré8en noch nicht moglich. Daher kann auch keine Mindeststeifigkeit B des Verbandes
angegeben werden.

Es gibt z.Z. nur die Moglichkeit einer Abschédtzung unter der Bedingung, dass die Verformungen bekannt sind,
zum Beispiel in Form der GroBtwerte

e+V:[l+LJLund(p*:(p+i (10)
e 9 ,

mit

0, — Verformungsbegrenzung der Kriimmung und

0, — Verformungsbegrenzung der Schréigstellung.

Fiir eine Last q,(x) in Form einer Sinushalbwelle kann so eine Seitenlast
3

E(eo+vo)+(eU+VU) oy

€o + Vo
— COsS—X 11
T h q. L (11)

qe(p,o = (p*qz +

angegeben werden.
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.
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= :
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Abb. 2 Vergleich der Seitenlast qe., o nach Gl. 11 (eq=L/400, vo=L/500, ey+vy=vyn.20.) und nach Th.2.0.
(eo=L/400, vo=L/500, ey=0) bei Druckdiagonalen
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Abb. 3 Vergleich der Seitenlast qe., o nach Gl. 11 (eg=L/400, vo=L/500, ey+vy=vyn.2.0.) und nach Th.2.0.
(eo=L/400, vo=L/500, ey=0) bei Zugdiagonalen

Zur praxisgerechten Bemessung wird eine dquivalente konstant verteilte Seitenlast q.,; angegeben, die im
Verband dasselbe maximale Moment M, ,,, (aber nicht dieselbe Durchbiegung) erzeugt wie die Seitenlast nach
Gleichung 11. Diese ist fiir Fachwerktridger mit Druckdiagonalen jedoch nicht fiir Fachwerktriger mit Zugstidben
anwendbar, siehe dazu Abb. 2 und Abb. 3.

Fiir einen Fachwerktriger mit Druckdiagonalen und eo=L/400, ey=0, vo=L/500, vy=L/500 und (p*=1/200+1/ 150
folgt

7 L
B A R 12
e [600 173hjqz (12)

2.3.2 Brettschichtholztriger

Fiir den vorgekriimmten und vorverdrillten Biegestab aus Brettschichtholz in Abb. 4, der als Einfeldtriger durch
eine konstante vertikale Linienlast auf Biegung beansprucht wird, der horizontal durch einen Aussteifungstriger
ausgesteift und an den Enden gabelgelagert ist, wurde eine analytische Losung entwickelt.

f—————— e ——

a Einwirkung q, und Aussteifungslast q, b imperfekte Querschnittslage

Abb. 4 Ausgesteifter imperfekter Biegestab

Die Beanspruchungen eines solchen Aussteifungstrigers wurden zuletzt von Friemann und Stroetmann (1998)
behandelt, die die Verformungen durch eine Fourierreihe annidherten und dann die Aussteifungslasten aus den
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Reihengliedern zuriickrechneten. Ein weiteres Verfahren wurde von Krahwinkel (2001) fiir die im Stahlbau
iiblichen I-Profile entwickelt, aber nicht auf die im Holzbau iiblichen Rechteckprofile iibertragbar ist. Weiterhin
gibt es die Moglichkeit einer Bestimmung am FE-Modell wie es z.B. von Kessel und Kiihl (2010) beschrieben
wird.

Grundlage der gewonnenen Gleichungen ist wie beim zuvor beschriebenen Fachwerktriger eine geometrisch
lineare Theorie, wobei das Gleichgewicht und zusétzlich die linearen Stoffgleichungen am imperfekten
Biegestab angeschrieben werden und nicht wie in der Theorie 2. Ordnung am verformten Biegestab. Da fiir die
Verdrillung und die Kriimmung nur die linearen Verformungs-, oder besser gesagt, Imperfektionsanteile
beriicksichtigt werden, ist die Giiltigkeit aber auf kleine Verformungen begrenzt.

Fiir Vorkriimmungen und Vorverdrillungen, als Imperfektionen, in Form einer Sinushalbwelle konnte folgende
Losung fiir eine Aussteifungslast gefunden werden:

2 4
—Clc—zzcosh C, x 1 —C3n—sin£x-l(Lx—x2)
L L L 2

2 L
q,(x)= 3 1 i (13)
T T T . T
+(2C3—C4)FCOSEX-E(L—ZX)—(C3—2C4—C5)Fsmfx
mit
T T’ T’ T
C,~ < K K, +2C, 5 K, K, -2C, 5 K, +C, K,
C = 2C . C, =L K—l, G = 32 » Gy = zL Cs = 2 L
T T T
cosh —;j 2 K, +5K, K, +?K2 K, +—5K,
mit
11 ’ 11 (1 1 1
Ki=—+— K,=—", K;=q,a,¢ = s T = » K4=4q,4,,6—
B EI Gl, "o El El, EI U EL
1 h
K. =- t— .
5 qz z,y GIT 2
mit

B — Biegesteifigkeit des Aussteifungstrigers um die z - Achse

EI, — Biegesteifigkeit des Biegestabs um die geplante z - Achse

El, — Biegesteifigkeit des Biegestabs um die geplante y - Achse

GI; — Torsionsschubsteifigkeit um die geplante x - Achse

L — Lange des Biegestabs

h — Hohe des Biegestabs

a,, — Koppelhthe der horizontalen Aussteifung beziiglich der Schwerachse des Biegestabs
q, — Linienlast

e — Amplitude der Vorkriimmung des Biegestabs

t — Amplitude der Vorverdrehung des Biegestabs

Eine Auswertung von Gleichung 13 liefert fiir die im Folgenden beispielhaft gewihlten Parameter die in den
Abbildungen 5 und 6 dargestellten Verliufe.

Fiir den Vergleich der Verfahren wurden die folgenden Parameter gewihlt:

L=18,00m,h=1,50m, b=0,15m, q, = 10 kN/m, a,, = -0,75 m, Gl = 1,14-10° kN/m”, EL, = 4,89-10° kN/m’,
EL = 4,89-10° kN/m’, B = 4,89-10* kN/m’, e = 22,5 mm, t = 30,0 mrad
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Abb. 5 Aussteifungslast fiir den seitlich gestiitzten Biegestab
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Abb. 6 Torsionsmoment des seitlich gestiitzten und zum Vergleich des ungestiitzten Biegestabs

Abbildung 5 zeigt den Verlauf der Aussteifungslast zwischen dem Biegestab und dem Aussteifungsstab fiir eine
Berechnung mittels Gleichung 13, eine Vergleichsrechnung mittels FEM und eine Vergleichsrechnung mittels
der von Friemann und Stroetmann beschriebenen Niherungslosung. Dabei zeigt sich eine gute Ubereinstimmung
der gefundenen Losung mit der numerischen Losung auf Basis der FEM, bei der es sich, anders als in der DIN
1052 zu Grunde gelegt, um keinen konstanten Verlauf handelt. Deutlich erkennbar ist, dass die
Wirkungsrichtung iiber die Tragerlainge mehrfach wechselt und an den Auflagern zu null wird. Die grofite
Beanspruchung ist in Feldmitte und in der Nihe der Auflager zu erwarten.

Abbildung 6 zeigt dem Verlauf des Torsionsmoments im Biegestab fiir eine Berechnung auf Basis von
Gleichung 13, eine Vergleichsrechnung mittels FEM und eine Vergleichsrechnung mittels der von Friemann und
Stroetmann beschriebenen Naherungslosung. Zusitzlich ist das Torsionsmoment eines ungestiitzten Biegestabs
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nach Theorie 1. Ordnung eingetragen. Die Ergebnisse nach Gleichung 13 und auf Basis der FEM zeigen eine
gute Ubereinstimmung. Es zeigt sich, dass die Torsionsbeanspruchung der Gabellager des gestiitzten Biegestabs
gegeniiber dem ungestiitzten Biegestab um ca. 50% reduziert, jedoch nicht vollstandig aufgehoben wird.

2.3.3 Literatur

Friemann, H.; Stroetmann, R. (1998): Zum Nachweis ausgesteifter biegedrillknickgefihrdeter Triger. Der
Stahlbau 67, Heft 12, S. 936-954

Krahwinkel, M. (2001): Zur Beanspruchung stabilisierender Konstruktionen im Stahlbau. Fortschritt-Berichte
VDI, Reihe 4 Bauingenieurwesen, Nr. 166. Diisseldorf: VDI-Verlag

Kessel, M. H.; Kiihl, A. (2010): Zum rdumlichen Tragverhalten imperfekter Flachdachtrdger aus
Brettschichtholz. Tischvorlage Spiegelausschuss Holzbau

2.4  Ausblick auf zukiinftige Arbeiten

Die bisher entwickelten Losungen erlauben es, das Tragverhalten einzelner imperfekter Fachwerktriger und
Biegestiibe zu beschreiben, die sich auf einen separaten Aussteifungstriger abstiitzen. Der nichste Schritt muss
es sein, das Tragverhalten von Biegetrigern und Fachwerktrigern zu bestimmen, die in der Regel paarweise
durch verbindende Stdbe ein rdumliches Sekundirsystem bilden. Fiir den Brettschichtholztriger ist ferner
erforderlich, die aus dem vertikalen Auflager, der Gabellagerung und der seitlichen Aussteifung resultierenden
Schubbeanspruchungen im auflagernahen Bereich zu bestimmen.

2.5 Stellungnahme beziiglich der wirtschaftlichen Verwertbarkeit

Durch die in dieser Arbeit gefundenen Ergebnisse konnen die Beanspruchungen rdumlicher imperfekter
Biegestibe und Fachwerktriger und ihrer Aussteifungskonstruktionen erstmals auf der Grundlage einer
mechanisch konsistenten und analytischen Beschreibung bestimmt werden. Dadurch kann auf aufwindige
raumliche FEM-Analysen verzichtet und die Grenzen von praxisiiblichen Abschédtzungen der Beanspruchungen
angegeben werden. Letzteres kann zu einer Erhohung der Tragsicherheit der Konstruktionen beitragen.

2.6 Am Projekt beteiligte Mitarbeiter und Kooperationspartner

Prof. Dr.-Ing. Martin H. Kessel (Antragsteller)
Dipl.-Ing. Michael Gerloff (Projektmitarbeiter)

2.7  Qualifikation des wissenschaftlichen Nachwuchses im Zusammenhang mit dem
Projekt

Promotion
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3.  Zusammenfassung

3.1 Allgemeinverstindliche Darstellung der wichtigsten wissenschaftlichen
Fortschritte und ggf. ihrer Anwendungsaspekte

Im Rahmen der Forschungsarbeit wurde das Tragverhalten von ausgesteiften Holzstiben und Fachwerktrigern
untersucht.

Ausgangspunkt war einerseits das aus dem Energiefunktional des druck- und biegebeanspruchten Stabs
hergeleitete gekoppelte Differentialgleichungssystem und die zugehorigen Randbedingungen, die das
Tragverhalten des Stabs unter beliebigen Beanspruchungssituationen und Lagerungsbedingungen beschreiben.
Andererseits wurde das Gleichgewicht am ausgesteiften imperfekten Biegestab bestimmt und mit dem
Energieergebnis abgestimmt. Die Ergebnisse fiir Fachwerktrager wurden ausschlieBlich aus dem Gleichgewicht
am ausgesteiften imperfekten System bestimmt.

Fiir ausgesteifte imperfekte Biegestibe konnte eine Losung gefunden werden, die das Tragverhalten nach
Theorie 1. Ordnung beschreibt. Unter der Voraussetzung eines affinen Verlaufs von Imperfektion und
Verformung kann durch Iteration eine Losung nach Theorie 2. Ordnung angenéhert werden.

Ferner konnte fiir ausgesteifte imperfekte parallelgurtige Fachwerktriger eine Losung gefunden werden, die das
Tragverhalten nach Theorie 1. Ordnung beschreibt. Unter der Voraussetzung eines affinen Verlaufs von
Imperfektion und Verformung kann fiir beschrinkte Verformungen eine aussteifende Seitenlast angegeben
werden. Fiir die praxisgerechte Bemessung wird eine konstante kalkulatorische Seitenlast angegeben.

3.2 ,,Uberraschungen* im Projektverlauf und bei den Ergebnissen

Als eine Uberraschung kann das FErgebnis in Abb. 3 bezeichnet werden. Die Beanspruchungen der
Aussteifungskonstruktion konnen fiir Fachwerktriger mit Zugdiagonalen wesentlich grofer sein als mit
Druckdiagonalen, was bislang in den geltenden Technischen Regeln nicht beriicksichtigt wird.

3.3  Hinweise auf mogliche Erfolgsberichte in den Publikationsmedien
keine
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