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Zusammenfassung

Ein vorgekriimmter und vorverdrillter, also imperfekter Biegestab, der als Einfeldtrdger durch eine
konstante vertikale Linienlast auf Biegung beansprucht wird, benotigt neben der Gabellagerung
seiner Stabenden in der Regel eine horizontale seitliche Stiitzung. Sie besteht bei dem hier
behandelten Brettschichtholztriger aus Pfetten, einschlieBlich der Pfetten an den Stabenden, und
einem separaten Aussteifungstriger, auf den sich der Biegestab iiber die Pfetten horizontal abstiitzt.
Aus Griinden des horizontalen Kriftegleichgewichts miissen die Pfetten sowohl durch Druck als
auch durch Zug beansprucht werden konnen. Die Beanspruchungen eines solchen
Aussteifungstrigers werden zuletzt von Friemann und Stroetmann (1998) behandelt. Wegen der
aktuellen Unklarheit iiber die GroBe der Schubspannungen aus Querkraft und Torsion an den
Stabenden solcher imperfekten Biegestibe, die bemessungsrelevant sein konnten, wird in der
vorliegenden Arbeit neben den Beanspruchungen der horizontalen Stiitzung besonderes Augenmerk
auf die Erfiillung der Randbedingungen an den Stabenden gelegt. Dazu werden die allgemeinen
Zusammenhinge zwischen den SchnittgroBen am perfekten Biegestab und den Schnittgr6fen am
imperfekten Biegestab dargestellt, sowie deren Wirkung auf die Verformungen betrachtet. Bei der
Berechnung der Aussteifungskrifte wird nicht vom Gleichgewicht am imperfekten und verformten,
sondern nur am imperfekten statischen Modell ausgegangen. Die zusitzlichen -elastischen
Verformungen werden dann niherungsweise dadurch beriicksichtigt, dass sie zum Zweck der
Superposition als affin zu den gewihlten Imperfektionen betrachtet werden. Anhand von FE-
Analysen wird die gefundene LoOsung iiberpriift und mit Friemann und Stroetmann (1998)
verglichen.

1. Einleitung

Schlanke Biegestibe, die seitlich nicht oder nicht ausreichend gestiitzt sind, versagen auf
Biegedruck, bevor die Biegezugfestigkeit erreicht wird. Die Ursache sind Imperfektionen, hier
Abweichungen von der Planungsgeometrie. Sie fiithren in der Druckzone zu iibermif3igen seitlichen
Verformungen und damit einhergehend zu zusitzlichen Biegedruckspannungen. Im Fall sehr
geringer Abweichungen, wenn der Biegestab quasi perfekt ist, und groBer Schlankheit konnen sie zu
einem spontanen Verlust der Tragfihigkeit ohne Vorankiindigung, dem Kippen fithren. Um den
frithzeitigen Verlust der Tragfihigkeit zu verhindern, miissen schlanke Biegestibe durch seitliche
Stiitzungen ausgesteift werden, die erstens ausreichend steif sein miissen, was hidufig von
Tragwerksplanern vergessen wird, und zweitens ausreichend tragfihig.

Der Nachweis der Wirksamkeit einer seitlichen Stiitzung und die Berechnung ihrer
Beanspruchungen konnen bislang nur mit Hilfe eines Verfahrens von Friemann und Stroetmann
(1998) fiir einen einfeldrigen gabelgelagerten Biegestab erfolgen, bei dem die Verformungen mittels



einer Fourierreihe angenidhert werden und die Aussteifungslasten vom Anwender aus den
Reihengliedern durch Matrizenmultiplikation aufwéndig zuriickgerechnet werden miissen. Ein
weiteres dhnliches Verfahren wurde von Krahwinkel (2001) fiir die im Stahlbau iiblichen I-Profile
entwickelt, dessen Losungen jedoch die geometrischen Randbedingungen an den Stabenden, die
hier im Focus der Betrachtungen stehen, nicht erfiillen: Bei einer starren und seitlich
unverschieblichen Gabellagerung des Biegestabs miissen die Aussteifungslasten an den Rindern
verschwinden. Dariiber hinaus wurden die Losungen speziell fiir I-Profile entwickelt. Sie konnen
daher nicht fiir die im Holzbau iiblichen Rechteckquerschnitte genutzt werden und werden im
Weiteren nicht zum Vergleich mit den eigenen Losungen herangezogen.

Seit einigen Jahren stehen der Ingenieurpraxis fiir den Nachweis der Wirksamkeit einer seitlichen
Stiitzung von Biegestiben und fiir die Berechnung ihrer Beanspruchungen leistungsfihige
nichtlineare FE-Programme zur Verfiigung, die jedoch ein FE-Modell erfordern, dessen Eingabe,
Priifung und Auswertung in der Regel sehr aufwindig und nur bei Sonderkonstruktionen
wirtschaftlich vertretbar sind. Es ist zwar noch aufwéndiger als das Verfahren von Friemann und
Stroetmann (1998), dafiir aber durch Gleichgewichtskontrollen auf Plausibilitét priifbar. Ein solches
FE-Modell wurde z. B. von Kessel und Kiihl (2010) beschrieben.

Die Losungen aller bis hierhin beschriebenen Verfahren ergeben sich aus den
Gleichgewichtsbedingungen fiir den verformten Biegestab. Es handelt sich also um geometrisch
nichtlineare Verfahren, im einfachsten Fall um Verfahren nach Theorie zweiter Ordnung. Die
Anwendung solcher Verfahren in der Ingenieurpraxis ist jedoch nicht einmal fiir den seitlich
gestiitzten Druckstab des Eulerfalls 2 mit konstanter Normalkraft iiblich, obwohl er sich durch ein
einfaches ebenes Modell beschreiben lidsst. Vielmehr wird im einfachsten Fall die Aussteifungslast
als konstant wirkend angenommen, was mechanisch nicht richtig ist, und ihre Grofle durch
Gleichgewicht am imperfekten und verformten Druckstab bestimmt. Dabei ist die eigentlich
unbekannte Verformung nicht Variable im Sinne einer geometrisch nichtlinearen Theorie, sondern
eine vorgegebene Form und GroBe, die gewihrleistet, dass die Stiitzung ausreichend steif und damit
der Abstand der Druckkraft von der kritischen Kraft ausreichend grof ist. Die Aussteifungslast wird
also nicht geometrisch nichtlinear (z. B. nach Theorie zweiter Ordnung), sondern geometrisch linear
nach Theorie erster Ordnung bestimmt.

Nun ist das Modell des seitlich gestiitzten Biegestabs aus zwei Griinden wesentlich komplexer als
das des Druckstabs: Erstens kann das Modell nicht eben, sondern muss rdumlich sein und zweitens
liegt die Stabachse im Allgemeinen weder in der Wirkungsebene der Vertikallast noch in der
Wirkungsebene der Aussteifungslast. In der Ingenieurpraxis wird also ein geometrisch nichtlineares
Verfahren fiir den Biegestab sicherlich noch seltener angewendet als fiir den Druckstab. Daher wird
im Folgenden zum Nachweis der Wirksamkeit der seitlichen Stiitzung des Biegestabs und zur
Berechnung ihrer Beanspruchungen eine Vorgehensweise gewihlt, die zu der in der Ingenieurpraxis
fir den Druckstab iiblicherweise angewendeten Vorgehensweise analog ist. Die
Gleichgewichtsbedingungen werden fiir den imperfekten Biegestab nach Theorie erster Ordnung
aufgestellt. Form und Grofle der Imperfektion werden vorgegeben und dafiir die Aussteifungslast in
Form und GroBe bestimmt. Auf die Wahl der vorzugebenden Form und Grofle der Verformung, die
gewihrleistet, dass die Stiitzung ausreichend steif und damit der Abstand der einwirkenden
Vertikallast von der kritischen Vertikallast ausreichend grof} ist, wird hier noch nicht eingegangen.

2. Mechanisches Modell des vertikal und horizontal belasteten Biegestabs

Der an seinen Stabenden gabelgelagerte Biegestab der Linge L mit Rechteckquerschnitt in
Abbildung 1 wird durch eine konstante vertikale Linienlast q, und durch eine horizontale Linienlast
qy(x) im Abstand a,, beansprucht. Zur Beschreibung wird ein ,globales” Kkartesisches
Koordinatensystem (x,y,z) eingefiihrt, das sich am perfekten unverformten Biegestab orientiert,
siche Abbildung 1, und ein ,lokales* kartesisches Koordinatensystem (i,)?,i , das sich am
verformten Biegestab orientiert.

Ohne alle Annahmen der Biegetheorie des elastischen geraden schlanken Balkens im Einzelnen zu
erwihnen, wird auf folgende Annahmen besonders hingewiesen:

- Die Querschnitte sind doppelsymmetrisch und wolbfrei,
- sdmtliche Lager sind starr und
- die Einwirkungen qy(x) und q, sind richtungstreu.



Abbildung 1: o. li. - Auflagerreaktionen des
gabelgelagerten Biegestabs; o. re. - Globale
Schnittgrofien fiir einen gabelgelagerten
Einfeldtriger mit exzentrischen Belastungen;
u. - Unverformte und verformte Lage des
Querschnitts mit Belastung

Die Linienlasten qy(x) und q, bewirken die globalen Schnittgrof3en
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Die zugehorigen Verzerrungen und Kriimmungen
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ergeben sich mit der Drehmatrix T,y (siche z. B. Roik, Carl und Lindner (1972)) aus den
Verzerrungen und Kriimmungen € des verformten Querschnitts



e=T %. 3)
Letztere sind durch das lineare Stoffgesetz mit den lokalen Schnittgroen verkniipft
S=Kz. C))

Unter Beriicksichtigung der durch die Verschiebungen v und w verursachten Hebelarme der
globalen Querkrifte in Bezug auf das lokale Torsionsmoment durch die Verschiebungsmatrix Tians
ergibt sich schlieBlich die Beziehung von globalen Verzerrungen und Kriimmungen und globalen
Schnittgrofen

e=T,K'T T, S=K'S. (5)

Wird in dieser Beziehung der Einfluss der Durchbiegung w vernachlissigt und die Beziehung dann
in der Durchbiegung v und in den Verdrehungen v” und ¥ linearisiert, so folgt fiir die Verdrillung

O =—v Q, +Mx +v L1 M, (6)
GI, GI; GIl, EI,

und fiir die Kriimmung um die schwache Achse

v oty M M)
El, EI ' EI,

Grundlage dieser Gleichungen ist eine geometrisch nichtlineare Theorie, da das Gleichgewicht wie
in der Theorie zweiter Ordnung und zusitzlich die linearen Stoffgleichungen am verformten
Biegestab angeschrieben werden. Auf Grund der Linearisierung ist die Giiltigkeit aber auf kleine
Verformungen begrenzt. Im Weiteren wird diese Theorie durch 1+ gekennzeichnet.

3. Mechanisches Modell des vertikal belasteten und horizontal gestiitzten
Biegestabs

Die Stiitzung besteht bei dem hier behandelten Brettschichtholztriger aus starren Pfetten,
einschlieBlich der Pfetten an den Stabenden, und einem separat gelagerten Aussteifungstriger mit
der Biegesteifigkeit B, auf den sich der Biegestab iiber die Pfetten horizontal abstiitzt. Aus der auf
den Biegestab einwirkenden Linienlast qy (actio) wird jetzt eine den Biegestab stiitzende Linienlast
qy (reactio), die als sogenannte Aussteifungslast den Aussteifungstriger beansprucht. Wegen der
starren Pfetten gilt fiir die Durchbiegung des Aussteifungstrigers

vy =v-Ua, (8)
und damit fiir sein Biegemoment

M,; =v;B=vB-%a,B 9)
mit

9 =-v C?IZT -v ;Zy + V"(GllT - ElIy JMY + (1\}41’; . (9a)

Da das Moment M, g des Aussteifungstrigers ebenso wie die Aussteifungslast q, auf die globalen
Koordinaten bezogen ist, ist es wegen der starren Pfetten und wegen derselben Randbedingungen
von Aussteifungstriger und Biegestab in Form und GroBle entgegengesetzt dem Moment M, des
Biegestabs

M, =-M,;. (10)

Die starren Pfetten bewirken aber nicht die Gleichheit von v und vg. Vielmehr sind die beiden
Verschiebungen eher entgegengesetzt gerichtet. Weiterhin gilt



M, :qyazyy—qz(v+219j. (11)
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Dann kann fiir Gleichung 9 geschrieben werden

h
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(12)
und nachdem alle M, enthaltendenTerme auf die linke Seite gebracht wurden
h
2 —a, 9q '
. a zy 'z @V .
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(13)

Die Losung dieser homogenen Differentialgleichung in der Verschiebung v und der Verdrehung ©
steht noch aus.

Zum besseren Verstdndnis der mechanischen Bedeutung dieser Differentialgleichung kann die
analoge Differentialgleichung des seitlich gestiitzten Druckstabes mit der konstanten Druckkraft N
dienen

M;(Hi] —V'N. (14)
E z
Der Ansatz v(x)=v-sin(mmx/L) fiihrt auf die charakteristische Gleichung
2.2
Ne M7 n ™y =0, (15)
ElL+B L L

die eine triviale Losung mit v=0, also fiir den perfekten Druckstab, und eine nichttriviale Losung,
die kritische Last als Eigenwert

2.2
_m'm

cr 2

N (EL, +B). (16)

liefert. Letztere gehort zum quasiperfekten Druckstab, denn v muss zwar verschieden von Null, aber
hinreichend klein sein.

Die Amplitude v der Verformung v(x) infolge einer vorgegebenen Druckkraft N ldsst sich im
Rahmen dieser Betrachtung nicht bestimmen. Das Umgekehrte, ndmlich die Bestimmung der
SchnittgroBe M, - und damit der Aussteifungslast gy - infolge einer vorgegebenen Verformung v ist
sehr wohl moglich. Gl. 13 ermdglicht also ebenso wie Gl. 14 nicht nur Aussagen iiber die Stabilitit
von Gleichgewichtslagen, sondern ermoglicht auch die Bestimmung von Schnittgrof3en, wenn die
Verformungen vorgegeben werden, weil sie bekannt sind.

Solche vorgegebenen Verformungen konnen Imperfektionen sein, die als bekannt vorausgesetzt
werden.
4. Mechanisches Modell des imperfekten horizontal gestiitzten Biegestabs

Um die Differentialgleichung Gl. 13 zumindest einer ingenieurméfigen Losung zuzufiithren, werden
die Verschiebung v und die Verdrehung ¥ durch die mit den Randbedingungen vertrigliche erste
und zweite Eigenform des Biegestabs



V=Ve=e-sin£x,ﬁzﬁt:t-sinﬁx, e,te R (17)
L L

ersetzt, so dass nur noch das Moment M, als Variable verbleibt. Diese Eigenformen konnen auf
Grund ihres determinierenden Charakters als Imperfektionen verstanden werden. Die Amplituden
e,t mussen klein sein.

Dann ergibt sich fiir die inhomogene gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

2
MZ-KI—M;'KZ=—sin£x'(Lx—x2)ln—2'K3—cosEX (L- 2X)l— K, +sin"x- Ks, (18)
L 2L L 2L L

wobei die rechte Seite bekannt ist, mit

2
1 1 a 1 1 21 1 1
K=—+—7\ K, =2 K,=q,a, ¢ ——— |-qt—| —-—1| K,=q,a, e—,
! : 3 = defay (GIT Elyj 4 RZ(EIZ EIYJ 4= Ly EI,

Die Losung lautet

-C, C—co h( (———D s1n %(Lx—xz)
L (19)

q,(x)= i
T’ T T . T
+(2C,-C CoS—X L-2x)-(C;-2C,-C sin — X
(20, =) cos T x L (1-20)- ) sin
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T 2
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2 2
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Diese Losung gilt fiir den einzelnen Biegestab, der sich auf einen Aussteifungstriger abstiitzt. Sie
kann nicht auf einen Biegestab iibertragen werden, der selbst Teil (als Gurt) eines rdumlichen
Aussteifungssystems ist.

5. Auswertung der Losung

Die Auswertung der Losung erfolgte entsprechend dem in der Ingenieurpraxis fiir den gestiitzten
Druckstab iiblichen Verfahren, bei dem die Schnittgroen fiir vorgegebene Imperfektionen
zuziiglich vorgegebener Verformungen berechnet werden. Dabei werden die vorgegebenen
Verformungen so begrenzt, dass der Bemessungswert der Druckkraft, hier der Vertikallast g,
ausreichenden Abstand zur kritischen Beanspruchung besitzt. Uber die notwendige Begrenzung der
Verformungen v, ¥ wird hier noch keine Aussage gemacht. Hier werden die Verformungen aus der
FE-Analyse verwendet, um die Ergebnisse der drei unabhingigen Verfahren Theorie I+. Ordnung,
FEM und Verfahren von Friemann und Stroetmann (1998) vergleichen zu konnen.
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Abbildung 2: Schnittgrofien und Verformungen am gestiitzten Biegestab



Fiir den Vergleich der Verfahren wurden die folgenden Parameter gewihlt:

Tragerlinge : L =18,00m
Tragerhohe h =1,50m
Tragerbreite : b =0,15m
Linienlast g, = 10kN/m
Koppelhohe : a,y =-0,75m
Drillsteifigkeit des Biegestabs um die lokale x-Achse : Glr = 1,14 103 kN/m
Biegesteifigkeit des Biegestabs um die lokale y-Achse : El, =4,89 10 kN/m
Biegesteifigkeit des Biegestabs um die lokale z-Achse : El, =4,89 10 kN/m
Biegesteifigkeit des Aussteifungstrigers : B =4,89-10" kN/m’
Amplitude der Vorkriimmung des Biegestabs e =22,5mm
Amplitude der Vorverdrehung des Biegestabs t =30,0 mrad
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