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1 Einleitung 1

1 Einleitung und Motivation

1.1 Holztafeln

Holztafeln, wie die in Bild 1-1 dargestellte Wandtafel, bestehen aus Holzrippen,
einer Beplankung und ihrem duktilen Verbund durch Né&gel, Klammern oder
Schrauben. Die statisch wirksame Beplankung aus Holzwerkstoff- oder Gips-
werkstoffplatten kann einseitig oder beidseitig angeordnet sein. Erst das Zu-
sammenwirken all ihrer Teile macht Holztafelkonstruktionen zu Tragwerken,
die sowohl Beanspruchungen in ihrer Ebene im statischen Sinne als Scheibe als
auch senkrecht zu ihrer Ebene als Platte abtragen. Die Wirtschaftlichkeit der
Holztafelbauart resultiert neben einem hohen Vorfertigungsgrad nicht zuletzt
aus den einfachen Verbindungen der Bauteile und einem optimierten Material-
einsatz durch schlanke Rippen und diinne Platten, die sich gegenseitig ausstei-
fen. So wird das Beulen der Platten konstruktionsbedingt durch die Rippen be-
hindert, wéhrend die Platten der Knickaussteifung der Rippen in der Tafelebene
dienen.

——————————————————————————————————————————————————————

Bild 1-1: Ansicht einer Wandtafel mit Fenster6ffnung

Tragmodelle zur statischen Berechnung von Holztafeln sind u. a. aufgrund der
Vielzahl von Bauteilen und Verbindungsmitteln, wie sie in Bild 1-2 exempla-
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risch fur eine Wandtafel dargestellt sind, vielfach statisch unbestimmt. Daher
haben die Steifigkeiten der Bauteile und ihrer Verbindungen einen nicht ver-
nachlassigbaren Einfluss auf die Gréle ihrer Beanspruchungen.
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Bild 1-2: Explosionsdarstellung einer einseitig beplankten Wandtafel

Die Berechnung der Beanspruchungen und der Verformungen von Holztafel-
konstruktionen unter Beriicksichtigung des plastisch duktilen Tragverhaltens der
Zugverankerungen und des Verbundes zwischen Holzrippen und Beplankung
sowie des elastisch sproden Verhaltens der Holzrippen und der Beplankung ist
bisher nur mit aufwendigen Finite-Elemente-Analysen moglich. Die Verfor-
mungsfigur in Bild 1-3 beispielsweise basiert auf den Ergebnissen einer physi-
kalisch nichtlinearen FE-Analyse mit dem Finite-Elemente-Programm ANSYS.
Vorschlage zur FE-Modellierung von Holztafeln wurden u. a. von Dettmann [5]
unterbreitet.
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Kasal stellt nichtlineare Finite-Elemente-Modelle sowohl fiir ebene Wandschei-
ben mit Substrukturierung in ANSYS [25] als auch flr die rdumlichen Trags-
trukturen ganzer Hauser mit Superelementen [5][6][26][27][28] vor, die u. a.
eine Aussage Uber die Verteilung der &uBeren Lasten innerhalb der Tragstruktur
ermdoglichen und validiert die Modelle mit VVersuchsergebnissen.

Bild 1-3: Uberhohte Verformungsfigur einer Wandtafel unter Horizontallast mit
Berucksichtigung des Druckkontaktes der Rippen untereinander

1.2 Grenzen der Schubfeldmethode

Mit vereinfachten, fur Handrechnungen geeigneten Verfahren, wie z. B. der
Schubfeldmethode in DIN 1052 [10] und in den nicht widersprechenden Rege-
lungen und Erlduterungen zu EC5 [15], deren Anwendung flr aussteifende
Scheiben in Holztafelbauart von Schulze und Schonhoff (1989) [44] vorge-
schlagen und von Kessel (2003) [30][31] grundlegend definiert und erlautert
wird, kann lediglich eine untere Grenze der Traglast angegeben werden, wie in
Abschnitt 3.6.1 gezeigt wird. Eine Abschatzung der tatsdchlichen Traglast oder
der Verformungen bzw. Steifigkeiten von Holztafelkonstruktionen kann mit der
Schubfeldmethode nur im Rahmen der Vereinfachungen erfolgen, die dem Ver-
fahren zugrunde liegen (siehe z. B. [29], [19]).
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Die Schubfeldmethode geht auf Ebner (1933) [13][14] zuriick und diente zu-
nachst der Bestimmung der Tragfahigkeiten von Leichtbaukonstruktionen im
Flugzeugbau. Spéater wurde sie von Hertel (1960) [20] und Schnell/Czerwenka
(1970) [43] fur die praktische Anwendung im Stahlleichtbau aufbereitet. Schub-
felder bestehen demnach aus diinnen Scheiben, die an allen Randern durch stab-
formige Gurte begrenzt sind. Die Schubfeldtheorie basiert auf der Annahme,
dass die Langssteifigkeit der Schubfelder vernachlassigt werden kann. Folglich
erfahren Schubfelder ausschlie3lich Schubbeanspruchungen. Durch Freischnei-
den eines solchen auf Schub beanspruchten Schubfeldes von den Gurten erhalt
man an den Feldrandern einen umlaufend konstanten Schubfluss s,. Dieser be-
ansprucht die Gurte parallel zu deren Langsachsen kontinuierlich Uber die Rand-
lange, so dass die Gurte infolge des Schubflusses sq ausschliellich Normalkrafte
erfahren. Nur wenn die Gurte durch &uRere Lasten oder durch die Gurte benach-
barter Schubfelder senkrecht zu ihren L&ngsachsen belastet werden, erhalten sie
neben den Normalkraftbeanspruchungen auch Biege- und Querkraftbeanspru-
chungen. Diese kdnnen — bedingt durch die fehlende Langssteifigkeit der Schub-
felder — ausschlieBlich tber Biegung in den elastischen Gurten weitergeleitet
werden.

Die Schubfeldmethode ist auf den Holztafelbau anwendbar, wenn die Holzrip-
pen als Gurte und die Platten der Beplankung inklusive ihrer kontinuierlichen
Verbindung mit den Rippen durch stabférmige Verbindungsmittel als Schubfel-
der aufgefasst werden. Obwohl die Platten neben ihrer Schubsteifigkeit auch
Langssteifigkeiten in beiden Plattenhauptrichtungen besitzen, kann die Langs-
steifigkeit der Schubfelder parallel zum Plattenrand vernachldssigt werden,
wenn die Steifigkeit der Verbindungsmittel, der Verschiebungsmodul K, gegen-
uber der Dehnsteifigkeit EA der Rippen so gering ist, dass die Langssteifigkeit
der Platte infolge einer Dehnung oder Stauchung der Rippe nahezu nicht akti-
viert wird. Die Rippen erfahren dann naherungsweise nur Normalspannungen
und die Platten ausschlieBlich Schubspannungen. Senkrecht zum Rand wird die
Langssteifigkeit der Platten nicht nennenswert aktiviert, wenn der Verschie-
bungsmodul der Verbindungsmittel gegentiber der Biegesteifigkeit EI der Rip-
pen gering ist und wenn planmaRig nur kleine Krimmungen der Rippen vorhan-
den sind. Auf Tafelkonstruktionen mit planmaRig grofRen Krimmungen der Rip-
pen, dies sind i. d. R. Tragwerke, die &ullere Lasten nicht nur Gber Schubfeld-
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wirkung, sondern auch Uber die Biegetragfahigkeit der Rippen abtragen, ist die
Schubfeldmethode nur bedingt oder gar nicht anwendbar.

Ubliche Holztafelkonstruktionen besitzen jedoch auch Eigenschaften, die nicht
mit den oben beschriebenen Annahmen der Schubfeldmethode vereinbar sind.

Zu diesen Eigenschaften zéhlen
= nicht starre, sondern steife Randrippen,
= sich infolge des Druckkontaktes nicht durchdringende Randrippen,
= (iber mehrere Platten und Offnungen der Beplankung durchlaufende
Randrippen,
= nicht orthogonale Anordnung der Rippen,
= nicht starre, sondern steife Platten der Beplankung,
= beulende Platten und
= freie Plattenrénder.

In Bild 1-3 ist der Einfluss einiger dieser Eigenschaften auf das Tragverhalten
einer Wandtafel erkennbar..

Die Anwendung des Schubfeldmodells auf Wandtafeln ohne Beriicksichtigung
der Nachgiebigkeit der Verankerungen und der Verbindungen der Wandtafeln
untereinander fuhrt zu statischen Modellen, die ausschliel3lich horizontale
Schubverformungen erfahren und keine zusétzlichen vertikalen Biegeverfor-
mungen, die sich aus Starrkodrperverdrehungen der Tafeln infolge der Nachgie-
bigkeiten der Verankerungen ergeben. Solche Modelle sind fiir den mehrge-
schossigen Holztafelbau ungeeignet, wie von zur Kammer [47] gezeigt wurde.
Denn im Holztafelbau sind die Verbindungen der rdumlich angeordneten Dach-,
Decken- und Wandtafeln im Verhaltnis zur Schubsteifigkeit der Tafeln nicht
sehr steif und dartber hinaus auch duktil. Dies fuhrt zu vertikalen Verformun-
gen, die die Spannungsverteilung innerhalb eines mehrgeschossigen Gebaudes
beeinflussen. Diese fiir den Holztafelbau typischen Einflisse werden in der
Schubfeldtheorie nicht behandelt. Dennoch erfolgt zurzeit der Nachweis der sta-
tischen Tragféhigkeit von mehrgeschossigen Geb&duden in Holztafelbauart bei
ruhenden Einwirkungen und selbst der dynamischen Tragfahigkeit bei Erdbeben
auf der Grundlage der elastischen Schubfeldtheorie.

Fur Tafeln mit sehr dinnen Beplankungen, die infolge planméRiigen Beulens
keine ausreichende Schubtragfahigkeit besitzen, so dass die Schubfeldmethode
nicht anwendbar ist, kann der Spannungszustand mit Hilfe der Zugfeldtheorie
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unter Berlcksichtigung Uberkritischer Tragreserven nach Hertel [20] und
Sandau-Wietfeld [42] bestimmt werden.

Bei der Anwendung der Schubfeldtheorie auf den Holztafelbau sind infolge der
oben beschriebenen Vernachlassigung der Plattenlangssteifigkeiten nur diejeni-
gen ebenen Dach-, Decken- und Wandtafeln in der raumlichen Gesamtkonstruk-
tion statisch als Scheiben wirksam, welche so konstruiert sind, dass sie als ideale
Schubfelder wirken. Zur Bestimmung ihrer Beanspruchungen werden diese ein-
zelnen Tafeln gedanklich aus der Gesamtkonstruktion herausgeschnitten, wie in
Bild 1-4a-e gezeigt. Der Verbund zwischen Rippen und Beplankung wird dann
theoretisch ausschlieRlich parallel zum Plattenrand durch s, beansprucht und die
Rippen erfahren ausschlieBlich Langsbeanspruchungen.

Die Zerlegung in einzelne ebene Tafeln erfolgt ingenieurmaRig u. a.

= ohne Beriicksichtigung der Tragféhigkeiten der Tragwerksteile, die keine
idealen Schubfelder bilden. So werden im ebenen Fall von der Wandtafel
in Bild 1-1 ausschlieBlich die drei Tafeln ohne Offnung als statisch wirk-
sam angesetzt. Sie bilden dann eine so genannte Tafelgruppe. Das Tafel-
feld mit Offnung bleibt vereinfachend unberiicksichtigt,

= ohne Bericksichtigung der Biegewirkung durchlaufender Randrippen,

= ohne Bericksichtigung von freien Plattenrédndern, wie sie gerade bei
Dach- und Deckentafeln aus konstruktiven Griinden tiblich sind. lhre ge-
ringere Tragfahigkeit wird durch empirische Beiwerte pauschal beriick-
sichtigt,

= ohne Bericksichtigung des Kontaktes der Rippen untereinander. So wird
im statischen Modell eine gegenseitige Durchdringung der Rippen zuge-
lassen. Im realen Tragwerk stellt sich jedoch keine Durchdringung son-
dern ein Druckkontakt zwischen den Rippen ein, der zusétzliche Langs-
druck-, Querdruck- und Biegebeanspruchungen in den Rippen verursacht.
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Schubfeldmethode FlieRverbundmethode Stab-Verbund-Modell (u. FEM)
ohne Plattenlangssteifigkeit starre Rippen, starre Platten steife Rippen, starre Platten
Kap. 1 Kap. 3 Kap. 4
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Bild 1-4: Vergleich der Methoden anhand der Wand aus Bild 1-1 im plastischen
Grenzzustand ohne Berticksichtigung des Druckkontaktes der Rippen
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Wie oben bereits erwéhnt, beteiligen sich im realen Tragwerk jedoch auch die
Tragwerksteile ober- und unterhalb von Offnungen an der Lastabtragung, wie
die Verbindungsmittel- und Rippenverformungen in Bild 1-3 und in Bild 1-4k
zeigen. Dadurch wird der Verbund zwischen Rippe und Beplankung in Bild
1-4n und o nicht nur parallel zum Plattenrand durch s, sondern auch senkrecht
zum Plattenrand durch sqg beansprucht. Die Rippen erfahren somit im realen
Tragwerk neben den Langsbeanspruchungen auch Biege- und Schubbeanspru-
chungen (Bild 1-4m) und die Platten in der Beplankung erfahren auch Bean-
spruchungen senkrecht zum Plattenrand. Bei Anwendung der Schubfeldtheorie
kann tber die GroRe dieser Beanspruchungen keine Aussage gemacht werden
(Bild 1-4c und e).

____________________________________________

freier Plattenrand

Bild 1-5: Ausschnitt einer Deckentafel mit freien Plattenrédndern

Auch die Beanspruchungen von Tafeln mit freien Plattenréandern, wie die De-
ckentafel in Bild 1-5, kdnnen mit vereinfachten Verfahren, wie dem Schubfeld-
modell, nicht hinreichend genau bestimmt werden. In DIN 1052:2008 [10] ist
das Tragverhalten fir Tafeln mit freien Plattenrandern lediglich empirisch in
Form von pauschalen Tragfahigkeitsabminderungen beriicksichtigt. Die Abmin-
derung der Tragfahigkeit von Dach- und Deckentafeln mit freien Plattenrdndern
um 1/3 gegeniiber Tafeln mit allseits schubsteifen Plattenrdndern stiitzt sich auf
Versuche, die eine Verringerung der Tragfahigkeit um etwa 1/3 ergaben. Eine
Methode zur Berechnung der plastischen Tragfahigkeit existiert bislang nicht.
Rein elastische Berechnungen ergeben einen erheblich grofReren Abfall der
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Tragféhigkeit bei freien Plattenrandern um bis zu %. Dieser Widerspruch zeigt,
dass eine linear-elastische Theorie das Tragverhalten solcher Tafeln nicht aus-
reichend genau wiedergibt und zu unwirtschaftlichen Ergebnissen fuhren kann.

1.3 Ziel dieser Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist, alternativ zur Schubfeldmethode und zu aufwendigen
nichtlinearen FE-Modellierungen neue Methoden aufzuzeigen, Spannungs- und
Verformungszustande von scheibenartig beanspruchten Holztafelkonstruktionen
unter Berlcksichtigung des duktilen Verhaltens des Verbundes und der Veran-
kerungen mit angemessenem Aufwand zu bestimmen.

In Kapitel 3 dieser Arbeit wird daher die , ,FlieBverbundmethode* zur Modellie-
rung der Spannungen und Verformungen von Holztafelkonstruktionen vorge-
stellt, die sich fir Handrechnungen eignet und die fur kleine ebene Tragwerke
zu allgemeinen Losungen fihrt. Mit dem in Abschnitt 3.4 vorgestellten Berech-
nungsverfahren auf Basis des WeggroRenverfahrens fuhrt die FlieRverbundme-
thode zu Ergebnissen, wie sie in Bild 1-4f-j dargestellt sind. Die wesentliche
Einschrankung dieser Methode liegt in der Annahme, dass sowohl die Rippen
als auch die Beplankung der Tafeln starr sind. Der Vergleich mit Ergebnissen,
die unter Bericksichtigung der Biegesteifigkeit der Rippen erzielt wurden (Bild
1-4k-0), zeigt, dass durch die Annahme starrer durchlaufender Rippen nicht in
allen Féllen der Beanspruchungszustand von Rippen, Verbund und Beplankung
zutreffend abgebildet werden kann. In Kapitel 5 wird demzufolge ein Ausblick
gegeben, wie die Methode zu erweitern ist, um sie auf beliebige Problemstellun-
gen im Holztafelbau anwenden zu kdnnen.

Neben der im 3. Kapitel beschriebenen FlieRverbundmethode wird in Kapitel 4
mit dem Stab-Verbund-Modell fiir Holztafeln eine weitere Methode vorgestellt,
mit der sowohl das linear elastische als auch das physikalisch nichtlineare Trag-
verhalten bis zum Erreichen der Traglast, also bis zum Versagen des Tragwerks,
abgebildet werden kdnnen. Fir linear elastisches Tragverhalten liefert die An-
wendung des Stab-Verbund-Modells eine analytische Ldsung der Rippen-
schnittgroRen, der Verbundbeanspruchungen und der Verformungen, im plasti-
schen Bereich eine iterativ berechnete L6sung. Dies gelingt u. a. durch die Be-
ricksichtigung der Biege- und der Dehnsteifigkeit der Rippen. Das Stab-
Verbund-Modell ist auf nahezu beliebige Problemstellungen im Holztafelbau
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anwendbar, unabhangig davon, wie das Tragwerk konstruiert ist. So kdnnen
auch Tafeln mit freien Plattenrandern, wie z. B. die Deckentafel in Bild 1-5,
modelliert werden, die planmaRig Verbindungsmittelbeanspruchungen senkrecht
zu den Plattenrdndern aufweisen. Auch Holztafeln mit nicht orthogonalen Rip-
pen, wie sie z. B. in Giebelwanden (Bild 1-6) oder in Deckentafeln ber nicht
orthogonalen Grundrissen vorkommen, konnen mit dem Stab-Verbund-Modell
modelliert werden. Ferner kann der wichtige Einfluss plastifizierender Zuganker
sowie abhebender Lager bei Wandtafeln beriicksichtigt werden. Das Zusam-
menwirken der Holztafeln mit Tragwerksteilen, die nicht in Holztafelbauart aus-
geflhrt werden, z. B. Brettschichtholzunterziigen, Vollholzstiitzen, Stahlrahmen
oder Stahlbetonstltzen, ist in demselben Modell modellierbar.

Bild 1-6: Giebelwandtafel mit nicht orthogonalen Randrippen

Die aus dem Stab-Verbund-Modell gewonnenen Ergebnisse (Beanspruchungen
und Verformungen) sind den Ergebnissen einer FE-Analyse, wie z. B den Er-
gebnissen in Bild 1-4k-o, vergleichbar, jedoch werden sie mit erheblich geringe-
rem Rechenaufwand erzielt.

Bei der FE-Modellierung der Wandtafel in Bild 1-4 wurde unterstellt, dass sich
die Rippen und die Platten der Beplankung untereinander frei durchdringen
konnen. Fir die Anwendung der Schubfeldmethode ist diese Annahme zwin-
gend. Dagegen konnen die in den Kapiteln 3 und 4 vorgestellten Methoden mit
starren und mit steifen Rippen auch den Einfluss des Kontaktes der Rippen und
der Beplankungselemente untereinander beriicksichtigen, wie der Vergleich von
Bild 1-3 mit Bild 1-4k zeigt.
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2 Physikalisch nichtlineares Verhalten von Holzta-
feln

2.1 Bertcksichtigung von Plastizitat im Holzbau

Gegenwartig wird das Plastifizieren von Werkstoffen jenseits ihrer Flieligrenze
im Holzbau an verschiedenen Stellen bereits dazu genutzt, Holzbauteile und ihre
Verbindungen gegenuber einer linear-elastischen Berechnung wirtschaftlicher
ZU bemessen.

Die Gleichungen von Johansen [23], die in den aktuellen Bemessungsnormen
[10][15] zur Bestimmung der rechnerischen Beanspruchbarkeit von stabférmi-
gen Verbindungsmitteln in Holzbauteilen dienen, basieren z. B. auf der Annah-
me, dass sich sowohl das Holz unter Lochleibungsbeanspruchung als auch das
Verbindungsmittel unter Biegebeanspruchung ideal-plastisch verhalten (Bild
2-1).

t &

SERERS

& ty b

LR

Bild 2-1: Versagensmechanismen nach Johansen fur Verbindungen aus Holz
oder Holzwerkstoffen; aus [4] S. 143

Ein weiteres Beispiel ist die Ausnutzung des plastischen Arbeitsvermdgens des
Holzes unter Druckbeanspruchung bei der Interaktion von Druck- und Biegebe-
anspruchungen in Rechteckquerschnitten. Der parabelformige Verlauf der
Grenzzustandslinie in Bild 2-2 bedeutet eine hoéhere Ausnutzung des Quer-
schnitts im Vergleich zur linearen Interaktion der Beanspruchungen.
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Bild 2-2: Grenzzustandslinie fir Biegung und Druck; aus [21][32]

Auch dirfen nach DIN 1052:2008 Abschnitt 8.1 [10] die Biegemomente statisch
unbestimmter Tragwerke aus Beanspruchungen rechtwinklig zur Stabachse um-
gelagert werden, wenn sie nach Theorie I. Ordnung ermittelt wurden, das
Gleichgewicht in allen Teilen erfullt bleibt und die Auswirkungen der Umlage-
rungen auf das gesamte Tragwerk beriicksichtigt werden. Dadurch kann der
Ausnutzungsgrad einer Konstruktion verringert werden, wenn zu schwécher
ausgenutzten Querschnittsbereichen hin umgelagert wird. Die Mdéglichkeit der
Umlagerung wird in [4] S. 35 mit dem elastisch-plastischen Verhalten des Hol-
zes und einer Redundanz in statisch unbestimmten Systemen begriindet.

Bei Holztafelkonstruktionen werden ebenfalls plastische Tragreserven genutzt,
auch wenn in den Bemessungsvorschriften, z. B. in DIN 1052:2008 Abschnitt
8.7.5(7) [10], nicht explizit darauf hingewiesen wird. Hier darf die horizontale
Einwirkung auf die durchgehende Kopfrippe einer Wandtafelgruppe unter
Scheibenbeanspruchung proportional zu den anteiligen Langen auf die einzelnen
Tafeln verteilt angenommen werden ([31], S. 70). Obwohl die Steifigkeit der
einzelnen Tafeln mit linear-elastischen Materialgesetzen nicht proportional zur
Tafellange sein muss, ist diese Annahme vor dem Hintergrund eines im Grenz-
zustand der Tragfahigkeit voll plastifizierten Verbundes gerechtfertigt. Denn
infolge der Duktilitdt des Verbundes wird die Tragfahigkeit jeder Verbindung
einer Tafel mit der Kopfrippe im Grenzzustand der Tragféhigkeit unabhangig
vom Verschiebungszustand der Tafelgruppe voll ausgeschopft. Bei Anwendung
der Schubfeldmethode erhalten die Verbindungen dann ausschlie3lich Bean-
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spruchungen parallel zur Kopfrippe, die ihrer Beanspruchbarkeit entsprechen
und proportional zur Tafell&nge sind.

Das letztgenannte Beispiel zeigt, dass die Nutzung plastischer Tragreserven im
Holztafelbau sinnvoll erscheint. Dennoch ist bisher kein Bemessungsverfahren
bekannt, das die plastischen Eigenschaften von Holztafelkonstruktionen syste-
matisch nutzt. Analog zur FlieRgelenktheorie im Stahlbau, mit der z. B. die plas-
tischen Querschnitts- und Systemreserven statisch unbestimmter Rahmenkon-
struktionen systematisch ausgeschopft werden konnen, wére ein Verfahren fir
den Holztafelbau denkbar, das die plastischen Reserven im duktilen Verbund
und in den duktilen Verankerungen von Holztafelkonstruktionen nutzt. Nach-
dem zunéchst im Abschnitt 2.2 auf die Flie3gelenktheorie im Stahlbau einge-
gangen wird, wird im Abschnitt 2.3 die Ubertragung der FlieBgelenktheorie auf
den Holztafelbau diskutiert.

2.2 FlieRgelenktheorie

2.2.1 Allgemeines zur Fliel3gelenktheorie im Stahlbau

Die FlieRgelenktheorie, die tUberwiegend im Stahlbau baupraktische Bedeutung
hat, ist Gegenstand der Plastizitatstheorie und geht von der Hypothese lokaler
FlieRgelenke aus [39]. Bei stetiger Laststeigerung geht ein statisch unbestimmtes
Tragsystem mit steigender Zahl von Flielgelenken schlielRlich in eine statisch
unterbestimmte kinematische Kette tber [11]. Die Beanspruchbarkeit des Sys-
tems ist die plastische Grenzlast bzw. Traglast. Die Richtlinie 008(1973) des
Deutschen Ausschusses flr Stahlbau bezeichnete die auf der FlieR3gelenktheorie
beruhende Berechnungsmethode daher als ,, Traglastverfahren®.

In einer rein elastischen Berechnung eines Stahl-Stabtragwerks nach Theorie |I.
Ordnung ist dessen Beanspruchbarkeit, die elastische Grenzlast, erreicht, wenn
die Spannungen in einem Querschnitt, z. B. die Biegerandspannungen, die
FlieRgrenze erreichen. Bei Vernachlassigung geometrischer Imperfektionen ver-
hélt sich das Tragwerk nach der Elastizitatstheorie bis zum Erreichen der elasti-
schen Grenzlast konsequent linear, so dass Spannungen und Verformungen stets
proportional zur Last sind und das Superpositionsgesetz gilt.

Die FlieRgelenktheorie beriicksichtigt dagegen das nichtlineare Werkstoffverhal-
ten des Stahls, das FlieRen. Folglich sind auch die Spannungen und Verformun-
gen nichtlinear von der Last abhangig [11]. Da das Superpositionsgesetz hier
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nicht mehr gilt, ist eine Uberlagerung einzelner Lastfalle nicht mehr mdglich.
Stattdessen sind alle Lasten eines Lastzustandes gemeinsam zu untersuchen.

Biegesteife stdhlerne Stabtragwerke weisen plastische Querschnittsreserven und
plastische Systemreserven auf [39]. Eine plastische Querschnittsreserve ist bei
reiner Momentenwirkung durch das Verhéltnis des plasto-statischen Grenzmo-
ments My, eines Querschnitts zu dessen elasto-statischem Grenzmoment Mg ge-
geben. Die plastische Systemreserve kann gegenuber der elastischen Grenztrag-
fahigkeit ausgeschopft werden, wenn die Querschnitte an den hochstbeanspruch-
ten Stellen des Tragwerks durchplastifiziert sind und das System in eine kinema-
tische Kette bergeht. Plastische Systemreserven sind nur bei statisch unbe-
stimmten Systemen vorhanden.

Durch die Anwendung der Fliel’gelenktheorie werden plastische Systemreserven
ausgeschopft. Dadurch kann die Bemessung von Stahlkonstruktionen mit der
FlieRgelenktheorie gegenuber der Anwendung der Elastizitatstheorie wirtschaft-
licher sein.

2.2.2 Theoreme der FlieRgelenktheorie und Eingrenzungssatze

Bei einer schrittweisen Steigerung der duReren Last bis zum Erreichen eines Ki-
nematischen Mechanismus’ wird jeder Zustand, in dem eine Steifigkeitsdnde-
rung des statischen Systems stattfindet, berechnet. Dazu sind bei statisch unbe-
stimmten Systemen mehrere Berechnungsschritte erforderlich, innerhalb derer
gof. iteriert wird. Das Ergebnis ist in jedem Fall der eindeutig bestimmte und
einzig mogliche plastische Grenzzustand. Flr eine computergestiitzte Berech-
nung ist dieses VVorgehen gut geeignet, da die vielen Berechnungsschritte kein
Problem darstellen. Analytische Berechnungen werden dagegen bei groRerer
statischer Unbestimmtheit mit diesem Berechnungsweg sehr aufwendig. Alter-
nativ kann der plastische Grenzzustand unter Berlcksichtigung der folgenden
Theoreme mit angemessenem Aufwand analytisch berechnet oder zumindest
eingegrenzt werden.

Der plastische Grenzzustand gentigt folgenden Bedingungen [11][39]:
(B1) Gleichgewicht ist in allen Teilen erftillt.
(B2) In allen Querschnitten gilt: M[<M . (2.1)

(B3) Ein kinematischer Bruchmechanismus ist erreicht.



2 Physikalisch nichtlineares Verhalten von Holztafeln 15

(B4) In allen Flie’gelenken wird positive Dissipationsarbeit geleis-
tet.

Bedingung (B2) legt fest, dass die Momente an keiner Stelle gréi3er sein kénnen
als das aufnehmbare plastische Grenzmoment M. Im Interaktionsfall steht My,
fur das die FlieRbedingung erfiillende verminderte plastische Moment. Die vier-
te Bedingung (B4) sagt aus, dass in allen plastischen Gelenken der Drehsinn der
Momente und die plastischen Verdrehungen gleichsinnig sein missen [11], denn
nur dann wird infolge Materialplastizierung Energie dissipiert [39].

Fur den plastischen Grenzzustand gilt der Eindeutigkeitssatz:
Eindeutigkeitssatz

,,Hat man einen Zustand gefunden, der alle vier Bedingungen (2.1) erfiillt, so
ist dies in der Theorie I. Ordnung der tatsachliche Grenzlastzustand, denn es
gibt nur einen einzigen.* [11]

Eine untere Grenze der plastischen Grenzlast Fp erhdlt man durch Einhaltung
des statischen Satzes:

Statischer Satz (untere Grenze)

»Alle Zustinde, die die Bedingungen (B1), Gleichgewicht, und (B2),
IM| < My, erfullen, sind statisch zulassige Spannungszustande. Eine kinemati-
sche Kette (B3) muss noch nicht erreicht sein. Fur die zugehorige Last Fg
gilt [11]:

F < FpI‘G

stat —

Wenn die Bedingungen des statischen Satzes eingehalten sind, kénnen die dufRe-
ren Lasten noch erhoht werden, bis die kinematische Kette erreicht ist. Folglich
befindet sich dieser Zustand stets ,,auf der sicheren Seite*. Auch fiir den Sonder-
fall, dass der plastische Grenzzustand zufallig oder anschaulich gefunden wurde,
ist der statische Satz glltig. In einem Zustand, der mit dem statischen Satz kon-
form ist, kann das Tragwerk vollstandig elastisch sein oder bereits FlieRgelenke
aufweisen. In den FlieBgelenken kdnnen die elastischen Vertraglichkeitsbedin-
gungen unberiicksichtigt bleiben, da die Verschiebungsgroen im plastischen
Querschnitt nicht mehr proportional zu den Schnittgréfien sind.

Mit dem statischen Satz erhélt man also eine untere Grenze der plastischen
Grenzlast eines statisch unbestimmten Stabmodells, wenn man wie folgt vor-
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geht: Das statisch unbestimmte Modell wird durch ein statisch bestimmtes Mo-
dell ersetzt, indem zusétzliche Gelenke (Momentengelenke und / oder ,,Schiebe-
hiilsen*) an beliebigen Stellen eingefiihrt werden. In diesen zusatzlich definier-
ten Gelenken werden nun wieder Schnittgréfien dadurch eingefiihrt, dass unmit-
telbar neben den Gelenken entsprechende Ersatzlasten (Einzelmomente und /
oder Einzelkréfte) angeordnet werden. Die GroRe dieser Ersatzlasten ist vor-
zugsweise so zu wahlen, dass die Flielbedingung in den zusatzlich definierten
Gelenken erfillt ist (B2 erfillt). AulRerdem sind die Wirkungsrichtungen der Er-
satzlasten so zu wéhlen, dass sie den Verschiebungen infolge &uReren Lasten
entgegen wirken (B4 erflllt). Der dadurch entstandene Ersatzlastzustand liefert
in der Superposition mit den &uBeren Lasten einen Spannungszustand in dem
zuvor gewahlten statisch bestimmten Modell (B1 erfiillt). Mit diesem Span-
nungszustand darf die FlieBbedingung in keinem Teil des statisch bestimmten
Modells verletzt werden. Geschieht dies doch, so sind die Ersatzlasten und die
aulleren Lasten so weit abzumindern, bis die FlieBbedingung in allen Teilen des
Tragwerks wieder eingehalten ist (B2 erfullt). Ein kinematischer Mechanismus
muss in diesem Zustand noch nicht erreicht sein (B3 muss nicht erftllt sein).

Mit dem statischen Satz konnen jedoch nicht nur untere Grenzwerte des plasti-
schen Grenzzustandes, sondern auch der plastische Grenzzustand selbst be-
stimmt werden, wenn der eine Gleichgewichtszustand gefunden wird, der die
Bedingungen B1, B2 und B4 erfillt und der zugleich einem kinematischen Me-
chanismus entspricht (B3 erfullt). Um diesen Gleichgewichtszustand zu finden,
konnen mehrere dem statischen Satz entsprechende Gleichgewichtszustdnde
durchprobiert und dahingehend Uberprift werden, ob sie zugleich einem kine-
matischen Mechanismus entsprechen.

Eine obere Grenze der plastischen Grenzlast F, liefert der kinematische Satz:
Kinematischer Satz (obere Grenze)

,,Alle Zustiande, die nach (2.1) die Bedingungen (B1), Gleichgewicht, (B3),
kinematische Kette und (B4), plastische Verformungen der kinematischen
Kette gleichsinnig mit Richtung der Schnittgrof3en, erflllen, sind kinematisch
zuléssige Verschiebungszustdnde. Die fur das Gleichgewicht erforderlichen
SchnittgréRen kdénnen dabei auch groRer sein als die ertragbaren bei vollplas-
tizierten Querschnitten; die Bedingung (B2) braucht nicht erfillt zu werden.
Fur die Last Fy, gilt [11]:
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F <F,“

pl — ° kin

Hier werden Stellen toleriert, an denen M| > My, ist. In diesen Féllen ist die zu-
gehdrige Gleichgewichtslast Fy, stets grofer als die plastische Grenzlast F und
man liegt folglich auf der ,,unsicheren Seite”. Auf den Sonderfall, dass die plas-
tische Grenzlast F zufallig oder anschaulich gefunden wurde, trifft der kinema-
tische Satz ebenfalls zu.

2.3 Ubertragung der FlieBgelenktheorie auf den Holztafel-
bau

2.3.1 Problemstellung

Eine direkte Ubertragung der in Abschnitt 2.1 beschriebenen FlieRgelenktheorie
auf Holztafeltragwerke ist ohne weiteres nicht moglich, da das Tragverhalten
und somit auch die statischen Modelle von Stahlrahmen und Holztafeln grund-
satzlich unterschiedlich sind. Wéhrend Stahlrahmentragwerke ihre Lasten tber-
wiegend Uber Biegung und Normalkréfte in den stabférmigen Bauteilen in die
Auflager weiterleiten, so dass die plastische Grenzlast i. W. durch die Biegebe-
anspruchbarkeit der Stabe bestimmt wird, zeigt Bild 1-3, dass Holztafeltragwer-
ke ihre Lasten Uber ein komplexes Zusammenwirken aller Bauteile, das sind die
Holzrippen, die Beplankung, der Verbund von Rippen und Beplankung sowie
die Verankerungen, in die Auflager leiten. Dabei erfahren die Rippen sowohl
Biege- als auch Normalkraftbeanspruchungen, die Beplankung wird i. W. auf
Schub beansprucht und der Verbund Ubertragt Krafte sowohl parallel als auch
senkrecht zu den Plattenrdndern bzw. Rippenachsen. Die plastische Grenzlast
wird bei Tafeln in der Regel durch die Beanspruchbarkeit der Verbindungen
zwischen Rippen und Beplankung oder Rippen und Zugverankerungen be-
stimmt.

In Stahlrahmentragwerken entstehen 6rtliche FlieRzonen in den Stabquerschnit-
ten, die durch punktuelle FlieBgelenke modelliert werden kénnen. In Holztafel-
tragwerken dagegen flieBen die Verbindungsmittel zwischen Rippen und Be-
plankung sowie in den Verankerungen, wéhrend sich die Gibrigen Bauteile elas-
tisch verhalten. Sieht man von einer Modellierung jedes einzelnen Verbin-
dungsmittels ab und betrachtet stattdessen den Verbund als kontinuierliche Ver-
bindung zwischen Rippen und Beplankung, so kdnnen FlieRzonen entstehen, die
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sich Uber grolRere Langen, wie z. B. die L&nge eines Plattenrandes, erstrecken.
Solche FlieRzonen konnen nicht mehr mit punktuellen FlieBgelenken modelliert
werden. Innerhalb dieser Flielzonen variiert die Richtung der Relativverschie-
bungen zwischen Rippen und Beplankung und damit die Beanspruchungsrich-
tung der flieBenden Verbindungsmittel. Dies fiihrt zu einer FlieBbedingung fir
den Verbund, die auf einer Interaktion der Beanspruchungsrichtung parallel zum
Plattenrand mit der Beanspruchungsrichtung senkrecht dazu beruht. Hierbei hat
die Krimmung der Rippen grol3en Einfluss, da die Anteile der Verbindungsmit-
telverschiebungen, die aus den Biegeverformungen der schlanken Rippen resul-
tieren, in derselben GroRenordnung liegen konnen, wie die Ubrigen Anteile.
Folglich sind bei der Berechnung des plastischen Grenzzustandes die Biegebe-
anspruchungen der Rippen und die Verbundbeanspruchungen als gekoppeltes
Problem zu behandeln.

2.3.2 Entwicklung der FlieRverbundmethode

In Abschnitt 2.3.1 wurde dargelegt, dass die Flielgelenktheorie aus dem Stahl-
bau nicht direkt auf den Holztafelbau bertragbar ist. Aus der Motivation her-
aus, eine Methode fir den Holztafelbau zu entwickeln, die fir Handrechnungen
geeignet ist, und die die in Abschnitt 2.3.1 genannten Besonderheiten des Holz-
tafelbaus, insbesondere die richtungsabhéangigen FlieRzonen, beriicksichtigt,
fihrten zur Entwicklung der FlieBverbundmethode, die in Kapitel 3 vorgestellt
wird.
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3 FlieRverbundmethode fir Holztafeln

3.1 Einleitung

Die Verformungen und die Beanspruchungen von Holztafelkonstruktionen wer-
den im Wesentlichen durch die Geometrie und die Steifigkeiten der Rippen, der
Beplankung, des Verbundes von Rippen und Beplankung sowie der Veranke-
rungen bestimmt [5]. Tafeln sind idealer Weise so konstruiert, dass sich der
Verbund und die Verankerungen im Versagenszustand duktil verhalten, wah-
rend Rippen und Beplankung elastisch sind. Detaillierte statische Modellierun-
gen von Holztafeln, wie z. B. mit FE-Modellen, in denen jedes Verbindungsmit-
tel einzeln modelliert wird, sind daher einerseits vielfach statisch unbestimmt,
andererseits wegen des duktilen Verbundes physikalisch nichtlinear. Fir analyti-
sche Ldsungen, die im Ingenieuralltag wirtschaftlich angewendet werden kon-
nen, sind solche Modelle ungeeignet.

Im Folgenden wird die FlieBverbundmethode vorgestellt, die analytische Losun-
gen fur Holztafelkonstruktionen ermdglicht. Mit der FlieRBverbundmethode kon-
nen sowohl der elastische als auch der plastische Grenzzustand der Tragfahig-
keit einer Holztafelkonstruktion bestimmt werden. Unter dem elastischen
Grenzzustand versteht man den Verschiebungszustand der Tafel, in welchem
das erste Verbindungsmittel seine FlieRverschiebung erreicht. Der elastische
Grenzzustand wird ausfiihrlich in Abschnitt 3.4 erldutert. Der plastische Grenz-
zustand einer Holztafelkonstruktion ist erreicht, wenn eine geringfugige Erho-
hung der duReren Last infolge des Flieliens von Verbindungsmitteln und Veran-
kerungen zu grolRen Verschiebungen der Konstruktion fiihrt. Die Bestimmung
des plastischen Grenzzustandes wird in Abschnitt 3.5 erldutert.

Durch Anwendung der FlieRverbundmethode erhalt man einfache Modelle, die
auf nahezu beliebige Problemstellungen im Holztafelbau angewendet werden
konnen. Diesen Modellen liegen folgende vereinfachende Annahmen zugrunde:

= AuRere Lasten werden ausschlieRlich in Form von Einzellasten auf die
Rippen in Richtung der Rippenachsen aufgebracht.

= Die Rippen sind dehn- und biegestarr (siehe Kap. 3.3).
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= Die Rippen sind nicht untereinander verbunden und kdénnen sich zwan-
gungsfrei durchdringen, sofern keine Verbindungen zusatzlich definiert
werden.

= Die Platten der Beplankung sind starr und kdnnen sich zwangungsfrei
durchdringen.

= Rippen und Platten sind so bemessen, dass sie flr die Tragfahigkeit der
Tafel nicht malRgebend werden, d. h. ein sprédes Versagen der Rippen
und Platten vor dem Erreichen der plastischen Grenzlast der Tafel ist aus-
geschlossen.

= Die Verbindungsmittel folgen einem ideal-elastisch-plastischen Werk-
stoffgesetz (siehe Kap.3.2, Bild 3-8).

= Die Verbindungsmittelabstéande a, sind in allen tragenden Verbindungen
gleich grol.

= Die Verbindungsmittel zwischen Rippen und Platten werden nicht einzeln
betrachtet, sondern als kontinuierliche Verbindungen zwischen einem
Plattenrand und einem Rippenabschnitt. Die Steifigkeiten dieser kontinu-
ierlichen Verbindungen werden zu resultierenden Federsteifigkeiten zu-
sammengefasst (siehe Abschnitt 3.4.1).

Fur solche vereinfachten Modelle werden auBer den geometrischen Daten nur
die Steifigkeit und die Fliel’grenze der Verbindungen benétigt.

3.2 Der Verbund von Rippen und Beplankung

Der Verbund von Rippen und Beplankung in Holztafeln wird durch stabférmige
Verbindungsmittel wie Négel, Schrauben oder Klammern hergestellt. Die Stei-
figkeiten dieser Verbindungsmittel haben wesentlichen Einfluss auf das Trag-
verhalten der Tafel.

Bild 3-1 zeigt das Kraft-Verschiebungs-Verhalten verschiedener Holzverbin-
dungen. Alle dargestellten Kurven verlaufen nichtlinear. Dabei weisen die stab-
formigen Verbindungsmittel d), e) und g) ein duktiles Verhalten auf. Besonders
die fir den Verbund einer Holztafel relevante Nagelverbindung g) besitzt ein
ausgepragtes ,,FlieBplateau, d. h. nach Erreichen der aufnehmbaren Hochstlast
steigen die Verformungen bei gleich bleibendem Lastniveau weiter an.
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Ahnliche Kurvenverldufe ermittelt Kessel [30] fir Nagelverbindungen in Holz-
tafeln mit verschiedenen Beplankungswerkstoffen und Nageldurchmessern (Bild
3-2). Raschper stellt in [41] ebenfalls entsprechende Diagramme aus verschie-
denen Versuchen zusammen (Bild 3-3).
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Bild 3-1: Kraft-Verschiebungs-Kurven (Versuchswerte) verschiedener Holz-
verbindungen nach [40]

a) geleimte Verbindung (A = 12500mm?), b) Einlassdibel (d =
100mm), c) zweiseitiger Einpressdibel (d = 62mm), d) Stabdibel (d =
14mm), e) Bolzen (d = 14mm), f) Nagelplatte (A = 10000mm3), g)
Néagel (d = 4,4mm)

Klammern weisen ein ahnliches Kraft-Verformungs-Verhalten wie Né&gel auf,
da die beiden Klammerschéfte wie zwei N&gel des gleichen Durchmessers und
des gleichen FlieBmomentes wirken. Bild 3-4 zeigt die freigelegte Klammer ei-
ner typischen Holztafelverbindung, die sich infolge einer Scher-Lochleibungs-
Beanspruchung plastisch verformt hat. An der herausgelésten Klammer sind
deutlich je zwei FlieBzonen pro Klammerschaft zu erkennen. Das Flielen des
Verbindungsmittelstahls und die damit einhergehenden plastischen Verformun-
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gen der Lochréander im Holz sind urséchlich fir das ausgepréagt nichtlineare
Kraft-Verschiebungs-Verhalten von Nagel- und Klammerverbindungen (vgl.
Bild 3-1 und Bild 3-2).

1800 - OSB/4; t =10mm; d = 2mm

1600 =
1400 =
1200 =

GF; t=12,5mm; d =2,5mm
1000 -

Kraft F (N)

800 =

600 o GKF; t=12,5mm; d =2,5mm

400 =

200
GKB; t=12,5mm; d =2,5mm

0

T T T T T T T T T T T 1
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 35 4,0 4,5 5,0 55

Verschiebung u (mm)

Bild 3-2: Kraft-Verschiebungs-Diagramm einer Lochleibungsprifung nach
EN383, aus [30]
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Bild 3-3: Kraft-Verschiebungs-Diagramme von Né&geln, aus [41]
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Bild 3-4: Freigelegte, plastisch verformte Klammer in einer Gipswerkstoff-
Holz-Verbindung

Die Steifigkeit solcher Verbindungen hangt von den Materialeigenschaften und
der Geometrie des Verbundes ab. Materialeigenschaften sind die Festigkeit des
Verbindungsmittels und die Lochleibungsfestigkeiten des Rippen- und des Be-
plankungswerkstoffes. Die Geometrie kann mit einigen wesentlichen Parame-
tern beschrieben werden. In [30] sind diese Geometrieparameter neben der Plat-
tendicke t und der Eindringtiefe des Verbindungsmittels in das Holz auch sein
Durchmesser d, sein Abstand a vom Plattenrand und der Winkel ¢, den die Rich-
tung der durch das Verbindungsmittel bertragenen Kraft F und der Plattenrand
einschlieRen.

/x( @ Pprfstit

Bild 3-5: Randabstand a des Verbindungsmittels zum Beplankungsrand; Winkel
¢ zwischen Beplankungsrand und Richtung der Kraft F; aus [30]
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Der Einfluss der Geometrieparameter a, d und ¢ auf das Tragverhalten der Ver-
bindungsmittel ist in Bild 3-6 dargestellt. Wéhrend die Verformungen bei rand-
paralleler Beanspruchung in der Nahe der Tragféhigkeitsgrenze deutlich nichtli-
near zunehmen und bei ausreichend groBem Randabstand eine Art ,,FlieBen* des
Verbundes einsetzt, ist bei Beanspruchung senkrecht zum Plattenrand mit ab-
nehmendem Randabstand ein eher sprodes Verhalten des Verbundes zu erken-
nen.

2500 =

2000 -

Kraft F (N)

1500 =

1000 =

500

Verschiebung u (mm)
Bild 3-6: Kraft-Verschiebungs-Diagramm fur Verbindung Gipsfaserplatte und
Holz mit 4 Né&geln in Abhangigkeit vom Winkel ¢ und Randabstand
a/d [30]

Um ein sprodes Versagen der Rippen und der Beplankung in Holztafeln zu ver-
meiden, sind nur Verbindungen geeignet, die ein ausgepragt duktiles Verhalten
des Verbundes (siehe Bild 3-4) und der Zugverankerungen gewahrleisten. Bei
der Konstruktion von Holztafeln ist dies durch die Einhaltung ausreichender
Randabstédnde und Plattendicken sicherzustellen. Da die Randabstande fur Ver-
bindungsmittelbeanspruchungen senkrecht zur Rippenachse bzw. zum Platten-
rand groRer sind als die fur parallele Beanspruchungen, sind vor dem Hinter-
grund wirtschaftlicher Rippenstarken gegebenenfalls Tafelkonstruktionen zu
bevorzugen, deren Verbindungsmittel Gberwiegend parallel zum Beplankungs-
rand und nur in geringem Mal3e senkrecht dazu beansprucht werden.

Richtlinien fur die Ermittlung der Tragfahigkeit und des Verformungsverhaltens
von Nagel- und Klammerverbindungen sind u. a. in EN 26891 [8] und EN 383
[9] angegeben. Mit den nichtlinearen Last-Verschiebungs-Diagrammen aus ent-
sprechend dieser Normen durchgeftihrten Versuchen kdnnen neben der Hochst-
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last Frax auch die Gebrauchslast Fe, und die elastische Anfangsverschiebung Uins
abgeschatzt werden [22].

Die Gebrauchslast F, betrégt dabei 40 Prozent der geschatzten Hochstlast Feg,
die vor der Versuchsdurchfihrung aufgrund von Erfahrungen, Berechnungen
oder Vorprufungen bestimmt und ggf. nachtréglich an die Hochstlast F.x ange-
glichen wurde [8]. Aus der Gebrauchslast Fg, und der zugehdrigen Anfangsver-
schiebung ui,¢ kann der Anfangsverschiebungsmodul K, fir den Ge-
brauchstauglichkeitsnachweis bestimmt werden:

04 F

ser u = u (3 . 1)

K

inst inst

Alternativ dazu sind im Eurocode 5 [15] und in DIN 1052 [10] Mittelwerte fiir
Verschiebungsmoduln K, angegeben, die von der Rohdichte der miteinander
Verbundenen Teile und dem Verbindungsmitteldurchmesser abhéangen.

Fir den Nachweis im Grenzzustand der Tragfahigkeit wird der Verschiebungs-
modul K, unter Bericksichtigung des nichtlinearen Last-Verschiebungs-
Verhaltens von Nagel- und Klammerverbindungen durch eine Abminderung von
Kser berechnet [10] (Bild 3-7):

2 F

- S K =-v
u,mean 3 ser u , (3 .2)

Fir alle Nachweise nach dem Teilsicherheitskonzept sind diese Verschiebungs-
moduln durch den Teilsicherheitsbeiwert yy zu teilen.

u u

inst y U max

Verschiebung u

Bild 3-7: Nichtlineares und vereinfachtes ideal-elastisch-plastisches Last-
Verschiebungs-Diagramm eines Verbindungsmittels
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Die rechnerische Beanspruchbarkeit R eines Nagels bzw. einer Klammer kann
mit den Gleichungen von Johansen [23] bestimmt werden, die durch die An-
wendung der FlieRBgelenktheorie auf Holzverbindungen entstanden. Diese Glei-
chungen basieren auf der Annahme, dass sich sowohl das Holz bzw. der Holz-
werkstoff unter Lochleibungsbeanspruchung als auch das Verbindungsmittel
unter Biegebeanspruchung ideal-plastisch verhalten.

Die aus Versuchsergebnissen gewonnenen nichtlinearen Kraft-Verschiebungs-
Diagramme von Nagel- und Klammerverbindungen konnen analytisch durch
Regressionsgleichungen beschrieben werden. In Gupta und Kuo (1985) [17]
wird die Kraft-Verschiebungs-Kurve von Négeln z. B. durch die Potenzfunktion

F=522. 4y (3.3)

beschrieben, wobei F die Nagelkraft in N und u die Nagelverschiebung in mm
ist.

In numerischen Berechnungen (z. B. FE-Analysen) sind solche Gleichungen
wegen der programmtechnischen Umsetzung eher ungeeignet. Hier ist eine Ap-
proximation der nichtlinearen Kraft-Verschiebungs-Kurve durch einen Polygon-
zug sinnvoll, dessen Bereichsgrenzen mit Punkten der Last-Verschiebungs-
Kurve koinzident sind [5].

Kraft F

Verschiebung u

Bild 3-8: Vereinfachtes ideal-elastisch-plastisches Last-Verschiebungs-Dia-
gramm eines Verbindungsmittels

Die Genauigkeit von Regressionsgleichungen oder Approximationen mit Poly-
gonziigen ist jedoch nur dann angemessen, wenn das Tragverhalten eines kon-
kreten Tragwerks — z. B. flr wissenschaftliche Zwecke — simuliert werden soll,
dessen individuelle Verbindungseigenschaften durch Versuche bereits bestimmt
wurden. Im Regelfall ist jedoch nicht zuletzt vor dem Hintergrund grof3er Streu-
ungen in den Kurvenverldufen verschiedener Versuchsreihen [41] ein einfaches
Last-Verschiebungs-Diagramm, wie in Bild 3-8 dargestellt, hinreichend genau.
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Zudem ermoglicht ein solches einfaches Last-Verschiebungs-Gesetz analytische
Losungen und eine einfache programmtechnische Umsetzung des nichtlinearen
Tragverhaltens von Nagel- und Klammerverbindungen.

In dieser Arbeit kommt ausschliellich das ideal-elastisch-plastische Kraft-
Verschiebungs-Diagramm nach Bild 3-8 zur Anwendung. Bis zum Erreichen
seiner Beanspruchbarkeit R wird das Last-Verschiebungs-Verhalten des Verbin-
dungsmittels zwischen Rippe und Platte als linear-elastisch angenommen. Bei
Verbindungsmittelverschiebungen, die gréRer oder gleich der FlieRverschiebung
uy sind, wird dem Verbindungsmittel ideal-plastisches Verhalten unterstellt, so
dass die Verbindungsmittelkraft unabhangig von der Verschiebung u konstant R
betragt.

3.3 Dehn- und biegestarre Rippen

Holztafeln werden in der Regel mit schlanken Rippen ausgefiihrt, die aus Recht-
eckquerschnitten bestehen. Die Querschnittshéhe folgt zumeist aus bauphysika-
lischen Anforderungen, wie dem Warme- und Schallschutz, und betrégt oft ein
Vielfaches der Querschnittsbreite, die aus wirtschaftlichen Griinden — den stati-
schen und konstruktiven Erfordernissen Gentige tragend — moglichst schmal
gewéhlt wird (Bild 1-2). In der Tafelebene besitzen die Rippen daher eine we-
sentlich geringere Biegesteifigkeit als senkrecht dazu. Wird die Tafel in ihrer
Ebene belastet, wie z. B. die Wandtafel in Bild 1-3, so erfahren die Rippen Bie-
geverformungen in der Tafelebene. Die Grélie dieser Verformungen hangt so-
wohl von der Biegesteifigkeit der Rippe als auch von der Steifigkeit des Ver-
bundes ab, der die Rippe mit der Beplankung verbindet.

F Teil der Kopfrippe

|

7
v b f

Bild 3-9: In Bild 3-10 betrachteter Teil der Kopfrippe in der Wandtafel aus
Bild 1-1 unter einer Horizontallast F

-
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Die Verlaufe der Verbundbeanspruchungen s, und Sg an einer singuléren Rippe,
die mit einem Plattenrand verbunden ist, stellt Anders (2007) [1] unter Bertick-
sichtigung der Rippensteifigkeit und fur die starre Rippe dar.

Verbundbeanspruchungen elastisch
a) b) c)
S0,el $90,el Sres,el
e O
Rippe besitzt o
Dehn- und
Biegesteifig- g) h) i)
keit
IH%\ Qri A MRi,ji Qrit QrireMRire
Ngi N —— |
W Nrifi  2SSo T
Mpi Mgl ¢S90 ; NRi re
|
m) n) 0)
50,el $90,el Sres,el
i |
Rippe dehn- I
und biege-
starr S) t) u)
Qri
N Im W Mg Qri QrireMRire
R el L KT
[T My 1 | RN
P S90e
= e |

Bild 3-10: Verbundbeanspruchungen und SchnittgroRen an einem Teil der
durchlaufenden Kopfrippe einer Wandtafel

Durch die Annahme starrer Rippen kann eine Rippe unabh&ngig vom Verbund
als eigenstandiger starrer Stab im statischen Modell beriicksichtigt werden. Am
Beispiel der Kopfrippe der Wandtafel in Bild 1-1 werden die Unterschiede der
Modellierung mit steifen und mit starren Rippen besonders deutlich, wenn man
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den Teil der Kopfrippe detailliert betrachtet, der sich oberhalb der Fenstertff-
nung befindet (s. Bild 3-9).

Verbundbeanspruchungen vollplastisch
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In Bild 3-10 sind die SchnittgroRen Ngi, Qri und Mg; und die Verbundbeanspru-
chungen sy, Sgo UNd S5 des zum einen als steif und zum anderen als starr ange-
nomenen Rippenabschnitts im elastischen und im plastischen Grenzzustand ge-
genubergestellt. Die komplexen Verlaufe der Verbundbeanspruchungen an der
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steifen Rippe, die in Bild 3-10a-f dargestellt sind, vereinfachen sich durch die
Annahme einer starren Rippe erheblich. Im elastischen Grenzzustand des Ver-
bundes ist die Verbundbeanspruchung sq parallel zur Rippenachse dann kon-
stant (Bild 3-10m) und die Verbundbeanspruchung Sge Senkrecht zur Rip-
penachse verlauft linear (Bild 3-10n).

Im plastischen Grenzzustand ist die resultierende Verbundbeanspruchung Sy pi,
die sich aus sy und sgqp ergibt, konstant. Mit diesen vereinfachten Verlaufen
lassen sich die Verbundbeanspruchungen und damit auch die Verbundsteifigkei-
ten zu je drei resultierenden GréRRen zusammenfassen, wie in den Kapiteln 3.4.1
und 3.5.1 beschrieben wird.

3.4 Elastischer Grenzzustand mit dem Weggr6Renverfah-
ren

3.4.1 Modellierung des Verbundes mit resultierenden Steifigkeiten

Bei der FlieRverbundmethode besteht der Verbund der starren Rippen mit den
starren Plattenrandern nicht aus einzelnen Verbindungsmitteln, sondern aus kon-
tinuierlichen Verbindungen, fur die das in Abschnitt 3.2 eingefihrte ideal-
elastisch-plastische Last-Verschiebungs-Verhalten angenommen wird. Dadurch
wird die Anzahl der Freiheitsgrade, die das statische Modell besitzt, deutlich
reduziert. Denn die Verschiebungsfreiheitsgrade der einzelnen Verbindungsmit-
tel werden an jedem Plattenrand zu den drei resultierenden WeggréRRen u, w und
¢ zusammengefasst. Wenn die starre Rippe gegenuber dem starren Plattenrand
um das Mal} u parallel und das MaR w senkrecht zur Rippenachse verschoben
und zusatzlich um den Winkel ¢ verdreht wird, erfahren die Verbindungsmittel
Verschiebungen, deren GrolRe und Richtung von den drei resultierenden Weg-
groRen abhéangen.

Bezogen auf den Verbindungsmittelabstand a, erzeugen diese Verschiebungen
Verbundbeanspruchungen s, parallel und sy senkrecht zur Rippenachse, die zu
einer resultierenden Verbundbeanspruchung s, zusammengefasst werden kon-
nen.

Bild 3-12 zeigt die verschobene und verdrehte Rippe mit den zugehdrigen Ver-
bundbeanspruchungen im elastischen Grenzzustand des Verbundes, in welchem
die maximale resultierende Verbundbeanspruchung der Verbundbeanspruchbar-
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keit entspricht. Zum Vergleich ist in Bild 3-13 der plastische Grenzzustand dar-
gestellt, der in Abschnitt 3.5.1 beschrieben wird. Solange s, die langenbezoge-
ne Verbundbeanspruchbarkeit f, in keinem Punkt Gberschreitet, verhélt sich der
Verbund linear-elastisch und kann durch die drei resultierenden Federsteifigkei-
ten Co, Cgo und C, beschrieben werden. Analog zu den resultierenden Weggro-
Ren definiert C, die Wegfedersteifigkeit der Verbindung parallel zur Rippenach-
se, Cqo die Wegfedersteifigkeit senkrecht und C, die Drehfedersteifigkeit. Die
resultierenden Verbundsteifigkeiten Cy, Cqo und C, wirken im Schwerpunkt der
Verbindung. In Bild 3-14 sind drei einfache Beispiele fur statische Modelle mit
resultierenden Verbundsteifigkeiten dargestellt.

Verbund im unverformten
Zustand

N— —— ) Platte

) Rippe

Schwerpunkt der
Verbindung

Bild 3-11: Verbindung einer Rippe mit einer Platte durch einzelne Verbin-
dungsmittel im Abstand a,

Die Grolie dieser resultierenden Verbundsteifigkeiten kann aus dem Verschie-
bungsmodul K und dem Abstand a, der Verbindungsmittel bestimmt werden.
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Verbund im elastischen
Grenzzustand

S0,el $90,el Sres,el

Verbindungs-
mittelverschiebung

U res —

resultierende ||
Verbindungs-
mittelkraft

F.

1 —

Bild 3-12: Um u, und wg verschobene und um ¢ verdrehte Verbindung aus

Bild 3-11 und daraus folgende langenbezogene elastische Verbund-
beanspruchungen Soer, Soo el UNA Syes el
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Verbund im plastischen
Grenzzustand

I Uires

S 0,pl
| resultierende Bl R _\
; . ;

| Verbindungs-
| mittel-
| verschiebung

resultierende
Verbindungs-
mittelbean-
spruchbarkeit R

S 90,pl

Sres,pl

Bild 3-13: Um ug und wp, verschobene und um o verdrehte Verbindung aus
Bild 3-11 und daraus folgende langenbezogene plastische Verbund-

beanspruchungen S 1, Sgo,p1 UNA Sres pi
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Beispiel 1:

Tafel als ideales Schubfeld Beispiel 2: Tafel mit verbundenen Rippen
E_ Co.0 F Co.0

Co0.0 F e Co0.0f"
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Beispiel 3:
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Tafel ohne Zugverankerung
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Bild 3-14:

Bild 3-15:

Beispiele fiir statische Modelle einer einfachen Wandtafel mit unter-
schiedlichen Koppel- und Lagerbedingungen
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Resultierende Verbundfedersteifigkeit C, parallel zur Rippenachse

Wird die Rippe gegeniiber dem Plattenrand ausschlie3lich um das Mal} u paral-
lel zur Rippenachse verschoben, so werden alle n Verbindungsmittel, die ber
die Verbindungslidnge ¢ im Abstand a, verteilt sind, um u ausgelenkt. Entspre-
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chend Bild 3-15 lautet dann die resultierende Federsteifigkeit parallel zur Rip-
penachse

C0=n-K=5£. (3.4)
a

\

Eine Verschiebung der Rippe gegenliber dem Plattenrand um das Mal} w senk-
recht zur Rippenachse bewirkt eine einheitliche Auslenkung der einzelnen Ver-
bindungsmittel um w. Auch hier lasst sich die resultierende Federsteifigkeit in
Abhéngigkeit von K, € und a, direkt angeben:

K

\

C

In Bild 3-16 ist die Reduktion der einzelnen Verschiebungsmoduln K auf eine
resultierende Federsteifigkeit Cqq dargestelit.
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Bild 3-16: Resultierende Verbundfedersteifigkeit Cqo Senkrecht zur Rippenachse
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Bild 3-17: Resultierende Drehfedersteifigkeit C,,

Einer Verdrehung ¢ der Rippe gegenuber der Beplankung wirkt die resultieren-
de Drehfedersteifigkeit C, entgegen. Diese setzt sich aus den Wegfedersteifig-
keiten der Verbindungsmittel senkrecht zum Beplankungsrand zusammen, wie
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in Bild 3-17 demonstriert. In der Drehfeder wirkt das Moment M, als Produkt
aus Drehfedersteifigkeit C, und Drehwinkel o:

M,=C, o (3.6)
Fur die Federkrafte F; in den Verbindungsmitteln gilt:
F=K-u, 3.7)

Dabei sind u; die Verschiebungen der Verbindungsmittel infolge der Verdrehung
¢ der Rippe. Bezieht man die einzelnen Verbindungsmittelkréafte F; auf den Ver-
bindungsmittelabstand a,, so erh&lt man eine lineare Verbundbeanspruchung
Soo.el, deren Maximum Sgg e max Ungeféhr gleich der grofiten Verbindungsmittel-
kraft F.x, bezogen auf den Verbindungsmittelabstand a,, ist:

Fmax
Suope 2 (38)

\"

Aus Bild 3-18 folgt fur kleine Drehwinkel o:

F K =K. (3.9)

2
Das durch die Verdrehung ¢ hervorgerufene elastische Moment M,,; wird durch
die Uber die Rippenléange € aufintegrierten Dreiecksflachen der Verbundbean-

spruchung Sgo¢ Mit den Hebelarmen €/3 zum Drehpunkt gebildet:

1 7 ‘2 0?
M, . ZZ'E'E'SQOW 1573 S (3.10)
—_—
max— )
-
. ¢=Irad
|

Bild 3-18: Maximale Verbindungsmittelverschiebung un.x infolge einer Ver-
drehung =1
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Dieses elastische Moment M,,.;, bezogen auf eine Verdrehung ¢ = 1rad, liefert
die Drehfedersteifigkeit C,. Durch Einsetzen von Gl. (3.8) und Gl. (3.9) in Gl.
(3.10) lasst sich die Drehfedersteifigkeit C,, wie folgt anschreiben:

K2z 1

M
—_ed ¥ 2 =
* l1lrad a, 12 rad (3.11)

3.4.2 Statisches Modell

Unter Berlcksichtigung der in Kap. 3.1 beschriebenen Vereinfachungen besteht
das vereinfachte statische Modell bei der FlieBverbundmethode aus starren Rip-
penstében, die durch Einzelfedern mit den in Kap. 3.4.1 beschriebenen resultie-
renden Steifigkeiten Cy, Cgo und C,, an die starren Platten der Beplankung ange-
schlossen sind. Das statische Modell ist ausschlieflich an den Rippen gelagert,
so dass die starren Beplankungskorper mit den Verbundfedern quasi ,,schwim-
mend“ an die Rippen angeschlossen sind. Bild 3-14 zeigt drei vereinfachte
Stabmodelle einer Wandtafel mit unterschiedlichen Lager- und Koppelbedin-
gungen. Der gesamte Verbund wurde hier auf vier Verbindungen reduziert, die
jeweils aus den drei Verbundfedern bestehen. Wenn durchlaufende Rippen im
realen Tragwerk an mehrere Plattenrander angeschlossen sind, wird dies im ver-
einfachten Stabmodell durch eine entsprechende Anzahl von Verbindungen be-
ricksichtigt. In der Wandtafel in Bild 3-19 sind bis auf die linke Randrippe so-
wie die Bristungs- und Sturzrippen alle Rippen mit zwei Plattenrdndern verbun-
den. Folglich besitzt das statische Modell hier zwdlf Rippe-Platte-
Verbindungen, die jeweils mit den drei resultierenden Verbundfedern im
Schwerpunkt der Verbindung modelliert werden. Die Federsteifigkeiten Cy;,
Coqo, und C,; kdnnen nach Kap. 3.4.1 fur jede Verbindung i abhangig von ihrer
Verbundlénge e; und der Verbundsteifigkeit K/a, bestimmt werden.

Bei tUber mehrere Plattenrander durchlaufenden Rippen ist zu beachten, dass die
Rippen aufgrund der angenommenen Biegestarrheit verhaltnismaRig grolRe Bie-
gemomente erfahren, die in der realen Struktur nicht auftreten, da sich die Rip-
pen diesen Beanspruchungen infolge ihrer geringen Biegesteifigkeiten grofiten-
teils entziehen. Ein Beispiel hierfur zeigt der Vergleich der Beanspruchungen
von Kopf- und Fulrippe der Wandtafel in Bild 1-4h und m. Um die FlieR3ver-
bundmethode besser an das tatséchliche Verformungsverhalten der Tafel anzu-
passen, konnten die durchlaufenden Rippen in mehrere Teile gegliedert werden,
die durch Momentengelenke miteinander verbunden sind. Hinsichtlich der An-
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zahl und der Anordnung dieser Gelenke sind weitere Forschungen erforderlich,
wie im Ausblick in Kapitel 5 erlautert wird.

Ansicht Wandtafel Statisches Modell der Wandtafel
F . Cog . Co.i2
P — 4 0ef go’lé?ﬁ |

= ———— - s ¢ 0,12
N I \ ! | o -

\ i \ it
. ‘ |. .| ‘ d.?\
. W= —4.

| |
. |'
. I
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| | 1l
¥ t 5| Cot " Peg.
N I

| | §
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Y ti | 05" Cos Cor §Cor 2o
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| \ \ L L TeH

Vi V2 V3

Cop Cogs
Vi Vs Vs

|, €2=%4 |, |, ©6=8=C10=C12 |
7 7 7 7

Bild 3-19: Beispiel fiir das vereinfachte Stabmodell einer Wandtafel mit 12
Verbindungen, die durch je drei resultierende Federsteifigkeiten mo-
delliert werden

3.4.3 Anwendung des WeggroéRenverfahrens bei der Flieldverbund-
methode

Die linear-elastische Berechnung der Verbundbeanspruchungen und der
SchnittgroRen in den Rippen von Tafelkonstruktionen, die mit den vereinfachten
Stabmodellen der FlieRverbundmethode modelliert wurden, kann mit Hilfe des
WeggroRenverfahrens erfolgen, das u. a. von Duddeck und Ahrens in [12] vor-
gestellt wurde und das hier an die FlieBverbundmethode angepasst wird. Die
Berechnung geht vom kinematisch bestimmten Hauptsystem aus. Die kinemati-
sche Bestimmtheit wird mit der Einfuhrung zusétzlicher Bindungen erreicht,
durch welche die Verschiebungen und Verdrehungen sdmtlicher Rippen und
Platten Null sind. Im Gegensatz zum kinematisch bestimmten Hauptsystem
weist das tatsachliche System zunéchst noch unbekannte Verschiebungen und
Verdrehungen der Rippen und Platten auf. Zur Berechnung dieser Weggrolien
gibt man nacheinander je eine Zusatzbindung des Hauptsystems frei und bringt
Einheitsverformungszustande auf. Jeder dieser Zustdnde erfillt die Verfor-
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mungsbedingungen, das Gleichgewicht ist aber nicht erfullt. AnschlieRend wird
ein lineares Gleichungssystem mit allen Einheitsverformungszustanden aufge-
stellt, das zundchst unbekannte Faktoren fiir die Einheitsverformungszustande
enthélt. Durch Losen des Gleichungssystems erhélt man die Faktoren, flr wel-
che die zusatzlichen Bindungen des Hauptsystems in der Superposition aller Zu-
stdnde kréftefrei und damit Gberflissig sind. Im Einzelnen gliedert sich die Be-
rechnung in folgende Schritte:

1. Darstellung der zu berechnenden Tafelstruktur als vereinfachtes Stab-
modell

Das vereinfachte Stabmodell wird nach den in Kap. 3.4.2 angegebenen Re-
geln aufgestellt.

2. Kinematisch bestimmtes Hauptsystem festlegen

Das vereinfachte Stabmodell aus 1. wird mit m zusatzlichen Bindungen er-
ganzt, so dass es kinematisch bestimmt ist. Die einzelnen Rippen und Platten
kdnnen dadurch unabhdngig voneinander betrachtet werden.

3. Lastverformungszustand am Hauptsystem infolge eines Einheitslastzu-
standes ermitteln

Der Lastverformungszustand erflllt am Hauptsystem nur die Verformungs-
bedingungen. Die Gleichgewichtsbedingungen sind noch nicht erftllt.

4. Einheitsverformungszustande ansetzen

Ansatz von m linear unabhangigen Einheitsverformungszustanden w' (j = 1
... m) und der zugehdrigen resultierenden Verbundschnittgrofien Segeri, Soer i
und M, in jeweils eine Systemskizze. Dabei entspricht i =1 ... n der An-
zahl der resultierenden Verbindungen. Die Verbundschnittgrofien werden in
den Federn freigeschnitten und konnen folglich aus den elastischen Feder-
steifigkeiten Co;, Coo; und C,; berechnet werden.

Beim Ansatz der Einheitsverformungszusténde ist zu beachten, dass die posi-
tiven Richtungen der Verschiebungen und Verdrehungen der Rippen denen
der Platten entgegengesetzt sind.

5. Gleichungssystem aufstellen

Anschreiben der m Gleichgewichtsbedingungen fir die Rippen und die Plat-
ten in der Reihenfolge j = 1 ... m. Bei Beachtung dieser Reihenfolge ergibt



40 3 FlielRverbundmethode fir Holztafeln

sich ein symmetrisches Gleichungssystem fiir die Faktoren y; der Einheitsver-
formungszustande.

6. Gleichungssystem losen
Ldsen des linearen Gleichungssystems nach den ;.

7. Schnittgrofien Sgperi, Soeri UNd M, i infolge eines Einheitslastzustandes
berechnen

Die elastischen SchnittgroRen infolge einer aulleren Einheitslast werden aus
der Superposition berechnet. Z. B. ist S i = Y (vj-So,) an der Stelle i.

8. Elastische Grenzlast und plastische Federn ermitteln

Bis zum Erreichen der elastischen Grenzlast, d. h. bis zum FlieRen des ersten
Verbindungsmittels, sind die Schnittgrélien Sggeri, Soeri UNd M, 1 proportio-
nal zur dulleren Last. Folglich kann die elastische Grenzlast durch Multipli-
kation des &ulleren Einheitslastzustandes aus Schritt 7) mit einem Lastfaktor
berechnet werden. Aus dem elastischen Grenzzustand ist ersichtlich, an wel-
chen Stellen der Verbund der Tafelstruktur seine Fliegrenze erreicht.

Das Verfahren wird im Folgenden auf die drei Beispiele in Bild 3-14 angewen-
det.

3.4.4 Beispiel 1: Tafel mit starren Rippen als ideales Schubfeld

Eine Tafel wie in Bild 3-20, die aus vier Rippen besteht, die untereinander nicht
direkt verbunden sind, die aber kontinuierlich mit den vier R&ndern einer Platte
verbunden sind, und die an den Randrippen vertikal und an der FuRrippe hori-
zontal gelagert ist, tragt eine an der Kopfrippe horizontal innerhalb der Tafel-
ebene angreifende Kraft als ideales Schubfeld ab. Dabei wird die Beplankung
ideal auf Schub beansprucht, wahrend die Rippen ausschliel3lich Normalkraftbe-
anspruchungen erfahren. Das statische Modell ist &uRerlich statisch bestimmt, so
dass die Auflagerreaktionen direkt aus den Gleichgewichtsbedingungen folgen.
Bild 3-21a zeigt das vereinfachte Stabmodell dieser Tafel mit den resultierenden
Verbundsteifigkeiten. Durch Freischneiden in den Verbindungen (Bild 3-21c)
konnen die resultierenden VerbundschnittgrofRen direkt aus dem Gleichgewicht
bestimmt werden.

Alternativ wird im Folgenden die Berechnung der VerbundschnittgrofRen mit
dem in Abschnitt 3.4.3 beschriebenen WeggroRenverfahren gezeigt.
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o e

Bild 3-20: Tafel mit vier starren Rippen, die nicht miteinander verbunden sind,
und einer starren Platte, die kontinuierlich mit den Rippen verbunden
ist (ideales Schubfeld)

Zunéchst wird die kinematische Bestimmtheit untersucht: Da die Rippen unter-
einander nicht verbunden sind, besitzt jede Rippe drei Freiheitsgrade. Die Platte
besitzt ebenfalls drei Freiheitsgrade. Drei dieser insgesamt 15 Freiheitsgrade
sind durch die Lagerbedingungen der Tafel festgehalten. Folglich ist die Tafel
12-fach kinematisch unbestimmt. Durch Einfuhrung von zwolf zusétzlichen
Festhaltungen, die in Bild 3-21b schwarz dargestellt sind, erhdlt man das kine-
matisch bestimmte Hauptsystem.

Die dullere Last F erzeugt am kinematisch bestimmten Hauptsystem (Bild
3-21b) keine Verschiebungen und somit keine SchnittgroRen. Nun werden zwolf
Einheitsverschiebungszustdnde angesetzt und die daraus resultierenden Ver-
bundschnittgrélRen berechnet, mit denen anschlielend die ldngenbezogenen
Verbundbeanspruchungen sq ¢ Und Sgo ¢ Und die Schnittkraftverldufe in den Rip-
pen bestimmt werden konnen. Die ausfiihrliche Berechnung ist im Anhang D
dargestellt.

Wie erwartet, wird der Verbund ausschliel3lich parallel zu den Plattenrdndern
beansprucht. Da die l&ngenbezogene Verbundbeanspruchbarkeit f, o hier einem
umlaufend konstanten Schubfluss s, entspricht (Bild 3-22Db), betrdgt die an der
Kopfrippe angreifende elastische Grenzlast

_Re
.

\

Fo=f,-¢ (3.12)
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a) Statisches Modell mit b) Kinematisch bestimmtes ¢) Freigeschnittene resultierende
resultierenden Hauptsystem Verbundbeanspruchungen
Verbundsteifigkeiten
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Bild 3-21: Modellierung der Tafel aus Bild 3-20

Infolge des konstanten Schubflusses s, erreichen samtliche Verbindungsmittel
gleichzeitig ihre FlieBgrenze, so dass die aufnenmbare Last F, im plastischen
Grenzzustand gleich der elastischen Grenzlast F ist:

R/
Fpl = a—

v

(3.13)

Die Verbundbeanspruchungen und die Normalkraftverlaufe in den Rippen im
elastischen und damit auch im plastischen Grenzzustand sind in Bild 3-22 dar-
gestellt.
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a) Freigeschnittene b) Freigeschnittene ¢) Normalkraftverlauf
resultierende lingenbezogene in den Rippen
Verbundbeanspruchungen Verbundbeanspruchungen
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Bild 3-22: Freigeschnittene Verbundbeanspruchungen der Tafel aus Bild 3-20
sowohl im elastischen als auch im plastischen Grenzzustand

3.4.5 Beispiel 2: Tafel mit gelenkig verbundenen starren Rippen
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Bild 3-23: Tafel mit vier starren Rippen, die gelenkig miteinander verbunden
sind, und einer starren Platte, die kontinuierlich mit den Rippen ver-
bunden ist

Die in Bild 3-23 dargestellte Wandtafel entspricht der Wandtafel aus Abschnitt
3.4.4 bzw. Anhang D mit dem Unterschied, dass die Rippen hier an ihren Enden
miteinander verbunden sind. Diese Verbindungen kénnen z. B. mit schrdg ein-
gebrachten Holzschrauben hergestellt werden und ermdglichen eine direkte
Kraftiibertragung von Rippe zu Rippe. Die einwirkende Last F wird dann teils



44 3 FlielRverbundmethode fir Holztafeln

direkt tber die Rippenverbindungen teils indirekt tiber den Verbund und die Be-
plankung in die Auflager geleitet.

Obwohl die Tafel &uRerlich statisch bestimmt ist, kénnen die Verbundbeanspru-
chungen und die SchnittgroRen in den Rippen nicht mehr allein aus dem Gleich-
gewicht bestimmt werden, da die gelenkigen Verbindungen der Rippen unterei-
nander eine innere statische Unbestimmtheit bewirken.

a) Statisches Modell mit b) Kinematisch bestimmtes ¢) Freigeschnittene resultierende
resultierenden Hauptsystem Verbundbeanspruchungen
Verbundsteifigkeiten
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Bild 3-24: Modellierung der Tafel aus Bild 3-23

Das vereinfachte statische Modell der Tafel ist in Bild 3-24 dargestellt. Wegen
der gelenkigen Verbindungen der Rippen untereinander kdnnen sich die Rippen
nur parallelogrammartig gemeinsam verschieben. Mit der starren Lagerung der
Fullrippe bleibt den Rippen nur ein einziger horizontaler Verschiebungsfrei-
heitsgrad. Die Beplankung, welche hier aus einer einzelnen starren Platte be-
steht, ist mit allen vier Randern ber den nachgiebigen Verbund an die Rippen
angeschlossen. Demnach kann sie in x- und in y-Richtung verschoben und um
die z-Achse verdreht werden. Insgesamt besitzt die Tafel somit nur vier Frei-
heitsgrade, d. h. sie ist vierfach kinematisch unbestimmt.
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Durch die vier in Bild 3-24b dargestellten zusatzlichen Festhaltungen erhélt man
das kinematisch bestimmte Hauptsystem, mit dem die resultierenden Verbund-
beanspruchungen (Bild 3-24c) nach dem WeggroRenverfahren aus Kap. 3.4.3
bestimmt werden kénnen. Die vollstandige analytische Lésung ist im Anhang E
dargestellt.

Die resultierenden VerbundschnittgrolRen und die Kréfte, die in den Gelenken
von einer Rippe zur anderen Ubertragen werden missen, sind in Bild 3-25a dar-
gestellt. Aus den resultierenden VerbundschnittgroRen M,; und Sy; kdnnen die
ldngenbezogenen Verbundbeanspruchungen sy parallel und sq senkrecht zu den
Plattenréandern bestimmt werden, wie in Bild 3-25b gezeigt. Die maximale resul-
tierende langenbezogene Verbundbeanspruchung Seesmax (Bild 3-25c) ergibt sich
demnach fir eine Last F, die kleiner als die elastische Grenzlast F, ist, jeweils
an den Enden der Rippen zu

sresmax = VS(Z) +SEZ)0 :ﬂ
’ o3¢

mit a =3h+/ (3.14)
B=h+3¢

y=vh*+6h®¢ +18h%¢% + 6h¢® + ¢*

Die elastische Grenzlast F ist erreicht, wenn die maximale resultierende lan-
genbezogene Verbundbeanspruchung Sqsmax gleich der langenbezogenen Ver-
bundbeanspruchbarkeit R/a, ist:

- _R ap
a, 3y

\

(3.15)

Tuomi und McCutcheon geben in [45] auch eine analytische Lésung fir die
elastische Grenzlast scheibenartig beanspruchter Wandtafeln an, deren Rippen
sich parallelogrammartig verschieben und deren Verbindungsmittel sich linear-
elastisch Verhalten. Die benétigten EingangsgroRen sind die Wandgeometrie,
die Anzahl der Nagelabstdnde und die elastische Beanspruchbarkeit des einzel-
nen Nagels.
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a) Freigeschnittene
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Bild 3-25: Freigeschnittene Verbundbeanspruchungen und Gelenkkréafte der
Tafel aus Bild 3-24 mit elastischem Verbund
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Kéllsner gibt in [24] ebenfalls eine Gleichung zur Bestimmung der elastischen
Grenzlast F einer Tafel mit gelenkig verbundenen starren Rippen an:

el 2 2

R Y (3.16)

Voraussetzung fur die Anwendung dieser Gleichung ist allerdings die Kenntnis

A

oder die Annahme der Koordinaten X, und ¢, aller N Verbindungsmittel. R ist

die Beanspruchbarkeit des einzelnen Verbindungsmittels wéhrend h die Tafel-
hohe reprasentiert. Mit steigender Anzahl von Verbindungsmitteln ist die Be-
stimmung der elastischen Grenzlast F, nach GI.(3.16) aufwéndiger als nach der
hier vorgestellten GI1.(3.15).

3.4.6 Beispiel 3: Tafel mit starren Rippen ohne Zugverankerung

Zugverankerungen verhindern das Abheben der vertikalen Randrippen, wenn z.
B. Wandtafeln in der Tafelebene durch Horizontallasten beansprucht werden.
Abhéngig von der GrolRe der Horizontallasten und der Geometrie der Tafel kann
auf diese Zugverankerungen verzichtet werden, wenn die stabile Lage der Tafel
durch ausreichend grofie Vertikallasten gesichert ist. Solche Vertikallasten sind
in jedem Gebé&ude durch das Eigengewicht der Tafel und der dariiberliegenden
Konstruktion vorhanden. Bild 3-26 zeigt eine solche Wandtafel, die durch eine
Horizontallast F und durch vertikale Auflasten A;; und A, beansprucht wird und
die keine Zugverankerungen besitzt.

i
Bild 3-26: Tafel ohne Zugverankerung der vertikalen Rippen

Wenn die Randrippe in einer Tafel ohne Zugverankerungen infolge zu geringer
Auflasten dennoch abhebt, kann der Verbund zwischen unterem Plattenrand und



48 3 FlielRverbundmethode fir Holztafeln

Fullrippe diesem Abheben entgegenwirken. VVoraussetzung dafiir ist, dass einer-
seits die FulRrippe mit der darunterliegenden Konstruktion, z. B. der Stahlbeton-
Bodenplatte, nahezu kontinuierlich verbunden ist. Andererseits muss der Ver-
bund zwischen Platte und FuRRrippe neben den Beanspruchungen s, parallel zum
Plattenrand auch Beanspruchungen sqy senkrecht zum Plattenrand aufnehmen
konnen.

a) Statisches Modell mit b) Kinematisch bestimmtes c¢) Freigeschnittene resultierende
resultierenden Hauptsystem Verbundbeanspruchungen
Verbundsteifigkeiten
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Bild 3-27: Modellierung der Tafel aus Bild 3-26

In Bild 3-27a ist das statische Modell der Tafel aus Bild 3-26 mit den resultie-
renden Verbundsteifigkeiten dargestellt. Infolge der fehlenden Zugverankerung
entstehen in der Verbindung zwischen der Fulrippe und der darunter liegenden
Konstruktion die resultierenden Auflagerreaktionen Hg,, Vi, und Mg,.

Die Kopfrippe, die linke Randrippe und die Platte besitzen je zwei Verschie-
bungsfreiheitsgrade und einen Verdrehungsfreiheitsgrad. Die rechte Randrippe
ist vertikal gelagert und besitzt somit zwei kinematische Freiheitsgrade. Die
FulBrippe ist starr gelagert. Insgesamt ist das statische Modell in Bild 3-27a so-
mit 11-fach kinematisch unbestimmt. Mit den in Bild 3-27b schwarz dargestell-
ten zusatzlichen Festhaltungen erhélt man das kinematisch bestimmte Hauptsys-
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tem, mit welchem die resultierenden Verbundbeanspruchungen und die Aufla-
gerreaktionen in Bild 3-27c bestimmt werden konnen. Dazu kommt das in Ab-
schnitt 3.4.3 beschriebene WeggrolRenverfahren zur Anwendung, wie im An-
hang F ausfuhrlich gezeigt wird.

Aus der Anwendung des WeggrolRenverfahrens folgen die resultierenden Ver-
bundschnittgrofien, die in Bild 3-28a dargestellt sind. Mit den resultierenden
VerbundschnittgrélRen Sy, Seoi Und M,; k6nnen die langenbezogenen Verbund-
beanspruchungen sq parallel und sqy senkrecht zu den Plattenrdndern bestimmt
werden. Am unteren Plattenrand betrédgt die maximale ldngenbezogene Ver-
bundbeanspruchung Sgo , max SeNkrecht zum Plattenrand

6M Sws  6h(2h+7¢)_ 4(3h+1)
S =—22 4+ =t = F— A, . 17
S0 max 0? ¢ 0*(4h+0)  ((4h+o) " (3.17)

In Bild 3-28b wird diese an der linken unteren Plattenecke erreicht. An der rech-
ten unteren Plattenecke betragt die langenbezogene Verbundbeanspruchung
Soo,ure SENKrecht zum Plattenrand

S :—6M‘°‘”+Sg°'“:— 6h F+ 2 A,
e /2 / 0(4h+0)  dh+e "

(3.18)

Die maximale resultierende langenbezogene Verbundbeanspruchung Syesmax
ergibt sich aus der Uberlagerung von s, und Sgomax an der linken unteren Ecke
der Platte (Bild 3-28c):

2 2
Sres max S(z) +s:0umax :\/(E) +(6?(2h+€)F_4(3h+€)A“) (319)
| a 1 *(4h+2¢)  ((4h+7)

Die elastische Grenzlast F ist erreicht, wenn die maximale resultierende lan-
genbezogene Verbundbeanspruchung Sqsmax gleich der langenbezogenen Ver-
bundbeanspruchbarkeit R/a, ist:

F,Y (6h(2h+¢)_ 4(3h+¢), ) R
\/(7j +(£2(4h +0) Fe'_z(4h+f)A"] T a (3.20)

\"

Auflésen von GI.(3.20) nach F liefert den sehr langlichen Ausdruck fir die
elastische Grenzlast, der hier nicht dargestellt wird.
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a) Freigeschnittene
resultierende
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Bild 3-28: Freigeschnittene Verbundbeanspruchungen der Tafel aus Bild 3-27
mit elastischem Verbund
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3.5 Plastischer Grenzzustand mit der FlieRverbundmetho-
de

Der elastische Grenzzustand eines Tafelmodells, der mit dem in Kap. 3.4 vorge-
stellten Verfahren bestimmt werden kann, dient als Grundlage fiir die Bestim-
mung des plastischen Grenzzustandes mit der FlieBverbundmethode, das in die-
sem Kapitel erldutert wird. Anders als beim rein elastischen Tragverhalten des
Verbundes héngt die GroRe der Verbundbeanpruchungen des plastischen Ver-
bundes von der Richtung ab, in welcher die Verbindungsmittel beansprucht
werden, wie z. B. aus dem Vergleich von Bild 3-12 mit Bild 3-13 deutlich wird.
Eine direkte Bestimmung des plastischen Grenzzustandes, z. B. mit dem Weg-
groRenverfahren, ist hier nicht moglich, da die resultierenden plastischen Ver-
bundbeanspruchungen Sopi, Sgop Und My, (vgl. Bild 3-13) miteinander intera-
gieren. Folglich ist die Steifigkeit des Verbundes im plastischen Zustand abhén-
gig von den Richtungen, in denen die resultierenden Verbindungsmittelkrafte
wirken.

3.5.1 Modellierung des Verbundes mit resultierenden Verbundbe-
anspruchbarkeiten

Wird eine Rippe, wie z. B. die Rippe in Bild 3-11, tber den elastischen Grenz-
zustand des Verbundes hinaus gegeniiber dem Plattenrand weiter transferiert
und rotiert, so erreichen die einzelnen Verbindungsmittel, fur die ein ideal-
elastisch-plastisches Last-Verschiebungs-Verhalten gem. Kap. 3.2 angenommen
wird, nach und nach jeweils ihre FlieBgrenze R. Dabei wird die Orientierung
jeder resultierenden Verbindungsmittelkraft R nach wie vor durch die Richtung
der resultierenden Verbindungsmittelverschiebung bestimmt. Im Gegensatz zum
elastischen Grenzzustand (Bild 3-12) sind die Verbindungsmittelkrafte nun aber
nicht mehr proportional zur jeweiligen Verschiebung, da sie nicht tber die Be-
anspruchbarkeit R der Verbindungsmittel hinaus anwachsen kénnen (Bild 3-13).
Die Komponenten syp und Sgop der nun konstanten resultierenden Verbundbe-
anspruchbarkeit s., werden im Folgenden hergeleitet. Dabei wird angenom-
men, dass der Verbund komplett plastisch ist, d. h. an jeder Stelle des Verbundes
wurde die FlieRverschiebung uy erreicht oder tGberschritten. Damit ist der Ver-
bund kinematisch, denn eine noch so kleine Steigerung der &uReren Belastung
fuhrt zu unendlich grolRen Verschiebungen.
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Die resultierende langenbezogene Verbundbeanspruchung s, ist tiber die Ver-
bundlénge € konstant, wie Bild 3-13 zeigt, und entspricht im plastischen Ver-
bund dem Verhéltnis der Verbindungsmittelbeanspruchbarkeit R zum Verbin-
dungsmittelabstand a,:

S e (X) = aﬂ (3.21)
Die Komponenten sy(Xx) parallel und sq9(X) senkrecht zum Plattenrand kénnen als
Funktionen Uber der Verbundlange ¢ beschrieben werden. Aus der Erkenntnis,
dass das Verhéltnis einer Verbundbeanspruchung sp(x) zur Verschiebung des
Verbundes an der Stelle x unabhéngig von der Beanspruchungsrichtung konstant
ist, folgt die Beziehung

Sres,pl(x) — SO,pl(x) — SQO,pI(X)
U (X)  u(x)  w(x)
Darin ist u(x) die Verschiebung zwischen Rippe und Platte parallel zur Rip-

penachse, die entsprechend Bild 3-15 an jeder Stelle des Verbundes gleich der
aufgebrachten Relativverschiebung u ist:

u(x)=u (3.23)

(3.22)

Dagegen setzt sich die Verschiebung w(x) zwischen Rippe und Platte senkrecht
zur Rippenachse an der Stelle x des Verbundes aus einem konstanten Anteil in-
folge einer entsprechend Bild 3-16 aufgebrachten Verschiebung w und einem
verdnderlichen Anteil infolge einer entsprechend Bild 3-17 aufgebrachten Ver-
drehung ¢ zusammen:

W(X) =W + X (3.24)
Die resultierende Verbundverschiebung lautet mit GI.(3.23) und GI.(3.24)

u_(X) = JUu?(x)+W?(x) = JU? +(W+x) . (3.25)

Einsetzen der Gleichungen (3.21), (3.23) und (3.25) in GI.(3.22) und Auflésen
nach sop(x) liefert die Funktion der langenbezogenen Verbundbeanspruchung
parallel zur Rippenachse in Abhdngigkeit von den aufgebrachten Verschiebun-
gen u und v sowie der Verdrehung ¢:

R u

%on )= a, JU? + (W +x)’

(3.26)
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Entsprechend erhdlt man durch Einsetzen der Gleichungen (3.21), (3.24) und
(3.25) in GI.(3.22) und Auflosen nach sgpi(X) die Funktion der langenbezogenen
Verbundbeanspruchung senkrecht zur Rippenachse:

W + (X
Spop(X)=— 2

a, \/u + (W + @x)’

Durch die Integration der langenbezogenen Verbundbeanspruchungen Gber die

Verbundldnge erhédlt man die resultierenden Verbundbeanspruchungen im
Schwerpunkt des Verbundes:

(3.27)

l

jso a(X)dx = a——(log (o +£p+2wW)—log(B— L+ 2w)) (3.28)

v

S =

90,pl

s%p.(x)dx - Rla=p)
a, 2¢

—_—N s

(3.29)

N\N

mit o = /(¢p+2w) +4u® und B =/(fo—2w) +4u?

Das resultierende Verbundmoment M, lasst sich durch die resultierende Ver-
bundbeanspruchung Sqo 1 senkrecht zur Rippenachse ersetzen, die mit dem He-
belarm xs um den Schwerpunkt des Verbundes dreht.

=Sgop ° o * Xs (3.30)

Dabei kennzeichnet xs anschaulich den Abstand des Schwerpunktes der Fléache,
die durch die Funktion sg(X) aufgespannt wird, vom Schwerpunkt des Ver-
bundes, der bei x=0/2 liegt.

Xs = ! [ X SQOpI(X)dX (3.31)

SQO pI 90 pl

Durch Einsetzen von GI.(3.31) in GI.(3.30) kann das resultierende Verbundmo-
ment M, , bestimmt werden:

M = f{/x-sgoyp,(x)dx (3.32)
3

_ R (¢g(a.+p)+4u*(log (B — Lo+ 2w) —log (o + Lo +2w)) + 2W(B — )
a 8¢’
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Mg pI/R g pl

Bild 3-29: Sy-Sgo-M,,-FlieRflache

Wird der Verbund der Lange ¢ im vollplastischen Zustand ausschlielich paral-
lel zur Rippenachse beansprucht, so besitzt er die Beanspruchbarkeit

Ryp = .

=g (3:33)

Darin ist R die Beanspruchbarkeit und a, der Abstand der einzelnen Verbin-

dungsmittel. Entsprechend setzt er einer Beanspruchung, die ausschliellich

senkrecht zur Rippenachse wirkt, die Beanspruchbarkeit
Ropy = o !

90,pl
a'V

(3.34)

entgegen. Die Beanspruchbarkeit bei alleiniger Beanspruchung des Verbundes
durch ein Moment M,, , betragt
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R
Ron =27 (3.35)

\

Normiert man die resultierenden Verbundbeanspruchungen Sg i, Sgo,pi Und M 1,
indem man sie auf die resultierenden Verbundbeanspruchbarkeiten Rgpi, Roopi
und R, bezieht, erhdlt man die in Bild 3-29 gezeigte raumlich gekrimmte
FlieBflache des Verbundes. In die Sqp-Sgo pi-Ebene projiziert, bildet sie das in
Bild 3-30 dargestellte So-Sgo-M,-Interaktionsnomogramm, mit dem je eine der
drei resultierenden Verbundbeanspruchungen im plastischen Grenzzustand des
Verbundes grafisch bestimmt werden kann, wenn die anderen beiden resultie-
renden Verbundbeanspruchungen bekannt sind.

1.0 ——

S e
0.9 =02 —i—____;____\\“a Ji\
L
o. 3(—————_____\ 2 \ik M/Rop =0
gy __h—___,__:““ o4~ TN
s T SN
—0.55 —— i Y 2
—0.6 ——-——_—:—_—__:_\ 055 \\\\
T N
5 ror===—— s \i\\ =4
QEE 0.5 0:75 ‘—‘—_\\\\ <0 55
ma 0.8 ‘——\\\ 07\:\ 0;\‘ \\s\
0.4 i T 906 N
~ods ——\\\00&\\ ;e \\\\\\
03 0.9 — &3 =
D 2 NN NE
e AEN
] \ \\ L2 \\\\
N I AoV A s
| i 2 2| g
Eumn L5 R TH
0 0.1 02 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
SO,plfRO,pl

Bild 3-30: Sy-Sgo-M,-Interaktionsnomogramm
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3.5.2 Beispiel 2: Tafel mit gelenkig verbundenen starren Rippen

Anhand der Tafel mit gelenkig verbundenen starren Rippen (Bild 3-23) wird im
Folgenden die Anwendung der in Abschnitt 3.5.1 hergeleiteten Interaktionsglei-
chungen zur Berechnung des plastischen Grenzzustandes demonstriert. In Ab-
schnitt 3.4.5 wurde bereits eine analytische Losung fiir den elastischen Grenzzu-
stand angegeben. Bild 3-25 zeigt, dass der Verbund an allen vier Plattenrandern
sowohl parallel durch sy als auch senkrecht zum Plattenrand durch sq bean-
sprucht wird. Dabei resultiert die senkrechte Beanspruchung sqo an jedem Plat-
tenrand ausschlieRlich aus einem resultierenden Moment M, und nicht aus einer
resultierenden Verbundkraft Sqy. Fir den plastischen Grenzzustand der Tafel
bedeutet dies, dass an allen vier Plattenrdndern nur die beiden resultierenden
VerbundschnittgréRen M, ,; und Sy, miteinander interagieren. Auflerdem sind
die Verbundbeanspruchungen an den gegenuberliegenden Plattenrandern aus
Symmetriegriinden jeweils gleich grol3, wie Bild 3-25 zu entnehmen ist.

a) virtueller b) virtueller ¢) virtueller
Verschiebungszustand Verdrehungszustand Verschiebungszustand
infolge du infolge d¢ infolge du und -8 @

Su udt ude
f—

ugu % — ude
fe— =

L ¢ ]
7 7

Bild 3-31: Verschiebungszustéande infolge a) du, b) d¢ und c) einer Kombinati-
on aus éu und 4

Dadurch l&sst sich der Verschiebungszustand sowohl im elastischen als auch im
plastischen Grenzzustand der Tafel mit zwei Freiheitsgraden beschreiben. Dies
sind zum einen die horizontale Kopfverschiebung du des gelenkigen Rahmens
(Bild 3-31a), den die Rippen bilden, und zum anderen die Verdrehung d¢ der
Platte (Bild 3-31b).
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Der Verschiebungszustand bei Erreichen der plastischen Grenzlast Fp, lasst sich
aus einer Kombination der Verschiebungszustande infolge du und 3¢ bilden
(Bild 3-31c). Fur kleine Drehwinkel kdnnen die Verformungsbedingungen im
plastischen Grenzzustand entsprechend Bild 3-31 wie folgt angeschrieben wer-
den:

Infolge du (Bild 3-31a):

du du :B_U

u'=-u 3.36
v =—uy =T (336)
u u 8u
o =0, = . (3.37)
Infolge 6¢ (Bild 3-31b):
ur =—u = 8(')2 (3.38)
uy =—uy = S(pg (3.39)
o =07 =9 =0 =3¢ (3.40)
Infolge einer Kombination aus du und 6¢ (Bild 3-31c):
ou h
U =ul-—ur=—-38¢p— 3.41
N T (3.41)
¢, =—@; =—0¢ (3.42)
u, =uy =8¢ (3.43)
. ou
P =P — Py =7 =80 (3.44)

Im plastischen Grenzzustand der Tafel sind neben denVerformungsbedingungen
auch das Gleichgewicht und das Werkstoffgesetz zu erftillen. Der kinematische
Zustand, der bei Erreichen der plastischen Grenzlast Fp; eintritt, bedingt, dass
sowohl die Verbindungen am oberen und unteren als auch am linken und rech-
ten Plattenrand kinematisch sind. Folglich sind im plastischen Grenzzustand der
Tafel mit gelenkig verbundenen starren Rippen alle Verbindungen voll plastifi-
ziert, d. h. jedes Verbindungsmittel hat seine FlieRverschiebung u, erreicht oder
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uberschritten. Das Werkstoffgesetz ist dann It. Bild 3-8 automatisch erfillt.
Folglich ist der plastische Grenzzustand gefunden, wenn das Verhéltnis du/o¢
bekannt ist, bei dem das Gleichgewicht in allen Teilen der Tafel erfillt ist. Die
Gleichgewichtsbedingung wird mit dem Momentengleichgewicht der resultie-
renden plastischen VerbundschnittgréRen an der Platte, die in Bild 3-24c darge-
stellt sind, erfllt:

>M=0: M_,+M_,.+M_ +M_ . +S,  h+S (=0 (3.45)

Aus der analytischen Lésung des elastischen Grenzzustandes in Bild 3-25a ist
bekannt, dass

M =M und M__,. =M ., (3.46)

@,pl,li o,plre o,plo

ist. Durch die Gleichungen (3.46) vereinfacht sich die Gleichgewichtsbedingung
aus GI1.(3.45) zu

2(M, o + M, )+S,,n +S

O,pl,reg = O (347)

¢,pl,o 0,pl,0

Mit den Gleichungen (3.32) und (3.28) kénnen die resultierenden Verbundbean-
spruchungen angegeben werden:

M - R (20,v+aui(log(y—Le,)-log(y + (g, )))
o.plo 2
T, 8¢, (3.48)
mit y =/’ +4u’
v _ R (2he,y+4ui(log(y-he,)-log(y+he,))
" a 8¢ (3.49)

mit y =+/h’@’ +4u?
S :aﬂﬁ(log(wwchf, +4u? +€(p0)—log(1/€2(pj +4u? —£¢o)) (3.50)

\" o]

Sopie = aB e (Iog(«/hchfe +4u? + h(pre)— Iog(wlhchfe +4u2 —he,, )) (3.51)
Nun kann das Verhiltnis ou/o¢ fiir den plastischen Grenzzustand bestimmt wer-
den. Dazu werden du und 6¢ zunéchst geschétzt. Durch Einsetzen der Gleichun-
gen (3.41) bis (3.44) in die Gleichungen (3.48) bis (3.51) und Auswerten von
GI1.(3.47) mit diesen Werten kann so tberprift werden, ob das Momentengleich-
gewicht erfiillt ist. Bei Nichterfiillung ist der Wert fiir du bzw. 3¢ so lange durch
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Probieren zu variieren, bis das Momentengleichgewicht erfillt ist. Mit dem dann
bekannten Verhéltnis du/d¢ sind auch die resultierenden plastischen Verbund-
schnittgroflen nach den Gleichungen (3.48) bis (3.51) bekannt. Durch Anwen-
dung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen an dem gelenkigen Rippen-
rahmen kann die plastische Grenzlast F, nun direkt aus den resultierenden plas-
tischen VerbundschnittgroRen berechnet werden:

F, = Mae g

pl h 0,pl,o

(3.52)

Anhand eines Zahlenbeispiels wird der Tragfahigkeitsgewinn im plastischen
Grenzzustand gegeniber dem elastischen Grenzzustand gezeigt. Die Beispielta-
fel besitzt folgende Parameter:

Tafelnéhe h =2500mm;  Verbindungsmittelbeanspruchbarkeit R = 635N
Tafellange ¢ =1250mm;  Verbindungsmittelabstand a, = 50mm

Die Auswertung von Gleichung (3.15) liefert die elastische Grenzlast

F, =15173kN (3.53)

Bild 3-32: Virtueller Verschiebungszustand der Rippen zur Bestimmung der
plastischen Grenzlast Fy mit dem P.v.V.

Durch Probieren erhélt man zwei moglich Werte fur die Freiheitsgrade der Tafel
im plastischen Grenzzustand:

du = 3,239898; d¢p =0,001 (3.54)
Einsetzen dieser Werte in die Gleichungen (3.41) bis (3.44) und Auswerten der

Gleichungen (3.48) bis (3.51) liefert die resultierenden plastischen Verbund-
schnittgrofen:
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So,p,,O =12173kN ; M(p,pl'0 =-3,513kNm;

3.55

So,p,lre =-30,139kN; M(P,p,,re =7,134kNm ( )

Mit GI.(3.52) wird die plastische Grenzlast Fp berechnet:

Fo

, = 17,880kN

a) Langenbezogene

Verbundbeanspruchungen
an den Plattenrdndern

(3.56)

b) Resultierende
lingenbezogene
Verbundbeanspruchungen
an den Plattenridndern

R t39¢
av g
R f8¢
av g
R (du hS(p) R (du- h6q>)
s o v 5
o o R
Zhr S \ﬁ:/ e|w s|w T
= \: =
e . e
. | Qﬁlw .
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| & | | x|
e Sl
< )& 5 o R]
Clr Clr av
= R (3u-hdg) R (Su-hdo) =
< E ay 13 e
| R ld¢ el &
R g

mit &=V8u2+8¢2(h?+£2)-28udph

Bild 3-33: Freigeschnittene Verbundbeanspruchungen der Tafel aus Bild 3-24
mit plastischem Verbund

Gegeniber der elastischen Grenzlast Fe aus GI.(3.53) betragt der Tragfahig-
keitsgewinn durch Ausnutzung der plastischen Reserven der Tafel hier rund
18%. Durch Auswertung der Gleichungen (3.26) und (3.27) erhélt man die Ver-
laufe der langenbezogenen Verbundbeanspruchungen, die in Bild 3-33 darge-
stellt sind.

McCutcheon gibt in [36] eine analytische Losung fir die plastische Grenzlast
scheibenartig beanspruchter Wandtafeln an, deren Rippen sich parallelo-
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grammartig verschieben. Das nichtlineare Last-Verschiebungs-Verhalten der
Verbindungsmittel wird dabei mit einer Potenzfunktion beschrieben, deren Pa-
rameter aus konkreten Versuchsergebnissen abgeleitet werden mussen. Aller-
dings kann diese L6sung nur mit der vereinfachenden Annahme gefunden wer-
den, dass die Verschiebungsrichtung der Ecknégel den Diagonalenrichtungen
der Beplankung entspricht.

3.5.3 Beispiel 3: Tafel mit starren Rippen ohne Zugverankerung

Am Beispiel der Tafel mit starren Rippen ohne Zugverankerung wird im Fol-
genden die Anwendung des in Bild 3-30 dargestellten Interaktionsnomogramms
zur Bestimmung der plastischen Grenzlast F, demonstriert. Der elastische
Grenzzustand der Tafel wurde in Abschnitt 3.4.6 bereits bestimmt. Bild 3-28 ist
zu entnehmen, dass nur der untere Plattenrand aus dem Verbund Beanpruchun-
gen sowohl parallel als auch senkrecht erfahrt. Alle anderen Réander sind aus-
schlieBlich parallel zum Plattenrand beansprucht. Demzufolge findet im plasti-
schen Grenzzustand nur am unteren Plattenrand eine Interaktion der resultieren-
den Verbundschnittgrofen Sy, Sgo und M, statt. Aus dem Krafte- und Momen-
tengleichgewicht an der Platte kénnen die VerbundschnittgréRen Sqpiu, Soo,piu
und M, im plastischen Zustand in Abhangigkeit von der noch unbekannten
plastischen Grenzlast Fy und der unbekannten resultierenden Verbundkraft S .
ausgedrtckt werden (Bild 3-34):

SO,pl,u = I:pl (357)

S90,p|,u = SO,re _Ali (358)
l

M(P:Pl,u = Fp h o E(Ali +SO,re) (359)

Der Verbund am unteren Plattenrand erreicht im elastischen Grenzzustand (Bild
3-28c) seine Flieligrenze wahrend die brigen Verbunde elastisch bleiben. Fir
den plastischen Grenzzustand wird daher unterstellt, dass der Verbund am unte-
ren Plattenrand vollstdndig plastifiziert ist wahrend alle Gbrigen Verbunde nach
wie vor elastisch sind. Somit stellt der untere Verbund eine Art FlieBgelenk dar,
in welchem die resultierenden plastischen VerbundschnittgrofRen miteinander
interagieren. Die kinematische Kette des Gesamtsystems ist mit dem Vorhan-
densein dieses einen Fliellgelenks zundchst jedoch noch nicht erreicht, da eine
weitere Steigerung der duBeren Last F eine Steigerung der resultierenden Ver-
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bundkraft Sq . bewirkt. Im vorliegenden Fall kann die duRere Last F soweit ge-
steigert werden, bis entweder der rechte Verbund plastifiziert und somit die ki-
nematische Kette des Gesamtsystems erreicht wird oder das Verhaltnis
Mo p1.u/Repiu iMm unteren Verbund gegen Null strebt.

Fpoi

—

- 4 ¥
55—
- SO,pl,u = Fpl
¢
M(p,pl,u = Fpl “h- b (Ali + SO,re)
So0,plu=Sore” Al
L ¢ L
g g

Bild 3-34: Gleichgewicht an der freigeschnittenen Platte der Tafel aus Bild 3-26
im plastischen Grenzzustand

Ob der rechte Verbund im plastischen Grenzzustand des Systems seine FlieR3-
grenze erreicht und damit ein zweites FlieBgelenk im System bildet, h&dngt von
den Abmessungen, den Steifigkeiten und den Auflasten des Systems ab. Wenn
er seine FlieBgrenze nicht erreicht, wird das Verhaltnis Sgg i /Roopiu iM unteren
Verbund mit steigender dulerer Last F groRer, da Mg ,../Repin M unteren Ver-
bund gegen Null strebt. Dies geht mit sehr groRen Verschiebungen einher, da
dann der Verschiebungsanteil senkrecht zum unteren Plattenrand innerhalb der
Interaktion extremal wird und somit die Verdrehung der Platte und die Horizon-
talverschiebung der Kopfrippe groRBe Werte annehmen. Bei groRen Verschie-
bungen ist jedoch die Voraussetzung des Gleichgewichts am unverformten Sys-
tem nicht mehr erfillt. Vor diesem Hintergrund erscheint die Berechnung einer
unteren Grenze von F, bei Verformungen, die im Verhaltnis zu den Abmessun-
gen des statischen Modells klein sind, sinnvoller als die Bestimmung von Fp,
unter Nichteinhaltung der zuvor angenommenen Randbedingungen.

Da sowohl die plastische Grenzlast Fy, als auch die resultierende Verbundkraft
Sore als auch die drei resultierenden VerbundschnittgroRen am unteren Platten-
rand unbekannt sind, konnen diese Grof3en allein mit den Gleichungen (3.57) bis
(3.59) nicht bestimmt werden. Durch die Anwendung des Interaktionsnomo-
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gramms aus Bild 3-30 kénnen jedoch absolute Werte fir die resultierenden Ver-
bundschnittgroen Sopiy, Seopiy UNd M, 1, des vollplastischen Verbundes am
unteren Plattenrand vorgegeben werden. Dadurch reduziert sich das Problem auf
die beiden Unbekannten Fp und Sy . Fur diese beiden Unbekannten kdnnen nun
Zahlenwerte gewahlt werden. Ob diese gewahlten Werte einen Zustand des Sys-
tems beschreiben, in welchem Gleichgewicht erfullt ist, kann mit dem Interakti-
onsnomogramm uberpriift werden.

Aus den Ergebnissen des elastischen Grenzzustandes ist ersichtlich, dass die
Auflagerkraft der rechten Randrippe und damit auch S bis zum Erreichen der
plastischen Grenzlast Fy weiter ansteigen muss. Ausgehend von der bekannten
Schnittgrolie Sy . des elastischen Grenzzustandes kann Sg . nun Schrittweise ge-
steigert werden. Innerhalb jedes dieser Schritte kann dann eine duflere Last F
gewdhlt werden, die mit den Gleichgewichtsbeziehungen aus Bild 3-34 resultie-
rende VerbundschnittgroRen Sp i, und M, 1, liefert. Nun ist zu tberpriifen, ob
die Verhaltniswerte S pi.u/Ropius Seo,p/Reop Und M, 51.0/Ro 10 €iN€N Punkt auf der
FlieRflache in Bild 3-29 beschreiben. Dazu kommt das Interaktionsnomogramm
zur Anwendung. Liegt der Punkt nicht auf der FlieRflache, so muss die gewahlte
Kraft F solange variiert werden, bis der Punkt auf der FlieRfl&che liegt.

Das VVorgehen wird im Folgenden mit konkreten Zahlenwerten erlautert. Um die
folgenden Ergebnisse mit den Ergebnissen der Beispiele 1 und 2 vergleichbar zu
machen, werden keine Auflasten auf das System aufgebracht, da die Auflast A;
die Grenztragfahigkeit des Systems beeinflusst.

Mit GI.(3.58), GI.(3.34) und A; = 0 erhdlt man die erste Eingangsgrofie
Sgo,p/Roopi flir das Interaktionsnomogramm in Bild 3-30:

S90 pl,u |SO re av| <'
— = <1 3.60
R90,p|,u ‘ R¢ ‘ ( )

Mit der Verbindungsmittelbeanspruchbarkeit R = 635N, der Tafellinge ¢ =
1250mm, dem Verbindungsmittelabstand a, = 50mm und der gewahlten resultie-
renden Verbundbeanspruchung Sy = 12,00kN betragt das Verhaltnis Sgg pi/Reo pi
=0,76.

Die zweite EingangsgroRe fur das Interaktionsnomogramm ist das Verhaltnis
So,p1,u/Ropiu, das aus den Gleichungen (3.57) und (3.33) resultiert:
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SOplu _| pldy |
ROpl ‘RE‘

(3.61)

Nun wird ein Wert flr Fy gewahlt, um GI.(3.61) auswerten zu kénnen. Mit Fy, =
3,81kN erhélt man z. B. Sqpu/Ropiy = 0,24. Aus den Gleichungen (3.59) und
(3.35) folgt der dritte Verhéltniswert, der aus dem Interaktionsnomogramm ab-
gelesen werden kann:

(pplu | ( h EAI|+SOre))|S!1 (362)
(ppl ‘ Rgz ‘ -

Mit h = 2500mm betragt M, ,1../Ro piu = 0,41.

SchlieBlich ist mit dem Interaktionsnomogramm zu Uberprifen, ob die drei Ver-
héltniswerte einen Punkt auf der FlieBflache in Bild 3-29 beschreiben. Dies ist
der Fall, wenn die errechneten Verhéltniswerte mit den aus dem Diagramm ab-
gelesenen Verhéltniswerten Gbereinstimmen. Mit den oben gewahlten Zahlen-
werten trifft dies zu, da der Wert der duReren Last F richtig gewahlt wurde. So-
mit wurde ein moglicher Gleichgewichtszustand gefunden.

In Tabelle 3-1 wurde das oben beschriebene VVorgehen auf unterschiedliche Sg -
Werte angewandt. Die oben genannten Zahlenwerte sind in Zeile 1 dieser Tabel-
le zu finden.

SO,re S90,p|,u/R90,pI,u Fpl SO,Dl,U/RO,Dl,U M(p,pl,u/Rw,pl,u
[kN] [-] [kN] [-] [-]

1 12,00 0,76 3,81 0,24 0,41

2 13,00 0,82 3,86 0,24 0,31

3 14,00 0,88 3,89 0,25 0,20

4 15,00 0,94 3,92 0,25 0,09

5 15,30 0,96 3,88 0,24 0,03

6 15,40 0,97 3,87 0,24 0,01

Tabelle 3-1: Iterative Bestimmung von F, mit dem Sg-Sgo-M,-Interaktions-
nomogramm aus Bild 3-30

Die Auswertung in Tabelle 3-1 zeigt, dass der Wert der plastischen Grenzlast F
mit steigendem Sy .-Wert gegen ein Maximum von 3,92kN strebt. Oberhalb des
Wertes Spr. = 15,00kN fallt die plastische Grenzlast F, wieder ab. Folglich ist
Foi = 3,92kN die gesuchte plastische Grenzlast dieses Beispiels.
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3.6 FlieRverbundmethode und Schubfeldmethode

3.6.1 Untere Grenze des plastischen Grenzzustandes mittels Schub-
feldmethode

Eine Modellierung von Holztafeltragwerken, die die Bestimmung des plasti-
schen Grenzzustandes durch einfache Handrechnungen zulésst, ist unter Ber(lck-
sichtigung aller in Abschitt 2.3.1 genannten Besonderheiten nicht moglich.
Durch einige Vereinfachungen lassen sich jedoch statische Modelle fiir Holzta-
feltragwerke finden, die das wesentliche Tragverhalten zutreffend abbilden und
deren plastische Grenzzustande durch die Anwendung des Eindeutigkeitssatzes
(vgl. Kap. 2.2.2) bestimmt werden konnen. Im Folgenden wird allgemein und
am Beispiel der Wandtafel aus Bild 1-1 gezeigt, dass die plastischen Grenzzu-
stande dieser stark vereinfachten statischen Modelle den Ergebnissen der Schub-
feldmethode entsprechen. Anschliefend wird gezeigt, dass die mit der Schub-
feldmethode bestimmten plastischen Grenzzustdande immer untere Grenzen des
tatsachlichen plastischen Grenzzustandes darstellen.

Mit den in Abschnitt 3.1 beschriebenen vereinfachenden Annahmen und unter
Berucksichtigung des Abschnitts 3.4.2 erhalt man fur die Wandtafel aus Bild 1-1
zunéchst das in Bild 3-35 dargestellte statisch unbestimmte Modell. Der Grad n
der statischen Unbestimmtheit folgt aus der Summe der Wertigkeiten der Lager
dieses Modells, die j=5 betragt, der Summe s=60 aller Wertigkeiten der Zwi-
schenbindungen, dies sind die Weg- und Drehfedern, und der Anzahl k=14 der
freizuschneidenden starren Korper, dies sind die Rippen und die Platten:

n=j+s—-3k=5+60-314=23

Der elastische Grenzzustand eines solchen vielfach statisch unbestimmten Mo-
dells ist erreicht, wenn die resultierenden Federkrafte und -momente in einem
der Verbunde Werte annehmen, die mit dem Erreichen der FlieRBverschiebung
des Verbundes einhergehen. In Abschnitt 3.4 wurde gezeigt, wie der elastische
Grenzzustand mit dem WeggréRenverfahren unter der Annahme biegestarrer
Rippen berechnet wird. Die Beanspruchbarkeit der Tafelkonstruktion ist jedoch
im elastischen Grenzzustand noch nicht erreicht. Erst wenn die plastischen Re-
serven des duktilen Verbundes soweit ausgeschopft sind, dass das statische Mo-
dell kinematisch wird, sind der plastische Grenzzustand und damit auch die Be-
anspruchbarkeit der Tafelkonstruktion erreicht. Im plastischen Grenzzustand
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konnen die Verbunde zwischen Rippen und Beplankung elastisch, teilplastisch
oder vollplastisch sein. Zur Bestimmung der resultierenden Verbundbeanspru-
chungen im teil- und vollplastischen Zustand ist eine Interaktionsbedingung
zwischen der resultierenden Verbundbeanspruchung parallel zum Plattenrand,
der resultierenden Verbundbeanspruchung senkrecht zum Plattenrand und dem
resultierenden Moment einzuhalten. Diese Interaktionsbedingung ist in Ab-
schnitt 3.5 unter der Voraussetzung biegestarrer Rippen angegeben. Jedoch ist
die Berechnung des plastischen Grenzzustandes mit Hilfe der Interaktionsbedin-
gung nur iterativ mit verhaltnismaRig groflem Rechenaufwand méglich und da-
her flr einfache Handrechnungen ungeeignet. Folglich muss diese aufwendige
Interaktion mit einer weiteren vereinfachenden Annahme umgangen werden, um
die Wandtafel einer einfachen Handrechnung zugéanglich zu machen.

' ' ' '
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Bild 3-35: Einfaches statisches Modell fur die Wandtafel aus Bild 1-1 mit star-
ren Rippen und starrer Beplankung

Diese weitere Vereinfachung besteht darin, die Langssteifigkiet der Beplankung
gleich Null zu setzen, so dass die Platten der Beplankung nur Schubbeanspru-
chungen aufnehmen koénnen. Dadurch werden zwischen Rippe und Plattenrand
nur Krafte Ubertragen, die parallel zum Plattenrand wirken. Folglich treten in
den Rippen weder Biegemomente noch Querkrafte auf. Im statischen Modell
kdnnen dann ausschlielich Beanspruchungen in Richtung der Rippenachsen
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ubertragen werden und nicht senkrecht dazu, so dass eine Interaktion entféllt.
Dadurch bedingt kénnen nur solche Teile des statischen Modells bei der Lastab-
tragung wirksam sein, fir die ein Gleichgewichtszustand ausschliel3lich mit Be-
anspruchungen in Richtung der Rippenachsen moglich ist.

Fur das in Bild 3-35 dargestellte statische Modell der Wandtafel bedeutet diese
weitere Vereinfachung, dass sich die Bereiche unter- und oberhalb der Fenster-
offnung nicht an der Lastabtragung beteiligen. Denn ohne eine Lastweiterleitung
senkrecht zu den Rippenachsen und ohne Kontakt der Rippen untereinander ist
in den frei geschnittenen Platten unter und Uber der Fenster6ffnung kein Gleich-
gewicht moglich.

Zur Berechnung des plastischen Grenzzustandes muss nun fiir das mit den ge-
nannten Annahmen stark vereinfachte statische Modell einer Holztafelkonstruk-
tion der einzig mogliche Zustand gefunden werden, der alle vier in GI. (2.1) ge-
nannten Bedingungen im Ubertragenen Sinne erfllt. Man erhélt diesen Zustand
durch die Kombination von lokalen kinematischen Ketten unter Bertcksichti-
gung des Gleichgewichts in allen Teilen des statischen Modells. Lokale kinema-
tische Ketten sind wegen der getroffenen Vereinfachungen nur durch Verschie-
bungen der Rippen gegeniber den Plattenrdndern moglich, die sich parallel zu
den Plattenrédndern einstellen. Bild 3-36 zeigt das stark vereinfachte statische
Modell der Wandtafel aus Bild 1-1 und vier mogliche lokale kinematische Ket-
ten. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind die Verbindungen zwischen den
Rippen und der Beplankung nicht dargestellt.

Die erste lokale kinematische Kette in Bild 3-36b entsteht durch eine Horizon-
talverschiebung der Kopfrippe gegeniber dem Restsystem der Wandtafel. Infol-
ge dieser Verschiebung flieBen alle drei Verbunde zwischen Kopfrippe und Plat-
ten. In diesem Zustand ist zwar eine kinematische Kette erreicht, d. h. die dritte
Bedingung (B3) in GI. (2.1) ist erfullt, und durch das FlieRen der Verbunde ist
auch die zweite Bedingung (B2) eingehalten, jedoch ist an den Platten ohne wei-
tere Verschiebungen im System kein Gleichgewicht moglich. Selbiges gilt auch
fur den Zustand der zweiten lokalen kinematischen Kette, die durch eine Hori-
zontalverschiebung der gesamten Konstruktion gegentber der Ful3rippe entsteht
(Bild 3-36¢).
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Bild 3-36: Lokale kinematische Ketten (b-e) und kombinierte kinematische Ket-
te im plastischen Grenzzustand (f) des statischen Modells der Wand-
tafel aus Bild 1-1 ohne L&ngssteifigkeit der Platten
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Folglich kénnen beide Zusténde fiir sich allein nicht dem plastischen Grenzzu-
stand des Systems entsprechen. In den lokalen kinematischen Ketten in Bild
3-36d und e verdrehen sich die Platten gegentiber den Rippen. Dadurch ver-
schieben sich die Rippen gegeniber den Platten parallel zu den Plattenrandern.
Dies fuhrt zu einem Gleichgewichtszustand in den frei geschnittenen Platten, der
nur infolge einer dulReren Einwirkung auf die Platte moglich ist. Da Lasten, die
direkt an den Platten angreifen, a priori ausgeschlossen sind, konnen diese bei-
den lokalen kinematischen Ketten ebenfalls allein nicht zum plastischen Grenz-
zustand fiihren. Erst die Kombination der vier lokalen kinematischen Ketten
(Bild 3-36f) fuhrt auf den plastischen Grenzzustand, der alle vier Bedingungen
nach Gl. (2.1) erfullt:

= Die erste Bedingung (B1) ist erftllt, da das Gleichgewicht in allen Teilen
des Tragwerks erfullt ist, wie Bild 3-37 zeigt.

= Die zweite Bedingung (B2) ist dadurch erfullt, dass die resultierende Ver-
bundbeanspruchung s, in allen Verbunden gleich der plastischen Verbund-
beanspruchbarkeit R/a, ist.

= Ein kinematischer Mechanismus ist erreicht, d. h. die dritte Bedingung (B3)
ist eingehalten.

= Auch die vierte Bedingung (B4) ist eingehalten, da die Wirkungsrichtung
der resultierenden plastischen Verbundkraft, die der Beanspruchbarkeit des
duktilen Verbundes entspricht, und die Richtung der Verschiebung, auf der
sie Arbeit verrichtet, in jedem Verbund gleich sind. Somit wird nur positive
Dissipationsarbeit geleistet.

Fur das stark vereinfachte statische Modell in Bild 3-36a ist damit der in Bild
3-37 dargestellte einzig mogliche plastische Grenzzustand gefunden. Dieser ent-
spricht dem Gleichgewichtszustand, den man durch die Anwendung der Schub-
feldmethode [31] erhélt. Dieser Gleichgewichtszustand kann sich jedoch nur
dann einstellen, wenn alle vier lokalen kinematischen Ketten gleichzeitig vor-
handen sind. Das statische Modell besitzt damit bei Erreichen des plastischen
Grenzzustandes nicht nur einen einzigen Verschiebungsfreiheitsgrad, sondern
alle starren Korper des Modells sind mit Ausnahme der einwertigen Auflager-
freiheitsgrade frei verschieblich. Dadurch unterscheidet sich der kinematische
Bruchmechanismus der Schubfeldmodelle fir Holztafeln wesentlich von den
Stabmodellen im Stahlbau, die der Flie3gelenktheorie zugrunde gelegt werden.
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Bild 3-37: Gleichgewichtszustand an den freigeschnittenen starren Korpern des
statischen Modells aus Bild 3-36f, der auch den Ergebnissen der
Schubfeldmethode entspricht

Ubernimmt man den Gleichgewichtszustand aus Bild 3-37 fiir das statische Mo-
dell in Bild 3-35 als einen gewdhlten Zustand, der das Gleichgewicht mit den
aulleren Lasten sicherstellt, der aber die Verformungsbedingungen nicht erfilit,
so zeigt der statische Satz (vgl. Kap. 2.2.2), dass der gewéhlte Zustand eine un-
tere Grenze des plastischen Grenzzustandes des Modells darstellt. Denn die Be-
dingungen (B1), (B2) und (B4) sind — genauso wie fir das stark vereinfachte
statische Modell aus Bild 3-36 — erfillt. Die dritte Bedingung (B3) ist formal
auch erfullt, da ein kinematischer Bruchmechanismus erreicht ist. Damit wére
der Eindeutigkeitssatz gultig und der mit der Schubfeldmethode gefundene Zu-
stand ware nicht nur der plastische Grenzzustand des Modells in Bild 3-36a son-
dern auch der des Modells in Bild 3-35. Dass dies nicht zutrifft, wird aus der
Anschauung der beiden Modelle deutlich. Denn das Modell in Bild 3-35 besitzt
gegentiber dem stark vereinfachten Modell in Bild 3-36a noch Tragreserven in
der Biegesteifigkeit der Rippen sowie in den Verbunden der Sturz- und Bris-
tungsplatten. Folglich ist das Erreichen des kinematischen Bruchmechanismus’
hier ausschlieRlich auf die Wahl des Gleichgewichtszustandes zurtckzufihren,
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der géanzlich ohne Beanspruchungen senkrecht zu den Plattenrandern gebildet
wurde, und nicht auf eine Verschieblichkeit des statischen Modells. Die dritte
Bedingung (B3) ist damit im Ubertragenen Sinne nicht erfallt, da sich der kine-
matische Mechanismus hier nur zufallig einstellt. Es gilt der statische Satz, d. h.
der gewahlte Gleichgewichtszustand nach Schubfeldmethode fiihrt fiir das stati-
sche Modell in Bild 3-35 zu einer unteren Grenze des plastischen Grenzzustan-
des.

3.6.2 Vor- und Nachteile der Schubfeldmethode

Die einfachen statischen Modelle, die der Schubfeldmethode zugrunde liegen,
und die indirekte Nutzung plastischer Tragreserven bringen folgenden Vorteil
mit sich:

Vorteil:

= Durch Anschreiben eines einfachen Gleichgewichtszustandes kann eine un-
tere Grenze des plastischen Grenzzustandes einer Holztafelkonstruktion be-
stimmt werden. Somit eignet sich die Schubfeldmethode besonders fir
Handrechnungen.

Durch die Anwendung der Schubfeldmethode sind das tatsachliche Verfor-
mungsverhalten der Holztafelstruktur und damit die tatsachlich auftretenden Be-
anspruchungen ihrer Bauteile unbekannt. Hinsichtlich der Bemessung der Bau-
teile bringt dies einige Nachteile mit sich.

Nachteile:

» Es ist keine Aussage dartiber moglich, ob Rippen oder Platten infolge von
Beanspruchungen versagen, die im tatsédchlichen Tragwerk vorhanden sind,
die aber im vereinfachten statischen Modell der Schubfeldmethode nicht
vorkommen, wie z. B. Beanspruchungen senkrecht zu den Rippenachsen
bzw. zum Plattenrand. Die Versagensursachen konnten dabei Sprodbriiche
in Rippen oder Platten, das Ausknicken der schlanken Rippen oder das Beu-
len der Platten sein.

= Die Verformungen von Holztafeln kdnnen nur im Rahmen der starken Ver-
einfachungen abgeschétzt werden, die dem Schubfeldmodell zugrunde lie-
gen.

Die Schubfeldmethode ist nur auf Tragwerksteile anwendbar, die die Grundvo-
raussetzungen flr statisch wirksame Schubfelder erfillen. Diese Voraussetzun-



72 3 FlielRverbundmethode fir Holztafeln

gen sind rechteckige Platten, die an allen vier Randern Uber einen kontinuierli-
chen Verbund mit Rippen verbunden sind. Die Rippen sind in ihrer L&ngsrich-
tung gelagert, so dass an allen vier Plattenrandern Krafte parallel zum Platten-
rand bertragen werden konnen. Daraus folgt ein weiterer Nachteil der Schub-
feldmethode:

= Tafeltragwerke, die keine Schubfelder aufweisen, sondern die aus Bereichen
mit freien Plattenrandern oder aus Tafeln mit nicht orthogonalen Réndern
bestehen, Uber die Krafte ein- oder ausgeleitet werden, kbénnen nicht mit der
Schubfeldmethode bemessen werden, da das Gleichgewicht solcher Trag-
werke im plastischen Grenzzustand nur unter Berticksichtigung der Bean-
spruchungen senkrecht zum Plattenrand gebildet werden kann.
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4 Stab-Verbund-Modell fur Holztafeln

4.1 Allgemeines

Holztafeln bestehen aus einer Vielzahl von Bauteilen und Verbindungsmitteln.
In Kapitel 1 wurde dargelegt, dass eine detaillierte Berechnung der Beanspru-
chungen und Verformungen solcher Konstruktionen bisher nur mit aufwendigen
Finite-Elemente-Analysen moglich ist, die u. a. aufgrund der vielen einzelnen
Verbindungsmittel einen hohen Modellierungs- und Rechenaufwand erfordern.

In diesem Kapitel wird ein Stab-Verbund-Modell fir Holztafeln vorgestellt, das
mit wenigen Stabelementen vergleichbare Ergebnisse liefert. Die Modellierung
der Tafeln als Stabwerke ist dadurch méglich, dass die flachigen Bauteile der
Beplankung vereinfachend als starr angenommen und so Uber starr gekoppelte
Eckknoten bertcksichtigt werden. Dadurch sind nur die Rippen als Stébe zu
modellieren. Da die Rippen aber tber Verbindungsmittel mit der (starren) Be-
plankung gekoppelt sind, war die Entwicklung neuer Stabelemente erforderlich,
die sowohl die stabférmigen Rippen als auch den Verbund zwischen Rippen und
Beplankung darstellen [33]. Die Eigenschaften des Verbundes sind in Abschnitt
4.2 beschrieben.

Bild 4-1: Auseinandergezogene Darstellung der Wandtafel aus Bild 1-1
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Bild 4-2: VR- und VRV-Elemente zur Modellierung der Rippen und ihrer Ver-
bindungen zu den Platten in der Wandtafel aus Bild 4-1

Innerhalb einer statisch wirksamen Beplankungsebene sind die Rippen (bli-
cherweise entweder mit einer Platte oder mit zwei Platten verbunden (siehe Bild
4-1). Daraus folgt die Notwendigkeit, zwei unterschiedliche Elemente zur ge-
meinsamen Modellierung der Rippen und des Verbundes zu entwickeln. Das
eine Element ist erforderlich, um eine Rippe und ihren Verbund mit einer Platte
zu modellieren. Dieses Element wird hier als VR-Element (Verbund-Rippe-
Element) bezeichnet. Das VR-Element ist in Kapitel 4.4 ausfuhrlich beschrie-
ben. Das zweite Element dient der Modellierung einer Rippe und ihrer Verbin-
dung mit zwei Platten. Es heiBt VRV-Element (Verbund-Rippe-Verbund-
Element) und wird in Abschnitt 4.5 erldutert. Der wesentliche Vorteil der beiden
neuen Elemente besteht darin, dass die einzelnen Verbindungsmittel zwischen
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Rippe und Platte iiber die gesamte Lange der Verbindung ,,verschmiert* werden.
Dadurch kann ein ganzer Verbundbereich, der eigentlich aus vielen einzelnen
Verbindungsmitteln besteht, mit einem einzigen Element modelliert werden. Der
Einbau dieser Elemente in das statische Modell wird in Bild 4-2 veranschaulicht.

Das hier vorgestellte neue Stab-Verbund-Modell entspricht grundsatzlich den
Stabmodellen vieler gangiger Stabwerksprogramme, die mit der Deformations-
methode [16] arbeiten. Der wesentliche Unterschied zu den géngigen Stabmo-
dellen besteht in den beiden neuen Elementen.

Die Platten der Beplankung koénnen in einem Stabmodell nicht in Form von
Scheiben- oder Schalenelementen modelliert werden. Daher werden sie hier —
wie oben bereits erwadhnt — vereinfachend durch die starre Kopplung ihrer Eck-
knoten implementiert. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Modellierung der
Beplankung erfolgt in Abschnitt 4.5.4.

Wenn sich eine Holztafel unter dul3erer Last innerhalb der Tafelebene verformt,
fuhrt dies gegebenenfalls zu Berlihrungen von Rippen oder Platten, die im Stab-
Verbund-Modell nicht mit einander verbunden sind. In den Bertihrungspunkten
entstehen Kontaktpressungen, Uber die Kréfte von einem Bauteil ins andere
ubertragen werden. Die Bericksichtigung solcher Druckkontakte im Stab-
Verbund-Modell ist in den Abschnitten 4.7 und 4.8 dargestellt.

In Wandtafeln haben die Anordnung, die konstruktive Gestalt und die Duktilitat
von Zugverankerungen wesentlichen Einfluss auf die Verteilung der Beanspru-
chungen innerhalb der Tafel und auf die Weiterleitung der Kréfte. In Abschnitt
4.9 wird darauf eingegangen.

4.2 Struktur des Stab-Verbund-Modells

Die statischen Modelle von Holztafelkonstruktionen werden im hier vorgestell-
ten Stab-Verbund-Modell aus einzelnen ebenen Stabelementen zusammenge-
fligt, die an den Knoten des damit entstehenden Gesamtsystems verbunden sind.
Die Freiwerte des Gesamtsystems sind die KnotenweggroRen V. Diese kdnnen
mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen berechnet werden, bei dessen
Formulierung die Summe der inneren und der duBeren Arbeiten am Gesamtsys-
tem zu Null wird, wenn Gleichgewicht herrscht:

oW = ZS\NI + ZSWa + ZSWa =0 (4_1)

Elemente Elemente Knoten
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Die Bedingung aus Gl.(4.1), dass die gesamte virtuelle Arbeit den Wert Null
annimmt, entspricht der Forderung, dass die skalaren Werte der inneren und der
auflleren virtuellen Arbeiten gleich sein mussen. Mit dem Prinzip der virtuellen
Verschiebungen wird damit das Gleichgewicht integral erfullt. Die virtuellen
Verschiebungen, die durch das vorangestellte Symbol & gekennzeichnet werden,
sind gedachte Verschiebungen der Punkte eines Korpers, die in den folgenden
Betrachtungen als infinitesimal kleine Zuwachse der wirklichen Verschiebungen
gesehen werden, so dass flr die wirklichen und die virtuellen Verschiebungen
dieselben Formfunktionen verwendet werden kdnnen. Unter der virtuellen Ar-
beit versteht man das Produkt aus der virtuellen Verschiebung und der konju-
gierten wirklichen Kraft bzw. aus der virtuellen Verzerrung und der konjugier-
ten Spannungskomponente. Die Summation aller Anteile der inneren Arbeit,
dies sind die Arbeiten, die die StabschnittgrélRen auf den virtuellen Verzerrun-
gen leisten, und der auReren Arbeit, die die Einwirkungen P auf den zugeordne-
ten virtuellen Verschiebungen bzw. Verdrehungen der Stidbe und der Knoten
leisten (Gl.(4.1)), liefert die Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der unbe-
kannten KnotenweggroRen V in Form des algebraischen Gleichungssystems des
WeggroRenverfahrens:

K-V=P (4.2)

Die Systemsteifigkeitsmatrix K wird dabei aus den Steifigkeitsmatrizen k; der
einzelnen Elemente zusammengesetzt, die man durch Einsetzen von Verschie-
bungsfunktionen in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen erhélt. Im VR-
Element und im VRV-Element werden die Verschiebungsverlaufe, die sowohl
fur die wirklichen als auch fur die virtuellen Verschiebungen der Rippenachsen
angesetzt werden, mit den strengen Losungen der Differentialgleichungen des
parallel und senkrecht zur Stabachse gebetteten Stabes und unter Beriicksichti-
gung der Verschiebungen der Plattenrinder als ,,Ganzfeldansitze®, die sich iiber
die Lange eines Elements erstrecken, analytisch beschrieben.

4.3 Verbund von Rippen und Beplankung

In Abschnitt 3.2 wurde ein vereinfachtes Werkstoffgesetz fiir die stabférmigen
Verbindungsmittel ~ vorgestellt.  Dieses ideal-elastisch-plastische  Last-
Verschiebungs-Verhalten wird auch hier unterstellt.



4 Stab-Verbund-Modell fiir Holztafeln 77

4.4 VR-Element

4.4.1 Elementbeschreibung

In Abschnitt 4.1 wurde bereits dargelegt, dass Tafeln als Stabwerke modelliert
werden konnen, wenn die Beplankung als starr angenommen wird, da das Trag-
verhalten der Tafel dann durch die Rippenstébe und ihren Verbund mit der star-
ren Beplankung beschrieben werden kann. Das ebene VR-Element — ,,VR* steht
hier fir Verbund und Rippe — besteht anschaulich aus einer stabférmigen Rippe
und ihrem Verbund mit einem (starren) Plattenrand. Der Plattenrand ist jedoch
nicht Teil des Elements, sondern wird im Gesamtgleichungssystem durch zwei
starr miteinander gekoppelte Knoten modelliert, die die Endpunkte des Platten-
randes darstellen und an die das VR-Element angeschlossen wird (Bild 4-2). Der
Verbund besteht innerhalb des VR-Elements nicht aus einzelnen Verbindungs-
mitteln sondern aus einer kontinuierlichen Verbindung zwischen Rippe und
Plattenrand, fur die ein ideal-elastisch-plastisches Last-Verschiebungs-Verhalten
angenommen wird (siehe Abschnitt 4.3). Folglich verhélt sich die Rippe inner-
halb des VR-Elements wie ein kontinuierlich in Richtung der Stabachse und
senkrecht zur Stabachse gebetteter Balken. Die ldngenbezogene Steifigkeit k der
Bettung der Rippe gegeniiber dem starren Plattenrand ergibt sich bei linear-
elastischem Tragverhalten aus dem Verschiebungsmodul K der einzelnen Ver-
bindungsmittel und dem Verbindungsmittelabstand a,. Die Biegesteifigkeit Elg;
und die Dehnsteifigkeit EAg; der Rippe sind mit dieser Verbundsteifigkeit k ge-
koppelt, so dass die Rippe und der Verbund nur gemeinsam im VR-Element
modellierbar sind.

Plattenrand
o - - e - —0 —- (nicht Teil des Elements)
QA Verbund,
elastisch-plastisch
Nc
—

D —-- Rippe elastisch
F]Rl EAR; Q M
D D

Bild 4-3: VR-Element zur Modellierung einer Rippe und ihrer Verbindung zu
einem starren Plattenrand

Das VR-Element, das in Bild 4-3 dargestellt ist, besitzt die vier Elementknoten
A, B, C und D. Wahrend die Knoten A und B dem Anschluss des Elements an
einen starren Plattenrand dienen, bilden die Knoten C und D die Endpunkte der
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Rippenachse. Da die Rippe sowohl die Biegesteifigkeit Elgr; als auch die
Dehnsteifigkeit EAg; besitzt, wird sie durch einen Stab mit Biege- und Dehnsta-
beigenschaften modelliert, der zwischen den Knoten C und D angeordnet ist.
Der Verbund koppelt diesen Rippenstab mit der Verbundsteifigkeit k an die
Knoten A und B. Fir das VR-Element werden zwei Elementrander definiert. So
liegen die Elementknoten A und C auf dem linken Elementrand, wahrend die
Knoten B und D dem rechten Elementrand zugeordnet sind.

Die Rippenknoten C und D besitzen im ebenen Element je drei Freiheitsgrade.
Dies sind ein Verschiebungsfreiheitsgrad in Richtung der Rippenachse, ein Ver-
schiebungsfreiheitsgrad senkrecht zur Rippenachse und ein Verdrehungsfrei-
heitsgrad. Die zugehorigen Knotenweggrofien werden mit uc, We und ¢c bzw.
Up, Wp und @p bezeichnet. Die konjugierten KraftgroRen an den Elementrandern
sind die Normalkraft N¢, die Querkraft Q¢ und das Biegemoment Mc bzw. Np,
Qp und Mp der Rippe. Dagegen besitzen die Knoten A und B ausschliefilich je
einen Verschiebungsfreiheitsgrad parallel und einen senkrecht zum Plattenrand.
Die konjugierten KraftgroRen Na und Qa bzw. Ng und Qg konnen anschaulich
als die auf den jeweiligen Knoten anfallenden resultierenden Verbundkréfte ge-
deutet werden. Die KraftgrofRen an den Elementrandern sind in Bild 4-3 gemal
der Ublichen Vorzeichenkonvention des WeggréRenverfahrens mit ihren positi-
ven Wirkungsrichtungen dargestellt. Da im realen Verbund durch ein einzelnes
Verbindungsmittel rechnerisch kein Biegemoment von der Platte in die Rippe
ubertragen werden kann, besitzt der Verbund im VR-Element keine langenbezo-
gene Drehsteifigkeit. In den Knoten A und B sind somit keine Verdrehungsfrei-
heitsgrade erforderlich. Demzufolge hat das VR-Element insgesamt 10 Knoten-
freiheitsgrade.

Die Knoten A und C sowie die Knoten B und D sind im unverformten Element
koinzident. Die auseinander gezogene Darstellung in Bild 4-3 dient lediglich der
Anschaulichkeit.

4.4.2 Formfunktionen des elastischen VR-Elements

Solange der kontinuierliche Verbund des VR-Elements an keiner Stelle seine
FlieRverschiebung uy erreicht (vgl. Bild 3-8), ist die elastische Rippe quasi kon-
tinuierlich elastisch gegen einen starren Plattenrand gebettet. Daher kénnen alle
Verschiebungszustande des VR-Elements mit den Differentialgleichungen des
parallel und senkrecht zur Stabachse elastisch gebetteten Stabes beschrieben
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werden. In einer Berechnung nach Theorie I. Ordnung sind die beiden Richtun-
gen parallel und senkrecht zur Rippenachse unabhangig von einander und kon-
nen separat betrachtet werden.

Die Differentialgleichung vierter Ordnung fiir den senkrecht zur Rippenachse
gebetteten Stab, der nur durch Einzellasten bzw. -momente beansprucht wird, ist
u. a. in [18] angegeben und lautet:

w'"+4a‘w =0 (4.3)

mit a = 41/4:; und der konstanten Verbundsteifigkeit k = aﬁ'
Darin ist w die Durchbiegung der Rippe, El die konstante Biegesteifigkeit der
Rippe, K der Verschiebungsmodul der Verbindungsmittel zwischen Rippe und
Beplankung und a, der Abstand der Verbindungsmittel untereinander.

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist u. a. in [18] und [34] an-
geflhrt:

w(x)=C,e™ cos(ax)+C,e™ sin(ax)+C.e ™ cos(ax)+C,e ™ sin(ax) (4.4)
In der Form

w(x) = C, cos(ax)cosh(ax)+ C, cos(ax)sinh(ax )+

C, sin(ax)cosh(ax)+ C, sin(ax)sinh(ax) (4.5)

ist diese LOsung u. a. in [37] zu finden. Sie gibt die Funktion w(x) der Biegelinie
eines Bernoulli-Balkens auf elastischer Bettung an. Die Verdrehung o(x) des
Stabquerschnitts ist durch die erste Ableitung von Gl. (4.5) gegeben:

C,(cos(ax) sinh(ax) —sin(ax)cosh(ax))
+ C, (cos(ax)cosh(ax)—sin(ax)sinh(ax))
+ C,(cos(ax)cosh(ax)+sin(ax)sinh(ax))
+ C,(cos(ax) sinh(ax)+sin(ax)cosh(ax))

o(x)=w'(x)=a- (4.6)

Die Funktionsverlaufe fur die Verschiebung bzw. die Verdrehung der Rippe, im
Folgenden werden sie Formfunktionen genannt, erhalt man durch die Aufbrin-
gung von Einheitsverformungen auf die Elementknoten. Die zehn Einheitsver-
formungszustande des VR-Elements sind in Bild 4-5 dargestellt. Darin werden
Verschiebungen parallel zur Rippenachse mit ,,u“, Verschiebungen senkrecht
mit ,,w* bezeichnet. Der erste Index jeder Funktion gibt an, ob es sich um eine
Verschiebung der Rippe (,,Ri) oder des Plattenrandes (,,P1) handelt. Der zwei-
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te Index beschreibt die Ursache der VVerschiebung, die entweder eine Knotenver-
schiebung parallel (,,u) oder senkrecht (,,w*) zur Rippenachse oder eine Kno-
tenverdrehung(,,o*) ist, wéhrend der dritte Index den Ort der Ursache angibt, der
in einem der vier Elementknoten A, B, C oder D liegt.

Durch Einsetzen der Randbedingungen, die sich infolge einer Einheitsverschie-
bung bzw. -verdrehung eines der vier Elementknoten ergeben, in die Gleichun-
gen (4.5) und (4.6), erhalt man ein lineares Gleichungssystem mit vier Bestim-
mungsgleichungen, die die unbekannten Integrationskonstanten C; bis C4 enthal-
ten. Durch die Losung des Gleichungssystems kdnnen die Integrationskonstan-
ten bestimmt und in die Gleichung (4.5) eingesetzt werden. Das Ergebnis ist die
Formfunktion der Biegelinie bzw. der Langsverschiebung der Rippe im betrach-
teten Einheitsverformungszustand. Die Formfunktionen der Biegelinien bzw.
Langsverschiebungen der Rippe des VR-Elements in Bild 4-5 sind im Anhang A
vollstandig dargestellt. Das oben beschriebene Vorgehen zur Ermittlung dieser
Gleichungen wird nachfolgend am Beispiel der Biegelinie wg;,,c infolge der
Einheitsverschiebung wc=1 des Rippenknotens C veranschaulicht (vgl. Bild
4-5):

Wahrend der linke Rippenknoten C um 1 senkrecht zur Rippenachse verschoben
wird, bleiben die Ubrigen Elementknoten A, B und D unverschoben. Auch die
Verdrehungen der Rippenknoten C und D bleiben Null. Durch Einsetzen dieser
Verschiebungsrandbedingungen in GI. (4.5) und Verdrehungsrandbedingungen
in Gl. (4.6) erhalt man folgendes lineares Gleichungssystem:

w0)=1 =C =1
w'(0)=0 =a(C,+C,)=0

B C, cos(af)cosh(al)+ C, cos(al)sinh(al)
w()=0 = (+ C, sin(aé)cosh(aZ)+ C, sin(aé)sinh(af))

C,(cos(ar) sinh(af)—sin(a’)cosh(ar))
+C,(cos(al)cosh(al)—sin(af)sinh(a?)) |
| +C,(cos(ar)cosh(ar)+sin(ar)sinh(as)) |~

+C,(cos(a?) sinh(ar)+sin(a’)cosh(ar))

(4.7)

w'(£)=0 0

Durch lésen des Gleichungssystems (4.7) erhélt man die Integrationskonstanten
C, bis C,. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind die langlichen Ausdriicke hier
nicht dargestellt. Einsetzen von C; bis C4 in GI. (4.5) liefert die Funktion der
Biegelinie wg; ¢ der Rippe infolge der Einheitsverschiebung we=1:
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cos(n)cosh(§)+ cos(&)cosh(n) — 2cos(§)cosh(§) —sin(n)sinh (&) + sin(&)sinh(n)
cos(2ar)+ cosh(2ar)—2

WRi,w,C(X) =

(4.8)

mit n=a(2¢—x) und & =ax. Hier ist anzumerken, dass die Biegelinie Wgjw.c
ausschlielich mit der Losung (Gl. (4.5)) der Differentialgleichung (Gl.(4.3))
des gebetteten Balkens beschrieben werden kann, da der starre Plattenrand, der
im VR-Element durch die Knoten A und B bertcksichtigt ist, unverschoben
bleibt. Bei Biegelinien der Rippe, die aus Einheitsverschiebungszustdnden der
Knoten A und B resultieren, ist dies nicht moglich, da die Durchbiegung w der
Rippe Uber die Verbundsteifigkeit k mit der VVerschiebung des Plattenrandes ge-
koppelt ist. In solchen Féallen kann die Durchbiegung w der Rippe aus der Su-
perposition zweier Biegelinien gewonnen werden, von denen eine auf den elas-
tisch gebetteten Balken zurilickzufiihren ist, wahrend die andere die Verschie-
bung des Plattenrandes beschreibt. Am Beispiel der Biegelinie wg; A der Rippe,
die aus der Einheitsverschiebung wa=1 des linken Plattenrandknotens A senk-
recht zur Rippenachse folgt (vgl. Bild 4-5), wird dies im Folgenden gezeigt:

Zunéchst werden die Rippenknoten C und D als nicht gelagert angenommen.
Wenn der Plattenrandknoten A um wa=1 ausgelenkt wird, folgt die Rippe der
Verschiebung des Plattenrandes, da sie Uber die Verbundsteifigkeit k an den
Plattenrand gekoppelt ist (Bild 4-4a). Dabei bleibt die Rippe spannungslos, da
sie keinerlei Biegung oder Dehnung erféhrt. Um die Rippenknoten C und D nun
wieder in ihren Ausgangszustand zu bringen, ohne die Verschiebung der Plat-
tenrandknoten A und B zu andern, muss der Verschiebungszustand in Bild 4-4a
mit dem Verschiebungszustand in Bild 4-4b lberlagert werden. Dieser resultiert
aus einer Verschiebung des Rippenknotens C um -1 bei gleichzeitiger Verdre-
hung der Rippenknoten C und D um den Winkel 1/€ (im Bogenmaf3). Das Er-
gebnis der Uberlagerung, das einer Auslenkung des Knotens A bei gleichzeitiger
Festhaltung der Knoten B, C und D entspricht, zeigt Bild 4-4c.

Die Verschiebung des starren Plattenrandes in Bild 4-4a und ¢ kann mit der
Gradengleichung

WPI,W,A(X):l_% (4.9)

beschrieben werden. Die Funktion der Biegelinie der Rippe aus Bild 4-4b erhalt
man durch Einsetzen der Randbedingungen w(0)=-1, w’(0)=1/t, w(£)=0 und
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w’(£)=1/L in die Gleichungen (4.5) und (4.6). Die Addition dieser Funktion mit
Gl. (4.9) ergibt die Biegelinie wgj .

a) b) c)
—1
[/
1
1
BID) 3= Rinpe BID
+ —
D]
1 1
WpLw,A Plattenrand
o WPLw,A
L 4 | L 4 | L 4 A
7 7 7 7 7 |

Bild 4-4: Superposition von Verschiebungszustanden im VR-Element

Parallel zur Stabachse wird die elastische Bettung des Stabes, der ausschlieRlich
an den Stabenden durch Einzellasten belastet ist, durch die Differentialgleichung

u"—Lu =0 (4.10)
EA

beschrieben, deren allgemeine LAsung

u(x) = C, cosh(Ax)+C, sinh(Ax) mit A = \/g (4.11)

lautet [37]. Darin ist EA die konstante Dehnsteifigkeit der Rippe und k die l&n-
genbezogene Verbundsteifigkeit parallel zur Rippenachse. Analog zum Vorge-
hen senkrecht zur Rippenachse erhdlt man auch die Ansatzfunktionen flr die
Verschiebungen parallel zur Rippenachse durch Einsetzen der Randbedingungen
in die allgemeine Losung der Differentialgleichung. Die Verschiebung des rech-
ten Rippenknotens D um up=1 parallel zur Rippenachse (vgl. Bild 4-5) fuhrt
beispielsweise auf folgendes lineares Gleichungssystem mit den unbekannten

Integrationskonstanten C, und C.:
u(0)=0 = C,=0

: (4.12)
u(/)=1 = C,cosh(Al)+C,sinh(Al)=1

Aus den Gleichungen (4.12) folgt
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1
C =
* sinh(A/)

(4.13)

Nach dem Einsetzen der Integrationskonstanten C; und C, in Gl. (4.11) ist die
Funktion ug;,p (Siehe Bild 4-5), die aus der Einheitsverschiebung up=1 am Kno-
ten D resultiert, bekannt:

Upiy o (X) = % (4.14)
Auch parallel zur Rippenachse sind die Verschiebungen der Rippe ber die Ver-
bundsteifigkeit k mit den Verschiebungen der Plattenrandknoten A und B ge-
koppelt. Da der Plattenrand als starr angenommen wird, sind lineare Ansatz-
funktionen zur Beschreibung der Verschiebungen im Plattenrand infolge Ein-
heitsverschiebungen in den Knoten A und B geeignet. So lautet z. B. die Ansatz-
funktion fir die Langsverschiebungen im Plattenrand infolge einer Einheitsver-
schiebung ug=1 des Knoten B:

uPI,u,B(X):% (4.15)

Durch die Wahl linearer Ansatzfunktionen sind die Knoten A und B innerhalb
des VR-Elements in Richtung der Rippenachse zunédchst unabhangig voneinan-
der verschiebbar. Auf Systemebene werden diese Knoten jedoch starr miteinan-
der gekoppelt (siehe Abschnitt 4.5.4), so dass die Knoten A und B parallel zur
Rippenachse immer dieselbe Verschiebung u erfahren. Wird nun z. B. der Plat-
tenrandknoten B um ug=1 verschoben, so folgt die Funktion ug;j,g fir die
Langsverschiebung der Rippe aus der Addition von Gl. (4.15) mit einer Funkti-
on, die durch Einsetzen der Randbedingungen ua=0 und ug=-1 in Gl. (4.11), an-
schliefendes LdOsen des Gleichungssystems und Einsetzen der Integrations-
konstanten C; und C, in GI. (4.11) gewonnen wurde.
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u

WRi,w,A

WpLw.A

URjuC
Upp,c=0
;"
WC = 1 0 e |W|)— 1| 0
| | 0 e > X 0
Wpywc=0
WRi,w,C
1,0‘ 1,0
w w
9c=T u
O_
WRi,
wec WpLe.D= 0
P=1 Wpy 0= 0
‘;—T X

Bild 4-5: Einheitsverformungszustande im VR-Element
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4.4.3 Steifigkeitsmatrix des elastischen VR-Elements

Die Steifigkeitsmatrix k' eines Elements i definiert die GroRe der KraftgroRen
bzw. Momente, die infolge einer Verschiebung bzw. Verdrehung der Grofie 1 an
den Elementknoten vorhanden sind.

Die Grundlage fur die Aufstellung der Steifigkeitsmatrix bildet hier die Arbeits-
gleichung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen. Diese wird zuné&chst fir
das einzelne VR-Element in WeggroRenformulierung angeschrieben. Anschlie-
Rend werden die Formfunktionen des VR-Elements, die in Abschnitt 4.4.2 be-
schrieben sind, in die Arbeitsgleichung eingesetzt und die analytische Integrati-
on durchgefiihrt. Aus der so erhaltenen diskreten Form der Arbeitsgleichung
kann die Steifigkeitsmatrix des VR-Elements zusammengestellt werden.

In der Arbeitsgleichung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen des VR-
Elements sind die inneren und duRReren Arbeiten im Gebiet und die Arbeiten auf
den Randern enthalten. Letztere heben sich jedoch bei der Addition der Ele-
mentarbeiten zur Systemarbeit im Inneren des Gesamtsystems auf und mussen
daher auf Elementebene nicht berticksichtigt werden. Fir das einzelne VR-
Element, das im Gebiet nicht durch Streckenlasten oder -momente belastet ist,
lautet die Arbeitsgleichung somit:

—8A, = [N3edx+[s,8u dx+ Mk dx + s, 5w dx =0 (4.16)

In Richtung der Rippenachse leistet die Normalkraft N der Rippe virtuelle Ar-
beit auf der virtuellen Dehnung &€ und die Verbundbeanspruchung s, leistet Ar-
beit auf den virtuellen Verschiebungen o6u des Plattenrandes und der Rippe.
Senkrecht zur Rippenachse leistet das Biegemoment M virtuelle Arbeit auf der
virtuellen Krimmung 6k der Rippe und die Verbundbeanspruchung sg leistet
Arbeit auf den virtuellen Verschiebungen dw des Plattenrandes und der Rippe.
Durch Einsetzen der Verformungsgeometrie

u'=e
W,:(p}:>W"=K (4.17)
¢ =K
und der Werkstoffgesetze
N=EA-¢
M= —El .« (4.18)

sowie der Beziehungen
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B=keu, 4.19

Ssao:k'Wv (4.19)
in das Gleichgewicht in GI.(4.16) erh&lt man die Arbeitsgleichung des VR-
Elements in WeggroRenformulierung, d. h. die Unbekannten in dieser Gleichung

sind die Knotenverschiebungen u und w bzw. deren Ableitungen:
—8A, = [U'EASU dx+ [u, kdudx+[w"EIdwW" dx+ [w, kdwdx  (4.20)

Darin sind du und dw die virtuellen Verschiebungen der Rippe bzw. des Platten-
randes parallel und senkrecht zur Rippenachse wahrend u, und w, die wirklichen
Verschiebungen des Verbundes kennzeichnen, die aus Relativverschiebungen
der Rippe gegenilber dem Plattenrand resultieren. Den Verlauf der Verschiebun-
gen im Gebiet erhélt man durch die Multiplikation der in Bild 4-5 dargestellten
Formfunktionen (Einheitsverformungszustdnde) mit den Knotenweggrofien.
Demnach kann die Steifigkeitsmatrix Kyr des VR-Elements durch die analyti-
sche Integration der nachfolgend in Matrizenschreibweise dargestellten Produk-
te aus Formfunktionen und Steifigkeiten ermittelt werden. Fir die Darstellung
der Integration erweist es sich als vorteilhaft, die Matrix Kyg in vier Untermatri-
zen zu gliedern:

K K..
K — Pl Ri-PI ) .

Ri

Anschaulich beschreiben die Eintrdge der Untermatrix Ky, die Knotenkrafte, die
infolge der wirklichen Verschiebungen des Verbundes an den Plattenknoten A
und B entstehen und die auf den konjugierten virtuellen Verschiebungen des
Plattenrandes Arbeit leisten. Folglich erhalt man die Untermatrix Kp, durch die
Multiplikation der transponierten Matrix dvpg, die die Formfunktionen der virtu-
ellen Verschiebungen des Plattenrandes enthalt, mit der Verbundsteifigkeit k
und mit der Matrix vyg, die die Formfunktionen fiir die Verbundverschiebungen
als Differenz von Rippen- und Plattenrandverschiebungen enthélt sowie an-
schlieRender analytischer Integration dieses Produktes iiber die Elementldnge (:

Y du w, A 0 ] u, 0
OUpR = ( UPE]' A up(lj B ) (422)

6'“-:131,11.1,_4 OTUP],LU,B

von = [ WPLu,A ~ URiu,A 0 UPl,u,B — URi,u,B 0 (4 23)
Ve 0 WPLw,A — WRi,w,A 0 WPlLw,B — WRi,w,B :
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1

Kp = /U k dvp vyp da (4.24)
Die Eintrage der Untermatrix Kp,r;i in GI.(4.21) sind aus drei Anteilen zusam-
mengesetzt. Der erste Anteil beschreibt anschaulich die Knotenkréfte, die infol-
ge der wirklichen Verschiebungen vyg (Gl.(4.23)) des Verbundes an den Rip-
penknoten C und D entstehen und die auf den konjugierten virtuellen Verschie-
bungen der Rippe, die in der Matrix ovg; (Gl.(4.25)) zusammengefasst sind, Ar-
beit leisten. Diese Verschiebungen des Verbundes rufen in den Rippenknoten
SchnittgroRen hervor, die auf den virtuellen Knotenverschiebungen der Rippe
Arbeit leisten und die dem zweiten bzw. dritten Anteil der Eintrdge entsprechen.
In Richtung der Rippenachse sind dies die Stabendnormalkrafte der Rippe, die
aus den Verbundverschiebungen u’vg (GI.(4.26)) resultieren, und die auf den
virtuellen Knotenweggrofien 6u’g; (G1.(4.27)) der Rippenknoten C und D Arbeit
leisten. Senkrecht zur Rippenachse sind dies die Stabendquerkrafte bzw. die
Stabendmomente, die ebenfalls aus den Verbundverschiebungen resultieren, und
die auf den virtuellen Knotenverschiebungen bzw. —verdrehungen der Rippe Ar-
beit leisten. Da die Verbundverschiebungen, die in der Matrix vyg in Gl. (4.23)
fir den Plattenrand positiv definiert sind, bezogen auf die Rippe in die entgegen
gesetzte Richtung weisen, erhalten die Arbeitsterme in Gl. (4.30) ein negatives
Vorzeichen:

. SUR; . 0 0 OUR; v 0 0
OVR; = ( RO’ C RO D ) (425)

511-‘R,i.u=.(,.‘ 0'£UR1,¢,(,' 5H’R,i.m.D 5u’Ri,g.D

! ! ! /
ot Uply,A T URiu,A 0 Upl .y, B — YRiu,B 0
Hvp = ( 0 0 0 0 ) (4.26)
. g 0 0 dup; 00
O“i{i — ( RE),U,,C 0 0 I{E],u,D 0 0 ) (4.27)
. ‘.” — 0 0 O 0
VB = ( 0 ll‘ri-il,w,_él - “’ﬁi!w,/l 0 “";-';l,'w,fj - i!‘“ﬁi,w,B (428)
. 0 0 0 0 0 0
N
Wi = ( 0 dwgiweo OWgi,o 0 Owgi,p OWgki,p ) (429)
! ! i
Kp) ri = — [ kovd; vyp da — ] EA dufl; wyp dz — / Eldwp! wiy do (430)
40 0 0

Die Eintrdge der Untermatrix Kg;.p; beschreiben anschaulich die Knotenkrafte,
die infolge der wirklichen Verschiebungen vg; (Gl.(4.31)) der Rippe durch die
Verschiebungen des Verbundes in den Rippenknoten C und D entstehen und die
auf den virtuellen Verschiebungen dvpr (GI.(4.22)) des Plattenrandes Arbeit leis-
ten. Da auch hier die Verbundverschiebungen infolge positiver Knotenverschie-
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bungen bezogen auf die Rippe negativ sind, erhalten die Arbeitsterme in Gl.
(4.32) ein negatives Vorzeichen:

I e 0 0 URi,u, D 0 0 (4 31)
'Ri = w '
0 WRi,w,C WRiep,C 0 WRiw,D  WRi,p, D

(LD

L
Kpi—p1 = —f k dvpy vps do (4.32)
0

Die Krafte bzw. Momente an den Stabenden, die infolge der wirklichen Ver-
schiebungen der Rippe an den Rippenknoten C und D entstehen und die auf den
konjugierten virtuellen Verschiebungen bzw. Verdrehungen der Rippenknoten
Arbeit leisten, sind in den drei Anteilen der Untermatrix Kg; zusammengefasst
(Gl.(4.35)).

Y ?""Ri,u,C' 00 “’i'{i.u,,D 0 0
”Rl( 0O 00 0 00 (4.33)

'wﬁi:(o 0 0 0 0 0 ) (4.34)

N I ‘,',' an?!
0 Wi we Wripe O WRiwp WRie.D
! ! 1
Kg; = [ k dvf; vpi do + ] EA duf; uf; da + ] Eldwp! wh; da (435)
Jo 0 0

Die in den Gleichungen (4.22) bis (4.35) angefiihrten Formfunktionen, die fir
die wirklichen und die virtuellen Verschiebungen jeweils identisch sind, wurden
in Abschnitt 4.4.2 hergeleitet und sind im Anhang A ausfihrlich dargestellt. Die
vollstandige Steifigkeitsmatrix des elastischen VR-Elements ist im Anhang B zu
finden.

4.4.4 Steifigkeitsmatrix des VR-Elements mit teil- oder vollplasti-
schem Verbund

Solange die resultierende Verschiebung des Verbundes an keiner Stelle die
FlieRverschiebung uy Gberschreitet, verhélt sich der Verbund entsprechend Bild
3-8 linear-elastisch. Ein solcher Zustand ist in Bild 4-6a dargestellt. Das gesamte
Element kann in diesem Zustand mit den in Abschnitt 4.4.2 angegebenen Form-
funktionen und mit der in Abschnitt 4.4.3 angegebenen Elementsteifigkeits-
matrix beschrieben werden.

Wird das Element Uber seinen elastischen Grenzzustand hinaus weiter verscho-
ben, so beginnt der Verbund an den Stellen zu plastifizieren, an denen die resul-
tierende Verbundverschiebung groBer als die FlieRverschiebung uy ist. Unab-
héngig von der GroRe der Verschiebung ist die resultierende Verbundbeanspru-
chung sespi = R/a, dann konstant (vgl. Bild 3-8). Wiirde man die Verbundstei-
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figkeit k weiterhin linear-elastisch modellieren, musste sie in Abhdngigkeit von
der resultierenden Verbundverschiebung tber die Elementldnge ¢ verdnderlich
sein. Einfacher l&sst sich das nunmehr physikalisch nichtlineare Verhalten des
Verbundes modellieren, wenn das Element in elastische und plastische Bereiche
gegliedert wird. Die Stelle des Ubergangs zwischen einem elastischen und ei-
nem plastischen Bereich ist dann abhangig vom Verschiebungszustand des Ele-
ments. In einem Algorithmus zur Bestimmung des plastischen Grenzzustandes
des Tragwerks konnte diese Stelle iterativ gefunden werden. Angesichts der
Vielzahl der Ubergangsstellen innerhalb groRerer Tragwerke und der dartiber
hinaus ggf. zusatzlich erforderlichen Iterationen bzgl. der in Abschnitt 4.4.5 be-
schriebenen Ersatzlasten konnte ein solcher Algorithmus jedoch schlecht oder
gar nicht gegen den gesuchten plastischen Grenzzustand konvergieren. Daher
wird den plastischen Verbundbereichen im Folgenden eine feste Linge {ger ZU-
gewiesen. Demnach wird ein VR-Element, dessen Verbund teilweise flief3t, in
plastische Bereiche mit festen Bereichsldngen (g, UNd in elastische Bereiche
gegliedert. Die elastischen Bereiche entsprechen VR-Elementen, deren Element-
ldangen gleich den Bereichslangen sind, die ein Vielfaches von (g betragen
konnen. Die plastischen Bereiche konnen ebenfalls mit VR-Elementen model-
liert werden. Dazu wird die Verbundsteifkeit k = K/a, zu Null gesetzt, um die
lineare Abh&ngigkeit der Verbundspannungen von den Verbundverschiebungen
zu eliminieren. Die im plastischen Zustand des Verbundes konstante resultieren-
de Verbundbeanspruchung s,.s wird dann nicht mehr durch die Federsteifigkeit
und die Verschiebung des Verbundes beriicksichtigt, sondern in Form von Er-
satzlasten auf den plastischen Bereich angesetzt. Diese Ersatzlasten wirken so-
wohl auf die Rippe als auch mit gleicher GroRe aber entgegengesetzter Wir-
kungsrichtung auf den Plattenrand. Folglich bilden die Ersatzlasten in jedem
plastischen Elementbereich eine Ersatzlastgruppe. Vereinfachend werden die
Ersatzlasten als {iber die Bereichsldnge £ge konstant wirkend angenommen. Ab-
héngig von ihrer Kraftrichtung wird die resultierende Verbundbeanspruchung
Sres IN €iNe Komponente sy parallel und eine Komponente sy senkrecht zur Rip-
penachse zerlegt, wie ausfihrlich in Abschnitt 4.4.5 beschrieben wird.
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e'ZBer L eBer

4

eBer L 6'4'eBer L eBer LeBer L eBer
7 . g 7 7

Bild 4-6: VR-Element a) im elastischen Grenzzustand, b) mit einem plasti-
schen Verbundbereich, ¢) mit vier plastischen Verbundbereichen

In dem Beispiel in Bild 4-6b wurde der Verbund des VR-Elements zwischen den
Knoten B und D uber die FlieBverschiebung uy, hinaus verschoben. Das Element
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der Lange £ wird nun in einen clastischen Bereich der Lange £-Uge, Und einen
plastischen Bereich der Lange (g gegliedert. Wahrend sich das VR-Element,
das den elastischen Bereich darstellt, in seinen Eigenschaften ausschliellich
durch die Elementlange von dem Element in Bild 4-6a unterscheidet, besitzt das
VR-Element des plastischen Verbundbereichs keine Verbundsteifigkeit mehr
und ist stattdessen durch eine Ersatzlastgruppe belastet.

Eine weitere Verschiebung des Plattenrandes gegentiber der Rippe bewirkt, dass
das Element sukzessive in weitere elastische und plastische Bereiche unterteilt
wird. In Bild 4-6¢ ist das VR-Element aus Bild 4-6a mit vier plastischen Berei-
chen dargestellt. Der verbleibende elastische Bereich wird hier mit einem VR-
Element der Lange (-4Lg,, modelliert. Die plastischen Bereiche mit den Be-
reichsldngen Uge, besitzen Ersatzlastgruppen mit der resultierenden Verbundbe-
anspruchbarkeit s, die abhéngig vom Verschiebungszustand des jeweiligen
Bereichs unterschiedlich groRe Lastkomponenten sy, und sy aufweisen.

Wenn die Verschiebungen des VR-Elements aus Bild 4-6a so gro3 werden, dass
der Verbund an jeder Stelle plastisch ist, besteht das Element ausschlie3lich aus
Bereichen der Léange (g, mit entsprechenden Ersatzlastgruppen. Dann ist die
Beanspruchung gleich der Beanspruchbarkeit des Elements. In diesem Zustand
ist das Element kinematisch, da die Rippe gegenuber dem Plattenrand verscho-
ben werden kann, ohne dass sich die Beanspruchungen des Elements &ndern.

Die Gliederung des Elements in elastische und plastische Bereiche ist nur mit
Zwischenknoten innerhalb des Elements moglich. Das aus zwei Bereichen be-
stehende Element in Bild 4-6b besitzt neben den Elementknoten A, B, C und D
auch zwei Zwischenknoten und das in funf Bereiche gegliederte Element in Bild
4-6¢ hat acht Zwischenknoten. Die Zwischenknoten der Rippe besitzten dabei
wie die Endknoten C und D der Rippe je drei Freiheitsgrade. Dies sind die Ver-
schiebungen parallel und senkrecht zur Rippenachse sowie die Verdrehung des
Knotens. Die Zwischenknoten am Plattenrand besitzen wie die Knoten A und B
je zwei Verschiebungsfreiheitsgrade. Mit steigender Anzahl der plastischen Be-
reiche steigt daher die Anzahl der Knoten und der Freiheitsgrade des Gesamt-
systems. Aus programmorganisatorischer Sicht ist dies nachteilig, da sich das
Gesamtsystem aus Gesamtsteifigkeitsmatrix, Freiwertevektor und Lastvektor
nach Durchfiihrung der nichtlinearen Berechnung deutlich von den Eingaben zu
Beginn der Berechnung unterscheidet.
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Um die Anzahl der Systemknoten und damit der Freiheitsgrade konstant zu hal-
ten, werden die einzelnen elastischen und plastischen Bereiche mittels statischer
Kondensation ([45], Kap. 7.6) wieder zu einem Element zusammengefasst, das
dieselben Freiheitsgrade besitzt wie das vor Erreichen des elastischen Grenzzu-
standes eingegebene VR-Element. Das Vorgehen wird im Folgenden beschrie-
ben.

Vor dem Erreichen des elastischen Grenzzustandes besitzt das VR-Element die
in GI.(4.21) und im Anhang B dargestellte Elementsteifigkeitsmatrix Kyg. Die
vier Knoten des VR-Elements haben insgesamt 10 Freiheitsgrade, die im Vektor
Vyr enthalten sind.

Ist nach dem Uberschreiten des elastischen Grenzzustandes fiir jeden elastischen
oder plastischen Bereich eine eigene 10x10-Steifigkeitsmatrix vorhanden, so
konnen diese Bereichsmatrizen zu einer elementinternen Gesamtsteifigkeits-
matrix aufaddiert werden. Der Vektor der Freiheitsgrade enthdlt dann sdmtliche
Knotenfreiheitsgrade der urpriinglichen Elementknoten und der Zwischenkno-
ten. Sortiert man die Freiheitsgrade der urspringlichen Elementknoten A, B, C
und D, im Folgenden unabhénigige Freiheitsgrade genannt, in die oberen Zeilen
des Freiwertevektors, kann dieser in einen Vektor v, der unabhangigen und ei-
nen Vektor v, der abhéngigen Freiheitsgrade unterteilt werden. Letztere stellen
die Freiheitsgrade der Zwischenknoten dar. Entsprechend kénnen die den ur-
sprunglichen Elementknoten zugeordeten Eintrdge der elementinternen Ge-
samtsteifigkeitsmatrix zu einer Untermatrix Ki; zusammengefasst werden. Mit
den in Abschnitt 4.4.5 beschriebenen Ersatzlasten, die in einem Vektor p; der
auf die Knoten A, B, C und D wirkenden Ersatzlasten und einem Vektor p, der
auf die Zwischenknoten wirkenden Ersatzlasten zusammengefasst werden, folgt
das in GI1.(4.36) angegebene Gleichungssystem:

Kll K12 v, _ P, 4.36
K21§K22 Vv, - P, ( )

Fur die Verschiebungen des Plattenrandes wurden im VR-Element lineare Ver-
schiebungsansétze gewdhlt (vgl. Anhang B). Da der Plattenrand nicht Teil des
VR-Elements ist und die benachbarten Zwischenknoten am Plattenrand somit
untereinander nicht direkt gekoppelt sind, missen die linearen Abhangigkeiten
der Verschiebungen der Zwischenknoten von den Verschiebungen der urspriing-
lichen Elementknoten A und B durch Nebenbedingungen in der elementinternen
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Gesamtsteifigkeitsmatrix berlicksichtigt werden. Dazu wird die Verschiebung u;
eines Zwischenknotens j durch die Verschiebungen seiner Nachbarknoten aus-
gedruckt (Bild 4-7). Diese Nachbarknoten sind entweder Elementknoten oder
ebenfalls Zwischenknoten.

j-1

r \\\\\ Plattenrypg
) S, j+1
u; : Verschiebung des Bereichsknotens j
u;
i u; u uj.; : Verschiebung des linken Nachbarknotens
j+1
! uj,1 : Verschiebung des rechten Nachbarknotens
Rippe A1 : Abstand des Nachbarknotens j-1 zum Bereichsknoten j
Aji Ajil L A ;1 - Abstand des Nachbarknotens j+1 zum Bereichsknoten j
q

Bild 4-7: Lineare Abhangigkeit der Verschiebung des Bereichsknotens j von
den Verschiebungen der Nachbarknoten

Die Beziehung der Verschiebungen aus Bild 4-7 ist in GI.(4.37) definiert:

u.=u. i—i-u. L (437)
POUTAL A, TTAL A '
Diese Gleichung gilt gleichermaRen fir die Verschiebungen u; parallel und w;
senkrecht zur Rippenachse. In der Matrix-Vektor-Schreibweise in Gl.(4.38)
kdnnen die Nebenbedingungen direkt in die elementinterne Gesamtsteifigkeits-

matrix eingebaut werden.

uj—l
T 0 10 B 0 G
A +A A +Ag 1Y {0}
0 L 0 -1 0 L Wi 0
_ A +Ag, A +A ] ug,
[ Wi

(4.38)

Dazu wird die Gesamtsteifigkeitsmatrix flr jeden Zwischenknoten, der sich auf
dem Plattenrand befindet, um zwei Zeilen und zwei Spalten erweitert, welche
die Bedingungen aus Gl.(4.38) enthalten.

Nun kann das Gleichungssystem aus Gl.(4.36), das auch in Form der Gleichun-
gen (4.39) und (4.40) dargestellt werden kann, durch einige Umformungen auf
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die unabhédngigen Steifigkeiten, Verschiebungen und Ersatzlasten kondensiert
werden:

KoV, +KLV, =p, (4.39)

KV, +K,V, =p, (4.40)
Aus GI.(4.40) folgt:

v, =K, (p,—K,V,) (4.41)

Einsetzen von Gl.(4.41) in GI.(4.39) und Umformen liefert die reduzierte 10x10-
Elementsteifigkeitsmatrix Kyrreq Und den reduzierten Ersatzlastvektor pey der
unabhéngigen Freiheitsgrade v;:

(Kll o K12K;§K21)V1 + (pl o KlZK;pZ ) =0 (4_42)

KVR.red Pred

Die vor Erreichen des elastischen Grenzzustandes des VR-Elements vorhandene
Elementsteifigkeitsmatrix Kyg wird im teil- oder vollplastischen Zustand des
VR-Elements durch die Elementsteifigkeitsmatrix Kyrrq ersetzt, welche die
Steifigkeiten der plastischen Verbundbereiche nicht mehr enthélt. Diese Steifig-
keiten werden durch den reduzierten Ersatzlastvektor p.q ersetzt, dessen Eintra-
ge als Ersatzlastgruppe sowohl auf die Rippenknoten C und D als auch auf die
Plattenrandknoten A und B des Elements angesetzt werden.

4.4.5 Ersatzlasten des VR-Elements

Wie in Abschnitt 4.4.4 bereits beschrieben wurde, werden die Verbundbean-
spruchungen s, und sqo im plastischen Zustand des Verbundes nicht mehr durch
die Federsteifigkeit k des Verbundes und dessen Verschiebung bestimmt, son-
dern als Ersatzlastgruppe direkt auf die Bereichsknoten aufgebracht.

Ausgehend vom Mittelwert der Relativverschiebungen zwischen der Rippe und
dem Plattenrand eines plastischen Bereichs, die in Bild 4-8 beispielhaft flr den
plastischen Bereich aus Bild 4-6b dargestellt ist, sind die Beanspruchungskom-
ponenten sy parallel und sqy Ssenkrecht zur Rippenachse bzw. zum Plattenrand
proportional zu den Verschiebungskomponenten u und w:

S S S
res,pl 0 90
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Da die plastische resultierende langenbezogene Verbundbeanspruchung Spes i die
Beanspruchbarkeit R des einzelnen Verbindungsmittels bezogen auf den Ver-
bindungsmittelabstand a, ist, folgt fiir die tber die Bereichslinge (ge konstant
angenommenen Verbundbeanspruchungen s, und Sqq aus GI.(4.43):

R u

S, = — —F——

N TR (4.44)
g =R W 4.45
e, urw (449)

Diese Verbundbeanspruchungen werden, wie in Bild 4-8b dargestellt, als Ersatz-
lastgruppe am plastischen Bereich angesetzt. Die dazu &quivalenten Knotenkraf-
te und -momente, die an den Bereichsknoten angreifen, sind in Bild 4-8c darge-
stellt. Die Bereichsknoten am Plattenrand erhalten keine Knotenmomente, da sie
keine Verdrehungsfreiheitsgrade besitzen.

2
a) b) o) 890 EBer
> T,
Son b 12
/ /9(}213“/'/‘\_. SoezBer
)
~SolBer ls%_eBel
s soolper| 0B 'S
So 2
$90 £ Ber
- =0 - 2 890 £ Ber
TNl 390 Sobper =0 2
\\~° 2 SOEBer\:_\o

2

¢ Ber ¢ Ber ¢ Ber

Bild 4-8: Plastischer Verbundbereich; a) mittlere Relativverschiebung zwi-
schen Rippe und Plattenrand; b) Ersatzlastgruppe mit konstanten Li-
nienlasten; ¢) Ersatzlastgruppe mit Knotenlasten

Die in Bild 4-8c dargestellte Ersatzlastgruppe wird fiir jeden plastischen Bereich
eines VR-Elements im Elementersatzlastvektor p aufaddiert. Dieser wird in ei-
nen Vektor p;, der den unabh&ngigen Freiheitsgraden zugeordnet werden kann,
und einen Vektor p,, dessen Lasten ausschlieBlich auf die Zwischenknoten wir-
ken, aufgeteilt. AnschlieBend erfolgt mit Gl.(4.42) die statische Kondensation
der Ersatzlastgruppen samtlicher plastischer Bereiche des Elements zu einer Er-
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satzlastgruppe, die in prq gespeichert ist und die auf die Elementknoten A, B, C
und D wirkt.

Die Ersatzlasten des VR-Elements wirken wie &duRere Lasten auf das Gesamtsys-
tem. Da sie jedoch stets als Ersatzlastgruppe mit gleich grofien entgegengesetz-
ten Anteilen auf die Elemente angesetzt werden, heben sie sich im Gesamtsys-
tem gegenseitig auf und erzeugen keine zuséatzlichen Auflagerreaktionen.

45 VRV-Element

4.5.1 Elementbeschreibung

Das VRV-Element besteht aus einer stabférmigen Rippe und deren Verbindung
zu zwei starren Plattenrdndern. Die Abkiirzung ,,VRV* steht fiir ,,Verbund-
Rippe-Verbund“. Wie bei dem in Abschnitt 4.4 vorgestellten VR-Element sind
auch hier die Plattenrander nicht Bestandteil des Elements. Sie werden im Ge-
samtgleichungssystem durch starr gekoppelte Knoten modelliert, an die das
VRV-Element angeschlossen wird (Bild 4-9). Die beiden kontinuierlichen Ver-
bunde zwischen der Rippe und den Plattenrdndern werden als ideal-elastisch-
plastisch angenommen (siehe Abschnitt 4.3) und kénnen unterschiedliche Ver-
bundsteifigkeiten k; und k, haben, die sich aus den Verschiebungsmoduln K,
bzw. K, der einzelnen Verbindungsmittel und deren Verbindungsmittelabstand
ay1 bzw. a, , ergeben.

Das in Bild 4-9 dargestellte VRV-Element besitzt die vier Plattenrandknoten A,
B, E und F sowie die beiden Rippenknoten C und D. Zwischen den Rippenkno-
ten wird die Rippe durch einen Stab mit der Biegesteifigkeit Elg; und der
Dehnsteifigkeit EAg; modelliert. Der Verbund 1 koppelt diesen Stab mit der
Verbundsteifigkeit k, an die Plattenrandknoten A und B, wéhrend der Verbund 2
mit der Verbundsteifigkeit k, die Kopplung zu den Plattenrandknoten E und F
bildet. Da die Rippe gegen beide Plattenrdnder gebettet ist, sind die Plattenrén-
der indirekt miteinander gekoppelt. So ruft eine Verschiebung des einen Platten-
randes nicht nur Spannungen in der Rippe sondern auch Beanspruchungen in
den Knoten des gegentiberliegenden Plattenrandes hervor.
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Na ¢ Plattenrand 1

—» |l 0 ---- (nicht Teil des Elements)
QA %i% QB Verbund 1,
elastisch-plastisch
EIR;, EAR av !
‘ —» Rippe elastisch
QC K ; Mp Verbund 2,
k,= 2 elastisch-plastisch
NE ay2
0 - - - - - - —o Plattenrand 2

(nicht Teil des Elements)

Bild 4-9: VRV-Element zur Modellierung einer Rippe und ihrer Verbindung
zu zwel starren Plattenrdndern

Wie beim VR-Element besitzen die Rippenknoten C und D auch beim VRV-
Element je drei Freiheitsgrade. Die vier Plattenrandknoten besitzen dagegen nur
je zwei Freiheitsgrade. Insgesamt hat das VRV-Element somit 14 Freiheitsgra-
de. Die konjugierten Kraftgrofien sind in Bild 4-9 mit ihren gemaR der Vorzei-
chenkonvention des WeggroRenverfahrens positiven Wirkungsrichtungen darge-
stellt.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind die im unverformten Element eigentlich
koinzidenten Knoten A, C und E bzw. B, D und F in Bild 4-9 auseinander gezo-
gen dargestellt.

4 5.2 Formfunktionen des elastischen VRV-Elements

Analog zur Herleitung der Formfunktionen des VR-Elements in Abschnitt 4.4.2
konnen die Formfunktionen des VRV-Elements mit den Differentialgleichungen
des parallel und senkrecht zur Stabachse elastisch gebetteten Stabes beschrieben
werden. Voraussetzung daftr ist, dass keiner der beiden Verbunde seine FlieR-
verschiebung uy, (vgl. Bild 3-8) uberschreitet und dass die Berechnung nach
Theorie I. Ordnung erfolgt.

Die 14 Formfunktionen des VRV-Elements sind in Bild 4-11 und Bild 4-12 dar-
gestellt. Der erste Index jeder Funktion definiert, ob es sich um eine Verschie-
bung der Rippe (,,Ri*) oder um die Verschiebung eines der beiden Plattenréander
(,,P1* oder ,,P2%) handelt. Der zweite Index gibt die Ursache der Verschiebung
an, die entweder eine Knotenverschiebung parallel (,,u*) oder senkrecht (,,w®)
zur Rippenachse oder eine Knotenverdrehung (,,0*) ist, wahrend der dritte Index
den Ort der Ursache angibt, der in einem der sechs Elementknoten liegt.
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Der oben erwahnten Kopplung der Plattenrander ber die Verbunde wird nun
dadurch Rechnung getragen, dass der Verschiebungszustand des Elements aus
einzelnen Verschiebungszustanden zusammengesetzt wird. Dies soll im Folgen-
den am Beispiel der Biegelinie Wgjwa (S. Bild 4-11) der Rippe demonstriert
werden, die infolge einer Einheitsverschiebung des Plattenrandknotens A senk-
recht zur Rippenachse entsteht. Neben der Biegesteifigkeit Elg; der Rippe haben
die beiden Verbunde mit ihren Verbundsteifigkeiten k; und k, Einfluss auf die
Biegelinie der Rippe. Zunédchst wird von einem theoretischen Verschiebungszu-
stand ausgegangen, in dem die Plattenrandknoten A und E in entgegen gesetzter
Richtung so weit ausgelenkt werden, dass die Rippe spannungslos bleibt. Dieser
Zustand ist in Bild 4-10a dargestellt. Die Verschiebungen w; des Knotens A und
w, des Knotens E sind zunéchst unbekannt. Zur Bestimmung von w; und w, be-
notigt man folgende Randbedingungen:

1. Bed.: Die Knoten A und E entfernen sich relativ um den Wert 1 voneinan-
der:

w, +w, =1 (4.46)

2. Bed.: Die Verschiebungen der Verbunde sind so grof3, dass die Summe der
angreifenden Federkréafte in jedem Punkt der Rippe Null ist:

k,-w, =k, -w, = wzzé-w1 (4.47)

2

Durch Einsetzen von GI.(4.47) in GI1.(4.46) erhdlt man die Auslenkung w;,, die
nur von den Steifigkeiten k; und k, der Verbunde abhangt:

Kk
w, = —2
PTGk, (4.48)

Auswerten der GI.(4.46) mit w; aus GI.(4.48) liefert die Auslenkung w,:

K,
(4.49)

w, =
k, +K,
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a) b)

o

W2 =k +k,

E attenrand
[BIDI[F]
1 E § §§ o\ Rippe

e
l Pt
W= 1<1+1<2
L ¢ L
7 7
c) d
ke
F
ktk, +l<2 Z (k +k2) BJDI[F]

q I%;k +k, / Rippe 1

(A][E] Plattenrand 1 und 2

L : l

II

Bild 4-10: Superposition von Verschiebungszustanden im VRV-Element

Fur kleine Verdrehungen l&sst sich der Verschiebungszustand in Bild 4-10a auch
durch den Verschiebungszustand in Bild 4-10b darstellen. Letzterer beinhaltet
die Verschiebung der Rippe flr den Fall, dass der Plattenrandknoten A um eins
verschoben ist, ohne dass der Rippenknoten C festgehalten ist. Wenn sich die
Rippenknoten C und D — wie in Bild 4-10b angenommen — frei drehen kénnen,
bleibt die Rippe in diesem Zustand spannungslos. Folglich sind die Querkraft
und das Biegemoment in jedem Punkt der Rippe Null. Die Rippe befindet sich
quasi im ,,Schwebezustand* zwischen den beiden Verbunden. Die Verschiebung
der Rippe kann in diesem Zustand mit folgender Geradengleichung beschrieben
werden:
k k k,(/—x)

w =— = X+——=
st = k) KAk, (K, +K,) (4.50)

Die Rippe hat somit in jedem Punkt die Verdrehung

1 kl
W =
Gerade f . (kl + kz) (451)
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Der Zustand in Bild 4-10b ist nun mit einem weiteren Verschiebungszustand so
zu superponieren, dass die Verschiebungen und Verdrehungen in den Rippen-
knoten C und D zu Null werden. Jede zusétzlich auf den Zustand in Bild 4-10b
aufgebrachte Verschiebung bzw. Verdrehung der Rippenknoten entspricht einer
Verschiebung bzw. Verdrehung der Stabknoten eines elastisch gebetteten Bal-
kens, dessen Bettungssteifigkeit k;+k, betragt. Folglich erhdlt man die Funktion
Wqen atken d€I' Biegelinie des weiteren Zustandes, der in Bild 4-10c dargestellt ist
und mit dem der Zustand in Bild 4-10b tberlagert wird, durch die Auswertung
der Losung (Gl.(4.5)) der Differentialgleichung des gebetteten Balkens mit fol-
genden Randbedingungen:

K,
W, =-—
k, +K, 45
K (4.52)
(PC (PD f(kl'i‘kz)

Auf die Darstellung der Funktion Wgep gaien Wird an dieser Stelle verzichtet, da
diese sehr langlich ist. Die Formfunktion der gesuchten Biegelinie Wgjya, die
aus der Einheitsverschiebung des Knotens A resultiert, folgt schlie3lich aus der
Superposition

WRi,W,A = WGerade + Wgeb.BaIken' (453)

Die Formfunktion wg;ja iSt neben den anderen Formfunktionen aus Bild 4-11
und Bild 4-12 im Anhang A dargestellt.
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URiuC

Up) 4,0=Upp,up= 0

X =X
) ¢
=1 0 _ b, o0 — .
Wp1w,c=Wpow.c= 0 Wp1w,0=Wp2,w,p= 0
WRi,w,C T
1,0 1.0y
w w
Pc=1 ® Pp=1 0 i ¢
—— > X
WRi,@.C

Wp1,0.0=Wp2,9.D

Wp:
— — Ri,@.D
:WPI,(p,C_WPZ,(p,C_ 0 he

0

0 g X

Bild 4-11: Einheitsverformungszustdnde der Knoten A, B, C und D im VRV-
Element
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i

Bild 4-12: Einheitsverformungszustédnde der Knoten E und F im VRV-Element

4.5.3 Steifigkeitsmatrix des elastischen VRV-Elements

Die Arbeitsgleichung des VRV-Elements entspricht der in Abschnitt 4.4.3 ange-
fuhrten Arbeitsgleichung GI.(4.20) des VR-Elements.

—-8A, = [Uu'EA8U dx+ [u, kdudx+[w"EISwW" dx+ [w, kdwdx  (4.54)

Allerdings beschreiben du und 6w hier neben den virtuellen Verschiebungen der
Rippe auch die virtuellen Verschiebungen beider Plattenrdnder. Die wirklichen
Verschiebungen beider Verbunde, die aus Relativverschiebungen der Rippe ge-
genuber den beiden Plattenrandern oder auch durch Relativverschiebungen der
Plattenréander zueinander entstehen, werden durch u, und w, ausgedriickt. Die
Steifigkeitsmatrix Kygy des VRV-Elements kann durch die analytische Integra-
tion der nachfolgend in Matrizenschreibweise dargestellten Produkte aus den in
Bild 4-11 und Bild 4-12 und im Anhang A dargestellten Formfunktionen und
den Steifigkeiten der Rippe und der Verbunde berechnet werden. Die Abhén-
gigkeiten zwischen den Verbunden und der Rippe werden deutlich, wenn die
Steifigkeitsmatrix Kyry in neun Untermatrizen gegliedert wird:

K P1 K Ri-P1 K P2-P1
KVR = KPl—Ri KRi KPZ—Ri . (455)
K K K

P1-P2 Ri-P2 P2

Die Eintrdge der Untermatrix Kp; beschreiben die Knotenkrafte, die infolge der
wirklichen Verschiebungen des Verbundes 1 an den Plattenrandknoten A und B
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entstehen und die auf den konjugierten virtuellen Verschiebungen des Platten-
randes 1 Arbeit leisten.

v _ dupypy,a 0 dup1 B 0 (4 56)
PR 0 5“’131,111,‘4 0 51‘”P1,-w.‘B '
" _ UPLu A — URiu, A 0 Up1,u,B — URi,u,B 0 (4 57)
WB1 = . o .
0 WP ,w,A — WRi,w,A 0 Wp1,w,B — WRi,w,B

j
Kpq = / kq 5-ugm vypy do (458)
0

Entsprechend kénnen die Eintrdge der Untermatrix Kp, als die Knotenkréfte ge-
deutet werden, die infolge der wirklichen Verschiebungen des Verbundes 2 an
den Plattenrandknoten E und F entstehen und die auf den virtuellen Verschie-
bungen des Plattenrandes 2 Arbeit leisten.

v _ dupauE 0 Oups o F 0 (4 59)
) 9 = -
PR 0 dwps w1 0 OWpa 4y '
" _ Up2uE — URiuE 0 Up2.u,F — URiu, F 0 (4 60)
VB2 = . , . _ .

0 WP, E — WRi,w,F 0 Wp2,w,F — WRi,w,F

I
Kpy = / ko (ngﬂg tyga dx (461)
0

Die Abhéngigkeiten zwischen den wirklichen Verschiebungen der Rippe und
den virtuellen Verschiebungen des Plattenrandes 1 sind in der Untermatrix Kgi.p:
enthalten. Das negative Vorzeichen des Arbeitsterms ist den gegensatzlichen
Wirkungsrichtungen der wirklichen und der virtuellen Verschiebungen geschul-
det.

URL,u,C 0 0 UR,u, 0 0
i = (e RiD ) (4.62)

WRi,w, WRi,e,C WRi,w,D WRi,p,D
L
- _ e T .
I&Ri_]'q = —/ k1 5'“1-’1{1 URi da (463)
0

Analog dazu enthélt die Untermatrix Kgip, die Abhdngigkeiten zwischen den
wirklichen Verschiebungen der Rippe und den virtuellen Verschiebungen des
Plattenrandes 2:

i
KRij_p2 = f/ ko 5'“17:1{2 vR; dx (464)
0

Die Arbeiten, die die Verbundkrafte des einen Plattenrandes auf den virtuellen
Verschiebungen des anderen Plattenrandes leisten, sind in den Untermatrizen
Kpop1 bzw. Kpyp, enthalten.

!
Kpo_pr = — [ ky 5?-"]1:}{1 UPR2 da (465)
40
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!
Kpi_ps = — [ kia Ovpgs vpR1 (466)
Jo

Die Untermatrizen Kp; g und Kpy.gj Setzen sich analog zur Untermatrix Kp,r; des
VR-Elements aus je drei Anteilen zusammen, die die Arbeit der Verbundkrafte,
der Normalkréafte und der Biegemomente enthalten.

. SUR 0O 0 0 OUR; 0 0
sung = (1 R ) (4.67)

OWRi,w,c  OWRi,p,C OWRi,w,D OWRi,e,D

- oty 0 0 oJuk. 0 0
2l Ri,u,C Riu,D
OUmi ( 0O 00 0 00 ) (4.68)
. 0 0 0 0 0 0
N
O = ( 0 51Uﬂ,i1w,C-‘ ‘5“’ﬁ,i,p,(ﬁ 0 Jwﬂ,i,w.i) 5“4’151,-,0,0 ) (469)
Uy A= Uniua O Upp g — UR; 0
’U”VBI — ( Pl,u,A 0 Ri,u, A 0 Pl,u,B 0 Ri,u,B 0 ) (470)
U Uk 0 Upyyp—Ugsup O
U”VB2 — ( P2u,E 0 Ri,u,F 0 P2u,F 0 Ri,u,F 0 ) (471)
0 0 0 0
W =
wvB1 ( 0 u)i-:l.'w.fl - u?;‘;.i,w,A 0 u);-i’ll.’w.b’ o 'wi-;i.w.]_f ) (4.72)
0 0 0 0
W e =
VB2 ( 0 WPy wp — Whiw,e O ngwb - wﬁ.i,w,b‘ ) (473)
j 9] !
Kpi_p; = —/ ki dvk vypy do — / EA dufl: ulyp, do — / ELdw)! wig, da (474)
0 0 0
1 ! !
Kpo_pi = — / ks (51,']1; vyge dr — ] EA MQ} gy do — [ EI dw{;’f wWyrgs d (4.75)
0 0 0

Die Untermatrix Kg; des VRV-Elements entspricht der Untermatrix Kg; des VR-
Elements mit dem Unterschied, dass sich die Verbundsteifigkeit aus den Steifig-
keiten k; und k, beider Verbunde zusammensetzt.

o -;.'."Ri,_u’c, 00 ?J.hi’u!D 0 0

URri = ( 0 0 0 0 0 0 (476)
0 0 0 0 0 0

3”. =

Wi ( 0 u’gi,w.(} u’g.i,cp,C' 0 1""i,"}'.i.‘uj,;'_) 'wgi,¢1D ) (4.77)
! . I

Kg; = / (ky + ko) dvp, vp; do + / EA Sufh uf; dz + f EISwp! why; do (478)
0 0 0

4.5.4 Steifigkeitsmatrix des VRV-Elements mit teil- oder vollplasti-
schem Verbund

Die in Abschnitt 4.4.4 beschriebene Vorgehensweise zur Modellierung plasti-
scher Verbundbereiche innerhalb eines VR-Elements gilt fir das VRV-Element
sinngemal. Im Unterschied zum VR-Element ist jedoch in einem plastischen
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Bereich des VRV-Elements zu unterscheiden, ob der Verbund 1 oder der Ver-
bund 2 plastisch ist oder ob beide Verbunde flielen (vgl. Bild 4-9).

Nach der statischen Kondensation samtlicher elastischer und plastischer Berei-
che mit GI.(4.42) erhdlt man die 14x14-Steifigkeitsmatrix Kygry req, Welche die
vor Erreichen der elastischen Grenzlast vorhandene Elementsteifigkeitsmatrix
Kvry ersetzt.

455 Ersatzlasten des VRV-Elements

Fir jeden plastischen Verbund innerhalb eines Bereichs des VRV-Elements
wird eine Ersatzlastgruppe angesetzt, deren Lasten nach Gl.(4.44), Gl.(4.45) und
Bild 4-8 bestimmt werden konnen. Die Ersatzlastgruppen der Bereiche werden
mittels statischer Kondensation zu einer Ersatzlastgruppe zusammengefasst und
und auf das VRV-Element aufgebracht.

4.6 Modellierung der Beplankung

Die Beplankung einer Holztafel besteht i. d. R. aus einzelnen Holzwerkstoff-
oder Gipswerkstoffplatten, die Uber stabférmige Verbindungsmittel mit den
Rippen verbunden sind. Im hier vorgestellten Stab-Verbund-Modell werden die
einzelnen Platten als starre Korper implementiert, die ausschlie3lich durch ihre
Eckknoten definiert sind, wie das Beispiel in Bild 4-13 zeigt.

a) b)
Z2uil i T el N //’__T T _______ T T___T
f Iy I 1] |
//{| I I INON it Lo ! |
| It N It | /
Ay If ) I | [ g : : L I
/: :I }l : [ I 9‘___‘ -
| | | | | |
| i I | I Lo I
| | | | | |
| | |
I ' l ' |
| [ I
B NS | S e
! 1 I I I : | Lo || |
| | Iy | Iy | |
AR A HOR | - RCE
| | | | | | |
! il ' K L ! ' !
———————— oot oAl S A Y A S
Wandtafel mit schriger Berandung Modellierung der Beplankung durch die starre
und Fenstero6ffnung Kopplung (gestrichelt) der Eckknoten jeder Platte

Bild 4-13: Beschreibung der Beplankungselemente durch die starre Kopplung
ihrer Eckknoten
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Die Annahme starrer Platten in der Beplankung ist dadurch gerechtfertigt, dass
die Verformungen der Beplankung im Allgemeinen nur einen geringen Anteil an
den Gesamtverformungen der Tafel haben, wie Dettmann in [5] anhand der
Forménderungsenergie von Tafelelementen zeigt.

In die Steifigkeitsmatrix des Gesamtsystems werden die starren Kopplungen der
Plattenknoten in Form von Nebenbedingungen eingebaut. Dabei werden jeweils
zwei Knoten starr miteinander gekoppelt. Wird z. B. der Knoten 1 einer Platte
mit dem Knoten 2 gekoppelt, so sind folgende Koppelbedingungen zu beriick-
sichtigen:

Im globalen Koordinatensystem fiihrt eine Verschiebung u; des Knotens 1 in x-
Richtung zwangslaufig zu einer gleich groRen Verschiebung u, des Knotens 2:

u=u, = Uu-u,=0 (4.79)
Selbiges gilt fur die Verschiebungen w in y-Richtung:
w,=w, = w,-w,=0 (4.80)

Eine Verdrehung ¢, des Knotens 1 flihrt nicht nur zu einer gleich groRen Ver-
drehung ¢, des Knotens 2, sondern auch zu einer Verschiebung des Knotens 2,
wie in Bild 4-14 dargestelit.

Bild 4-14: Verschiebungen des Knotens 2 infolge einer Verdrehung des starr
gekoppelten Knotens 1

Letztere lasst sich in Richtung der globalen Koordinatenachsen in zwei Ver-
schiebungsanteile u, und w, aufteilen, die unabhdngig voneinander betrachtet
werden kdnnen, wenn unter der Annahme kleiner Drehwinkel

sing~ @ und cosp ~1 (4.81)
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sind. Somit kénnen die Verschiebungen u, und w, des Knotens 2 durch die Ver-
schiebungen u; und w; des Knotens 1 und die in beiden Knoten gleiche Verdre-
hung ¢ ausgedriickt werden:

U, =U, —Ay-9=U, = (Y, = Y,)-¢ (4.82)

W, =W, +AX-@ =W, +(X, —X,)- @ (4.83)
Mit der Bedingung

o=, =09, (4.84)
lassen sich die Gleichungen (4.82) und (4.83) wie folgt umschreiben:

u,+y,-0,—u,-y, -0, =0 (4.85)

W, =X, @, —W, +X,-¢, =0 (4.86)

Die Nebenbedingungen in den Gleichungen (4.84) bis (4.86) werden in Matrix-
Vektor-Schreibweise gebracht:

10 Y _1 0 -Y, 1

0
01 —x, 0 -1 x, |-|-=|=|0 (4.87)
! u
00 1.0 0 1|2 o
WZ
9,

Fir jede starre Kopplung zwischen zwei Knoten wird die Steifigkeitsmatrix des
Gesamtsystems um drei Zeilen erweitert, in welche die in Gl. (4.87) links darge-
stellte Matrix, die nur Einsen und die Abstdnde der Knoten vom globalen Koor-
dinatenursprung enthalt, den KnotenweggrdRen entsprechend einsortiert wird.
Um die Symmetrie der Steifigkeitsmatrix des Gesamtsystems zu erhalten, wird
sie entsprechend um drei Spalten erweitert, in welche die Transponierte der Mat-
rix aus Gl. (4.87) eingetragen wird. So erfordert z. B. die Modellierung der Plat-
te 1 in Bild 4-13 zwolIf zusatzliche Zeilen und zwolf zusétzliche Spalten in der
Steifigkeitsmatrix des Gesamtsystems. Mit jeder starren Kopplung zwischen
zwei Knoten wird jedoch nicht nur die Steifigkeitsmatrix des Gesamtsystems
sondern auch der Freiwertevektor um drei Zeilen erweitert. Diese zusétzlichen
Freiwerte besitzen keine physikalische Bedeutung, jedoch ware das Gleichungs-
system ohne sie nicht losbar. Bei der programmtechnischen Umsetzung erweist
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es sich als vorteilhaft, fur jede Platte einen Referenzknoten zu wahlen, mit dem
jeder weitere Plattenknoten gekoppelt wird, so dass alle Plattenknoten indirekt
uber den Referenzknoten miteinander gekoppelt sind. Dadurch wird die Steifig-
keitsmatrix nicht singulér.

4.7 Druckkontakt zwischen den Rippen

Wird eine Holztafel durch Lasten beansprucht, die parallel zur Tafelebene wir-
ken, so verschieben sich die Rippen innerhalb der Ebene gegeneinander. Dabei
entstehen ggf. Kontakte zwischen den Rippen, lber die Krafte von einer Rippe
zur anderen ubertragen werden. Die Bristungsrippe an der Fensteroffnung einer
Wandtafel gibt beispielsweise ihre Langskraft Giber Druckkontakt an die vertika-
le Rippe neben der Fenster6ffnung weiter. Die vertikale Rippe trégt diese Kraft
einerseits tber Biegung andererseits tber ihre Bettung auf den Verbindungsmit-
teln ab, wie die Verformungsfigur der Wandtafel in Bild 1-3 zeigt.

In dem hier vorgestellten Stab-Verbund-Modell wird der Druckkontakt zwi-
schen den Rippen mit einfachen eindimensionalen Federelementen simuliert.

KC

oy
Bild 4-15: Federelement zur Modellierung des Druckkontaktes zwischen zwei
Knoten

Dies sind 2-Knoten-Elemente, die zwischen den in Kontakt tretenden Rippen-
knoten angeordnet werden und die nur dann eine Drucksteifigkeit K. besitzen,
wenn diese einer Durchdringung der Rippenelemente entgegenwirkt. Die Frei-
heitsgrade des Elements sind die Verschiebungen u, und ug der Elementknoten.
Das vereinfachte Kraft-Verschiebungs-Diagramm dieses Kontaktelements ist in
Bild 4-16 dargestellt.

Darin beschreibt us die Verschiebung, bei der die Drucksteifigkeit K., von Null
auf einen Wert springt, der u. a. von der Querdrucksteifigkeit des Holzes und der
GroRe der Kontaktflache abhéngt. Die Verschiebung zwischen der koinzidenten
Ausgangslage der Knoten und dem Erreichen von ug kann als ,,Schlupf des
Kontaktstol3es bezeichnet werden und kommt dadurch zustande, dass die Kon-
taktflachen der Rippen infolge von Fertigungstoleranzen im unbeanspruchten
Zustand der Tafel nicht plan aufeinander liegen.
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ey

£ Fl

Bild 4-16: Kraft-Verschiebungs-Diagramm des Druckkontaktelements

Ein typisches Beispiel fir eine solche Fertigungstoleranz zeigt Bild 4-17. Folg-
lich mlssen sich die Rippen im Modell um das MaR us aufeinander zu bewegen,
bevor der Kontaktstol? Kréfte tbertragt. Ob der Ansatz eines Schlupfes bei der
Modellierung einer Holztafel sinnvoll ist, hdngt u. a. davon ab, ob die Grél3e des
Schlupfes realitatsnah abgeschatzt werden kann. Andernfalls kénnte entweder
auf die Modellierung des Schlupfes verzichtet werden oder die Modellierung des
Kontaktes zwischen den Rippen konnte génzlich entfallen.

Bild 4-17: Durch Fertigungstoleranzen bedingte Fuge zwischen der vertikalen
Randrippe und der FulRrippe einer Wandtafel

Wie bei den in den Abschnitten 4.4 und 4.5 beschriebenen Rippenelementen
setzt auch die Implementierung des Druckkontaktelements in das Gesamtsystem
eine schrittweise Steigerung der auReren Last mit einhergehender Anderung der
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Elementsteifigkeiten voraus, da die Aktivierung des Druckkontaktes vom Ver-
schiebungszustand des Elements abhangt.

Die Steifigkeitsmatrix Kpk des Druckkontaktelements, dessen Drucksteifigkeit
K. aktiviert ist, ist in GI.(4.88) dargestellt. Sie entspricht der Steifigkeitsmatrix
eines linearen Federelements, das u. a. in [38] beschrieben ist.

K -k -~
DK — c'|:_1 1:| (488)

4.8 Druckkontakt zwischen den Platten

Grundsatzlich kann das in Abschnitt 4.7 beschriebene Druckkontaktelement
auch zur Modellierung eines Druckkontaktes zwischen zwei Platten dienen, um
eine Durchdringung benachbarter Platten im Modell zu vermeiden. Dazu sind
zwei Plattenknoten mit dem Element zu koppeln. Vor dem Hintergrund der als
starr angenommenen Platten ist dann eine sehr hohe Federsteifigkeit fur das
Druckkontaktelement zweckmalig.

4.9 Verankerung

Analog zum Druckkontaktelement kann die Zugverankerung ebenfalls durch ein
einfaches Federelement modelliert werden, das zwischen einem starr gelagerten
Auflagerknoten und dem FuBpunktknoten einer Rippe oder zwischen zwei Rip-
penknoten angeordnet wird.

K[=0

Bild 4-18: Kraft-Verschiebungs-Diagramm des Zugverankerungselements
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Wenn sichergestellt ist, dass die Zugverankerung im realen Tragwerk nicht
sprode versagt, sondern ein dukiles Kraft-Verschiebungs-Verhalten aufweist,
kann dem Element vereinfachend das in Bild 4-18 dargestellte ideal-elastisch-
plastische Last-Verschiebungs-Diagramm zugewiesen werden, das auch die
Modellierung eines Schlupfes us zulasst.

Zur Beriicksichtigung des ideal-plastischen Verhaltens jenseits der FlieRver-
schiebung uy ist das Federelement anschaulich mit einem Reibungselement in
Reihe zu schalten, wie in Bild 4-19 dargestellt. In der Literatur (z. B. in
[34],[38]) wird das aus eciner Hooke’schen Feder und einem St.-Vénant-
Reibungselement zusammengesetzte Element als ,,Prandtl-Element® bezeichnet.

K, R
[A] =~ inv— T [B]
| ¢ L
7 7

Bild 4-19: Prandtl-Element zur Modellierung eines ideal-elastisch-plastischen
Verhaltens der Zugverankerung

Wird das Element so ausgelenkt, dass die Zugkraft nicht aktiviert wird, dann
wird die Steifigkeit K, der Feder im Modell gleich Null gesetzt (Bild 4-18). Ist
die Auslenkung groRer als der angesetzte Schlupf us und kleiner als die FlieR3-
verschiebung u, der Zugverankerung, so kann das Zugankerelement mit der
Steifigkeitsmatrix Kz in das Stab-Verbund-Modell implementiert werden.

1 —
KZA:Kt-Ll J (4.89)

Die Federsteifigkeit K; setzt sich dann aus den Verschiebungsmoduln der stab-
formigen Verbindungsmittel, mit denen der Zuganker an die Rippe angeschlos-
sen ist, der Dehnsteifigkeit der Stahlbleche, aus denen der Zuganker besteht, und
ggf. der Nachgiebigkeit des Schwerlastdiibels, mit dem der Zuganker in einer
Stahlbetonplatte verankert ist, zusammen.

Die gesamte Zugverankerung verhélt sich duktil, wenn sich die Nagel- bzw.
Schraubverbindung zwischen Zugverankerung und Rippe duktil verhalt. Dies ist
dann der Fall, wenn die Verbindung so bemessen ist, dass sie ihre Flielgrenze
vor einem sproden Versagen des Schwerlastdiibels oder der Rippe erreicht. Ver-
einfacht entspricht die Beanspruchbarkeit der Zugverankerung dann der Bean-
spruchbarkeit R der Verbindung zwischen Zuganker und Rippe. Im Stab-
Verbund-Modell wird die Steifigkeit K; im plastischen Zustand der Zugveranke-
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rung wieder zu Null gesetzt und stattdessen eine Ersatzlastgruppe angesetzt,
welche die Funktion des Reibungselements tbernimmt. Diese Ersatzlastgruppe
besteht aus zwei Einzellasten der Grolie R, die entgegengesetzt an den beiden
Knoten des Zugankerelements angreifen. Dadurch wird das in Bild 4-18 darge-
stellte ideal-plastische Verhalten der Zugverankerung nach Erreichen der FlieR3-
verschiebung uy im Stab-Verbund-Modell berticksichtigt.

4.10 Programmablaufplan zur iterativen numerischen Be-
rechnung des plastischen Grenzzustandes von Holzta-
felkonstruktionen

Der in Bild 4-20 dargestellte Programmablaufplan zeigt den grundsétzlichen
Ablauf der Berechnung des elastischen und des plastischen Grenzzustandes ei-
nes Stab-Verbund-Modells fir Holztafeln.

Legende zum Programmablaufplan in Bild 4-20:

) An dieser Stelle priift das Programm, ob die Berechnung bei Erreichen der
eingegebenen Lasten beendet wird, oder ob sie ggf. tiber den eingegebenen
Lastzustand hinaus bis zum Erreichen des plastischen Grenzzustandes
(PIGrzzS) weitergefiihrt wird.

%) Aus den auReren Lasten werden in jedem VR- bzw. VRV-Element zunéchst
die Relativverschiebungen Avy, ; zwischen Rippe und Platte an jeder Stelle i
berechnet. Aus der kleinsten Relativverschiebung Avjimin und der FlieRver-
schiebung uy kann der Lastfaktor A des elastischen Grenzzustandes bestimmt
werden:

u

A, =—"
0= (4.90)

AL,i,min

%) Dies ist der elastische Grenzzustand, in dem das erste Verbindungsmittel in-
nerhalb des gesamten Tafeltragwerks seine Fliel3grenze erreicht.

N A : y :
%) Lastschrittweite AL = e mit n = gewiinschte Anzahl der Lastschritte
n

°) Der System-Ersatzlastvektor pg wird aus den einzelnen Element-
Ersatzlastvektoren pgem el Zusammengebaut. Die Bestimmung der vom Ver-
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schiebungszustand des Verbundes abh&ngigen Elementersatzlasten pejemer
wird in den Abschnitten 4.4.5 und 4.5.5 beschrieben.

®) Hier wird Uberpriift, ob die Iterationsschleife ItE zur Angleichung der Ersatz-
lasten an den aktuellen Verschiebungszustand beendet wird, da sich die Rich-
tungen o; der Verbundverschiebungen gegeniiber dem vorangegangenen ltera-
tionsschritt im Rahmen der Toleranzgrenze nicht mehr veréndert haben.

Y Wenn ein Bereich innerhalb eines Elements im aktuellen Lastschritt seine
FlieRverschiebung erreicht, wird die Elementsteifigkeitsmatrix Kgen dieses
Elements neu aufgestellt. Dazu wird das VR- bzw. VRV-Element in elasti-
sche und plastische Verbundbereiche gegliedert. Die Steifigkeitsmatrizen die-
ser Elementbereiche werden anschlieBend zu einer neuen Element-
Steifigkeitsmatrix kondensiert, in der die Steifigkeitsabnahme infolge des
Plastifizierens des Verbundes enthalten ist. Dieses VVorgehen ist ausfihrlich in
den Abschnitten 4.4.4 und 4.5.4 beschrieben.

%) Bei der unter ') beschriebenen statischen Kondensation der elastischen und
plastischen Verbundbereiche wird die Steifigkeit der plastischen Verbundbe-
reiche in der Elementsteifigkeitsmatrix zu Null gesetzt, d. h. sie ist in der
Elementsteifigkeit nicht mehr enthalten. Die in den plastischen Bereichen
dennoch enthaltenen konstanten resultierenden Verbundspannungen Sys wer-
den durch den Ansatz von Elementersatzlasten berticksichtigt. Fur alle bereits
plastischen Bereiche der Gesamtstruktur erfolgte die Berechnung dieser Er-
satzlasten bereits in dem unter °) beschriebenen Programmschritt. Fiir den ei-
nen Bereich, der aktuell plastifiziert, erfolgt die Berechnung der Elementer-
satzlasten in dem mit ®) gekennzeichneten Programmschritt gesondert.
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~ Beginn
/ elastisches
System Berechnung des elastischen Grenzzustandes
eingeben / AL
Ja
" - h . 1 Sta Schr=1
AL - System - Nein Ael QUS Vi =
] < BYse , — w0 berechnen und
eingeben / ~._kinematisch? - berechnen °) .
speichern
PIGrzZS 1. infolge ps
= Trf]e 7/ ﬁglr-eltl:]hgeieu%c; e > Ja Vel = Vi
¢ ! { : "'-.‘FHISC u AE| > 19 Vel = VAL
) speichern
lNein
La Schr =1 Koo aufstellen u. Vel =_g;\L > 7\§|
- RB einbauen speichern 7)
= Keiem fiir alle . .
piL aus AL Ll Sia sen berechnen Lastschrittweite
Elemente auf- . 4
aufstellen . und speichern berechnen )
stellen u. speichern
AL: AuRere Lasten
La_Schr: Nr. des aktuellen Lastschritts
Aq: Lastfaktor des elastischen Grenzzustandes
Aa_schr:  Lastfaktor des aktuellen Lastschritts
DRi: Lastvektor der dulReren Lasten
Prieme:  Element-Lastvektor der Ersatzlasten
(3 Ersatzlastvektor
p: Gesamtlastvektor
Kelem:  Element-Steifigkeitsmatrix
Kees: Steifigkeitsmatrix des Gesamtsystems
RB: Randbedingungen
v Verschiebungsvektor
VEL Verschiebungsvektor der Ersatzlasten
Vi Verschiebungsvektor der dulleren Lasten

SLa sehrt  SchnittgroBenvektor des aktuellen Lastschritts

Bore:  Bereich, der innerhalb des aktuellen Lastschritts
flieRt

o Richtung der Verbundverschiebung an der Stelle i

Bild 4-20: Programmablaufplan zur iterativen numerischen Berechnung des
plastischen Grenzzustandes von Holztafeln
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4.11 Beispiele zur Anwendung des Stab-Verbund-Modells
fir Holztafeln

4.11.1 Beispiel 1: Tafel als ideales Schubfeld

In Abschnitt 3.4.4 wurde bereits die Tafel analytisch beschrieben, die aus einer
Platte und vier Rippen besteht. Sie tragt die an der Kopfrippe angreifende Hori-
zontalkraft F als ideales Schubfeld ab. Unter der Annahme starrer Rippen ent-
spricht der elastische dem plastischen Grenzzustand der Tragfahigkeit. Mit einer
Verbindungsmittelbeanspruchbarkeit von R = 635N und einem Verbindungsmit-
telabstand a, = 50mm betragt die Tragféhigkeit einer solchen 1,25m langen und
2,50m hohen Tafel nach GlI. (3.12) bzw. (3.13)

_ 0,635kN -1250mm
50mm

F,=F

el pl

=15,875kN.. (4.91)

| 5 I

5 §]|

Bild 4-21: Statisches Modell der Tafel mit Belastung F, Knotennummerierung
(schwarz) und Elementnummerierung (rot)

Im Folgenden wird die oben beschriebene Tafel mit vier VR-Elementen, die in
Abschnitt 4.4 beschriebenen wurden, modelliert. Die Verbundsteifigkeit K be-
tragt 500N/mm. Die Beplankung wird Abschnitt 4.5.4 entsprechend durch die
starre Kopplung der vier Plattenknoten modelliert. Das statische Modell der Ta-
fel ist in Bild 4-21 dargestellt. Die Elementnummern, im Folgenden mit EI.-Nr.
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abgekdrzt, sind rot dargestellt, wahrend die Knotennummern, im Folgenden mit
Kn.-Nr. abgekdrzt, schwarz sind. Wenn mehrere Knotennummern um einen
sichtbaren Knoten herum angeordnet sind, bedeutet dies, dass sich an dieser
Stelle mehrere koinzidente Knoten befinden, die i. d. R. nicht miteinander ver-
bunden sind. Das Modell der Tafel besteht aus insgesamt 5 Elementen und 12
Knoten. Die Platte mit der EI.-Nr. 1 besteht aus einer starren Kopplung der Kno-
ten 1 bis 4. Die Randrippen (El.-Nr. 2 bis 5) werden mit VR-Elementen model-
liert, die an die Plattenknoten (Kn.-Nr. 1 bis 4) angeschlossen sind, und die je
zwei Rippenknoten besitzen (Kn.-Nr. 5 bis 12). Die vertikalen Randrippen (El.-
Nr. 2 und 3) sind in ihren FuBpunktknoten (Kn.-Nr. 5 und 7) in vertikaler Rich-
tung starr gelagert. Die FuRrippe (EIl.-Nr. 5) ist an ihrem rechten Rippenknoten
(Kn.-Nr. 12) in horizontaler Richtung starr gelagert.

Die an der Kopfrippe angreifende Horizontallast F wird von Null bis zum Errei-
chen der kinematischen Kette des Modells gesteigert. Diese Last F ist in Bild
4-22 Uber der Kopfverschiebung der Tafel aufgetragen.

}g_ Fp = 15,8kN
15 -
14 4 Fe =13,3kN
= 131
ilz_
11 -
= 10 -
8 9
T 8
s I
N 61 g £
g > S 5
N~ o
3 A I I
2 1 3 5
l_
0 T T T T 1
0 2 4 6 8 10

horizontale Verschiebung der Kopfrippe [mm]

Bild 4-22: Kopfverschiebung der Tafel aus Bild 4-21 in Abhangigkeit von der
Last F

Anders als unter der Annahme starrer Rippen bewirkt die Beriicksichtigung der
Dehnsteifigkeit der Rippen, dass sich der elastische Grenzzustand vom plasti-
schen Grenzzustand unterscheidet. Denn durch die Dehnung der Rippen errei-
chen nicht mehr alle Verbindungsmittel gleichzeitig ihre Fliel3grenze, sondern
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sie plastifizieren vom elastischen Grenzzustand ausgehend nach und nach bis
zum Erreichen des plastischen Grenzzustandes, in welchem die Struktur kinema-
tisch wird. Folglich verlauft die Last-Verschiebungs-Kurve in Bild 4-23 zwi-
schen dem elastischen und dem plastischen Grenzzustand nichtlinear.

Der elastische Grenzzustand, in welchem eine Stelle des Verbundes als Erste die
FlieBverschiebung ug erreicht, ist bereits bei einer Horizontallast F = 13,341kN
erreicht. Die mit dem Stab-Verbund-Modell berechnete plastische Grenzlast
weicht mit Fy = 15,892kN nur um 1 Promille von der in Gl.(4.91) angegebenen
LAsung mit starren Rippen ab.

Die Verschiebungs- und Lastzustande im elastischen und im plastischen Grenz-
zustand sind in Bild 4-23 dargestellt.

a) b)

13.341 —»m 15.829 —imm

7.3 9.2

26.683

26.683
31.658

Bild 4-23: Belastung in [kKN], Auflagerreaktionen (griin) in [KN] und Verschie-
bungen (100-fach tberhoht) in [mm] der Tafel im a) elastischen und
b) plastischen Grenzzustand der Tragfahigkeit

Der nichtlineare Verlauf der Normalkraft tber die Rippenléange im elastischen
Grenzzustand ist in Bild 4-24a nur zu erahnen. Bild 4-24b zeigt die linearen
Verlaufe der Normalkréfte in den Rippen im plastischen Grenzzustand der Trag-
fahigkeit.
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a)

-
|

—r— -13.341

-13.341
-15.829

| U],

31.658 -31.658

26.683 -26.683

Bild 4-24: I\Tormalkraftverléufg[kN] in den RippTen der Tafel im a)_elastischen
und b) plastischen Grenzzustand der Tragfahigkeit

Die Verbundbeanspruchungen der Tafel im elastischen und im plastischen
Grenzzustand sind in Bild 4-25 dargestellt. Infolge der Langsdehnung der Rip-
pen stellt sich im elastischen Grenzzustand ein nichtlinearer Verlauf der Ver-
bundbeanspruchung s, parallel zu den Rippenachsen ein. Dagegen ist der Ver-
lauf von s, im plastischen Grenzzustand konstant tber die Rippenléangen, da alle
Verbindungsmittel unabhéngig von der Langsdehnung der Rippen ihre FlieBver-
schiebung tberschritten haben. Der Verlauf von sy entspricht hier einem kon-
stanten Schubfluss der GroRe R/a,. Daraus folgt, dass die Annahme eines kon-
stanten Schubflusses s, in der Schubfeldtheorie nur dann zutreffend ist, wenn
sich das Tragwerk im plastischen Grenzzustand der Tragféhigkeit befindet, so
dass alle Verbindungsmittel plastisch sind.

Verbundspannungen sqy senkrecht zu den Rippenachsen treten in diesem Modell
nicht auf, da die Rippen senkrecht zu ihren Langsachsen weder belastet noch
gelagert sind. Ferner wird vereinfachend davon ausgegangen, dass sich die Rip-
pen frei durchdringen konnen (vgl. Bild 4-23) und somit keine Zwangungen
senkrecht zu den Rippenachsen auftreten.

Die resultierenden Verbundbeanspruchungen s, entsprechen in diesem Beispiel
betragsmalig den Verbundbeanpruchungen s, parallel zu den Rippenachsen.
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So [N/mm] Sgo [N/mm] Sres [N/mm]
U &GSQLM’MJ 9.689 ) i 9.689
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2 | ] |
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plastischer Grenzzustand

-12.434

]

12.539

12.7]
12.539

12.7
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12.434

[T

12.7
12.539

2.7 |

12.7

>

7]

12.5.
12
12.7

Bild 4-25: Verbundbeanspruchungen der Tafel als ideales Schubfeld

4.11.2 Beispiel 2: Tafel mit gelenkig verbundenen Rippen

Die Tafel mit gelenkig verbundenen Rippen entspricht der Tafel aus Beispiel 1
mit dem Unterschied, dass die Rippen an ihren Enden gelenkig miteinander ver-
bunden sind. Diese Tafel wurde in den Abschnitten 3.4.5 und 3.5.2 bereits ana-
lytisch beschrieben. Dabei wurden die Rippen vereinfachend als biege- und
dehnstarr angenommen. Die elastische Grenzlast F, einer solchen 1,25m langen
und 2,50m hohen Tafel mit einer Verbindungsmittelbeanspruchbarkeit von R =
635N und einem Verbindungsmittelabstand a, = 50mm betragt F; = 15,173kN.
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Sie kann direkt durch Einsetzen in GI.(3.15) bestimmt werden. Die plastische
Grenzlast Fp kann unter der Annahme starrer Rippe iterativ mit dem in Ab-
schnitt 3.5.2 beschriebenen Vorgehen bestimmt werden. Die plastische Grenz-
last F, betragt dann fir dieses Beispiel Fy = 17,880kN.

Alternativ zu dieser analytischen Lésung mit starren Rippen wird im Folgenden
die numerische L6sung mit dem Stab-Verbund-Modell mit Rippen vorgestellt,
die nicht mehr starr sind, sondern die eine Biege- und eine Dehnsteifigkeit besit-
zen. Das statische Modell entspricht dem in Abschnitt 4.11.1 vorgestellten Mo-
dell der Tafel als idealem Schubfeld. Der einzige Unterschied besteht in der ge-
lenkigen Verbindung der Rippenendknoten. Das statische Modell ist in Bild
4-26 dargestellt.

5 §]|
Bild 4-26: Statisches Modell der Tafel mit gelenkig verbundenen Rippen mit

Belastung F, Knotennummerierung (schwarz) und Elementnumme-
rierung (rot)

Auch hier wird die an der Kopfrippe angreifende Horizontallast F wieder von
Null bis zum Erreichen der kinematischen Kette des Modells gesteigert. Das
entsprechende Last-Verschiebungs-Diagramm ist in Bild 4-27 dargestellt. Bei
einer Hochstlast von 16,2kN bricht die Berechnung aus numerischen Griinden
ab. Eine Vergleichsrechnung unter gleichen Randbedingungen mit der FE-
Software ANSYS zeigt, dass damit rund 93% der plastischen Grenzlast von
17,4kN erreicht werden.
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17 Fpi = 16,2kN
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Bild 4-27: Kopfverschiebung der Tafel aus Bild 4-26 in Abhéngigkeit von der
Last F

a) b)

11.782 —»m 16.165 —i»e

23.565
32.33

32.33

Bild 4-28: Belastung in [kN], Auflagerreaktionen (grin) in [kN] und Verschie-
bungen (100-fach berhéht) in [mm] der Tafel im a) elastischen und
b) plastischen Grenzzustand der Tragfahigkeit
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In Bild 4-28 sind die Verschiebungs- und Lastzustande im elastischen und im
plastischen Grenzzustand dargestelit.

a) & b)

j 10.467
1.201
3/ 14.354
1.666

I ——

&1.22 -1.22 1.655 -1.697

-10.467
-14.506

-1.201

-1.545

21.913 -21.913
30.249  -30.298

Bild 4-29: Normalkraftverlaufe [kKN] in den Rippen der Tafel im a) elastischen
und b) plastischen Grenzzustand der Tragfahigkeit

Im elastischen Grenzzustand ist der Verlauf der Normalkraft (iber die Rippen-
ldnge geringfugig nichtlinear, wie Bild 4-29a zeigt. Dagegen verlaufen die Nor-
malkrafte im plastischen Grenzzustand linear (Bild 4-29b).

Die mit dem Stab-Verbund-Modell mit steifen Rippen berechneten Verbundbe-
anspruchungen im elastischen und im plastischen Grenzzustand sind in Bild
4-30 dargestellt. Sie sind qualitativ mit den Verlaufen der Verbundbeanspru-
chungen in Bild 3-25 und Bild 3-33 vergleichbar, die analytisch mit der Annah-
me starrer Rippen generiert wurden. Die Abweichungen in Bild 4-30 sind einer-
seits mit der Berticksichtigung der Biege- und Dehnsteifigkeit der Rippen, ande-
rerseits mit numerischen Ungenauigkeiten zu erklaren.

Wahrend im elastischen Grenzzustand sowohl die Verbundbeanspruchungen s,
parallel und sqq senkrecht zur Rippenachse als auch die daraus resultierende
Verbundbeanspruchung s, nichtlinear verlaufen, ist die resultierende Verbund-
beanspruchung s, im plastischen Grenzzustand konstant. Denn im elastischen
Grenzzustand ist s, proportional zur Relativverschiebung zwischen Rippe und
Plattenrand. Dagegen hat sie im plastischen Grenzzustand den konstanten Wert
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R/a,, also den Quotienten aus der Verbindungsmittelbeanspruchbarkeit und dem

Verbindungsmittelabstand.

10.158

12.7

10.895
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Bild 4-30: Verbundbeanspruchungen der Tafel mit gelenkig verbundenen Rip-

pen

4.11.3 Beispiel 3: Tafel ohne Zugverankerung

Die an ihren vertikalen Randrippen nicht zugverankerte Wandtafel, die in den
Abschnitten 3.4.6 und 3.5.3 bereits als Tafel mit starren Rippen ohne Zugveran-
kerung behandelt wurde, wird hier unter Berticksichtigung der Steifigkeiten der
Rippen modelliert. Die Modellierung der Rippen und ihres Verbundes mit der
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Beplankung erfolgt dabei mit dem in Abschnitt 4.4 beschriebenen VR-Element.
Die Platte, welche die Beplankung bildet, wird gemal Abschnitt 4.5.4 durch die
starre Kopplung der Plattenknoten modelliert. Anders als in den Beispielen 1
und 2 wird hier die FuBrippe senkrecht zu ihrer Rippenachse punktweise gela-
gert.

2 2 3 4

Al é“

® o
d o

o B

4
-3 * 14
VANAN

Bild 4-31: Statisches Modell der Tafel ohne Zugverankerung mit Belastung,
Knotennummerierung (schwarz) und Elementnummerierung (rot)

In Bild 4-31 ist das statische Modell der Wandtafel dargestellt. Das Modell be-
steht aus insgesamt neun Elementen und zwanzig Knoten. Die Platte mit der El.-
Nr. 1 besteht aus einer starren Kopplung der Knoten 1 bis 8. Die vertikalen
Randrippen (EIl.-Nr. 8 und 9) und die Kopfrippe (EIl.-Nr. 7) werden mit VR-
Elementen modelliert, die an die Plattenknoten (Kn.-Nr. 1, 6, 7 und 8) ange-
schlossen sind, und die je zwei Rippenknoten besitzen (Kn.-Nr. 15 bis 20). Der
FulRpunkt der rechten Randrippe (Kn.-Nr. 19) ist in vertikaler Richtung starr ge-
lagert. Der FuBpunkt der linken Randrippe (Kn.-Nr. 17) ist nicht gelagert. Um
eine annahernd kontinuierliche Lagerung der FuRrippe zu erhalten, wurde diese
in flnf vertikal gelagerte VR-Elemente (El.-Nr. 2 bis 6) gegliedert, die unterei-
nander sowohl an den Rippenknoten als auch an den Plattenknoten gekoppelt
sind. An jedem Rippenknoten der FuRrippe (Kn.-Nr. 9 bis 14) befindet sich ein
vertikales Auflager, am Endknoten (Kn.-Nr. 14) zusétzlich ein horizontales Auf-
lager.
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Bild 4-32: Kopfverschiebung der Tafel aus Bild 4-31 in Abhéngigkeit von der
Last F
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Bild 4-33: Belastung in [kN], Auflagerreaktionen (griin) in [KN] und Verschie-
bungen (100-fach tGberhdht) in [mm] der Tafel ohne Zugverankerung
im a) elastischen und b) plastischen Grenzzustand der Tragfahigkeit
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In Abschnitt 3.5.3 wurde die plastische Grenzlast dieser Tafel ohne Zugveranke-
rung unter der Annahme starrer Rippen mit der FlieBverbundmethode bereits
bestimmt. Sie betragt F, = 3,92kN.

Nachfolgend wird alternativ zu dieser analytischen Ldsung mit starren Rippen
die numerische Losung des Stab-Verbund-Modells mit steifen Rippen darge-
stellt. Auch hier wird die dul3ere Last F wieder von Null bis zum Erreichen des
plastischen Grenzzustandes gesteigert. Das Last-Verschiebungs-Diagramm ist in
Bild 4-32 dargestellt. Die Verschiebungen im elastischen und im plastischen
Grenzzustand des Modells zeigt Bild 4-33. Der plastische Grenzzustand wird bei
einer Horizontallast F, = 3,67kN erreicht. Dieser Wert weicht nur um rund 6
Prozent von der in Abschnitt 3.5.3 dargestellten analytischen Lésung mit starren
Rippen ab, obwohl die numerische Berechnung bei einer Kopfverschiebung von
9,8mm abgebrochen wurde.

b) 5

) 3 3

-3.671

Bild 4-34: Normalkraftverlaufe [kN] in den Rippen der Tafel ohne Zugveranke-
rung im a) elastischen und b) plastischen Grenzzustand der Tragfa-
higkeit

Bild 4-34 zeigt die Normalkraftverlaufe in den Rippen der Tafel im elastischen

und im plastischen Grenzzustand. In beiden Féllen sind die Verlaufe in der

Kopfrippe und in den vertikalen Rippen nichtlinear, da die Verbindungsmittel in

diesen Bereichen nicht ihre FlieBgrenze erreichen. Auch der Normalkraftverlauf
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in der Fulirippe ist in beiden Féllen nichtlinear. Wahrend dies im elastischen
Grenzzustand ebenfalls mit dem elastischen Verbund zu begrinden ist, fihrt die
nicht konstante Verbundbeanspruchung s, im plastischen Grenzzustand (Bild
4-35) zum nichtlinearen Verlauf der Normalkraft.
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Bild 4-35: Verbundbeanspruchungen der Tafel ohne Zugverankerung

Der nicht konstante Teil der resultierenden Verbundbeanspruchung am unteren
Plattenrand im plastischen Grenzzustand in Bild 4-35 begriindet sich mit dem
Rechenabbruch bei Erreichen einer Kopfverschiebung von 9,8mm. Wirde die
aullere Horizontalkraft F unter Tolerierung grof3er Verschiebungen weiter ge-
steigert, so wirde auch dieser Verbundbereich einen konstanten Wert von
12,7N/mm annehmen. Der zu erwartende Kraftzuwachs wére allerdings gering,
wie der flache Verlauf der Last-Verschiebungs-Kurve in Bild 4-32 jenseits einer
Verschiebung von 9mm zeigt.
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4.12 Vergleich der Beispielrechnungen aus den Kapiteln 3
und 4

In Bild 4-36 sind die mit der Flielverbundmethode aus Kapitel 3 und dem Stab-
Verbund-Modell aus Kapitel 4 berechneten elastischen und plastischen Grenz-
lasten der Beipiele 1 bis 3 zusammengestellt. Allen Berechnungen liegen fol-
gende Parameter zugrunde:

Tafelnéhe h =2500mm;  Verbindungsmittelbeanspruchbarkeit R = 635N
Tafelldange ¢ = 1250mm;  Verbindungsmittelabstand ay = 50mm
Verschiebungsmodul der Verbindungsmittel K =500N/mm

Die Flieverbundmethode basiert auf der Annahme starrer Rippen, wahrend das
Stab-Verbund-Modell die Biege- und Dehnsteifigkeit der Rippen berlcksichtigt.
Daher wurden den Rippen des Stab-Verbund-Modells zusatzlich folgende Para-
meter zugewiesen:

Elastizitatsmodul E = 11000N/mm2;
Rippenhdhe h =160mm;  Rippenbreite b = 60mm

Beispiel 1 Beispiel 2 Beispiel 3

Tafel mit gelenkig
verbundenen Rip-
pen

Elastische Grenzlast F [KN]

Tafel als ideales
Schubfeld

Tafel ohne Zug-
verankerung

FlieRverbund-

15,88 15,17 2,37
methode
Stab-Verbund-
Modell 13,34 11,78 2,36

Plastische Grenzlast Fp [kN]

FlieRverbund-

15,88 17,88 3,92
methode
Stab-Verbund-
1 16,17 7
Modell >83 ° 3,0

Bild 4-36: Ubersicht der Ergebnisse der Beispiele aus den Kapiteln 3 und 4
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Der direkte Vergleich der Beispiele 1 bis 3 zeigt, dass die Tafel mit gelenkig
verbundenen Rippen aus Beispiel 2 die groRte plastische Tragféhigkeit besitzt.
Die plastische Grenzlast der Tafel aus Beispiel 1, die das ideale Schubfeld dar-
stellt, ist demgegendiber rund 12 Prozent geringer. Die Tafel ohne Zugveranke-
rung in Beispiel 3 besitzt mit Abstand die geringste Tragfahigkeit. Diese betragt
nur etwa 22 Prozent der Tragfahigkeit der Tafel mit gelenkig verbundenen Rip-
pen aus Beispiel 2. Aus diesem Vergleich wird deutlich, dass die Verankerung
der vertikalen Randrippen, infolge derer die Tafeln vorwiegend auf Schub bean-
sprucht werden, deutlich héhere Beanspruchbarkeiten der Tafeln bewirken als
die kontinuierliche Verankerung der Fulrippe, die im Fuldverbund tberwiegend
Beanspruchungen senkrecht zum Plattenrand bewirkt.

Beispiel 1: Tafel als ideales Schubfeld
— — Beispiel 2: Tafel mit gelenkig verbundenen Rippen
— = = Beispiel 3: Tafel ohne Zugverankerung

17 ] FpI,BSp.Z = 16,2kN

16 - 7
15 4 Fpigsp.1 = 15,8kN
14 -
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X 12
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g%
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[ 7_
R 6-
S 5_
£ 4- / . _
3 e T
04 £ =
l_ _/'/
O T T T T 1
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4 6 8 10

horizontale Verschiebung der Kopfrippe [mm]

Bild 4-37: Kopfverschiebungen der Tafeln der Beispiele 1 bis 3 in Abhangig-
keit von der Last F

Wahrend die plastische Grenzlast des Beispiels 2 groiier ist als die des Beispiels
1, ist es bei der elastischen Grenzlast umgekehrt. Dies begriindet sich damit,
dass das hochstbeanspruchte Verbindungsmittel im idealen Schubfeld aus-
schlielich parallel zum Plattenrand beansprucht wird, wahrend es in der Tafel
mit gelenkig verbundenen Rippen zusétzlich zu der parallelen auch eine Bean-
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spruchungskomponente senkrecht zum Plattenrand erfahrt und dadurch friher
flieR3t.

Die Unterschiede im Last-Verschiebungs-Verhalten aller drei Beispieltafeln bis
zum Erreichen der plastischen Grenzlast F sind an den in Bild 4-37 zusammen-
gestellten Last-Verschiebungs-Diagrammen zu erkennen, die mit dem Stab-
Verbund-Modell erstellt wurden.

Die elastischen Grenzlasten, die mit dem Stab-Verbund-Modell berechnet wur-
den, sind in allen drei Beispielen geringer als die mit der Flielverbundmethode
errechneten elastischen Grenzlasten. Dies begriindet sich mit der Annahme star-
rer Rippen bei der Flieverbundmethode, denn diese bewirken eine gleichmafi-
gere Verteilung der Beanspruchungen auf den Verbund. Folglich erreichen bei
Anwendung des Stab-Verbund-Modells unter Beriicksichtigung der Steifigkei-
ten der Rippen einzelne Verbindungsmittel bzw. Verbundbereiche infolge der
Verformungen der Rippen ihre Tragfahigkeit friiher als mit der FlieRBverbundme-
thode.

Die plastischen Grenzlasten aller drei Beispiele werden mit beiden Verfahren
nahezu gleich groR berechnet. Die Abweichung von rund 12 Prozent zwischen
FlieRverbundmethode und Stab-Verbund-Modell im Beispiel 2 ist mit dem vor-
zeitigen Abbruch der numerischen Berechnung zu begriinden. Ware die Berech-
nung mit dem Stab-Verbund-Modell hier fortgesetzt worden, so hatte sich die
plastische Grenzlast des Stab-Verbund-Modells der plastischen Grenzlast der
FlieRverbundmethode weiter angenéhert.

Grundsatzlich ist erkennbar, dass der Einfluss der Biege- und Dehnsteifigkeit
der Rippen auf die Beanspruchbarkeit der Beispieltafeln im plastischen Grenz-
zustand gering ist. Folglich sind hier beide Methoden gleichwertig zur Bestim-
mung des plastischen Grenzzustandes einsetzbar.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Mit der vorliegenden Arbeit werden neue Wege aufgezeigt, das physikalisch
nichtlineare Tragverhalten von scheibenartig beanspruchten Holztafelkonstruk-
tionen zu beschreiben. Die vorgestellten Methoden sind auf Wand-, Decken-
und Dachtafeln anwendbar. Mit den Methoden konnen elastische und plastische
Grenzzustande von Holztafelkonstruktionen bestimmt werden.

Nach einer kurzen Einflhrung in die Problematik der statischen Modellbildung
wird in Kapitel 1 auf die gegenwartig zur Bemessung von Holztafelkonstruktio-
nen angewandte Schubfeldmethode und deren Anwendungsgrenzen eingegan-
gen. Im realen Tragwerk beteiligen sich z. B. auch Tragwerksteile an der Last-
abtragung, die bei Anwendung der Schubfeldmethode vernachléssigt werden (z.
B. Wandteile ober- und unterhalb von Fenster6ffnungen). Dadurch erfahrt der
Verbund zwischen Holzrippen und Beplankung nicht nur Beanspruchungen s,
parallel zum Plattenrand sondern auch Beanspruchungen sgy senkrecht zum Plat-
tenrand. Die Rippen erfahren somit im realen Tragwerk neben den Langsbean-
spruchungen auch Biege- und Schubbeanspruchungen und die Platten in der Be-
plankung erfahren auch Beanspruchungen senkrecht zum Plattenrand. Bei An-
wendung der Schubfeldtheorie kann Uber die Grélie dieser Beanspruchungen
keine Aussage gemacht werden. Ferner kdnnen Holztafelkonstruktionen, deren
Belastung nicht vorwiegend Uber Schubfelder abgetragen wird, mit der Schub-
feldmethode nicht oder nur unzureichend modelliert werden. Auf dieser Grund-
lage entstand die dieser Arbeit zugrunde liegende Motivation zur Entwicklung
alternativer Methoden der physikalisch nichtlinearen statischen Modellierung
von scheibenartig beanspruchten Holztafelkonstruktionen. Diese Methoden sind
in den Kapiteln 3 und 4 dargestellt.

Kapitel 2 beschreibt einige aktuelle Falle physikalisch nichtlinearen Tragverhal-
tens im Holzbau und stellt das Fehlen einer systematischen Nutzung plastischer
Tragreserven im Holztafelbau heraus. Nach einer kurzen Darstellung der Grund-
lagen der FlieRgelenktheorie im Stahlbau wird deren Ubertragbarkeit auf den
Holztafelbau zur Abschétzung unterer Traglastgrenzen gezeigt.

Die FlieBverbundmethode mit starren Rippen und starren Platten in Kapitel 3
eignet sich fiir Handrechnungen und flhrt bei kleinen ebenen Tragwerken zu
allgemeinen analytischen Losungen fir die Spannungen und Verformungen von
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Holztafelkonstruktionen. Auf Basis des mit dem WeggroRenverfahren bestimm-
ten elastischen Grenzzustandes kann der plastische Grenzzustand dieser Trag-
werke unter Beriicksichtigung des duktilen Verhaltens des Verbundes mit Inter-
aktionsbeziehungen der resultierenden VerbundschnittgréfRen abgeschatzt wer-
den. Ein allgemeingultiger Algorithmus zur Bestimmung des plastischen Grenz-
zustandes, z. B. ein Iterationsverfahren, steht jedoch noch aus. Das in Abschnitt
3.4 vorgestellte Weggrolienverfahren zur analytischen Bestimmung des elasti-
schen Grenzzustandes und die in Abschnitt 3.5 angegebenen Interaktionsbezie-
hungen zur Bestimmung des plastischen Grenzzustandes konnten als Grundlage
fir ein solches allgemeingultiges Verfahren dienen. Erste Ansatze fiir einen all-
gemeingultigen Algorithmus enthalten die Beispiele 1 bis 3, in denen die vorge-
stellte FlieRverbundmethode an einfachen Holztafeltragwerken zur Anwendung
kommt. Verallgemeinert kdnnte daraus ein VVorgehen analog zur SchnittgroReni-
teration der FlieBgelenktheorie im Stahlbau, die in Abschnitt 2.2 beschrieben ist,
entwickelt werden.

Die Annahme biege- und dehnstarrer Rippen fiihrt haufig zu deutlichen Abwei-
chungen von den Ergebnissen einer FEM-Berechnung mit biege- und dehnstei-
fen Rippen (vgl. Bild 1-4h und m). Der Einfluss der Steifigkeit der Rippen ist
insbesondere dann von Bedeutung, wenn die Rippen nennenswerten Verbund-
beanspruchungen sy senkrecht zur Rippenachse ausgesetzt sind. Zum Beispiel
weisen die Kopf- und FuBrippe in Bild 1-4k deutliche Krimmungen auf, die der
geringen Biegesteifigkeit der schlanken Rippen geschuldet sind. Die Annahme
starrer Rippen fihrt hier lediglich zu einer Starrkérperverschiebung und -
verdrehung der Rippen, die eine Verformungsfigur gemaR Bild 1-4f und damit
eine andere Verteilung der Beanspruchungen (Bild 1-4h) innerhalb der Wandta-
fel zur Folge hat. Bei der Wahl eines statischen Modells mit starren Rippen ge-
mél Kapitel 3 konnte dieser Effekt z. B. durch die Einfihrung zusatzlicher Mo-
mentengelenke in langen Rippen verringert werden. Bezliglich der Anzahl und
der Lage solcher Gelenke im statischen Modell sind weitere Forschungen erfor-
derlich.

Auf Tragwerke, deren Rippen im Verhéltnis zu den Verbindungen von Rippen
und Beplankung eine sehr hohe Biegesteifigkeit besitzen, wie dies z. B. bei
Hohlkastentragern mit nachgiebigem Verbund der Fall sein kann, oder bei nach-
giebig verbundenen Massivholzelementen ist die Methode aus Kapitel 3 eben-
falls anwendbar.
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In Kapitel 4 wird ein Stab-Verbund-Modell fir Holztafelkonstruktionen vorge-
stellt, mit dem sowohl das linear elastische als auch das physikalisch nichtlinea-
re Tragverhalten bis zum Erreichen der Traglast, also bis zum Versagen des
Tragwerks, modelliert werden kénnen. Dieses Modell eignet sich fiir numeri-
sche Berechnungen mittels Statiksoftware. Fir linear elastisches Tragverhalten
liefert die Anwendung des Stab-Verbund-Modells eine analytische Lésung der
RippenschnittgrélRen, der Verbundbeanspruchungen und der Verformungen, im
plastischen Bereich eine iterativ berechnete LAsung. Dies gelingt u. a. durch die
Berucksichtigung der Biege- und der Dehnsteifigkeit der Rippen mit den in den
Abschnitten 4.4 und 4.5 beschriebenen neu entwickelten Elementen, die sowohl
die Rippe als auch ihren Verbund zur Beplankung gemeinsam modellieren. Das
Stab-Verbund-Modell ist auf nahezu beliebige Problemstellungen im Holztafel-
bau anwendbar, unabhdngig davon, wie das Tragwerk konstruiert ist. So kénnen
auch Holztafeln mit freien Plattenrdndern modelliert werden, die planmélig
Verbindungsmittelbeanspruchungen senkrecht zu den Plattenrdndern aufweisen.
Auch Holztafeln mit nicht orthogonalen Rippen, wie sie z. B. in Giebelwanden
(Bild 1-6) oder in Deckentafeln tber nicht orthogonalen Grundrissen vorkom-
men, kdnnen mit dem Stab-Verbund-Modell modelliert werden. Ferner kann der
wichtige Einfluss plastifizierender Zuganker sowie abhebender Lager bei Wand-
tafeln berticksichtigt werden.

Das Zusammenwirken der Holztafeln mit Tragwerksteilen, die nicht in Holzta-
felbauart ausgefiihrt werden, z. B. Brettschichtholzunterziigen, Vollholzstitzen,
Stahlrahmen oder Stahlbetonstitzen, ist in demselben Stabwerk modellierbar.

Gegenuber der Schubfeldmethode der DIN 1052 und des EC5 kann das nichtli-
neare Last-Verformungs-Verhalten von Holztafelkonstruktionen mit dem Stab-
Verbund-Modell aus Kapitel 4 wirklichkeitsnédher abgeschatzt werden. Die aus
dem Stab-Verbund-Modell gewonnenen Ergebnisse (Beanspruchungen und Ver-
formungen) sind den Ergebnissen einer FE-Analyse, wie z. B den Ergebnissen
in Bild 1-4k-o, vergleichbar. Durch die Implementierung der neu entwickelten
Elemente in ein Stabwerksprogramm konnen solche Ergebnisse jedoch wesent-
lich schneller und Gbersichtlicher erzeugt werden als mit FE-Software.
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Anhang A - Formfunktionen des VR- und des VRV-Elements

VR-Element parallel zur Rippenachse:

Formfunktionen flir die Verschiebungen der Rippe (Bild 4-5)

x  sinh(A (I —2))
[

Ri,u,A — 1- - I
Ry, 4 sinh(A1)

x  sinh(Ax)

URiu,B = 7T sinh(A[)
URi,u,C = sinh(A1)
_sinh(Aa)

URi,u,D = sinh()\l
k-
it A==+
mi EA

Formfunktionen ftir die Dehnung der Rippe

" _Acosh(A (I —x)) 1
‘Ri,u, A — sinh(A /) !
w1 Acosh(An)
‘Ri,u,B — l Sillh()\ ")
R ~ Acosh(A (I —x))
Ri,u,C — SiIlh(/\ I)
Riu, D ™ sinh(A1)

Formfunktionen ftir die Verschiebungen des Plattenrandes (Bild 4-5)

=

Uplu,A =1— 7
T
Uriu,B = 7



A-2 Anhang A - Formfunktionen des VR- und des VRV-Elements

VR-Element senkrecht zur Rippenachse:

Formfunktionen flir die Verschiebungen der Rippe (Bild 4-5)

@ 4
WRiw,A=1— 7 —
WRi,w, A I al (cos(2al) + cosh(2al) — 2)

T 0

WRiw B =77 07 (cos(2al) + cosh(2al) — 2)

. _cos(e) cosh(ax) + cosh(e) cos(ax) — 2 cos(ax) cosh(ax) — sin(e) sinh(ax) + sinh(e) sin(a )
WRiw,C = cos(2al) + cosh(2al) — 2

o _cos(e) sinh(ax) + cosh(e) sin(ax) — cos(ax) sinh(ax) — cosh(ax) sin(ax)
WRivp,C = a (cos(2al) + cosh(Zal) — 2)

. _cos(j3) cosh(y) + cosh(j) cos(y) — 2 cos(7y) cosh(y) — sin(/3) sinh(v) + sinh(3) sin(~)
WRiw,D = cos(2al) + cosh(2al) — 2

. __cos(f) sinh(y) + cosh(3) sin(y) — cos(y) sinh(y) — cosh(y) sin(v)
WRie,D = a (cos(2al) + cosh(2al) — 2)

it

) — cosh(=y) sin(v) — cos(e) sinh(ax)
ax) sin(ax) + al cos(c) cosh(ax)

6 = cos() sinh(~) + cosh(f) sin(vy) — cos(~) sinh(
— cosh(e) sin(a x) + cos(ax) sinh(ax) + cosh(

+ al cosh(z) cos(ax) — 2al cos(ax) cosh(ax) — al sin(z) sinh(ax) 4+ al sinh(e) sin(a x)
¥ = cos(y) sinh(y) — cosh(3) sin(y) — cos(3) sinh(y) + cosh(+) sin(+) + cos(z) sinh(az)

+ cosh(e) sin(ax) — cos(ax) sinh(ax) — cosh(ax) sin(ax) + al cos(f) cosh(y)

+ al cosh(B) cos(y) — 2al cos(y) cosh(v) — al sin(3) sinh(y) + al sinh(3) sin(y)
ok

f=allte); y=al-2); e=a2l-2); a=\[ 4=
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Formfunktionen fir die Krimmung der Rippe

o _ 2da
Riw,A = 77 (COS(Z al) + cosh(2al) — 2)

o . 2¢a
Ri,w,B = 7] (cos(2al) + cosh(2al) — 2)

2a? (cos(z) cosh(az) — cosh(e) cos(az) + sin(e) sinh(az) + sinh(e) sin(az) + 2 sin(ax) sinh(ax))

w. =
Ri,w,C cos(2al) + cosh(2al) — 2
Wl _ 2a (sin(e) cosh(ax) — sinh(z) cos(ax) — cos(ax) sinh(ax) + cosh(a x) sin(a x))
Riyp, 0 ™ cos(2al) + cosh(2al) — 2
Wl ~ 2a? (cos() cosh(y) — cosh(f) cos(y) + sin() sinh(y) + sinh(3) sin(v) + 2 sin(v) sinh(~))
Ri,w, D = cos(2al) + cosh(Zal) — 2
W _ 2a (cos(y) sinh(3) — cosh(y) sin(3) + cos(7y) sinh(7) — cosh(y) sin(7))
R, 0 7 cos(2al) + cosh(2al) — 2
it

& = cosh(v) sin(3) — cos(vy) sinh(3) — cos(v) sinh(+y) + cosh(v) sin(vy) — sin(e) cosh(a x)
+ sinh(g) cos(ax) + cos(ax) sinh(ax) — cosh(ax) sin(ar) + al cos(s) cosh(ax)
—al cosh(e) cos(aw) + al sin(e) sinh(ax) + al sinh(z) sin(ax) + 2al sin(a ) sinh(a x)
¢ = cos(v) sinh(3) — cosh(vy) sin(3) + cos(y) sinh(y) — cosh(v) sin(+) + sin(e) cosh(az)
—sinh(e) cos(ax) — cos(ax) sinh(az) + cosh(ax) sin{ax) + al cos(3) cosh(y)

— al cosh(fB) cos(y) + al sin(3) sinh(v) + al sinh(F) sin(y) + 2al sin(v) sinh(y)

o o o Do i Kk
B=all+w); v=all-u); e=al-2); a= /=

Formfunktionen ftir die Verschiebungen des Plattenrandes (Bild 4-5)



A-4 Anhang A - Formfunktionen des VVR- und des VRV-Elements

VRV-Element parallel zur Rippenachse:

Formfunktionen ftir die Verschiebungen der Rippe (Bild 4-11 u. Bild 4-12)
k1 (1 x  sinh(A (I - ;17)))

URiu,A =

ifl + ii‘g l Sll'lh(/\l)
- ok z sinh(Ax)

IRi,u,B = by + ke \ I sinh(\)
URi,u,C = Sillh(/\ )
URi,u,D = smh()\ l)
UR; I*I*%mh o)
IRi B = T +k2 l sinh(A1)
- z sinh(A )

Ri,u,F = o +k2 i gmh )\l

mit A = klg;\kz

Formfunktionen flir die Dehnung der Rippe

y ok Acosh(A (I—=)) 1
LIU,‘MJ’l - kl + 'l';Z Slllh()\l) l
o — k(1 Acosh(Az)
Ri,u,B — by + ko \ 1 sil‘lh(/\[-)
y B _)\ cosh(A (I —x))
Riu,C ™ sinh(\1)
ol = Acoshhr)
Riw D™ ginh (A1)

URiuE = J +k2 ( sinh(\ 1) I
1 Acosh{Axz)
kl + r’w l sinh(A1)

mzt)\*ﬂh+kz

A cosh(A (I —x)) 1)

UR[ u,F =
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Formfunktionen flr die Verschiebungen des Plattenrandes (Bild 4-11 u.
Bild 4-12)

T
UPLu,A = Up2uE = 1 — 7

T
Upl,u,B = UP2,u, ' = 7

VRV-Element senkrecht zur Rippenachse:

Formfunktionen ftir die Verschiebungen der Rippe (Bild 4-11 u. Bild 4-12)

e = M1 _E_ 0

I I al (cos(2al) + cosh(2al) — 2)
. B v

Row B = ¥k \I  al (cos(2al) + cosh(2al) — 2)

. _cos(e) cosh(ax) + cosh(e) cos(ax) — 2 cos(ax) cosh(ax) — sin(e) sinh(ax) + sinh(e) sin(ax)
WRiw,C = cos(2al) + cosh(2al) —

o _cos(e) sinh(ax) + cosh(e) sin(ax) — cos(ax) sinh(ax) — cosh(ax) sin(ax)
WRivp,C = a (cos(2al) + cosh(Zal) — 2)

. cos(/3) cosh(y) + cosh(f3) cos(vy) — 2 cos(7y) cosh(y) — sin(/3) sinh(y) + sinh(3) sin(~)
WRiw,D = cos(2al) + cosh(2al) — 2

o __cos(f) sinh(y) + cosh(3) sin(y) — cos(y) sinh(y) — cosh(y) sin(y)
WRivp,D = a (cos(2al) + cosh(Zal) — 2)

we = T2 _z_ 6
SR I al(cos(2al) +cosh(2al) — 2)

wee k2 [T v
R e ke \1  al (cos(2al) + cosh(2al) — 2)

rrvit
6 = cos(f) sinh(~) + cosh(f) sin(vy) — cos(v) sinh
— cosh(e) sin(ax) + cos(ax) sinh(ax) + cos

() — cosh() sin(y) — cos(e) sinh(ax)
h(

+ al cosh(z) cos(ax) —2al cos(ax) cosh(az) — al sin(e) sinh(ax) + al sinh(e) sin(a z)

ax) sin(ax) + al cos(c) cosh(ax)

¥ = cos(7y) sinh(y) — cosh(f) sin(y) — cos(#) sinh(vy) + cosh(v) sin(+y) + cos(s) sinh(az)
+ cosh(e) sin(ax) — cos(ax) sinh(ax) — cosh(ax) sin(ax) + al cos(f) cosh(y)
+ al cosh(B) cos(y) — 2al cos(y) cosh(vy) — al sin(3) sinh(v) + al sinh(73) sin(v)

of k1 + ko

f=a(l+a); y=al-2); e=a@l-12); a=/—
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Formfunktionen fir die Krimmung der Rippe

,u,rf _ 26ak1
BLw AT (B + ko) (cos(2al) + cosh(2al) — 2)

-w” _ 2C(lk'1
RiwnB ™ (k) + kg) (cos(2al) + cosh(2al) — 2)

2a? (cos(z) cosh(az) — cosh(e) cos(az) + sin(e) sinh(az) + sinh(e) sin(az) + 2 sin(ax) sinh(ax))

w. =
Ri,w,C cos(2al) + cosh(2al) — 2
Wl _ 2a (sin(e) cosh(ax) — sinh(z) cos(ax) — cos(ax) sinh(ax) + cosh(a x) sin(a x))
Riyp, 0 ™ cos(2al) + cosh(2al) — 2
Wl ~ 2a? (cos() cosh(y) — cosh(f) cos(y) + sin() sinh(y) + sinh(3) sin(v) + 2 sin(v) sinh(~))
Ri,w, D = cos(2al) + cosh(Zal) — 2
W _ 2a (cos(y) sinh(3) — cosh(y) sin(3) + cos(7y) sinh(7) — cosh(y) sin(7))
R, 0 7 cos(2al) + cosh(2al) — 2
“‘H _ 2da kg
w1 (k) 4 k) (cos(2al) + cosh(2al) — 2)
QCCL kg

- —
YRiw, F I (k1 + ka) (cos(2al) + cosh(2al) — 2)

it
& = cosh(v) sin(3) — cos(vy) sinh(/) — cos(v) sinh(+) + cosh(v) sin(+y) — sin(e) cosh(a x)
+ sinh(g) cos(ax) + cos(ax) sinh(ax) — cosh(ax) sin(ar) + al cos(s) cosh(ax)
—al cosh(e) cos(ax) + al sin(e) sinh(ax) + al sinh(s) sin(ax) + 2al sin(a z) sinh(a x)
¢ = cos(vy) sinh(5) — cosh(y) sin(3) + cos(7y) sinh(y) — cosh(v) sin(v) + sin(z) cosh(az)
—sinh(e) cos(ax) — cos(ax) sinh(az) + cosh(ax) sin{ax) + al cos(3) cosh(y)
— al cosh(fB) cos(y) + al sin(3) sinh(v) + al sinh(F) sin(y) + 2al sin(v) sinh(y)

4 kl + k2
4FEI

B=a(l+z); y=a(l—-2); e=a (2l—2); a=

Formfunktionen fir die Verschiebungen des Plattenrandes (Bild 4-11 u.
Bild 4-12)

x
Wp1,w,A = Wpawp = 1 — 7

T
Wp1,w,B = Wp2,w,FF = ?
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Anhang B - Steifigkeitsmatrix des VR-Elements

Die Steifigkeitsmatrix Kyr des VR-Elements stellt die Beziehung zwischen den
Kraftgrélien Pyg und den WeggroRen Vyr an den Elementrandern her:
PVR = KVR 'VVR

Der Vektor Pyg enthadlt sémtliche KraftgroRen an den Elementrandern (vgl. Bild
4-9), wahrend der Vektor Vs alle 10 Knotenweggrolien beinhaltet:

"T\"TA U A
QA WA
Np up
Og wpg
A’Y(' - Ucr
Prm = Qc We =1 e
Mc¢ Yo
N D up
@b wp
Mp ¥D

Die vollstandige Steifigkeitsmatrix Kyg ist auf der folgenden Doppelseite darge-
stellt.
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k

A=V Ea

A = X coth(A])

A

~ sinh(\ 1)

a2
"V 4EI

n=al

I{\r R =

AEA—% 0
ok

0 T fmn?

EA _TEA 0
0 —55’“;

EA _AEA 0

T 2fmn
ck

—

£ mmn

TEA-EA 7o

26mn
gk

E*mmn

m = cos(2n) + cosh(2n) — 2

EA_TEA
0
AEA — EA
0
TEA - EA

EA _AEA

a =sin(2n) — sinh(2n) + 2 cos(n) sinh(n) — 2 cosh(n) sin(n)
+ n (cosh(2n) + 4 sin(n) sinh(n) —n (sin(2n) + sinh(2n))) — n cos(2n)

B =sinh(2n) — sin(2n) + 2 sinh(n) (cos(n) (n® — 1) — 2n sin(n)) + n cos(2n)
—n cosh(2n) + 2 cosh(n) sin(n) (n® +1)

v =cos(2n) — cosh(2n) + 2n sin(2n) + 2n sinh(2n) — 4 sin(n) sinh(n)

d = cos(2n) — cosh(2n) — 4 sinh(n) (sin(n) —n cos(n)) + 4n cosh(n) sin(n)

€ = (cos(n) — cosh(n)) (sin(n) + sinh(n) — n cos(n) — n cosh(n))

sin(2n)

e=—5—+ sinh(n) (cos(n) + 2n sin(n)) — cosh(n) (sin(n) + sinh(n))

V4

0
__k
2Emn
0
ik
2¢6mn
0
n &3 El Ck
m2 +8£m2
19£2E-I_|_ 0k
I m?2 8&° m2

0

_REEL ik

m?2 4£m?

vE' Bl uk
m2 122

¢ = 6 cosh(2n) (sin(2n) + sinh(2n)) — 32nsin(n)” sinh(n)® + 6 (cos(2n) — 2) (sin(2n) + sinh(2n))

n = 16nsin(n)? sinh(n)® + cosh(2n) (sin(2n) + sinh(2n)) + (cos(2n) — 2) (sin(2n) + sinh(2n))

8 = 8n sin(2n) sinh(n)® — 8n sinh(2n) sin(n)® + 4 cos(2n) — cos(4n) — 4 cosh(2n) + cosh(4n)

t =3 cosh(n) (sin(3n) — 4 sin(n)) + sinh(n) (3 cos(3n) — 12 cos(n) + 2n sin(3n))
+ 3 cosh(3n) sin(n) + sinh(3n) (3 cos(n) — 2n sin(n))
(

% = cosh(n)

+ cosh(3n) sin(n) + sinh(3n) (cos(n) + 2n sin(n))

sin{3n) — 4 sin(n)) — sinh(n) (4 cos(n) — cos(3n) + 2n sin(3n))
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0 TEA-EA 0 0
ek 0 bk _ ek
£ mn 2fmn &“mn
0 EA _AEA 0 0
sk 0 __xk ek
Emn 26mn £ mn
0 —TEA 0 0
P2 E + 0 KEEL Lk vEIEL  uk
2n12 85 m2 m2 4£m?2 m?2 42 m2
ok _ 4 mEEL 0 pk _ vE'EI cfEl _ _pk
16 €5 m? 4m?2 4£2m?2 mZ 2m?2 8e3m?
0 AEA 0 0
k. vEEI 0 ,,c3E1+ CEk _WEEl 6k
4£2m?2 m?2 m?2 8&m?2 2m? 8% m?
cEEl _ pk 0 GEEL 0k ok _ 4 w&EI
2m? 8{3 m2 2m2 8£2m?2 16 £3 m?2 4m?2

p =sinh(n) (12 sin(n) — 2 sin(3n) + 2n cos(n) +n cos(3n))
—sinh(3n) (2 sin(n) + n cos(n)) — n cosh(n) (sin(3n) — 2 sin(n)) + n cosh(3n) sin(n)
v =sinh(n) (2 sin(3n) — 12 sin(n) + n (cos(3n) + 2 cos(n)))
+ sinh(3n) (2 sin(n) — n cos(n)) — n cosh(n) (sin(3n) — 2 sin(n)) + n cosh(3n) sin(n)
0o =4sin(2n) —sin(4n) + sinh(4n) + 2 sinh(2n) (cos(2n) + 4n sin(2n) — 2)
— 2 cosh(2n) (4n +sin(2n)) + &n cos(2n)
w =12 sin(2n) — 3 sin(4n) + 3 sinh(4n) + cosh(2n) (8n — 6 sin(2n))
— 2 sinh(2n) (4n sin(2n) — 3 cos(2n) + 6) — 8n cos(2n)
p =cosh(n) (4 sin(n) —sin(3n) + 2n cos(3n)) — cosh(3n) (sin(n) + 2n cos(n))
+ sinh(n) (cos(3n) + cos(n) (2 cosh(2n) — 3) + 167 sin(n))
o =sinh{n) (12 cos(n) — 3 cos(3n) + 16n sin(n)) + cosh(n) (3 sin(3n) — 12 sin(n) + 2n cos(3n))
— 3 sinh(3n) cos(n) + cosh(3n) (3 sin(n) — 2n cos(n))
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Anhang C - Steifigkeitsmatrix des VRV-Elements

Die Steifigkeitsmatrix Kyry des VRV-Elements stellt die Beziehung zwischen
den KraftgroRen Pyry und den WeggroRen Vygy an den Elementréandern her:

PVRV = KVRV : Vv

RV

Der Vektor Pyry enthélt sémtliche KraftgroRen an den Elementréandern (vgl.
Bild 4-9), wahrend der Vektor Vyry alle 14 KnotenweggroRen beinhaltet:

;\"T‘fl U A
Q4 WA
Ng up
Qn wp
f\r(j Ucr
Qc we
M ; vo
Pyry = | Wry =
IND up
Qb wp
Mp YD
f\r E ug
Qr wp
N F up
Qr Wr

Die vollstandige Steifigkeitsmatrix Kyry ist auf der folgenden Doppelseite dar-
gestellt.



C-2 Anhang C - Steifigkeitsmatrix des VRV-Elements
A+ (B+C) k? | 0 Ak 0
0 0 §—Bky? 0 ek
k42 A+ (B+C) k? 0 Q+Z) k0
0 0 v —ak? 0 Cky
Ak (Q+2) Iy 0 11 0
0 0 Cky 0 140
% _ 0 0 n k1 0 K+
AVRV = (Q+2) ky Ak 0 0 0
0 0 eky 0 W=
0 0 ek 0 w—p
(B+C) ki ks —~ T +Tky ks 0 Aky 0
0 —“f—akfle 0 —!5—,3:1{'1;{'2 0 Ekg
T+ Tk ko (B+C) kyky—~ 0 Q4+ Z)ky 0
0 —5—8’{1]{?2 0 —’}’—Ozklkg 0 Ck'g
(k1 + ko _ VEAVE + ko
A= =Yy
EA sinh(\ 1)
o AEA coth(Al) p_ tak (k1 — 6EA + 1% k)
(k1 + k2)® a 61 (ks + ko)*
_ EA T = kz (12 k12+kz 12 A’}_]_ +6EA}{22)
L(ky + k)? - 61 (ky + ks)?
(R 4 R k) Ky (B + ko k) Ry
3 (ky + ko)? 3 (ky + ko)’
= ki (PR’ + ki Pk +6EA ) ki ke
T 61 (k) + ks)* T T3k + 3k
_ AEA o[k + ko
sinh(A 1) (ky + ko)? ~V 1El
A — _EA (A coth(Al) — 1) y
S = (k1 + k2) ned
AEA
= = cos(2n 208 ) — 2
sinh(A1) (ky + k) m = cos(2n) + cosh(2n)
EA lkl k’Q
Z = 7" "f =
I (K + k2) 3k + 3k
Tky ko

I = VEA coth(Al) vy + ks

0= ————
6ky + 6k
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0 (Q+2Z) Iy 0 0 (B+C) ki ks —n 0 T+ Tk ks 0
—E A‘-l 0 Ckl —T]l-'l 0 -7 -« L‘l I-'g 0 —-6—4 kl kg
0 _\}fl 0 0 T+I‘If1k2 0 (B+C) }-"1]\72—"; 0
I]‘kl 0 Enli']_ Skl 0 —5—3‘“#2 0 —"}—Cl‘k']_nl\'jg
0 (S] 0 0 A ks 0 (Q+ Z) ks 0
K+ 0 H—v w—p 0 € ko 0 Cko
S+T 0 p—w o+v 0 —c ko 0 n ko
0 II 0 0 (Q+ Z) ke 0 A ks 0
p—w 0 t+60 v+p 0 C ks 0 €ks
o+v 0 v+p <+T 0 —n ks 0 g ko
0 Q+Z)k 0 0 @+ (B+C) k? 0 Tk 47T 0
—E nlf2 0 CI\'Q —I]]\'Q 0 Y — k22 0 6—7 ]{22
0 Ak 0 0 Tk +7T 0 ®+ (B+C) ks 0
n kg 0 Ek‘Q Ekg 0 6 — 3 k22 0 v« k22

cos(2n) — cosh(2n) + 2n sin(2n) + 2n sinh(2n) — 4 sin(n) sinh(n)
2amn

(cos(n) — cosh(n)) (sin(n) + sinh(n) — n cos(n) — n cosh(n))

a*mn
¢ = cos(2n) — cosh(2n) — 4 sinh(n) (sin(n) — n cos(n)) + 4n cosh(n) sin(n)
a 2amn
M2 4 ginh(n) (cos(n) + 27 sin(n)) — cosh(n) (sin(n) + sinh(n))
= a?mn
(k1 + k2) (6 cosh(2n) (sin(2n) + sinh(2n)) — 32 nsin(-n)2 sinh(-n)2 +6 (cos(2n) — 2) (sin(2n) + sinh(?n)))
o= Sam?
Ela? (16 nsin(n)? sinh(n)? 4 cosh(2n) (sin(2n) + sinh(2n)) + (cos(2n) — 2) (sin(2n) + sinh(2 n)))
L= nl‘z
(k1 + E2) (Sn sin(2n) sinh(n)® — 8n sinh(2n) sin(n)® 4+ 4 cos(2n) — cos(4n) — 4 cosh(2n) + cosh(4 n))
"= 8a?m?
Ela? (Sn sinh(2n) sin(n)” — 8n sin(2n) sinh(n)” 4+ 4 cos(2n) — cos(4n) — 4 cosh(2n) + cosh(4 n))
(,0 =

2m?
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C-4

we \
4 =

Q.: F)US00 + (wg)Ysod  — (u§)s0d — (wg)soo § + NA:E:R (ug)uts ug — NA:V:R (wg)quis u wv 2 1d

W08 g

Q:iamg + (ug)ysoo  — (ug)soo — (ug)soo y + NASEm (ug)yuts ug — mﬁsva:_m (ug)urs u wv (T + Ty)

tWe —
(((u)s0o ug — (w)uis ¢) (ug)ysod + (u)soo (ug)yuis ¢ — ((wg)sod ug + (w)us g1 — (wg)uis ¢) (u)ysod + ((u)urs u gy + (ug)sod ¢ — (u)sod g1) (w)yuis) e ¢
g g8 —=
(((u)urs u 9T + (¢ — (ug)ysoo g) (u)s0o + (ug)soo) (u)yurs + ((u)soo ug + (ujuis) (ug)ysoo — ((ug)soo ug + (ug)uis — (w)urs §) (u)ysoo) (&y + Ty) “
Wy _,
((ug)soo ug — (9+ (ug)soo ¢ — (ug)uis uf) (ug)yus g — ((wg)uws 9 — ug) (wg)ysoo + (up)qus ¢ + (up)uss ¢ — (ug)ws gr) o1
U D 9T _

((ug)soo ug+ ((ug)us + uy) (ug)ysod g — (g — (wg)uws uf + (ug)sod) (ug)quis g + (uf)quis + (u)urs — (ug)uis i) (2y + Ty)

gt —

((w)us (ug)ysod u + ((w)uts g — (ug)uis) (u)ysod u — ((u)sod u — (ujus g) (wg)quis + (((u)sod g + (ug)s0d) u 4 (u)us g1 — (ug)uis g) (u)quis) ,» g N
WDy _J

((w)uts (ug)ysoo u + ((w)us g — (wg)uts) (w)ysod u — ((u)so0d u 4 (ujuts g) (ug)yuis — ((wg)sod u+ (u)soo ug + (ue)us g — (wyuis g1) (w)yuis) (3y + y)
((wyms wz + (4)509) (Ug)quss + (u)ts (ug)sos + ((WE)MS Uz + (1g)50> — (U)500 T) (W)quss — ((W)ws f — (Ug)ws) (W)s00) wId

LAUDT __
(((u)urs ug — (u)sod ¢) (ue)yurs + (w)urs (we)ysod ¢ + ((ue)uts ug + (u)sod g7 — (ug)soo ¢) (u)yuis + ((w)urs y — (ug)urs) (w)ysod ¢) (o4 + 1y) "
(% + 1) uw L,

(T + pu) (u)uts (u)ysod g + (ug)ysod u — (ug)sod u+ ((ujuts ug — (1 — ;u) (u)sod) (w)quis g + (ug)urts — (ug)yus

(&y + ) guwn .

(ug)soo u — (((ug)yuis + (ug)uis) w — (u)qurs (u)uis § + (wg)ysod) u + (u)urs (u)ysod g — (u)yuis (u)sod g + (ug)yuts — (u g)urs
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Anhang D - Tafel mit starren Rippen als ideales Schubfeld

Fur die in Bild D-1 dargestellte Wandtafel wird im Folgenden die Berechnung
der Verbundbeanpruchungen s, und sq9 sowie der Normalkraft-, Querkraft- und
Biegemomentenverldufe in den Rippen mit dem in Abschnitt 3.4.3 beschriebe-
nen Weggroélienverfahren gezeigt.

F

>

W

Bild D-1: Tafel mit vier starren Rippen, die nicht miteinander verbunden sind,
und einer starren Platte (ideales Schubfeld)

Die Tafel besteht aus vier nicht direkt miteinander verbundenen starren Rippen
und einer starren Platte, deren Plattenrander kontinuierlich mit den Rippen ver-
bunden sind. Dieser kontinuierliche Verbund besteht aus stabférmigen Verbin-
dungsmitteln im Abstand a, und mit dem Verschiebungsmodul K. Zuné&chst
wird die kinematische Bestimmtheit untersucht: Da die Rippen untereinander
nicht verbunden sind, besitzt jede Rippe drei Freiheitsgrade. Die Platte besitzt
ebenfalls drei Freiheitsgrade. Drei dieser insgesamt 15 Freiheitsgrade sind durch
die Lagerbedingungen der Tafel festgehalten. Folglich ist die Tafel 12-fach ki-
nematisch unbestimmt. Durch Einflhrung von zwolf zusétzlichen Festhaltun-
gen, die in Bild D-2b schwarz dargestellt sind, erhdlt man das kinematisch be-
stimmte Hauptsystem. Die &uBere Last F erzeugt am kinematisch bestimmten
Hauptsystem keine Verschiebungen und somit keine Schnittgrofien.
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a) Statisches Modell mit
resultierenden
Verbundsteifigkeiten

b) Kinematisch bestimmtes
Hauptsystem

N

re

tVli

Zusitzliche Festhaltungen:

A

vertikale Festhaltung
"(’ horizontale Festhaltung
s Dreh-Festhaltung

c) Freigeschnittene resultierende
Verbundbeanspruchungen

So’lif_:v Mg i
Soouiy

Bild D-2: Modellierung der Tafel aus Bild D-1

F

—

Sg0,1i4

A Mg
-~

So.i

Nun werden zwolf Einheitsverschiebungszustande w' angesetzt und die daraus
folgenden resultierenden Verbundschnittgrél3en berechnet:

%:1
—

Il
Kh® 1 w2 Kh
v M%P,Ii =C,,j-1rad = 1oa v Séo,li =Cyoi '1:—v
\"
3 3
w 3 K¢ wh . K¢
M(p,u = C(p,U 1rad = 12av SQO,U = CQO,U l—;
2 = !
& >\f<1| SR &
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Kh? 6 Kh
M2 . =C,,-lrad = Ssore = Cogre - 1=—
o,re o,re 12av 90,re 90,re a,
v=1
P=1 T
w7 7 Ke® 8 g K/
=C,,-lrad = w S%00 =Copo-1=—
,0 ®,0 12av 90,0 90,0 av
ES = A o
K 3
S =C,,-1rad = g
12a,
Ke3
9 _ _
Mgy =C,y-1rad = 12a,
3 K/
Mgi = Coyi -1rad = S500 = Cono .l:a_
a'V v=1 \
—— K¢
3 10 _ _
M(?),re = C(p,re lrad = Kh SQO,U _CQO,U 1_a_
12av w10 \
Kh
SgO:COO~%:I§£h 77777777777 S%)?re:CO,re']-:a_
ay - S - v
Kh
h K¢h (ST g A
9
SOu COu (_5):_ 2av 0,li 0,li a,
¢ Krh
Soi =Coji 5=
2 2a,
l Kr¢h
e 4)
0,re O,re 2 2av
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2
Soi = Cooji 1=K M2, =Cy e 1 _Kh
a, =1 +0.5 h 12a,
Kh 1 Kh?
im Sé%),re = C90,re 1=— } 5 M:(Lp?“ =Cyli-—=
= v | wi2 | h 12a,
K | | 1 K¢
St =Cpo-l=— ; | 12 _ A
S+ 0,0 0,0 av ‘_ ,_ SO,O CO,O 2 2av
0,5
Ke ’ 1\ Ke
Sl =Cp,l=— 12 _~ (_2)__KE
0,u o,u av SO,u CO,u ( 2) 23_V

Aus der Forderung, dass die Summe aller Krafte bzw. Momente in jeder der
zwolf zusatzlich aufgebrachten Festhaltungen Null werden muss, folgt ein linea-
res Gleichungssystem mit zwolf Gleichungen, das die Faktoren y; der Einheits-
verformungszustande w' als Unbekannte enthalt;
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Ylepwi""YgMg ""leM12 =0

o,li o,li
2

stgo,n + Vi slat,n =0
’YSMcSp,u +YQM?p,u = 0

Y4Sgo,u + YlOS;g,u =0
YsMy . 7M. +7,MY =0
YGSSO,re + ’YMS;;re = 0

v.M,, +7,M;, =0
YSSgO,o + Yloslo =0

90,0

YlMl +YSMz,u +Y5Mz‘re +'Y7M;,o

o,li

+ ’YQ(M?p,Ii + M?pu + M?p,re + M?p,o +( g,li _Sg,re )g + (Sg,o _Sg,u )gj

+ ’Ylo(S:(L)(,)re - Si)(,)li )g + ’Yll(si),lo - Stlu )g + le(ij“ + I\/prz,re + (Si),zo - Stzu )gj =0

Y4Sgo,u + YSsgo,o + y9 (Sg,li + Sg,re )+ Y10( ;(E)),o + S;(())u + S](-)(,)Ii + S](-)(,)re ): O
YZSSO,H + yesgo,re + yg (S?),o + Sgu )+ Yll( ;;,Ii + S;;re + St,lo + Stlu )+ ylz (Si)zo + S%)zu ): 0

I\/pr,li M<5p,re I\/I?p,li Mi,re 9 9
Y, +7, +7, —+T+O,5-SO‘0—0,5-SO,u

h h h
12 12
(05-S -0,5-S%) Mo\ Moe 0552 _05.52 |+F.120
+Y11 ! 0,0 ! 0,u +y12 h + h + ! 0,0 ! 0,u + -

Das Gleichungssystem l&sst sich tbersichtlicher in Matrix-Vektor-Schreibweise
mit der Koeffizientenmatrix k, dem Vektor y der unbekannten Faktoren und dem
Losungsvektor r darstellen:

key=r = y=k7-r
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Die Losung des Gleichungssystems liefert die Faktoren y; der Einheitsverschie-
bungszustande w':

T

Y10
Y11
Y12

Ly

K

o e

Durch die Superposition aller yi-w' erhdlt man die allgemeine Lésung fiir die
VerbundschnittgroRen der Tafel:

Fh
So,n = Sz,n Yo +S%)(,)Ii Y10 = 7
Fh
SO,re :Sz,re 'YQ +Si)(,)re 'Y10 = 7
S0,0 = Sg,o ’ YQ +S%),lo "Yll +S§J,20 .’Y12 =

—F

S

S

S

= S;o,n Y, T S;J,Ii Y= 0
= Sgo,re : YG + S;i),re : Y11 = O
= Sgo,o Vs +S;(()),0 Y10 = 0
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So,u :Sg,o Yo +SE,10 Y11 +Si),zo Vi = F S :Sgo,u Y4 +S;?),u Y10 = 0

90,u
Mq;,li = pr,li Yt M?p,li Yot M:(Lpz,li "Y1z =0 Mq),o = M:),o Y.t M?p,o Yo =0
Mq;,re = Mi,re Y5t M?p,re Yot I\/prz,re "Y1z =0 Mq),u = Mcsp,u Yt Mi,u Yo =0

Wie erwartet, wird der Verbund ausschlieBlich parallel zu den Plattenrandern
beansprucht. Der elastische Grenzzustand der Tafel ist erreicht, wenn die lan-
genbezogene Verbundbeanspruchung s an einer Stelle die l&ngenbezogene Ver-
bundbeanspruchbarkeit

erreicht, die sich aus der Verbindungsmittelbeanspruchbarkeit R und dem Ver-
bindungsmittelabstand a, ergibt. Da die langenbezogene Verbundbeanspruch-
barkeit hier einem umlaufend konstanten Schubfluss s, entspricht (Bild D-3b),
betragt die an der Kopfrippe angreifende elastische Grenzlast

_R¢
—.

\

F,=f

el v,0

24

Infolge des konstanten Schubflusses s, erreichen samtliche Verbindungsmittel
gleichzeitig ihre FlieBgrenze, so dass die aufnenmbare Last F, im plastischen
Grenzzustand gleich der elastischen Grenzlast F ist:

R/
Fpl = a—

v

Die Verbundbeanspruchungen und die Normalkraftverldufe in den Rippen im
elastischen und damit auch im plastischen Grenzzustand sind in Bild D-3 darge-
stellt.
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¢) Normalkraftverlauf

a) Freigeschnittene b) Freigeschnittene
resultierende lingenbezogene in den Rippen
Verbundbeanspruchungen Verbundbeanspruchungen

R R R¢
Fel = Fpl=a_f Fel = Fpl=a_f a_V
T e
- v
RE=— —r
—e Ay 2 [ ——
Ar — | — — —
= > <=l >
x|< | <
A |t b
e =
Rh
A A AT P4 ABRD o
> a
T N Gy REOEER, TN mTy
a. a v s .. a T é v a
Rh aV;°4|<—R€ " Rh —|-— EV —°<]|<—R€V
ay dy av a_v a_v

Bild D-3: Freigeschnittene Verbundbeanspruchungen der Tafel aus Bild D-1
Im elastischen und plastischen Grenzzustand
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Anhang E - Tafel mit gelenkig verbundenen starren Rippen

Die in Bild E-1 dargestellte Wandtafel entspricht der Wandtafel aus Abschnitt
3.4.4 bzw. Anhang D mit dem Unterschied, dass die Rippen hier an ihren Enden
miteinander Verbunden sind. Diese Verbindungen konnen z. B. mit schrag ein-
gebrachten Holzschrauben hergestellt werden und ermdglichen eine direkte
Kraftlibertragung von Rippe zu Rippe. Die einwirkende Last F wird dann teils
direkt tber die Rippenverbindungen teils indirekt tiber den Verbund und die Be-
plankung in die Auflager geleitet.

F_
= — N
! i
1 I
| |.
| :
I I
A [
| I.
!l ':
.

Bild E-1: Tafel mit vier starren Rippen, die gelenkig miteinander verbunden
sind, und einer starren Platte

Obwohl die Tafel &uRerlich statisch bestimmt ist, kénnen die Verbundbeanspru-
chungen und die SchnittgroRen in den Rippen nicht mehr allein aus dem Gleich-
gewicht bestimmt werden, da die gelenkigen Verbindungen der Rippen unterei-
nander eine innere statische Unbestimmtheit bewirken.

Das vereinfachte statische Modell der Tafel ist in Bild E-2 dargestellt. Wegen
der gelenkigen Verbindungen der Rippen untereinander konnen sich die Rippen
nur parallelogrammartig gemeinsam verschieben. Mit der starren Lagerung der
Fulrippe bleibt den Rippen nur ein einziger horizontaler Verschiebungsfrei-
heitsgrad. Die Beplankung, welche hier aus einer einzelnen starren Platte be-
steht, ist mit allen vier Randern tber den nachgiebigen Verbund an die Rippen
angeschlossen. Demnach kann sie in x- und in y-Richtung verschoben und um
die z-Achse verdreht werden. Insgesamt besitzt die Tafel somit nur vier Frei-
heitsgrade, d. h. sie ist vierfach kinematisch unbestimmt.
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a) Statisches Modell mit b) Kinematisch bestimmtes c) Freigeschnittene resultierende
resultierenden Hauptsystem Verbundbeanspruchungen
Verbundsteifigkeiten

- Soz 1=
°rYM
Sooot  *°
S90,04
F Co.o F 0
N 2 o M
y Co0of - I l F_. - So,og ¢0 s
Co0
90,1i 90.re 7R %]
< COlilg”()Cq)]‘ CodMcoe [ | JIR T_C‘EZ—')i §C=)t
' ’ T S &8 3 g g
2 LBV S =
= =
/ Cou . . By
T Cou T } . P S004 tv
Vii Vie Vi Vee f M. 215900 re
L ¢ L e S0
1 7 = =
Zusitzliche Festhaltungen:
A vertikale Festhaltung
y |’° horizontale Festhaltung
L>x s Dreh-Festhaltung

Bild E-2: Tafel mit vier starren Rippen, die gelenkig miteinander verbunden
sind, und einer starren Platte

Durch die vier in Bild E-2b dargestellten zusétzlichen Festhaltungen, erhalt man
das kinematisch bestimmte Hauptsystem.
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Nun werden vier Einheitsverschiebungszustande w' angesetzt und die daraus
folgenden resultierenden Verbundschnittgréfien bestimmit:

1 Ke3
M0 =Cgpo-1rad = 12a,
1 _ K3
M,y =Cg,y -1rad = 12a,
) 2 _ Kh
M, ii = Cgyi -1rad = 12a, Saoi = Cooyi -1= A
Kh
Kh® | = 2 —Coy 1=
ME  =C . .lrad = 5 | o 90,re 90,re a
¢,re @,re 12av _400 v
Pow2 |
sl —c,, 0K | sg'0=c0'0.1=§
© 00 2 2a, S v
S%) =C .[_E):_th Sé,u:CO,u'lzg
u ou 2 2av v
¢ Krh
5%),” =Coli-5=75—
2 2a,
b4 K/7h
S%J,re = CO,re (_E) == 2a,
K/ 1 Kh?
Sgo,o = C90,0 d=— Mi,re = Cgo,re F =
5=1 ay S=1 ig’s 128\/
T s
K¢ i i h2
Soou =Cogu - 1=— ; i M4 = 1K
! ,u a, " i @i oli h 123-\,
w3
S?)rezCOre'lzK_h S l Ke
,,,,,,,,,,, ' ' ay 00 =700 2" 2a,
Kh
St = Coji-1=— st =C .(_ljz_w
" a a, o,u o,u 2 2av

Aus der Forderung, dass die Summe aller Krafte bzw. Momente in jeder der vier
zusétzlich aufgebrachten Festhaltungen Null werden muss, folgt ein lineares
Gleichungssystem mit vier Gleichungen, das die Faktoren y; der Einheitsverfor-
mungszustande w' als Unbekannte enthalt:
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1 h
ML ML MM 61,5, )) 5 -51,)7

h

h !
+ ’YZ(S;O - Séu )E + Y3( z,re - S;n )E + Y4(M$,Ii + IVlire + (Sg,o - Sgu )E) = 0
Yl (Si),o + Stu )+ YZ (Sgo,li + Sso,re + Sé,o + Séu )+ Y4(Sg,o + Sgu ): O
7,(Sh +S:

0,li o,re)"'ys(s3 +S,, +S., +S )=0

90,0 90,u 0,li 0,re

[Eﬁ£+ﬁﬁz+0551_0551]
Yl h h ! 0,0 ) O,u

4 4

M M
+quas;—05fﬁg+y{—ﬁl+—ﬁ£+054ii—Q&SﬁJ+F1—0

In Matrix-Vektor-Schreibweise sieht das Gleichungssystem mit der Koeffizien-
tenmatrix k, dem Vektor y der unbekannten Faktoren und dem Losungsvektor r
wie folgt aus:

K-y=r = y=k'-r

(h41)3 h(h+31)
] — 0 0 — 0
b K 0 2 (h+1) 0 0 0
= . r =
y 0 0 2 (h+1) 0 0
h (h+31) h+31 —
L 0 0 Hé F

Die Losung des Gleichungssystems liefert die Faktoren y; der Einheitsverschie-
bungszustande w':

6Fh
Y1 12 (3 h+l)
. Y2 Gy 0
| - -
Y3 K 0
6 F (h+1)®

7 TR (ht30) (3htD)

Durch die Superposition aller yi-w' erhdlt man die allgemeine Lésung fiir die
VerbundschnittgroRen der Tafel:

3Fh?
So,n = St,n e +S§,|i Vs = m Sgo,n = Sso,n -y, =0
3Fh®
SO,re = S%),re ) Y1 + Sz,re ) Y3 == m Sgo,re = S;O,re ) YZ = O
3K/
S0,0 = S%),o : Yl +S§,o ) YZ +Sg,o ’ Y4 = S90,0 = Sgo,o ) Y3 = 0

h+3¢
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3K/
T A O Seow =Se0 "5 =0

Fh? Fhe
M =M .y +M* .y, =—— M =M .y =—
(p,|| (p,ll ’Yl (p,|| ’Y4 z(h + 36) ¢,0 ®,0 ’Yl 2(3h + f)

Fh? Fhe
M = I\/I:L . =+ M4 . = M = '\/I1 . =
¢,re ¢,re Yl ¢,re Y4 2(h + 3%) o,u o,u yl 2(3h + f)

Die resultierenden VerbundschnittgrofRen und die Kréfte, die in den Gelenken
von einer Rippe zur anderen Ubertragen werden mdassen, sind in Bild E-3a dar-
gestellt. Aus den resultierenden VerbundschnittgroRen M,,; und Sy; kdnnen die
langenbezogenen Verbundbeanspruchungen s, parallel und sy senkrecht zu den
Plattenréandern bestimmt werden, wie in Bild E-3b gezeigt. Die maximale resul-
tierende langenbezogene Verbundbeanspruchung Syesmax (Bild E-3c) ergibt sich
demnach fir eine Last F, die kleiner als die elastische Grenzlast F ist, jeweils
an den Enden der Rippen zu

< oo [[.3Fh Y ([ 3F ) _3m
R (N Y (h+3¢))  apt

mit oo =3h+7/
B=h+3¢

v =+vh*+6h%¢ +18h%¢% + 6h¢® + ¢*

Die elastische Grenzlast F ist erreicht, wenn die maximale resultierende lan-
genbezogene Verbundbeanspruchung Sqsmax gleich der langenbezogenen Ver-
bundbeanspruchbarkeit R/a, ist:

@:E = FeIZB.a_M
afBl a a, 3y

\ \
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a) Freigeschnittene

resultierende
Verbundbeanspruchungen
und Gelenkkrifte
Fh Fh
F(hi6f) 2% 200 o
2[3 ‘ <-—13F( ? 2[3
Fhe~
20,
Fh{
£l8 3Fg \A20

= T Ee
213 o B’
Mg S0—g Freue
o P E
[} o Fht ¢
3R 7 20 -
F
il m— ?«(;{3)
y Fh Fh
LX 20 20

b) Lingenbezogene
Verbundbeanspruchungen
an den Plattenréindern

3Fh
of
[

3F
M e o P Sl
]

3Fh

al
3Fh
al

LY
e 3FCTT ] Al

3Fh
3Fh ab
3 =

o

mit o =3h+{
B=h+3C
v ={h%+ 6h3¢+ 18h2(2 +6hE3+L+

¢) Resultierende
lingenbezogene
Verbundbeanspruchungen
an den Plattenridndern

3Fy  3E 3Fy
ot ot
sy P P
ol ot
3Fh 3Fh
ol ol
3Fy 3FY
ol ol
EXDI 3F mﬂ
ol B opl

Bild E-3: Freigeschnittene Verbundbeanspruchungen und Gelenkkrafte der
Tafel aus Bild E-2 mit elastischem Verbund
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Anhang F - Tafel mit starren Rippen ohne Zugverankerung

Bild F-1 zeigt eine Wandtafel, die durch eine Horizontallast F und durch verti-
kale Auflasten A; und A beansprucht wird und die keine Zugverankerungen
besitzt.

T

%

Bild F-1: Tafel ohne Zugverankerung der vertikalen Rippen

Wenn die linke Randrippe der Tafel infolge einer zu geringen Auflast A;; abhebt,
kann der Verbund zwischen unterem Plattenrand und FuBrippe diesem Abheben
entgegenwirken. Voraussetzung dafur ist, dass einerseits die Fullrippe mit der
darunterliegenden Konstruktion, z. B. der Stahlbeton-Bodenplatte, nahezu kon-
tinuierlich verbunden ist. Andererseits muss der Verbund zwischen Platte und
Fulrippe neben den Beanspruchungen s, parallel zum Plattenrand auch Bean-
spruchungen sq senkrecht zum Plattenrand aufnehmen kénnen.

In Bild F-2a ist das statische Modell der Tafel aus Bild F-1 mit den resultieren-
den Verbundsteifigkeiten dargestellt. Infolge der fehlenden Zugverankerung ent-
stehen in der Verbindung zwischen der Fuldrippe und der darunter liegenden
Konstruktion die resultierenden Auflagerreaktionen Hg,, Vi, und Mg..

Die Kopfrippe, die linke Randrippe und die Platte besitzen je zwei Verschie-
bungsfreiheitsgrade und einen Verdrehungsfreiheitsgrad. Die rechte Randrippe
ist vertikal gelagert und besitzt somit zwei kinematische Freiheitsgrade. Die
FulRrippe ist starr gelagert. Insgesamt ist das statische Modell in Bild F-2a somit
11-fach kinematisch unbestimmt. Mit den in Bild F-2b schwarz dargestellten
zusatzlichen Festhaltungen erhalt man das kinematisch bestimmte Hauptsystem,
mit welchem die resultierenden Verbundbeanspruchungen und die Auflagerre-
aktionen in Bild F-2c bestimmt werden kénnen. Dazu kommt das in Abschnitt
3.4.3 beschriebene Weggrolienverfahren zur Anwendung.
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a) Statisches Modell mit b) Kinematisch bestimmtes c) Freigeschnittene resultierende

resultierenden Hauptsystem Verbundbeanspruchungen
Verbundsteifigkeiten
E _
- S0 0_.
39’0/*\'M(p’0
Ali Are Ali Are S ©
o _i CO,O l Ei . |¢ lAli 90’0* M ‘A re
il Co0.0f g l SoosZ 90
Co.0
s * Ny
290 li Co0 re 2 AR
= CO,li |§M{>C(p,1' C(p,re CO,re ’Wﬂ g| Mﬁ" ?:C_E ‘S{D:{ ‘go* _»2?
S XSS = =
LN D vy S =g
= =
C?\,U
N Cop.u . A A . A M(pu;;SO’u A
C0,u ?Vre MFr '/‘*R HFr ?Vle + §90,U ?Vre
- HFr v M * 90,u
MFr (P Fr ¢.u — SO,u
VFr - HF 4
T
'|L ¢ '|L Zusitzliche Festhaltungen: Mg 'fg
A vertikale Festhaltung Fr
y "° horizontale Festhaltung

s Dreh-Festhaltung

Bild F-2: Modellierung der Tafel aus Bild F-1

Die elf Einheitsverschiebungszustande w' und die daraus folgenden resultieren-
den VerbundschnittgroRen sind im Folgenden dargestellt:

Kh Kh
W1 S%)’" :CO," 1:— 8:1:——— W2 SEZ)OJI _C90,|i 1:_
ay a,
o=1
P
— “~
7/ =1
; Kh3 Kh
w3 M(spli =Cgyi-1rad = Sgo,re =Copre -1=—
’ ’ 12a, v
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0=1
Kh® 6 K¢
Mi,re = C(p,l’e -1rad = 2a, wo Sg0 = Cgpp -1= ;
Kh
Sgo,li =Cgqyi 1= .
A\
~.P=1
h Kh
: ; Sgo,re =Coore -1= .
7 7 Kfs ; v
w Moo =Cgo -1rad = bow8 =[0=1
' ' 12a,, : K/
: : 8 4
: ; So0 = C0,0 1=—
H Y
- A
K¢
S%(3)u = C0,u 1= a_
\
K/ 3
sgo,o =Cggo-1=— M%poo =C,o -1lrad = K
5=1 A ' ’ ay
— K¢
Ssou =Con 1=~ MO —C grad = KO
Y ou el 12a
w9 v
Kh
Sg,re = CO,re 1=— Kh?®
___________ a'V M%P(,)“ = C(p,“ 1I’ad 12a
A A\
Kh
Sg,li =Cqji-1= . " Kh?
v Myre = Core -1rad 7a
\
1 Kh?
M =C, .-== h K¢h
o=1 40,5 o *® h 12a, S:(L)?O =Cop 2 - 2a
— . . v
: | 1 Kh?
i Mt —c .21 10 _ ) _ﬂ __Kﬁh
T, %o =Cou ( 2)” 2,
1 K/
S%)lzco 5= g0 _ ¢ .f:mh
0T 2 2a, o = Coii 5 = %,
11 Y ! K¢h
S = Cou (_E T 2a, S%)?re =Core (_E) == 2a
\%

Aus der Forderung, dass die Summe aller Krafte bzw. Momente in jeder der elf
zusétzlich aufgebrachten Festhaltungen Null werden muss, folgt ein lineares
Gleichungssystem mit elf Gleichungen, das die Faktoren y; der Einheitsverfor-
mungszustande w' als Unbekannte enthalt:
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Vlst,li + 'Ygs?),li + 'Ylostt,)n = An
YZS;O,Ii + Yssgo,li =0

’Y3M?p,|i + ’Ylopr(,)li + Y11prl,|i =0
V4Sgo,re + YSSEEZO,U =0
YsMS . +y, Mo+, M =0

Y6Sa00 +VsSe00 =0

v.M +v,M, =0

’YZS§0,|i + ’Y4S;10,re + ’YS( gO,li + SZO,I‘e + S(B),O + S?),u )+ YlO (Si)(,)o + S](-)(,)U )+ ’Yll(S](;,I-O + S](;,I-U ) = 0

’Yls%),li + YGSSO,O + ’Yg( 30,0 + Szo,u + S(S;Ji + S(g),re )+ YlO (S%)OII + Slo ) = O

O,re

14 h /
’YISE,H §+Y3Mj),li +V5M5 +Y7M;,o +YB(S§,0 _Sg,u )E"'yg( X _Sg,re )E

Q,re 0.li

+ ’Ylo(Miu(,)li + prou + Ivlfpt,)re + Mip(,)o +( ;0“ _S(l)(,)re )g + (S%)Oo _S%)(,)u )gj

m[M“ M +(sai,—saz)ﬂ)=o

o,li o,re 2

Y Mi’“w MZ“H (05-S2,-0,5-S )+v (Mih—w’?ﬂos-s” —05.sl°j
3 5 h 8 ! 0,0 ! o,u 10 h h ! 0,0 ! O,u

h

Mipl,li Mipl,re 11 11 | _
+7, . +T+O’5.So,o_0’5'so,u =—F

Das Gleichungssystem l&sst sich tbersichtlicher in Matrix-Vektor-Schreibweise
mit der Koeffizientenmatrix k, dem Vektor y der unbekannten Faktoren und dem
Losungsvektor r darstellen:

k-y=r = y=k-r

(h 0 00000 0 h hi 0
0O A 0O 0 0 0 O h 0 0 0
h3 R? h?
0 0 3% 0 0 0 0 0 0 13 5
0O 0 0 A O 0 O h 0 0 0
h3 h‘% h-2
K 0 0 0 0 3 0 0 0 0 1 13
k= — 0O 0 0 0 0 [ 0O 0 [ 0
“@l1 9 00000% o0 0 2 0
0O A 0O h 0 0 0 2h+21 0 0 0
h 0 0 0 O [ 0O 0 2h+ 21 0 0
hli h3 h3 3 h+0?*  h(h+31)
2 ’ .'1_% X E / 12 ’ ! h((hi;i) h( ‘ !
\ 0 0 %3 0 3% 00 0 0 5 s t3



Anhang F - Tafel mit starren Rippen ohne Zugverankerung

F-5

___\
ST T

-2

Uy

K

~

o >
oo -1 [=2] ot =S (%] (3] —_

SR

=)

—
>

(2 h41) (6 A h1—6 F h2+ Ay zﬁ)
hi? (4 h+l)

ozl o

6 Ay fll—thz—FA]i 12
1Z(4h+1)
(12 Fh—12h A;;)—61% A+12 F h?
B 13 (4 h+1)
0
_6AhI-6FR24A; P
rz (4 h+1)
12h Ay)—612 Aj+12 F h2
& (4h+l)
(RFh—6h Ap)+12 F h342 F 13— I(lzh

1(12 F h—

\_

Ay frzm.?) )

13 (4 h+1)

Durch die Superposition aller yi-w' erhalt man die allgemeine Lésung fiir die re-
sultierenden VerbundschnittgroRen der Tafel:

S = StlJ l +SZ I +S<1)0|| Y0 = Ali
2h(3Fh —7A.
So,re :Sg,re Yo +Si)(,)re Yo =~ (f(4h +£) “)
So,o = Sg,o Ve +Slo Y10 +Sn Y= -F
So,u = Sg,u Vs +Sg(,)u Y10 +SJ(;:,Lu Y= F
s _o ., _2h@Fh—iA,)
90,u 90,u 9 £(4h +£) li
M = M?p it Ys T pron Yo+ prln Yu= 0
M(p,re = I\/Iz,re 'YS + pr?re .’Ylo + prl,re "Yll = O
M =M© .y = h(h +£) _U(2h+1)
" " Ah+/ 2(4h+ 1)

Die resultierenden VerbundschnittgrofRen s

S _Sgon +Sgon Y, =0

90,li

S = Sgo,re Y4 +Sgo,re Ve = 0

90,re

=0

9

S9o,o = Sgo,o Ve +S:O,o Y

M :M7o ,Y7+M::p(,)0.’Y10:O

ind in Bild F-3a dargestellt. Aus den

resultierenden Verbundschnittgrélien Sy, Seo; und M,; kdnnen die langenbezo-
genen Verbundbeanspruchungen s, parallel und sqq senkrecht zu den Plattenran-
dern bestimmt werden. Am unteren Plattenrand betrégt die maximale langenbe-
zogene Verbundbeanspruchung Sgo y max SeNkrecht zum Plattenrand

6M

o,u

Se, _ 6h(2h +€)

90,u _

_A4(Bh+1)

oumx T p2 ¢ 42(4h+f)

/(4h+7)



F-6 Anhang F - Tafel mit starren Rippen ohne Zugverankerung

In Bild F-3b wird diese an der linken unteren Plattenecke erreicht. An der rech-
ten unteren Plattenecke betragt die langenbezogene Verbundbeanspruchung
Soo.ure SENkrecht zum Plattenrand

S =—6M“°'”+89°’“=— 6h F+ 2 A,
oo 0? / /(4h+0)  4h+e "

Die maximale resultierende ldngenbezogene Verbundbeanspruchung Sresmax
ergibt sich aus der Uberlagerung von s, und Sgomax an der linken unteren Ecke
der Platte:

2 2
Sres max = SS +S:0umax = \/(E) +(6?(2h+£)F_4(3h+€)Ahj
| a ! 0*(dh+72)  ((4h+7)

Die elastische Grenzlast F ist erreicht, wenn die maximale resultierende lan-
genbezogene Verbundbeanspruchung Sqsmax gleich der langenbezogenen Ver-
bundbeanspruchbarkeit R/a, ist:

\/(%Y {(2?((427*]:5)) Fy —%A“T _R

a

v

Auflésen dieser Gleichung nach F liefert den sehr langlichen Ausdruck fiir die
elastische Grenzlast, der hier nicht dargestellt wird.



Anhang F - Tafel mit starren Rippen ohne Zugverankerung F-7

a) Freigeschnittene
resultierende
Verbundbeanspruchungen

E.
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t ' ty &
Aji <ls o
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S
\fl/ £
-—F 2
hth+6) . £(2h+f) e
anit " L@net) ) }
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y £(4h+E) i
b,
b) Lingenbezogene ¢) Resultierende
Verbundbeanspruchungen langenbezogene
an den Plattenréindern Verbundbeanspruchungen
an den Plattenridndern
F E
. J¢ Iy
= <ﬂ 3 = — <C S
<k <l £ <PE £ £
5T — 5F
&S — al=
} | E
po [ 7]
7 =Sou
F\2 (2A}; 6Fh \2
6h 2 \I 7| + -
- 7(ah+l) F+ mAli =5890,u,min (e ) ( 4h+( E(4h+8))
6h(2h+f) . 43h+l) , _ _ J F\2 [ 6h2h+f) . 4(3h+f) , |
£2(@h+l)" L(dheg) "l = S90umax - o £2@h+t)" L(dhl) i)

Bild F-3: Freigeschnittene Verbundbeanspruchungen der Tafel aus Bild F-2
mit elastischem Verbund



