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Einleitung

Motivation

Der Entwurf eines Tragwerks stellt einen Optimierungsprozess dar, der abgesehen
von der Erfiillung dsthetischer Anforderungen nicht nur eine sichere und wirtschaft-
liche Losung liefert, sondern eine Losung, die zusétzlich auch 6kologisch vertret-
bar sein muss. Zu solchen in diesem Sinne optimierten Loésungen zéhlen Dach-
tragwerke aus Holz in Nagelplattenbauart, die, wie in Bild [ zu erkennen ist, in
der Regel extrem filigrane volumenoptimierte Strukturen sind. Thre Primérsysteme
sind Fachwerkbinder (Nagelplattenbinder), deren Fachwerkstébe in den Knoten
durch beidseitig von auen eingepresste Nagelplatten verbunden werden. Da Décher,
wenn irgend moglich, als Satteldédcher entworfen werden, werden Nagelplattenbin-
der in der weit iiberwiegenden Anzahl als Dreieckbinder hergestellt. Es wird auf die
Ausfiihrungen von KESSEL, MERTINASCHK in [28] und [29] verwiesen.

Die einzelnen filigranen Nagelplattenbinder als Primérsysteme besitzen fiir Einwir-
kungen in ihrer Ebene grofie Festigkeit und Steifigkeit, solange sie als perfekt ebene
Systeme betrachtet werden. Durch &uflere horizontale Einwirkungen, wie z. B. Wind,
und in Folge von Imperfektionen, wie material-, herstellungs- und montagebedingte
Abweichungen von dem in der Planung angenommenen Idealzustand, werden die
Binder jedoch immer auch senkrecht zur Binderebene belastet, fiir die sie allein
keine ausreichende Festigkeit und Steifigkeit besitzen. Erst durch das Zusammen-
wirken der Binder mit Latten, Pfetten, Rispenbidndern und Verbéanden entsteht ein
rdumliches Tragsystem, ein Sekundéarsystem, das auch diese Lasten sicher in die
Unterkonstruktion weiterleiten kann.

Die beim Nachweis des Grenzzustandes der Tragfahigkeit zu beriicksichtigenden
Groflen der Imperfektionen, werden ebenso wie die Groflen der dufleren horizon-
talen Einwirkungen durch die Technischen Baubestimmungen vorgeschrieben, da
von Imperfektionen ebenso wie z. B. von Wind keine Gefdhrdung der 6ffentlichen
Sicherheit ausgehen darf. Wéahrend die Wahrscheinlichkeit fiir das Einwirken ei-
ner bestimmten Grofle der Windlast wegen der in der Region, in der die Baube-
stimmungen giiltig sind, herrschenden klimatischen Bedingungen mit zunehmender
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Bild 1: Satteldach aus Nagelplattenbindern

GroBe der Windlast abnimmt, wird die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten grofier
Imperfektionen dadurch gering gehalten, dass wiederum durch Technische Baube-
stimmungen Baustoff-, Produkt- und Ausfiihrungstoleranzen definiert und Grenzen
hierfiir gefordert werden.

Die Normen DIN 18201 und 18202 regeln die Toleranzen im Bauwesen, speziell im
Hochbau. Dort werden die Begriffe Ebenheits- und Winkeltoleranz eingefiihrt, die
dann fiir flichige Bauteile angegeben werden. In der zugehorigen Norm DIN 18203-3
sind fiir Bauteile aus Holz und Holzwerkstoffen aber nur Grenzabmafle angegeben.
Die Kriimmungen von Vollholz, beschrieben durch eine auf eine Lénge bezogene
Auslenkung, sind nach der Norm DIN 4074 auf 8 mm je 2 m Lénge fiir Nadel-
holz zu begrenzen. Die Norm DIN EN 1059 fordert fiir die Langskriimmungen der
Schmalseite 4 mm je 2 m Lénge. Diese Kriimmungsbeschriankungen gelten fiir die
Einzelstdbe vor dem Zusammenfiigen zu einem Binder. Fiir die nach der Monta-
ge vorhandenen Imperfektionen fordert die européaische Norm EC5 eine maximale
Vorkriimmungsamplitude von 10 mm je Stab und eine gréfite Lotabweichung von
10+45(h-1) mm bzw. 25 mm, mit h als Binderhohe.

Der Einfluss der Imperfektionen auf die Grenzzustinde der Tragfahigkeit kann
nur durch die Berechnung der Beanspruchungen am raumlichen Sekundéarsystem
ermittelt werden, das aus einem Teil der Primérsysteme und den aussteifenden
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Bild 2: Modell eines Dreieckbinders der W - Form

Bauteilen besteht. Die Berechnung kann entweder geometrisch nichtlinear unter
Berticksichtigung der Imperfektionen oder linear unter Beriicksichtigung von Ersatz-
lastgruppen bei perfekter Systemgeometrie durchgefiihrt werden. Grofie und Form
der Ersatzlastgruppen miissen so gewahlt sein, dass sie im Tragwerk Beanspruchun-
gen verursachen, die den durch die Imperfektionen verursachten Beanspruchungen
vergleichbar sind.

Umfang der Arbeit

Zur Erklarung des geometrisch nichtlinearen Tragverhaltens der Gesamtstruktur
ist es wegen der raumlichen Komplexitit des Sekundérsystems erforderlich, die dar-
in enthaltene Vielzahl einzelner nichtlinearer Phénomene an einzelnen einfachen
iibersichtlichen Teilstrukturen anschaulich nachvollziehbar zu beschreiben und die-
se dann Stiick fiir Stiick zur komplexen Gesamtstruktur wieder zusammenzubauen.

Da hier nicht unbedingt mit einem gutmiitigen nichtlinearen Verhalten zu rechnen
ist, miissen immer auch die postkritischen Bereiche betrachtet werden. Solche Be-
trachtungen setzen voraus, dass eine konsistente nichtlineare Stabtheorie benutzt
wird.
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Zur Gewéhrleistung dieser Konsistenz werden aufbauend auf den kontinuumsmecha-
nischen Grundlagen, die in Kapitel [Il dargelegt werden, eine allgemeine Stabtheorie
fiir den geraden wolbfreien Stab hergeleitet und die linearisierten Stabgleichungen
angegeben, siehe Kapitel 2l In Kapitel B werden die im Ingenieurwesen bekannten
Stabtheorien verschiedener Ordnung dargestellt und an zwei einfachen Beispielen
die unterschiedlichen Ergebnisse verglichen.

Die Algebraisierung der Stabgleichungen mit Hilfe der Finiten Element Methode er-
folgt in Kapitel . Weiterhin werden Imperfektionen allgemein beschrieben und die
geometrischen Imperfektionen definiert. Auf der Grundlage einer statistisch ausge-
werteten Untersuchung werden Gréfen fiir diese Imperfektionen angegeben. Kapitel
enthélt zwei Darstellungen von Ersatzlastgruppen und beschreibt deren wesentli-
che Unterschiede.

Kapitel [7 beschéftigt sich mit der Anwendung der in den Kapiteln [ bis [6] dar-
gestellten Zusammenhénge. Dazu werden verschiedene Stabwerke hinsichtlich ihrer
Imperfektionsempfindlichkeit und des postkritischen Tragverhaltens untersucht und
unter Beriicksichtigung der kritischen Lasten Ersatzlastgruppen fiir die verschiede-
nen Imperfektionsarten angegeben.



Kapitel 1
Boltzmann-Kontinuum

Im folgenden werden die kontinuumsmechanischen Grundlagen der Elastizitatstheo-
rie in kurzer und iibersichtlicher Form dargestellt. Sehr ausfiihrliche Ausarbeitungen
zu dieser Thematik finden sich u.a. bei BERTRAM in [5], HOPPE in [22] und STEIN/
BARTHOLD in [54].

Zur allgemeinen Beschreibung der Lage und Bewegung eines Korpers werden vor-
ab einige Begriffe eingefiihrt. Gegenstand der Betrachtungen ist ein physikalischer
Korper B mit isotropen elastischen Materialeigenschaften, ein Kontinuum. In der
klassischen Kontinuumsmechanik wurde an dieser Stelle von LUDWIG BOLTZMANN
(1899) ein spéter nach ihm benanntes Axiom eingefiihrt, das von der Symmetrie
des Spannungstensors ausgeht, siche hierzu SCHAEFER in [52].

Dieser physikalische Korper dndert unter Einwirkungen, wie Kréften, Tempera-
turdnderungen u.a., seine Lage und/oder Gestalt. Der Korper B ldsst sich als Menge
zusammenhéngender materieller Punkte M, siehe Bild [LI], auffassen.

materieller Punkt M

Korper B

Bild 1.1: Physikalischer Korper B
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1.1 Konfigurationen

Erst die Einbettung der Menge materieller Punkte M in den EUKLIDischen IR-
Vektorraum IE® durch Wahl einer zeitlich invarianten Orthonormalbasis, im ein-
fachsten Fall die kartesische Basis E = {é1, €3, &3}, ermoglicht eine mathematisch
exakte Darstellung der Lage und Bewegung des materiellen Korpers B. Jeder Punkt
M dieses Korpers kann nun durch einen Vektor Z beziiglich der Basis E, unter Aus-
nutzung der EINSTEINschen Summenkonvention, in der Form

F=a'¢;, firi=1,23und2' € R (1.1)

dargestellt werden.

Der Vektor 7 ldsst sich also als Linearkombination der Basisvektoren €; beschreiben,
wobei die Skalare auch als die kartesischen Koordinaten des Vektors & beziiglich der
Basis E bezeichnet werden. Diese Koordinaten, dargestellt als Zahlentripel, sind Ele-
mente des IR®. Da der EUKLIDische Vektorraum IE? isomorph zum Vektorraum IR?
ist, IE® 22 IR3, wird im folgenden nicht mehr zwischen diesen Réumen unterschieden.

Nun ist es moglich, ausgehend von den der Punktmenge zugeordneten Vektoren
im IR* die Bewegung zu jedem Zeitpunkt ¢ beziiglich der Basis E eindeutig zu
beschreiben.

Die Einbettung der Menge materieller Punkte M in den IR?, dargestellt in Bild [.2]
erfolgt durch eine stetige, bijektive Abbildung x mit

B — R3
A D (12)

und heifit Konfiguration. Eine solche Abbildung wird auch homéomorph oder topo-
logisch genannt.

1.1.1 Referenzkonfiguration

Nach der Einfithrung in Abschnitt [L.I] werden nun fiir die Zeit t = tg und ¢t =
t1 (t; beliebig) die zugehorigen Konfigurationen angegeben. Zur Zeit t = ty, die
auch als Referenzzeit bezeichnet wird, befindet sich der Korper in der durch die
hom&omorphe Abbildung v, mit

B B c R?
oy { ~ 13)

M = (M) =X

definierten Referenzkonfiguration, auch oft als Ausgangskonfiguration bezeichnet.
Der Korper befindet sich dann in einer spannungsfreien unverformten Lage. Im
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Bild 1.2: Einbettung der Menge materieller Punkte M

folgenden werden die Vektoren der Referenzkonfiguration wie in Abbildung an-
gegeben mit X bezeichnet. Da die Abbildung °y homdomorph ist, existiert auch die
Umbkehrabbildung %y ! mit

‘B - B
0,—1.
X {X o M=% () (14

Die Referenzkonfiguration soll der in der Entwurfs- und Planungsphase angenom-
menen Geometrie entsprechen.

1.1.2 Momentankonfiguration

Fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢t > t5 wird der Begriff der Momentankonfiguration

eingefiihrt. Diese Konfiguration stellt den verformten Korper dar. Die zugehorige
Abbildung y lautet

'y B — '‘BCR (1.5)

M = (M) =7 '

Zur Unterscheidung werden die Vektoren der Momentankonfiguration mit z be-

zeichnet. Die Existenz der inversen Abbildung fy !

‘B — B
t. —1 .,
S P A -

wird vorausgesetzt.
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Bild 1.3: Konfigurationen

1.1.3 Geometrisch imperfekte Konfiguration

Zusétzlich wird hier eine Konfiguration eingefiihrt, in der die geometrischen Imper-
fektionen beriicksichtigt werden.

Zur Zeit tg < ty < t; die jetzt als Imperfektionszeit bezeichnet wird befindet sich
der Kérper in der durch die homéomorphe Abbildung 7y, mit
s B — 'BCR’ 7)

IM o M) =X '

definierten geometrisch imperfekten weiterhin spannungsfreien und unverformten
Konfiguration. Auch fiir diese Konfiguration existiere die Umkehrabbildung

B — B
4 71: — — 1
X { IX s M=y (X)), (1.8)
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Ubergang von der Referenzkonfiguration zur geometrisch imperfekten
Konfiguration

Der Ubergang der Referenzkonfiguration in die geometrisch imperfekte Konfigura-
tion wird durch die homéomorphe Abbildung ¢, ;, beschrieben. Dabei werden den
materiellen Punkten M des Korpers B die Vektoren /X, wie in [L1.3] angegeben,
zugeordnet. Die Abbildung ¢y, ;, beschreibt keine Deformation, vielmehr ldsst sie

OB N IB
¢t1,to . { )Z: s I)Z: :X+; (19)

sich in der Form

angeben. Der Vektor 7 beschreibt dabei die imperfekte Lage der Punkte. In Bild 3]
sind alle betrachteten Konfigurationen eingetragen.

1.2 Bewegung

1.2.1 Lagrangesche Formulierung

Nun kann die Momentankonfiguration zum Zeitpunkt ¢ ausgehend von der Refe-
renzkonfiguration zum Zeitpunkt tq oder der geometrisch imperfekten Konfiguration
zum Zeitpunkt ¢; als Abbildung ¢y, bzw. ¢4,

<Z5t,to : {

B — 'B
¢t,t1 . { — (111)

‘B

— = [tX o OX—l](X) _. ¢t,t0()z) (1.10)

il

bzw.

IX — ZF=[yolx(X)=¢p,('X)

angegeben werden. Im kommutativen Diagramm in Bild [[.4]sind die hom6omorphen
Abbildungen des Kérpers B in den IR? zur Zeit t = to, t = t; und t = beliebig
und die homéomorphen Abbildungen der Referenzkonfiguration bzw. geometrisch
imperfekten Konfiguration in die Momentankonfiguration dargestellt.

Diese Darstellung der Bewegung eines Punktes im IR? wird als materielle oder LA-
GRANGEsche Formulierung bezeichnet, da die Lage der Punkte der Momentankon-
figuration beziiglich der Punkte der Referenzkonfiguration bzw. der geometrisch
imperfekten Konfiguration beschrieben wird.

1.2.2 Eulersche Formulierung

Eine weitere Moglichkeit der Beschreibung der Bewegung, unter Voraussetzung der
Existenz der inversen Abbildungen ¢ tlo bzw. ¢ tll, besteht beziiglich der Momen-
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*B

0
B o™t =t ¢y,

Bild 1.4: LAGRANGEsche Darstellung

tankonfiguration in der Form

‘B — 9B

-1 .

Prtg - { P oo X =l (1.12)
t,to

bzw.

tB N IB
—l . S . 1.13
G, { T o X =¢ () (1.13)

Diese Darstellung der Bewegung eines Punktes im IR® wird als EULERsche For-
mulierung bezeichnet, da die Lage der Punkte beziiglich der Momentankonfigu-
ration beschrieben wird. Da die Momentankonfiguration das deformierte System
beschreibt, ist diese Betrachtungsweise fiir die spateren Formulierungen des Gleich-
gewichts am verformten System von wesentlichem Interesse. Deshalb sind auch fiir
die EULERsche Betrachtungsweise die Zusammenhénge in einem kommutativen Dia-
gramm in Bild zusammengefasst.

1.3 Deformation

Nach Einfiihrung der Konfigurationen und der LAGRANGEschen und EULERschen
Formulierungen sollen fiir die weiteren ausschliellich statischen Betrachtungen die
Zeit und insbesondere deren Ableitungen, v ist die Geschwindigkeit und @ ist die
Beschleunigung, ohne Einfluss auf das Ergebnis sein, d.h.

dz - A7

~0undd=—— ~0. (1.14)

YT T e
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0 — t
B Dty B
Bild 1.5: Vereinfachte EULERsche Darstellung

Auf die in Abschnitt [[.1] eingefiihrte Indizierung wird daher bei den weiteren Be-
trachtungen verzichtet, sofern die Eindeutigkeit erhalten bleibt.

Die in Gleichung [[.T] angegebene Darstellung des Vektors 7 als Linearkombination
der Basisvektoren ¢; wird im einfachsten Fall fiir Referenz-, geometrisch imper-
fekte und Momentankonfigurationen beziiglich der gleichen kartesischen Basis E
angewendet. Dann beschrénkt sich die Transformation zwischen den Basen auf das
Kroneckersymbol

OMR = €M * €R, (1.15)

wobei der Index R auf die Referenz- und der Index M auf die Momentankonfigura-
tion verweist. Die Verschiebung eines Punktes M wird dann durch den Vektor « in

der Form

i=17—X = (6ype™ — XF)ey (1.16)
beschrieben. Durch zyklisches Vertauschen ergeben sich dann die Gleichungen fiir
I zu

lg=2—1X = (6p2™ — XVé, (1.17)
und fiir ¢ zu

i=1X - X = (0,;pX" — X™)éx. (1.18)

Es sei hier nochmal darauf hingewiesen, dass der Vektor i keine Deformation be-
schreibt und an dieser Stelle nur der Vollsténdigkeit wegen aufgefiithrt wird. Bild
zeigt die drei Verschiebungsvektoren und die zugehorigen Komponenten.
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Bild 1.6: Verschiebungsvektoren der Gleichungen [LT0], [LT7 und LTS

Konvektive Koordinaten

Fiir die im folgenden durchgefiihrten Betrachtungen ist es hilfreich, zusétzlich zu
der kartesischen Basis E konvektive Basen G, g und /G einzufiihren. Diese Basen
werden an einen Punkt des Korpers angeheftet und verbleiben an diesem Punkt
wahrend des gesamten Bewegungsvorganges. Die Basisvektoren G; der Referenz-,
G; der Momentan- und ! G, der geometrisch imperfekten Konfigurationen konnen
beziiglich der Parameterlinien 6, wie in Bild [[.7 exemplarisch fiir die Referenz- und
die Momentankonfigurationen dargestellt, in der Form

L9 .
Gi=sa =X (1.19)
or

angegeben werden.
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Bild 1.7: Parameterlinien und konvektive Basen

1.3.1 Deformationsgradient

Die Lage- und Forménderung eines differentiellen Elementes dX in ein differenti-
elles Element dr wird durch die lineare Abbildung dr = FdX beschrieben. dX
sei die Metrik zweier Punkte in der Umgebung U(°B) und d7 sei die Metrik der-
selben Punkte in der Umgebung U(*B). Dabei enthilt die Koeffizientenmatrix F
alle partiellen Ableitungen der Koordinaten der Momentankonfiguration nach den
Koordinaten der Referenzkonfiguration. F ist ein zweistufiger Tensor mit
F=VZ=Grad 7 = a—:ﬁ = (}@C_jk) (1.22)
0X
und wird als materieller Deformationsgradient bezeichnet. In matrizieller Form stellt
sich die Beziehung der beiden Metriken wie folgt dar

oxt Ozt Ox!
- OXT OXT X |
xr 2 2 2
Q2 | = | 9 O9v Ox ax? |. (1.23)
A oX! 0X?2 0X3 13
ox3 0z  0x3

oX! 0X?2 0X3
Der materielle Deformationsgradient F kann jedoch mit Gleichung [[.16] auch in der
nicht mehr linearen Form

F=V(X+7)=Grad (X +@)=1+Gradi=1+Vi=1+H  (1.24)
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R

Bild 1.8: Aufspaltung des Deformationsgradienten

geschrieben werden. H ist dann der materielle Verschiebungsgradient. Der materielle
Deformationsgradient kann polar in einen orthogonalen Drehtensor R und einen
symmetrischen Strecktensor wie folgt

F=IF = (FF )'F = (F Y)'F'F =
(1.25)
=(F H"U?’=((F)"U)U=RU

bzw.
F=FI=FF 'F)' =FF (F ") =
(1.26)
=VFHY' =V(V(FH)")U=VR

zerlegt werden. In Abhéngigkeit von der Zerlegungsreihenfolge wird der
Rechtsstrecktensor U bzw. Linksstrecktensor V eingefiihrt, siehe auch Bild [L.8
Anschaulich besteht jede Deformation aus einer Rotation und einer Verzerrung.
Mit Gleichung wird sofort die Richtungsabhéngigkeit von F klar. Es erscheint
daher sinnvoll fiir die Beschreibung der Deformation einen richtungsunabhéngigen,
symmetrischen Tensor einzufiihren.

1.3.2 Verzerrungstensor

Ausgangspunkt fiir die Beschreibung des Verzerrungstensors ist das Quadrat des in
Gleichung [1.25] angegebenen Rechtsstrecktensors U, der symmetrisch und positiv
definit ist. Nun kann exemplarisch der GREENsche Verzerrungstensor

1

T _ 1 2 _ 1
E@ .= gEFF-1)=(U-1)=(C-1) (1.27)
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oder beziiglich der konvektiven Basen

1 .. . . N

(1.28)
= (G ® G¥)
mit den Verzerrungskomponenten
1
Yik = §(gm — Gi) (1.29)

hingeschrieben werden. Dieser Tensor gibt das Verzerrungsmafl beziiglich der Refe-
renzkonfiguration an. Der Tensor C wird auch als Rechts-CAucHY-GREEN-Tensor
bezeichnet. Der Hintergrund fiir Gleichung kann z.B. bei BARTHOLD in [4]
nachgelesen werden. Eine anschauliche Herleitung des GREENschen Verzerrungs-
tensors iiber die Differenz der Quadrate der Linienelemente in der Referenz- und
Momentankonfiguration geben STEIN und BARTHOLD in [54] an. Eine andere Dar-
stellung ist durch den in Gleichung eingefiihrten materiellen Verschiebungsgra-
dienten H wie folgt

E@ .= %(FTF -1)= %((1 +H")(1+H)-1)

1
= 5(H+HT +H"H) (1.30)

G G
- E(L&V + ESVL)IN
gegeben. Dabei beschreibt Egﬁ}v den linearen und Eg\(,;L) ;n den nichtlinearen Anteil
des Verzerrungstensors.

1.4 Spannungen

Auf den Koérper B wirken mechanische Belastungen ein. Diese werden streng in
Korper- oder Volumenlasten und Oberflichenlasten unterschieden. Dabei treten so-
wohl Kréfte als auch Momente auf. Im Rahmen der klassischen Kontinuumsmecha-
nik werden nur die Kréfte beriicksichtigt. Auftretende Momente konnen aber durch
Auflésung in dquivalente Kriftepaare integriert werden.

Restriktion 1: Als Belastung des Korpers werden nur Oberflichenkréfte zugelas-
sen.
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Bild 1.9: Zerlegung in Teilkoérper

Oberflachenkréfte konnen sowohl duflere als auch innere Beanspruchungen sein.
AuBere Krifte sind dabei die Einwirkungen auf den Korper B. Die inneren Kriifte
sind nicht sichtbar, konnen aber durch das Zerschneiden des Korpers B durch den
Punkt 7 in der Momentankonfiguration ‘B in zwei Teile A und B sichtbar gemacht
werden, siche Bild[[.9l Der Schnitt erfolge léngs einer Ebene mit der Normalen 7i(Z).
Werden die d&ufleren bzw. inneren Kréafte auf Flachen bezogen, entstehen Spannungs-
vektoren £(, ), die durch folgenden Grenzwert definiert sind

af A
= — = lim —

Ha, ) = da Ara—0 Aa’

(1.31)

Dabei ist A f der auf die Oberfliche Aa = 1/Aa entfallende resultierende Kraftvek-
tor

df(Z) = {(z,7)da. (1.32)
1.4.1 Cauchyscher Spannungstensor
In jedem Punkt 7 des Korpers B gilt das CAUCHYsche Lemma

F(ﬁ) = —F(—ﬁ), (133)

d.h. die Aktion des Teilkorpers A auf den Teilkorper B ist gleich der Reaktion des
Teilkorpers B auf den Teilkorper A. Der Vektor ¢ wird als CAUCHYscher Spannungs-
vektor bezeichnet und ist auf die Momentankonfiguration bezogen. In einem Punkt
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7 konnen beliebig viele dieser Schnitte, die durch den Normalenvektor 7(Z) definiert
sind, gefithrt werden. Zu jedem dieser Schnitte gehort ein Spannungsvektor f(:i', ).
Die Menge dieser Spannungsvektoren beschreibt den Spannungszustand im Punkt
7. ALTENBACH zeigt in [I], dass es zur eindeutigen Beschreibung des Spannungs-
zustandes im Punkt ¥ geniigt, 3 Spannungsvektoren beziiglich nichtkomplanarer
Schnittflichen durch den Punkt ¥ zu betrachten. Damit kann das CAUCHYsche
Fundamentaltheorem

tz, i) = T(D)7 (1.34)

aufgestellt werden. Der symmetrische Tensor
T = 7%(g; ® gi) (1.35)

heifit CAUCHYscher Spannungstensor und wird, wie auch der CAUCHYsche Span-
nungsvektor, in EULERschen Koordinaten angegeben.

1.4.2 Piola-Kirchhoff Spannungstensoren

Wird nun die Darstellung in LAGRANGEschen Koordinaten bendétigt, muss die
Transformationsbeziehung

da = det F(FH)TdA (1.36)

beriicksichtigt werden. Gleichung [[.34] und Gleichung [[.36] in Gleichung [L.32] einge-

setzt L
df = t(n)da = Trida = Tda

. (1.37)
= TdetF(F)"dA := PdA = PNdA
fithrt direkt auf den 1. PIOLA-KIRCHHOFFschen Spannungstensor
P = 7%(g ® Gy) mit 7% = || L% (1.38)

G

Die dA und da in GI. [[.37 sind Fliachenelemente in den Referenz- bzw. geometrisch
imperfekten und der Momentankonfigurationen mit den Flidchennormalen N und
n. Der erste P1OLA-KIRCHHOFFsche Spannungstensor P ist im allgemeinen nicht
symmetrisch. Eine geeignete Modifizierung mittels eines fiktiven Kraftvektors

dF = F~'df = F'PdA = SdA (1.39)
ergibt den 2. PIOLA-KIRCHHOFFschen Spannungstensor
S = o™(G; ® G},) mit o = 7" (1.40)

der dann auch symmetrisch ist und eine direkte Verkniipfung des fiktiven Kraftvek-
tors F mit dem Flichenelement dA darstellt.
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1.5 Konstitutive Beziehungen

Alle bisher durchgefiithrten Betrachtungen waren im wesentlichen unabhéngig von
der Art des Materials, die einzige Einschrinkung bestand in der Definition des
Kontinuums. Nun sollen die in Abschnitt eingefithrten Verzerrungen mit den
in Abschnitt [[.4] definierten Spannungen verkniipft werden.

Restriktion 2: Bei Beschriankung auf kleine Verzerrungen wird ein linearer Zusam-
menhang zwischen Spannungen und Verzerrungen vorausgesetzt.

In den Referenz- und geometrisch imperfekten Konfigurationen wird dieser Zu-
sammenhang zwischen dem 2. PIOLA-KIRCHHOFFschen Spannungstensor und dem
GREENschen Verzerrungstensor in der Form

S =@CE® (1.41)

hergestellt. Das diesen Zusammenhang beschreibende Material verhélt sich nach
dem ST. VENANTschen Werkstoffgesetz. In Komponentenschreibweise folgt

o'l = Cky,,. (1.42)

1.5.1 Elastizitatstensor

4 C ist eine Tetrade, nach Anhang [A4] also ein Tensor 4. Stufe
WC =G 0G0 G, a). (1.43)

Die Komponenten C* des Elastizititstensors W C lassen sich fiir homogene, iso-
trope und linear-elastische Werkstoffe aus den unabhéngigen Werkstoftkonstan-
ten E, den Elastizitdtsmodul, und p, der Querkontraktionszahl, ermitteln. Unter
Beriicksichtigung der Orthonormalitdt der Basis G, kann Gleichung in der
Form

g E Epn
ij — 4 8:; spur(E(©) 1.44

geschrieben werden. Unter Ausnutzung der symmetrischen Eigenschaften des Span-

nungstensors und des Verzerrungstensors konnen diese als Spaltenmatrizen angege-
ben werden:

—_
—_

11

V22
- 733

und 7 = 2 | (1.45)

2793

2713

Qu
I
=W N
RN

[\
w

Q 9. 9 9 9 9

-
w
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Hierbei ist zu beachten, dass bei der Definition der Spaltenmatrix ¥ die doppelten
Verzerrungen auftreten. Die Elastizitditsmatrix C enthélt dann nur noch 62 = 36
statt 3* = 81 Komponenten und hat die Form

1l—p p L 0 0 0
0 l—p p 0 0 0
E 0 0 l—p O 0 0
= 1-2 (1.46)
(14 p)(1 —2p) 0 0 0 =2 0 0
0 0 0 0o =2 0
0 0 0 0 0o =2

1.6 Feldgleichungen

STEIN und BARTHOLD geben in [54], ausgehend von der Massenbilanz und der
Impuls- und Drallerhaltungssétze, als Sonderfall der dynamischen die statische Feld-

gleichung an:
divT + k=0 V7 € 'B. (1.47)

Diese Gleichung wird auch als 1. CAUCHYsche Bewegungsgleichung bezeichnet und
gibt die statischen Gleichgewichtsbedingungen in der Momentankonfiguration an.
Der Anteil k reprasentiert dabei die Volumenkrifte. Eine weitere Bewegungsglei-
chung kann durch Zerlegung des CAUCHYschen Spannungstensors in einen sym-
metrischen und einen schiefsymmetrischen Tensor hergeleitet werden. Es gilt in
Komponentenschreibweise
ik(= o = L. Lo o
T =7"(g: ® Gr) = 57 (gi®gk+gk®gi)+§7' (Gi ® Gk — G @ Gi)
(1.48)
Dok e e oo L
=57 (G ® G + G © Gi) + 57 (i X Gi).

Der zweite Teil der Summe in Gleichung[1.48 beschreibt das Momentengleichgewicht
in B. Als Vektor

2tM = 7 (G x Gu) =0 VT €'B (1.49)
dargestellt, wird das Momentengleichgewicht auch als 2. CAUCHYsche Bewegungs-
gleichung bezeichnet. Der Vektor ™ ist dabei der axiale Vektor des CAUCHYschen
Spannungstensors. Ist T symmetrisch, das ist die Grundlage des BOLTZMANNschen
Axioms, und nur dann, so muss der Vektor ¥, wie in Gleichung angegeben,
null sein. LEIGH zeigt in [35], analog zum Spannungsvektor, die Herleitung der
2. CAucHyschen Bewegungsgleichung mit Hilfe des Momentenvektors m und gibt
folgende Gleichgewichtsbedingung an:

divM + 7 = 2t V7 € 'B. (1.50)
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M ist dabei der Momententensor, 7 beschreibt die Volumenmomente. Der Momen-
tentensor und die Volumenmomente konnen erst durch polare Kontinua beschrieben
werden. Fiir nichtpolare (klassische) Kontinua vereinfacht sich die 2. CAUCHYsche
Bewegungsgleichung zu

T =17 (1.51)

Dies entspricht direkt der Voraussetzung fiir die Giiltigkeit des BOLTZMANN-schen
Gesetzes, das sich fir M = 0 und 7 = 0 folgt i = 0 direkt aus Gleichung A7
ergibt.

Die Transformation der Feldgleichungen [[.47] und [[L49] auf die Referenzkonfigura-
tion, unter Verwendung des in Gleichung [1.3§] eingefiihrten 1. PIOLA-KIRCHHOFF-
schen Spannungstensors P, liefert

DivP+ K =0 VX € °B (1.52)

2TM = 7' (7 x Gy) =0 VZ € °B (1.53)

und bei Verwendung des in Gleichung [L.40] definierten 2. P1OLA-KIRCHHOFFschen
Spannungstensors S

Div(FS)+ K =0 VX €°B (1.54)

2TM = 6% (G; x G) = 0 Vi e "B. (1.55)

Die Gleichungen [L.52] bis [[.53] gelten fiir die geometrisch imperfekte Konfiguration
analog. Es miissen dann die Basen G durch /G und die Bezugsriume °B durch /B
ersetzt werden.

Randbedingungen

Sei OB der Rand des Korpers B. Weiterhin gelte 0B, sei der Rand mit vorgegebenen
Verschiebungen, 0B, sei der Rand mit vorgegebenen Spannungen,

0B, U9dB, = 0B und 0B, N 0B, =0, (1.56)

dann konnen geometrische und statische Randbedingungen angegeben werden. Fiir
die Momentankonfiguration ergeben sich als geometrische Randbedingung

@(7) =i VT e 0'B, (1.57)
und als statische Randbedingung

I=1 Vi e d'B,. (1.58)
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1;_’ beschreibt dabei eine Oberflichenspannung in EULERscher Darstellung bezogen
auf die Momentankonfiguration. In LAGRANGEscher Darstellung beziiglich der Refe-
renz- und geometrisch imperfekten Konfigurationen folgen die Randbedingungen zu

W(dpae (X)) = @y, (' X)) = & VZ € 8°B, V O'B, (1.59)

und .
T=T vX € "B,
L (1.60)
IT=IT ¥1X € 9'B,.

1.7 Prinzip der virtuellen Arbeit

Beim Prinzip der virtuellen Arbeit werden fiir die Darstellung beziiglich der Re-
ferenzkonfiguration in den Gleichungen und virtuelle Verriickungen 64
eingefiihrt:
DivPsi =0 VX € °B
S S (1.61)
(T —T)oi=0 vX € 9"B,.
In Gleichung [L.61] werden nach Restriktion [I] die Volumenkrifte K vernachlassigt.
Die Integration iiber das Volumen bzw. die Oberfldche des Korpers zur Referenzzeit
t = tg liefert die virtuelle Arbeit

SW = / DivPsadV + / (T — T)sidA = 0. (1.62)
0B 0B
Das Volumenintegral kann mit
(Div(P))du = Div(P*6i) — P - Gradou (1.63)

und dem GAUssschen Integralsatz unter Beriicksichtigung des CAUCHYschen Fun-
damentaltheorems umgeformt werden:

W = — / P - GraddadV + / TéiidA. (1.64)
0B 8B

Wird nun eine Aufteilung in eine innere Arbeit

oW, = / P - GradéudV (1.65)
0B
und eine duflere Arbeit )
W, = TéadA (1.66)
8B

vorgenommen, folgt das bekannte Prinzip

SW; = §W,. (1.67)
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Werden in Gleichung [1.65] die Beziehungen [1.39 und [1.24] unter Beriicksichtigung
der konstitutiven Gleichung [I.4]] eingesetzt, folgt

5Wi:/ FS-5HdV:/ S-%é(FTF—l)dV
°B °B (1.68)
:/ S SE@qV = 4TI,
0B

Die innere virtuelle Arbeit ldsst sich auch als Variation eines Energiefunktionals
darstellen, mit

I, = / 7, dV (1.69)
1%4

als volumenspezifischer Forménderungsenergie. 7; kann als Bilinearform in den Ver-

zerrungen dargestellt werden

.1 L1
= 5(4)(3 (G®G) = §C’”kl%’j’)’kz- (1.70)

Gleichung [[.44] ergibt sich nun als Variation des Energiefunktionals zu

S= =0 (L.71)



Kapitel 2
Cosserat-Kontinuum

Als konsistente Fortsetzung der im vorangegangenen Kapitel beschriebenen Kinema-
tik des BoLTZMANN-Kontinuums, werden jetzt jedem materiellen Punkt, zusétzlich
zu den in Kapitel [I] betrachteten drei Verschiebungskinematen, drei Drehkompo-
nenten als kinematische Variable zugeordnet. Realisiert werden diese kinematisch
Unabhéngigen durch starre Dreibeine, auch Direktoren genannt.

Bild 2.1: Menge materieller Punkte M mit Direktoren

Die Einbettung der Menge materieller Punkte M in den EUKLIDischen IR-Vektor-
raum IE? erfolgt wie in Kapitel [l durch Wahl einer zeitlich invarianten kartesischen
Basis E = {61,62,63} Weiterhin wird jedem Punkt eine orthogonale punktfeste
Basis B = {51,52,53} zugeordnet (siehe hierzu Bild 27]). Diese Menge gerichteter
Punkte beschreibt ein polares Kontinuum und wird als COSSERAT-Kontinuum, nach
den Gebriidern COSSERAT (1896), bezeichnet.

Eine anschauliche Darstellung der COSSERATschen Theorien, mit der Einschréankung
auf lineare Deformationen, gelang GUNTHER in [21]. SCHAEFER gibt in [52] eine
Zusammenfassung zum Stand der Wissenschaft im Bereich der polaren Kontinua,
speziell der COSSERATschen.

23
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2.1 Konfigurationen des einparametrigen
Kontinuums

In diesem Abschnitt wird der materielle Kérper B mit speziellen Eigenschaften
versehen. Dieses Kontinuum sei der ebenfalls dreidimensionale Stab S. Zur Einbet-
tung dieses Korpers in den EUKLIDischen Vektorraum wird der Stab durch eine
Raumkurve, die als Schnittmenge zweier Flachen definiert ist, beschrieben. Diese
Raumkurve sei die Stabachse

S(éi, gg,(?g) S F1 N F2 mit Fl(gl,gg,gg) =0 und FQ(éi,éE,é}g) =0. (21)

Alle Punkte des Stabes & mit dem Volumen V sollen beziiglich der Stabachse S in
der Form

VX ¢ S(1,6,8) 3 f: X — X(S) mit S € S(ey, &, &) (2.2)

beschreibbar sein. Dabei wird jedem Punkt S dieser Kurve eine orthogonale konvek-
tive Basis, siehe Bild [L.7, G = {él, G}, ég} derart zugeordnet, dass @3 tangential
an S und normal zur Ebene Q liegt. Q beschreibt in den Referenz- und geometrisch
imperfekten Konfigurationen die Ausdehnungen des Stabes senkrecht zu seiner Ach-
se, die klein gegeniiber der Ausdehnung der Stabachse, der Léange L, sein sollen. Q
wird als Querschnitt bezeichnet und in der Referenzkonfiguration durch él, Gs be-
schrieben. Die Abbildung in Gleichung kann nun angegeben werden:

R?> — R’
ol S A A oA (2.3)
X = X(5)=540'G+6°G..

S wird auch als Schwerpunkt des Querschnitts Q bezeichnet. Die Oberfliche 0S
des Stabes S sei die Flache A. Mit der Einfithrung weiterer punktfester orthogo-
naler Basen E = {il,ég,ég} die in den Referenz- und geometrisch imperfekten
Konfigurationen mit den konvektiven Basen iibereinstimmen

—

éi = él bzw. Iéi = IG,L', (24)

siehe hierzu Bild 2.2] kann das dreidimensionale Stabkontinuum auf ein eindimen-
sionales reduziert werden. Die Basisvektoren éa fir « = 1,2 werden nach den
COSSERATs auch als Direktoren bezeichnet, da sie eine Orientierung der Punkte
der Stabachse S vermitteln. An dieser Stelle sollen nun Annahmen getroffen wer-
den, die fiir die weiteren Betrachtungen erhebliche Vereinfachungen bewirken. Es
ist hierbei zu beachten, dass jede Annahme eine Einschrinkung der Verwendbarkeit
der hergeleiteten Theorie darstellt und in jedem Falle kritisch hinterfragt werden
muss.



2.1. KONFIGURATIONEN

Bild 2.2: Stabkonfigurationen

25
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Restriktion 3: Die Raumkurve der Stabachse kann abschnittsweise durch Geraden
approximiert werden, d.h. alle Stababschnitte sind in den Referenz-
und geometrisch imperfekten Konfigurationen gerade.

Restriktion 4: Die Querschnitte Q sind sowohl in den Referenz- und geometrisch
imperfekten Konfigurationen als auch in der Momentankonfigura-
tion eben (BERNOULLI), d.h. die Abbildungen ¢ ;, und ¢;,, in den
Gleichungen und [LTT bilden die ebenen Querschnitte °Q bzw.
IQ auf den ebenen Querschnitt ‘Q ab.

Restriktion 5: Die Querschnittsform bleibt auch nach der Deformation erhalten
(de ST. VENANT), d.h.

d(A B) - %d((i, b) (2.5)

mit d Metrik des R?, b € R, A, B € °G und @, b € 'G. Dabei seien
0G und ‘G Geraden mit °G C °Q und !G C Q.

2.2 Deformation

Nun ist es moglich den Verschiebungsvektor « jedes Punktes @ € °Q in der Form

—

i=a+6%F —G,) fira=12 (2.6)

anzugeben, wobei @ den Verschiebungsvektor des Schwerpunktes beschreibt.

Die Abbildung der Basisvektoren = auf die Basisvektoren E erfolgt mit der in An-
hang eingefiihrten Drehmatrix

— .

&= Rl

(]

[Ty

= RIG, (2.7)

J

Weiterhin muss noch der Zusammenhang zwischen den Direktoren é,; und den kon-
vektiven Basisvektoren g’a angegeben werden

—

-~ g
o= =5,10 | =0. 2.8
7| g (2.8)

Damit ergibt sich der Verschiebungsvektor zu

i =i+ 0°(bR} — 61)G, fiir a = 1,2. (2.9)
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2.2.1 Deformationsgradient

Der in Gleichung[T.22] eingefiihrte Deformationsgradient F verbindet die konvektiven
Basen g@ und éz Mit F = F folgt

7. =FG,. (2.10)

Die Basen der Punkte der Stabachse sind dabei iiber die folgenden Beziehungen

gekoppelt
g, =bRiE; = bRLG, = b, (2.11)
G, =Z5= (% +uh)G;. (2.12)

Dies fiihrt mit der Definition von F analog zu Gleichung auf

F=0,0G +1,0G" (2.13)
Mit Gleichung [A.57, b = 1 und der Substitution & = /1 — (%)2 folgt fiir grofle
Drehungen in Matrizenschreibweise
Los o 33 A3 1,2 ~ 2 1,3
1—§(ww + ww?) ow +§ww —Ww +§ww
—_ k _
F=F= —Ow? + §w1w2 1— é(wlwl + W) ow! + §w2w3
2,13 H,Zs 1+ 2?3

(2.14)

und bei Beriicksichtigung des ersten Terms der Reihenentwicklung, siehe Gleichung

[A.53]

F=F=| - w? . (2.15)

Fiir die weiteren Untersuchungen ist noch die Angabe der Basis eines beliebigen
Querschnittspunktes erforderlich:

— bRIG; = b€, (2.16)

Gs = T3 = (04 + s + 0°bR), )G, (2.17)
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2.2.2 Verzerrungs- und Kriimmungstensor

Ausgehend von dem in Abschnitt [[.3.2] definierten GREENschen Verzerrungstensor
“E konnen die Verzerrungen fiir jeden beliebigen Querschnittspunkt Q € Q

1
Yik = §(gzk - Gik) (2-18)
und fiir Punkte der Stabachse S € S
1
Vi = §(glk — Gir) (2.19)

angegeben werden. Die Metrikkoeffizienten, die mit den Gleichungen [2.10] bis 2. 12
und 216 bis 217 bestimmt werden, ergeben sich zu:
Gij = 04
G5 = Jap = b’0as
9og = bRY (85 + U;3)

(2.20)
933 = (653 + %}3)2
9oz = 9,5 + VO R} 4 Rjq
933 = goy + 2003 + 1;3)0°bR, 4 + 0°07V° R), JRy ;5
und daraus die Verzerrungen
1
Yap = §(b2 —1)dap
1 :
Yo = 7, + 300 RY s R (2.21)
spi 4 Losgr2pi
V33 = 133 + ((Sjg, + %73)1)0 R/B,3 + 50 07b RB,3R’YJ»3‘
Nach Einfiihrung des Kriimmungstensors
K= Rij = Rf,;;Rkja (2.22)

der die Anderungen der Basen E und = beziiglich #3 beschreibt, kénnen die Ver-
zerrungen 7;; beliebiger Querschnittspunkte durch die Verzerrungen % und die
Kriimmungen g;; der Stabachse beschrieben werden.

1
1 (2.23)
V33 = Ygg T begﬁﬁ?)RéFl?, + 5526[397@&@%
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2.3 Prinzip der virtuellen Arbeit

In Abschnitt [ wurden die virtuellen Arbeiten, die innere Arbeit in Gleichung
und die duBlere Arbeit in Gleichung [I.60, fiir das 3-dimensionale klassische
Kontinuum angegeben. Diese miissen bei Beriicksichtigung des Momentengleichge-
wichtes[L50 noch auf die Stabachse S reduziert werden. Dazu wird die infinitesimale
Anderung 8% mit @ nach Gleichung verwendet:

5ii = 8ii + 5(6°3 ) fir @ = 1,2. (2.24)

Bild 2.3: Infinitesimale Drehung

Die infinitesimal kleine Anderung 5ga der Basisvektoren g’a kann nach Bild 2.3] in
der Form
0, =0pxg fira=12 (2.25)

geschrieben werden.

2.3.1 Innere Arbeit

In Gleichung [I.65] wird der 1. P1oLA-KIRCHHOFFsche Spannungstensor P mit Hil-
fe des CAucHYschen Fundamentaltheorems durch den Spannungsvektor T ausge-
driickt. Nun erfolgt die komponentenweise Aufspaltung:

oW, = /P - GraddudV
> (2.26)
= /Tiéﬁvidv = /T35ﬁ,3dV+/Ta517,adV.
s S S
Die partiellen Ableitungen der Gleichung unter Beriicksichtigung der Gleichung
lauten
Olig = 0Uz+ 0@ x 0°g +05x0°G |
’ =a = (2.27)
Olig =0 X g .
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Mit der Beziehung
T X o= =T x &5 = T° x 0°F_, (2.28)
die aus dem Momentengleichgewicht in Gleichung und den Gleichungen
und 217 resultiert, kann Gleichung unter Verwendung der Rechenregel
A-(BxC)=B-(CxA)

umgeschrieben werden:
W, = /f3(6ﬁ’3 +083x 0% +0p x QO“gag)dV + /7:0‘(695 X g )V
S ’ S e

— /T*35g73dv+ /f3(5¢,3 X 0°§ )dV+/f3((5g5>< 6°g )dAV+

S S - S -
+/—(fa x § )0GdV

S (2.29)
— / T?0d 5 + / (0°G x T*)6F 3dV — / (T° x 0°g )opdV+

S s ¢ S -

+ /{(f3 X T 4) + (T° x 0°g ) }o@dV
S g

a,3
- /T“Sag’sdv + /TS(QS X 6@)dV + /(9%7 X T%)6F gdV.
S S s

Mit der Definition der Schnittgréfien, dem Schnittkraftvektor N , dem Schnittmo-
mentenvektor M,

N [ T
q (2.30)
M = /(eag* x T%)dQ
Q Za
und den Anderungen der Variablen
0€:=0Uq+ T4 X 0P,
CT O T Es NP (2.31)

SR = 655

kann die innere virtuelle Arbeit, die nach Gleichung [I.68 der Variation eines Ener-
giefunktionals entspricht, in iibersichtlicher Form angeschrieben werden:

SW; = 611; = / No&dS + / MG§RdS. (2.32)
L L

2.3.2 AuBere Arbeit

Mit Einfithrung des Umfangsintegrals U als Funktion der Parameterlinien ¢

U=u(b,6) (2.33)
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und der virtuellen Verriickung nach Gleichung folgt fiir die virtuelle dufere
Arbeit 6W, mit A =US+Q |§

L
W, = [ TyéudA = / f TududUdsS + / TRdidQ
Q

a%s

0
L

/7{ Ty (6T + 65 x 637 )dUdS + / TQ(0T + 6@ x 633 )dQ

/%TuéudUdS—l—/f 009, x Ty )0@pdUdS+

/TQ@dQ /TQ(590 x 039 )
Q 0o JQ -

Die beiden Umfangsintegrale in Gleichung [2.34] werden definiert als

NU = % fudU
v (2.35)

My = f(eaga x Ty)dU
u

0 (2.34)

und mit Einwirkungsvektor fiir Linienkréfte bzw. Linienmomente bezeichnet. Wei-
terhin werden die beiden Fléachenintegrale als

Ng = / TodQ
Q (2.36)

MQ = /(Qgga X TQ)dQ
Q

definiert und mit Einwirkungsvektor fiir &uflere Schnittkréifte bzw. Schnittmomente
bezeichnet. Damit ergibt sich fiir W,

L

L
SW, = / Nydids + / Myd@dS + ‘]\7@5@ +‘MQ5¢ (2.37)
L L 0 0

2.4 Forminderungsenergie

Die Reduktion der Forménderungsenergie aus Gleichung [.69] auf die Stabachse

I, = / / T dQdS = / ™ dS (2.38)
LJQ L

erfolgt, indem in 73@ die Stabkinematik eingebaut wird. Mit Restriktion [, die zu
Y11 = Y22 und zu Y19 = 791 = 0 fiihrt, lésst sich die Forménderungsenergie

1
;=

1 [ 2E(Va3Ya3)  E(2YaaYao + 4%aaYss + (1 — 1)y33733)
1 L d 2.39
2/o[ (1+p) (1+ p) (1 = 2p) Q- (239)

angeben, siehe auch Kessel [27] und Lumpe [40].
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Restriktion 6: Das Verhéltnis der Abmessungen D/L des Stabes S, dabei sei D der
Durchmesser, wird auf 10~! beschrinkt.

Mit Restriktion [0l kann die spezifische Forménderungsenergie des Stabes weiter ver-

einfacht werden: )

’;FZ': 5 / [E’Y33733 + 4G70437a3]dQ‘ (240)
Q

Diese Vereinfachung ist moglich, wenn die Verzerrungen 7(ao) durch Auflésung der
Gleichung [[L44] nach diesen in der Form

9 (aa)

Naa) =~ (L 1) (1 = 241) — pysy (2.41)

eliminiert, die aus Restriktion [Blresultierende Vernachlassigung der Querspannungen
O(aa) beriicksichtigt und der Gleitmodul

E
G = —2(1 ) (2.42)

eingefithrt werden. Die spezifische Forminderungsenergie in Gleichung 2.40] stimmt
dann mit der Herleitung von KAPPUS in [25] und [26] iiberein. Lumpe gibt in [40]
den Fehler der in Gleichung durch Einfithrung von Restriktion [6] gemacht wird
mit 0,1 Promille an.

Werden nun die Verzerrungen 733 und 7,3 durch Gleichung 2.23] ersetzt, folgt fiir
die Forménderungsenergie mit b = 1 schliefllich:

1

Ty = 2 /Q[E133133 +E 9[397563&/3(R§’)E13)2+

1
+ Z_LEeﬁmeéeeﬁmﬁ'Y?’ﬁé?’ﬁﬁ?’ + 2E95553Réﬁl3133+ (2.43)
+ E0°0 kgt + B0 0k gt sty RS F s+
+4Gy v T 4G9ﬂﬁﬁala3 + Gé”gmﬁﬁaﬁm]dQ.

Die Vernachlassigung des Terms 4. Ordnung unter Beriicksichtigung der Beziehung

Rij = €jikKk

und der Gleichungen 2.49 und .50 fiihrt auf die etwas iibersichtlichere Form der
Forméanderungsenergie:

FE
71Tz‘ = 3 / (5§ + Qﬂewe,gae«,éﬁa/%(RéEBf"_
Q
+ 0°07 epneqshakises)dQ+ (244)

+ g / (2 + 0°0 e ppearkl)dQ.
Q
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Nun werden noch die Querschnittswerte

SP = / 0°dQ , I = / 0°07dQ (2.45)
Q Q
fiir die beziiglich der Hauptachsen des Querschnitts folgendes gilt:
—0 fi
SP=0 , 1% ir £y (2.46)
£0 firg=7vy

eingefiihrt. Die erste Bedingung in Gleichung 246 ist in Gleichung 2.44] bereits
eingearbeitet.

2.5 Stabgleichungen

Das Differentialgleichungssystem zur Beschreibung des Ubergangs des geraden Sta-
bes von den Referenz- bzw. geometrisch imperfekten Konfigurationen in die Mo-
mentankonfiguration besteht aus 18 Gleichungen, den Stabgleichungen.

Aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit nach Abschnitt 23] lassen sich die 6 Gleich-
gewichtsbedingungen ableiten:

N+ Ny =0, (2.47)
My —Z45x N+ My =0. (2.48)

Die Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen, die aus den Anderungen der konstitu-
tiven Variablen, siehe Gleichung 2.31] hergeleitet werden kénnen und von Kessel
[27] in der Form

1
fa = F5Fy0 =27, &3 = 5(E5Fi —ds) = 7, (2.49)

und
Ky = Fa, K3 = kmREE,, (2.50)

—x

angegeben werden, liefern weitere 6 Gleichungen. Die fehlenden Gleichungen sind
die 6 konstitutiven Beziehungen. Diese ergeben sich direkt durch Ableitung der auf
die Stabachse S bezogenen Forminderungsenergie T in Gleichung [2.44] nach den
Anderungen der Variablen der Gleichung 231 zu:

g_oT (57)

(08 (2.51)
L 9T (ER)
M=_—"12"

97
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und im einzelnen

N'=GAey,,  N?=GAs,
1 1
N3 = EA83 + éE]Hliglig + §EI22H1/11,

M' = EI”k; (RyF;3)* +¢e3),  M?=EI"ky (RyE;3)° +e3)
M3 = G(IH + 122>/€3 = G]Pligg

(2.52)

mit /7 als polares Trigheitsmoment.

Linearisierte Stabgleichungen

Die Auswertung der konstitutiven Beziehungen der Gleichung 2.57] liefert bei al-
leiniger Beriicksichtigung linearer Deformationsgrofien die folgenden Schnittkréifte
und -momente:

N' = GA(uly — w?), N? = GA(Q?S +wh), N? = FAu?,

2.53
M"' = —EI*uw, M? = —EI'w%, — M°=GIPWY, (2.53)



Kapitel 3

Einordnung der Theorien in Bezug
geometrischer Nichtlinearitit

3.1 Allgemeines

In den Kapiteln [I] und 2 wurde eine geometrisch nichtlineare Stabtheorie fiir den
geraden wolbfreien Stab unter statischer Belastung dargestellt. Aber schon diese
Darstellung zeigt, dass die Einfithrung von Restriktionen, es sei auf die Restriktio-
nen [l bis [6] verwiesen, erforderlich und sinnvoll ist, um iibersichtliche Gleichungen
zu erhalten. Die Auswertung der Gleichungen ist trotz dieser Einschrankungen nur
in Sonderfallen in geschlossener analytischer Form méglich und wird daher nur fiir
einige wenige Beispiele angegeben. Die Losung der Gleichungen komplexer Struktu-
ren wird dann nédherungsweise mit Hilfe der Finiten Element Methode als direktes
Variationsverfahren durchgefiihrt.

Fiir die richtige Anwendung der geometrisch nichtlinearen Stabtheorie ist deren
Einordnung in die gdngige Terminologie des Ingenieurwesens erforderlich. In diesem
Zusammenhang treten Begriffe wie kleine, méfiige, groffie oder endliche Drehungen,
Verschiebungen und Verformungen genauso héufig auf, wie Theorie 1., II. und III.
Ordnung. Aus mathematischer Sicht ist diese Zuordnung recht einfach, wenn fiir die
Beschreibung der Winkelfunktionen Reihenentwicklungen der Form

2 3

sin(p + o) = sin g + @ cos g — %singpo — %cosgpo + ...
3 2 2 3 3 2
PN ] _¥o) _ ¥ _ PP (%
IRAET +¢<1 2!> 7] (% 3!) 3] (1 2!) T

35



36 KAPITEL 3. EINORDNUNG DER THEORIEN

bzw.
2 3
_ . ¥ 2
cos(¢ + o) = €os pg — psinyy — o7 €08 %0 + 37 8o + ...
2 3 2 2 3 3
_1_%0 _ _¥o\ _¥ (1 _¥o) ¥ _¥o
=1y (SOO 3!) ol (1 2!)+3! <90 3!)+'“

(3.2)
verwendet werden. Dabei sind die Imperfektionen ¢y maximal méaflige Drehungen.
In den folgenden Abschnitten werden den Begriffen der Theorien die entsprechenden
Bezeichnungen der Drehungen zugeordnet. Es werden folgende Winkel festgelegt:

kleine Drehungen ¢ < 1°
méfige Drehungen ¢ < 10°

grofle Drehungen ¢ < 30°.

In diesem Zusammenhang wird darauf hingewiesen, dass die quantitative Beschrei-
bung der Verformung nicht nur den spannungserzeugenden Teil der Deformation
enthélt. Die Deformation kann, wie in Abschnitt [L3.1] gezeigt, in eine Starrkérperbe-
wegung und eine Streckung zerlegt werden. Dabei wird die Zerlegungsreihenfolge
berticksichtigt, siehe hierzu die Gleichungen und [[.26] Nach Restriktion 2l wird
fiir den spannungserzeugenden Teil der Deformation, die Streckung, ein linearer
Zusammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen vorausgesetzt.

Im Bauingenieurwesen werden bei der Berechnung rdumlicher Stabwerke iiberwie-
gend die Theorien I. und II. Ordnung angewendet, daher wird auch die allgemein
bekannte Schreibweise fiir die Schnittgréofien verwendet:

N¥=N,N?=Q., N'=Q,
M3 = My, M? = M,, M* = M,

3:

w=u, v =w, u' =v

3 _ 2 __ 1 __
w _praw _szaw _pr

Diese Theorien erfordern die Einfiihrung weiterer Restriktionen. Es wird zwischen
hauptsichlich durch Normalkrafte beanspruchten Staben, den Fachwerkstdben, und
iiberwiegend biegebeanspruchten Stédben unterschieden. Fiir beide Stabtypen gilt:

Restriktion 7: In den konstitutiven Variablen ¢; und x; werden nur die linearen
Terme beriicksichtigt.
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Fiir die biegebeanspruchten Stdbe sind weitere Restriktionen erforderlich:

Restriktion 8: Die Verzerrungen in Richtung der Stabachse S Vs infolge der Nor-
malkréafte N sind bei Beriicksichtigung der durch die Gebrauch-
stauglichkeit im wesentlichen vorhandenen kleinen Verdrehungen
vernachldssigbar.

Restriktion 9: Die Querschnitte Q stehen auch nach der Deformation senkrecht
auf der Stabachse S, d.h. die Schubdeformationen werden vernach-
léssigt.

Restriktion [7] fithrt auf die linearisierten Stabgleichungen in Abschnitt 2.5 Die Re-
striktionen [§ und [9 bedeuten eine Vernachliassigung der konstitutiven Beziehungen
fiir N und @ fiir Biegestébe.

Mit diesen Einschrénkungen und der Betrachtung ebener Systeme verbleiben nur
noch eine konstitutive Beziehung aus Gleichung fiir Fachwerkstébe

N = EAY
und eine fiir biegebeanspruchte Stébe

M, = —EILg..

3.2 Einordnung der Theorien I. bis III. Ordnung

Theorie I. Ordnung - kleine Drehungen

Bei der Theorie I. Ordnung werden die Gleichgewichtsbedingungen am unverform-
ten System, d.h. in den Referenz- bzw. geometrisch imperfekten Konfigurationen,
aufgestellt. Auswirkungen der Verformungen auf den Gleichgewichtszustand werden
vernachlassigt. Bei der Berechnung der Verdrehungen werden neben der Imperfek-
tion ¢y jeweils nur Terme der Reihen nach den Gleichungen [B.1] und die in
¢ linear sind beriicksichtigt. Mit Restriktion 2] und unter Benutzung nur linearer
Anteile des Verzerrungstensor nach Gleichung [I.30] d.h. bei Verwendung des HOO-
KEschen Werkstoffgesetzes, ist diese Theorie vollstéindig linear. Die Belastung kann
in einem Lastschritt aufgebracht werden.
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Theorie II. Ordnung - kleine Drehungen

Bei der Theorie II. Ordnung werden die Gleichgewichtsbedingungen nach Gleichung
2.47 am verformten System, d.h. in der Momentankonfiguration, aufgestellt. Auswir-
kungen der Verformungen auf den Gleichgewichtszustand konnen somit beriicksich-
tigt werden. Mit dieser Theorie wird es moglich nichtlineare Last-Verschiebungsbe-
ziehungen zu beschreiben. Es gelten weiterhin alle Einschriankungen des Abschnitts

3.2

Theorie ITI. Ordnung - méifige bis endliche Drehungen

Die Gleichgewichtsbedingungen werden, wie auch bei Theorie II. Ordnung, am ver-
formten System aufgestellt. Die Theorie I1I. Ordnung kann in Abhéngigkeit von der
Grofle der Verformungen spezifiziert werden. Die Beriicksichtigung méfBiger Drehun-
gen, hierbei werden neben den Imperfektionen alle Reihenglieder bis zur dritten Po-
tenz von ¢ beriicksichtigt, oder grofler Drehungen, nun werden alle Reihenglieder bis
zur fiinften Potenz von ¢ untersucht, erlaubt es auch Last-Verschiebungsbeziehungen
im iiberkritischen Bereich anzugeben.

Werden bei der Ermittlung der Winkelfunktionen unendlich viele Reihenglieder
beriicksichtigt, dann geht die Losung nach Theorie III. Ordnung fiir grole Dre-
hungen in die exakte Losung fiir endliche Drehungen {iber.
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3.3 Zusammenstellung

Bild B.1] zeigt in {ibersichtlicher Form die verschiedenen im Ingenieurwesen bekann-
ten geometrisch nichtlinearen und physikalisch linearen Theorien.

Allgemeine Stabtheorie

/ \

Geometrisch und Geometrisch nichtlinear Geometrisch und
physikalisch linear physikalisch linear physikalisch nichtlinear
Theorie I. Ordnung Theorie II. Ordnung Theorie III. Ordnung

Gleichgewicht am Gleichgewicht am Gleichgewicht am

unverformten verformten

System System

|

l

verformten :

System |
|

|

p<1° p<1°

o < 10° © < 30° @ > 30°

Bild 3.1: Einordnung der Theorien
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3.4 Beispiele

Zur Veranschaulichung der verschiedenen Theorien und deren Unterschiede werden
die folgenden zwei sehr einfachen und ebenen Stabsysteme untersucht.

Beide Systeme sind statisch bestimmt, d.h. zur Ermittlung des Verschiebungszu-
standes geniigt die Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen nach den Gleichun-
gen 247 und 248 Die Einfiihrung der dehn- und biegestarren Stdbe und deren
Ersatz durch entsprechende Federn vereinfacht die konstitutiven Beziehungen, die
nun durch die Federgesetze ersetzt werden.

Die Reduktion auf ebene Systeme verringert auch die Anzahl der Gleichgewichtsbe-
dingungen. Zur Beschreibung des Verformungszustandes geniigen schon zwei Kréfte-
gleichgewichte und ein Momentengleichgewicht. In den weiteren Ausfithrungen wird
daher die Komponentenschreibweise gewahlt, wobei Indizes nur verwendet werden,
wenn sie zum Verstéindnis erforderlich sind.

Beispiel 1: Druckstab mit Rotationsfeder

— O

— @ F
F

Bild 3.2: Druckstab mit Rotationsfeder

In Bild ist ein beidseitig gelenkig und unverschieblich gelagerter Druckstab, wie
ihn auch PETERSEN in [46] beschreibt, dargestellt. Dieser besteht vereinfachend
aus zwei dehn- und biegestarren Einzelstaben, die durch eine Drehfeder, diese soll
die Biegesteifigkeit des Stabes beschreiben, verbunden sind. Der Stab wird durch
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richtungstreue Einzellasten beansprucht. Bild B.2h zeigt das System in der Referenz-
konfiguration und Bild in der aus der geometrisch imperfekten resultierenden
Momentankonfiguration, die durch die Abbildung ¢, (! X ) aus Gleichung [[L.TT] ge-
geben ist.

Das Kriftegleichgewicht in z-Richtung liefert die Auflagerkraft T, = 0 und fiir
das Momentengleichgewicht am Gesamtsystem folgen fiir die Auflagerkréfte T4, =
T, = 0. Fiir das Momentengleichgewicht des oberen Teilsystems im Punkt C
beziiglich der Referenzkonfiguration gilt:

> Mc =0=Fsin(p+ @)l — K. (3.3)

Theorie I. Ordnung

Eine Berechnung nach Theorie I. Ordnung liefert nur dann zusétzliche gegenseiti-
ge Verdrehungen der Einzelstdbe, wenn das System imperfekt ist. Die Grofle der
Verdrehung ergibt sich mit den Annahmen nach Abschnitt zu

3 Fi
gpza(gpo—i—%) mita:?. (3.4)

Theorie II. Ordnung

Nach Theorie II. Ordnung folgt
o '
et () 03

und fiir kleine ¢
= 3.6
¥ (1 Oé) %o ( )

Aus der transzendenten Gleichung wird sofort erkennbar, dass fiir a = 1 die
Gleichung nicht l6sbar ist. Die daraus resultierende Kraft

F== (3.7)

ist die kritische Kraft. Der in Gleichung angegebene Faktor 1Ea wird auch als
DISCHINGER-Faktor, nach DISCHINGER [9], oder Vergrofierungsfaktor bezeichnet.

Fiir das perfekte System ergibt sich

0=p(a—1). (3.8)
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Theorie ITII. Ordnung

Bei der Theorie III. Ordnung werden hier nur die méffigen und endlichen Drehungen
behandelt. Es ergibt sich fiir méfiige Drehungen bei Vernachldssigung aller Terme
mit Potenzen grofer 3 die nun nicht mehr transzendente Gleichung:

2 2 2
2 ©o PYPo Yo
= a1 — a0 .
0 gp(oz 046 a2 a2)+gpo(a a6> (3.9)

Bei Vernachléssigung der Imperfektion g folgt

2
O:gp(a—ag—l). (3.10)
Hier lésst sich der Unterschied zur Theorie II. Ordnung direkt ablesen.
Das exakte Momentengleichgewicht fiir endliche Drehungen ist in Gleichung [3.3]
angegeben und wird fiir g = 0 und ¢y = % in Bild ausgewertet.

1,4
- Ib IlTa
1,2 4 Ia

IIb

I1a

0,8 - \

IIb

0,6 1
0,4

0,2 1

0 - T T T
0 0,4 0,8 12 ¢

Bild 3.3: Last-Verdrehungsbeziehung fiir den Druckstab aus Bild
mit I-Gl. B3] II-Gl. B4, ITI-Gl. und IV-GL fira oo =0und b ¢y = 1L0
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Beispiel 2: Druckstab mit Translationsfeder

F

e

Bild 3.4: Druckstab mit Translationsfeder

Als zweites System wird das in Bild B.4] beschriebene Stabsystem in Analogie zu
BRITVEC [6] verwendet. Wie schon im ersten Beispiel ist der Stab dehn- und biegest-
arr. Als Randbedingung wird einseitig eine gelenkig und unverschiebliche Lagerung
durch eine Translationsfeder ersetzt. Wie auch Bild zeigt Bild B.4a den Stab
in der Referenzkonfiguration und Bild B.4b in der aus der geometrisch imperfekten
resultierenden Momentankonfiguration.

Das Momentengleichgewicht im Punkt B lautet:

Z Mp = 0= Flsin(p + o) — KI*(sin(p + o) — sin ¢g) cos(p + ¢o).  (3.11)

Theorie I. Ordnung

Die Berechnung nach Theorie I. Ordnung liefert nur dann eine zusétzliche Verdre-
hung des Stabes, wenn das System imperfekt ist. Die Gréfe der Verdrehung ergibt
sich mit den Annahmen nach Abschnitt und bei Vernachléssigung aller Terme
mit Potenzen grofler 3 bzw. in denen ¢ nichtlinear ist zu

3
Yo — %

_ F
90:0(14—@% rmta:m. (3.12)




44 KAPITEL 3. EINORDNUNG DER THEORIEN

1,4 -

Ib
la
1,2 4
Ila

IIb
0,8 -

0,6 IMa

Ib
0,4

0.2 -

0 ‘ T T T
0 0,4 0,8 1,2 4

Bild 3.5: Last-Verdrehungsbeziehung fiir den Druckstab aus Bild B.4]
mit [-Gl. B11] 1I-Gl. B.12 111-GL und IV-GL fiir a o = 0 und b ¢y = 5

Theorie II. Ordnung

Nach Theorie II. Ordnung folgt auch bei diesem Beispiel

3
a ¥
o= (-9 (313
L—p5+az —a

mit der kritischen Kraft
F = KI. (3.14)

Theorie III. Ordnung

Bei der Theorie III. Ordnung werden jetzt nur die méafligen Drehungen behandelt.
Es ergibt sich dann die nun nicht mehr transzendente Gleichung:

2 2 3 22 2
0:¢(a—a%—1—a@—aﬂ+g@g+ S0(’00—1—i)nLgo()(a—aﬁ>.

2 2 2 3



3.4. BEISPIELE 45

Das exakte Momentengleichgewicht fiir endliche Drehungen ist in Gleichung B.11]
angegeben und wurde fiir g = 0 und ¢y = % in Bild ausgewertet.

Vergleich

In Abschnitt B4 wurden zwei einfache Stabsysteme nach verschiedenen geometri-
schen Theorien berechnet. Die beiden Bilder B.3] und ermoglichen nun einen
direkten Vergleich der Ergebnisse. Im ersten Beispiel konnte die Belastung iiber
die kritische Kraft F,..;; hinaus gesteigert werden, wenn bei der Berechnung die Be-
schriankung auf kleine Drehungen aufgegeben wird. Dieses {iberkritische Verhalten
ist gutartig, d.h es existiert fiir ein spezielles Lastniveau F' und eine ausgewéhlte
Imperfektion ¢y immer nur ein Gleichgewichtszustand. Im Unterschied dazu gibt
es beim zweiten Beispiel fiir mindestens ein Lastniveau I’ und eine Imperfektion
o zwei Gleichgewichtszustdnde, wenn bei der Auswertung des Momentengleich-
gewichtes in Gleichung B.IT] mindestens méige Drehungen beriicksichtigt werden.
Dieses Stabsystem ist bosartig im iiberkritischen Bereich. Weiterhin zeigen die bei-
den Bilder, dass bei einer Berechnung nach Theorie II. Ordnung diese Effekte nicht
beriicksichtigt werden kénnen.

Die Untersuchung imperfekter Systeme unter Beriicksichtigung mindestens méfiger
Drehungen dient in erster Linie der richtigen Einordnung der Bemessungslasten und
deren Abstand von eventuell vorhandenen kritischen Lasten. Ist das Verhalten der
Systeme in der Néhe des kritischen Bereiches von Interesse muss iiberpriift werden,
ob die auftretenden Verformungen plausibel und von dem verwendeten Material
vertretbar sind.
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Kapitel 4

Finite-Elemente-Methode

4.1 Variation des Potentials

In den Kapiteln [Il und 2] wird eine allgemeine Theorie fiir den geraden Stab mit
CosSERAT-Kinematik dargestellt. Bei dieser Darstellung werden einige Restriktio-

nen eingefiihrt. Diese sollen noch einmal zusammenfassend angegeben werden:

Restriktion 1:

Restriktion 2:

Restriktion 3:

Restriktion 4:

Restriktion 5:

Als Belastung des Korpers werden nur Oberflichenkréfte, die auf
die Stabachse S bezogen werden kénnen, zugelassen.

Bei Beschrankung auf kleine Verzerrungen wird ein linearer Zusam-
menhang zwischen Spannungen und Verzerrungen vorausgesetzt.
Fiir kleine Drehungen gem#ifl Kapitel B Abschnitte B2 und B2l wird
das HOOKEsche Gesetz als Materialgesetz verwendet, fiir alle an-
deren das ST. VENANTsche.

Die Raumkurve der Stabachse kann abschnittsweise durch Geraden
approximiert werden, d.h. alle Stababschnitte sind in den Referenz-
und geometrisch imperfekten Konfigurationen gerade. Somit lasst
sich eine leichte Uberfithrung der Stabgleichungen fiir die Auswer-
tung mittels finiter Elemente erreichen.

Die Querschnitte Q sind sowohl in den Referenz- und geometrisch
imperfekten Konfigurationen als auch in der Momentankonfigu-
ration eben (BERNOULLI). Schubverzerrungen werden im Mittel
durch die Verdrehung der Querschnitte beziiglich der Stabachse
beriicksichtigt. Wélbkrafttorsion wird vernachléssigt.

Die Querschnittsform bleibt auch nach der Deformation erhalten
(de ST. VENANT).

47
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Restriktion 6: Das Verhéltnis der Abmessungen D/L des Stabes S, dabei sei D der
Durchmesser, wird auf kleiner als 10~ beschrinkt.

Im folgenden wird ausgehend von den Stabgleichungen 247 bis[2Z.52]und dem Prinzip
der virtuellen Arbeit nach Abschnitt 2.3 das elastische Potential des geraden Stabes
mit den oben genannten Einschrinkungen angegeben. Die innere potentielle Energie
ist

I, = / NE&dS + / MRdS. (4.1)
L L

Fiir die &uflere potentielle Energie gilt

L L
I, = —/NUQdS - /Mugﬁds - ‘NQQ —'Man . (4.2)
L L 0 0

Fiir die in Kapitel [2 hergeleitete Stabtheorie folgt das elastische Potential zu

II =11, + 11,
- Z\75dS+/Z\7[/%dS—/Z\7 @dS—
/L L L (4.3)
. . L . L
- / Viygds — | Nog —‘MQSE -
L 0 0

Eine Moglichkeit der Auswertung dieser Gleichung besteht in der Behandlung als
Variationsproblem.

Sei V' Vektorraum aller stetigen Funktionen F' : [0,L] — IR dann heifit eine Abbil-
dung
V — R
g: o o L o (4.4)
g — g(ERUGP) = [, F(S,&R, 4 p)dS =TI

Funktional. Das elastische Potential stellt also ein Funktional dar. Der zu unter-
suchende Zustand sei eine Gleichgewichtslage des konservativen Systems und kann

durch
Il = g(&) R, u, ) = Extremum! (4.5)

beschrieben werden. Dann gilt fiir die 1. Ableitung
oIl = 0. (4.6)

Befindet sich das System im Gleichgewicht hat das Potential einen stationédren Wert.

Leipholz untersucht in [36] das Potential in Abhéngigkeit eines die Lage kenn-
zeichnenden Systemparameters h. Mit II = TI(h) und dem zur Gleichgewichtslage
gehorenden Parameter hg folgt mit Gleichung 0I1(hg) = 0. Die Untersuchung
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der Abhéngigkeit des Potentials II vom Systemparameter h kann durch Variation
von hg erfolgen:

o1l 1 (01 ,
HMW+M)_HMQ+(EE»QM+§(5ﬁ)%6h+”.

(4.7)

= TW(lho) + 8T1(hg) + 35°TI(ho) + ..

Erste Variation des Potentials

Mit der ersten Variation des Potentials, die durch Gleichung gegeben ist und
auch als GATEAUX-Variation bezeichnet wird, folgt direkt

Hm¢+MJ:HMQ+%ﬁHmw+”H (4.8)

Zweite Variation des Potentials

Werden kleine Variationen 6h vorausgesetzt, d.h. es wird nur die unmittelbare Um-
gebung des Gleichgewichtszustandes untersucht, kann I1(hg + dh) durch

1 (%1 , 1o,
5(5§)sz_§5nm@ (4.9)

beschrieben werden.

Aus dieser Formulierung konnen dann die drei Folgenden die Gleichgewichtslage
beschreibenden Formulierungen abgeleitet werden. Die Gleichgewichtslage ist fiir

e 6211 < 0 instabil,
e 6211 > 0 stabil und

e 02I1 = 0 indifferent.

In Bild [4.1] sind die drei Gleichgewichtslagen anschaulich gegeniiber-gestellt. Im
EuKLIDischen Vektorraum IE? mit der kartesischen Basis E = {&|, &, &} sind zwei
Flachen F}(€}, €, €3) und Fy(€}, &, € = konst.) eingetragen, die jede fiir sich ein ela-
stisches Potential beschreiben sollen. Die Kugel symbolisiert die Gleichgewichtslage,
d.h. nach Gleichung gilt 0IT = 0.

Wird die Kugel in Richtung des Basisvektor é; infinitesimal ausgelenkt, rollt sie
von der Potentialfliche F; herunter. Die Kugel setzt potentielle Energie frei und
findet, zumindest lokal, keine Gleichgewichtslage mehr. In dieser Richtung ist die
Gleichgewichtslage instabil.
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Bild 4.1: Darstellung der Gleichgewichtslagen

Die Auslenkung der Kugel in Richtung des Basisvektor €5 bedarf der Zufiihrung
von potentieller Energie. Die Kugel kehrt in ihre Ausgangslage zuriick und befindet
sich damit im stabilen Gleichgewicht.

Die dritte Gleichgewichtslage kann ausgehend von der Potentialfliche F, dargestellt
werden. Eine Verschiebung der Kugel &ndert nicht die potentielle Energie. Die zu-
gehorige Gleichgewichtslage ist indifferent.

Zur weiteren Behandlung des in Gleichung [4.3] aufgestellten Potentials mit den
Mitteln der Variationsrechnung stehen im Wesentlichen zwei Moglichkeiten zur
Verfiigung. Zum einen konnen die EULERschen Differentialgleichungen abgeleitet
werden und zum anderen kann fiir konservative Systeme eine approximierte Losung
mit dem direkten Variationsverfahren von RITZ erfolgen.

Eulersche Differentialgleichungen

Das Funktional in Gleichung [4.4] enthélt neben den Verschiebungsgrofien ¢ und ¢
auch die konstitutiven Variablen £'und &, die jedoch durch partielle Ableitungen der
VerschiebungsgroBen beschrieben werden konnen (siehe Gleichung 2.31]). Die Eu-
LERsche Differentialgleichung fiir die Variablen S, & und deren partielle Ableitungen

lautet dann

OF d OF

8_@(5’ u, 2,3) - £@(S;

IS

@ 5) = 0. (4.10)

Die Gleichung fiir die Variablen S, ¢ und ¢ 3 ergibt sich analog.
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Niaherungslosung nach Ritz

Alternativ zur Aufstellung der EULERschen Differentialgleichungen schligt RiTz
(1878-1909) eine Néherungslosung des Variationsproblems vor, das in Gleichung
angegeben ist. Die einzelnen Variablen werden durch Linearkombinationen der
Form

UYp = QoTo + Q1 T1 + Qako + ... + Ty (ai € IR) (411)

mit endlich vielen x; approximiert. Die Genauigkeit kann mittels vorgegebenen e
gewahlt werden:

19(y) — g(yn)| < e (4.12)

Fiir diese Naherung wird dann
g(ro + oy + aexs + ... + apz,) = Extremum)! (4.13)

gefordert. Die Losungen von Gleichung [4.13] sind dann Losungen des Gleichungssy-
stems

0
5 g(xo+ agry + exe + ... + apz,) =0, 1 <i<n. (4.14)
Q;

Die x; sind linear unabhéngige, differenzierbare und vollstédndige Funktionen, die

die geometrischen Rand- und Feldbedingungen erfiillen miissen.

4.2 Elementbeschreibung

In Abschnitt [A.1] wird ein Naherungsverfahren angegeben, das bei Anwendung auf
finite Elemente mit einfachen Ansatzfunktionen auskommt. Die Genauigkeit der
Berechnung, die durch den Parameter € in Gleichung .12 festgelegt werden kann,
lasst sich durch Wahl der Grofle der finiten Elemente und der Giite der gewéhlten
Ansitze beliebig erhohen.

Beriicksichtigung grofler Drehungen

Das Programm ANSY'S stellt fiir einige Elemente eine Berechnung unter Beriicksich-
tigung grofler Drehungen und kleiner Verzerrungen bereit. Dabei wird unter Verwen-
dung der Gleichung das Prinzip der Aufspaltung des Deformationsgradienten
in Starrkorperrotation und Verzerrung verwendet.

Zur Beschreibung grofler Drehungen wird der von ARGYRIS in [2] definierte und in
Gleichung [A.49] bereits eingefiihrte Pseudovektor

G ={p1, 02,03} = of mit |F] = ¢
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verwendet. Durch Einfiihrung des normalisierten Pseudovektors aus Gleichung[A.54]
siche auch RANKIN und BROGAN in [50]

J):wfmitw:\c3|:2sing

folgt unter Beriicksichtigung der trigonometrischen Beziehungen

_ . W\ 2 ) w?
Sin @Y = W —<§) , COS Y = —?

und der Beziehung

| €1

f=
w
fiir die Drehmatrix R wie in Gleichung [A.56] angegeben:

w2 1
R—1 1—<—>D D2,
+ 2 + 2
Die Matrix D ist
0 wd o —w?
D= Df = _W3 0 wl )
w2 —wl 0

wie bereits in Gleichung dargestellt.

Die elastische Elementsteifigkeitsmatrix beziiglich des globalen Koordinatensystems
FK., ergibt sich dann zu

EKe:/TT-BT-E-B-TdV (4.15)
\%
mit

T aktualisierte Transformationsmatrix die iiber die Drehmatrix R nach Glei-
chung [A.56 mit der Transformationsmatrix T,

T=T,R (4.16)

verkniipft ist.

T, transformiert die Elementkoordinatensysteme nach Bild [A ] in das glo-
bale Koordinatensystem

E Elastizitdtsmatrix nach Gleichung [1.46]
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B Verzerrungs-Verschiebungsbeziehung beziiglich des Koordinatensystems der
Elemente. Die Matrix B verkniipft die Dehnungen £ und Kriimmungen < mit
den Verschiebungen «# und den Verdrehungen &, wobei die Dehnungen und
Kriimmungen durch den Vektor £ und die Verschiebungen und Verdrehungen
durch den Vektor @ ausgedriickt werden, in der Form

&= Bi = QN (4.17)
Q Matrix in der die Verschiebungsableitungen festgelegt sind
N Matrix mit den Ansatzfunktionen.
Nun konnen die innere potentielle Energie eines Elementes
- 1 5T FB jaR
L () = le - K. - u. (4.18)
und das duflere Potential
Moo (@) = —ti! - Fo — il - Fup (4.19)

mit F. -Einwirkungsvektor fiir Linienkrifte und -momente, vgl. Gleichung 2.35 und

—

F.i -Einwirkungsvektor fiir &ulere Schnittkréfte und -momente, vgl. Gleichung[2.36],
angegeben werden.

Das elastische Potential des Gesamtsystems ist damit

(i) = O 1L, + G(Haek + lae)
e=1 e=1

1 Ne Ne (420)
= ) U(ﬁz K. - &e) - U(ﬁg ( _)e + ﬁek))
e=1 e=1
Die erste Variation des Potentials
oni(a,) = | {5{73 ~ (EK G, F - ﬁk)} (4.21)

e=

und die Extremalforderung des Potentials 611(#,) = 0, dies wird als Gleichgewichts-
lage G(u) = 0 definiert, liefern das zu losende Gleichungssystem:

o11(G.) = 0= | | {EK G, — F— F}}

e=1

(4.22)

=P K. i~ F = G(@).
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Fiir die Berechnungen wird ein 3-dimensionales Stabelement (BEAM4 3-D Elastic
Beam) verwendet. Es handelt sich um ein gerades finites Element mit 6 Freiheits-
graden je Knoten, siehe Bild L2l Der gesuchte Verschiebungsvektor i enthélt damit
drei Verschiebungen und drei Verdrehungen je Knoten:

o
W = {ur, 05, Wi, Qa1 Py ds Porls Wiy V1, Wy P gy Puyds P }- (4.23)

Fiir die Formfunktionen der Komponenten der realen und virtuellen Verschiebungs-
vektoren werden fiir u, du und ¢,, dp, lineare Ansétze und fiir die iibrigen Kompo-
nenten die bekannten kubischen Hermite-Polynome gewéhlt. In geschlossener Form
werden die Ansatzfunktionen von KOHNKE in [32] angegeben:

l

8 (pyr (1=5*) (1 =5) —@ys (1—5*) (1+5))

Pz =5 (9030,1 (1 - S) + P, J (1 + S)) :

u:%(u;(l—s)—FuJ(l‘Fs))
0=3 (1 (1=36-) o (145 6-4))

+ é (o1 (1=5") (1 =5) — .  (1—5°) (1+59))

1 s S (4.24)
w=3 (wr(1-56-9)) +u (1+36-5))

+

1

2

In Matrixschreibweise folgt daraus:

IS
Il
Z
ISR
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Die Laufvariable s ist in Bild definiert.

— —

ra Ya

Bild 4.2: Darstellung eines Stabelementes im kartesischen Basissystem

Die elastische Elementsteifigkeitsmatrix “K, in Gleichung 15 ergibt sich nach
PRZEMIENIECKI [4§] mit

A Querschnittsflache
E Elastizitdatsmodul

G Gleitmodul

[ Lange des Elementes

J Torsionstriagheitsmoment

und mit
_ ¢ — 12F1,
Yy T GA3l2
_12EI,
- ¢ = GAsl2

I; Tragheitsmoment normal zur Richtung ¢
A? Schubfliche normal zur Richtung i = A/F}

F? Schubkoeffizient.

zZu:
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Soll jedoch mit einer linearisierten Theorie gearbeitet werden, dann kann der Ein-
fluss der Verdrehungen auf das Gleichgewicht, dieser tritt bei schlanken Stabtrag-
werken mit einem kleinen Verhéltnis von Biegesteifigkeit zu axialer Steifigkeit auf,
durch die Beriicksichtigung der geometrischen Elementsteifigkeitsmatrix “K, ab-
geschitzt werden. Die Linearisierung der Elementsteifigkeitsmatrix erfolgt durch
Zerlegung der elastischen Steifigkeitsmatrix in lineare, geometrische und Anfangs-
verschiebungsmatrizen:

FK, =K, + °K. + "K.. (4.27)

Die geometrische Elementsteifigkeitsmatrix wird in der Literatur, z.B. bei WAG-
NER in [58], auch oft als Anfangsspannungsmatrix bezeichnet. Fiir die verwen-
deten Stabelemente ist die geometrische Elementsteifigkeitsmatrix “K, bei Ver-
nachléssigung der Schubdeformationen 7,3 und Annahme einer konstanten Nor-
malkraft N = ETA(UJ — uy) =~ const im Stab gegeben durch:

00 0 0 0 0 0 0 0 0 0
N N —6N N
¥ 000 FoF 000k

W9 ¥ g 0 0 =N g N g
O 0 00 0 0 0 0 0
N1 N —NI1
L U O ¢
G — s 0w 00 0 5
¢ O 0 0 0 0 0
6N —N
¥ o000 %
% 0 1 0
Sym 0 0 0
=0
2N
L 15 4

(4.28)

Beriicksichtigung endlicher Drehungen

Zur Berechnung endlicher Drehungen wird ein vom Element unabhéngiges die Dre-
hung begleitendes Verfahren, siehe RANKIN und BROGAN in [50], verwendet. Dabei
wird der Anteil der Starrkérperbewegung des Elementes an der Gesamtverschiebung
vor der Elementberechnung separiert. Damit ist es moglich Elemente fiir grofle Dre-
hungen zur Berechnung von endlichen Drehungen zu benutzen, solange die lokalen
Drehungen elementkonform bleiben.
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Beispiel 3: Auskragender Biegestab mit Randmoment

EL 1

Bild 4.3: Biegestab mit Randmoment

Die Uberpriifung der in Abschnitt dargestellten Fahigkeiten der Stabelemen-
te und des Verfahrens zur Beschreibung endlicher Drehungen erfolgt anhand des
bekannten auskragenden Biegestabes unter Randmomenteneinwirkung, in Bild [4.3]
dargestellt, vgl. ARGYRIS [3] und RAMM [49]. Der auskragende Biegestab wird durch
5 finite Elemente diskretisiert.

Bild 4.4: Konfigurationen fiir M; = gpi%, Y; = %ﬁr mit 1 =0,...,10

In Bild B4l ist der verformte Stab fiir verschiedene Lastniveaus dargestellt. Der
endgiiltige Verformungszustand wurde dabei in 9 Lastschritten ermittelt. Die Mo-
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menten-Verschiebungs- bzw. Verdrehungsbeziehungen der numerischen Simulation
zeigen nur geringe Abweichungen von der analytischen Losung, siche Bild [4.5]

uv 9
1’1 2x
1
)
N
Ml
27El y
0 =
0 1,25

Bild 4.5: Momenten-Verschiebungs- bzw. Verdrehungsbeziehungen

4.3 Berechnungsmodell

Eine Untersuchung raumlicher Stabwerke mittels finiter Elemente bedarf der Auf-
stellung eines idealisierten, in der Regel von der Realitdt abweichenden, Modells. Die
Idealisierungen miissen so gewéhlt werden, dass das zu untersuchende Problem aus-
reichend genau beschrieben werden kann. Letztendlich sollen die Ergebnisse fiir die
Praxis aufbereitet werden, d.h. von der Richtigkeit der Resultate kann die Sicherheit
von Menschenleben abhédngen. Den hier verwendeten Modellen liegen ausgefiihrte
Objekte bzw. Teile von Bauwerken zugrunde.
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Bild 4.6: Reales Stabtragwerk

Idealisierungen in diesem Sinne sind:

Idealisierung 1: Beschriankung der volumenhaften Stabwerke auf die Stabachsen,
wie dies in Kapitel 2] angegeben wird

Idealisierung 2: Approximation gekriimmter Stdbe durch gerade finite Elemente,
auch in der geometrisch imperfekten Konfiguration

Idealisierung 3: Vernachlissigung von Ausmittigkeiten in den Verbindungen der
Stébe

Idealisierung 4: Zusammenschieben der, infolge der aus Querschnittsabmessun-
gen resultierenden, parallel verlaufenden Stabachsen

Idealisierung 5: Annahme eines ideal elastischen Werkstoffgesetzes

Idealisierung 6: Imperfektionen sind affin zum niedrigsten Eigenwert der zu un-
tersuchenden Struktur.

Bild zeigt ein reales Stabtragwerk. Nach Einfiihrung der Idealisierungen [ bis
und Benutzung der Abbildung %y aus Gleichung L3 kann die Geometrie des Modells
in der Referenzkonfiguration angegeben werden, siehe Bild 4.7
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Bild 4.7: Modell aus Bild in der Referenzkonfiguration

Festlegung der Systemdaten

Ausgehend von den zu modellierenden realen Stabwerken werden die Koordinaten
der einzelnen Knotenpunkte des FE-Modells in der Referenzkonfiguration beziiglich
einer kartesischen x —y— z— Basis durch die in Gleichung[L.3] angegebene Abbildung
Oy festgelegt. Dabei werden die Punkte der volumenhaften Stibe mit Gleichung
auf die Stabachse S bezogen. Fiir die Erstellung der elastischen Elementsteifigkeits-
matrix nach Gleichung sind weiterhin die Angabe des Elastizitdtsmoduls, des
Gleitmoduls, der Querschnittsabmessungen und der zugehorigen Querschnittswerte
erforderlich.

4.4 Berechnung

Ist die Gesamtsteifigkeitsmatrix K nichtlinear von den Verschiebungen abhingig,
kann die Aufstellung nur iterativ erfolgen. In einem Iterationsschritt ¢ wird die
Steifigkeit des Systems durch die Tangentensteifigkeitsmatrix 7K ausgedriickt. Die
Bestimmungsgleichung einer Gleichgewichtslage 6I1(7) = G(u) = 0 in Gleichung
wird fiir die iterative Berechnung um den Lastparameter A erweitert. Die ver-
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allgemeinerte Gleichgewichtslage lautet nun:
STI(i, \) = G(@,\) =K -t — A\F = 0. (4.29)

Ausgehend von der geometrisch imperfekten Konfiguration kann nun eine nichtli-
neare Analyse durchgefiihrt werden. Da Imperfektionen einen wesentlichen Einfluss
auf die Last-Verformungsgeschichte haben kénnen, muss die Idealisierung @l sicherge-
stellt werden. Dazu wird ausgehend von der Referenzkonfiguration eine Eigenwert-
analyse durchgefiihrt. Anschliefend werden unter Beriicksichtigung der Ergebnisse
aus Abschnitt [5.2.3] die Verschiebungsvektoren « der Eigenformen separiert, skaliert
und mit den Gleichungen [5.1] und die imperfekten Modelle erzeugt.

4.4.1 Eigenwertanalyse

In Abschnitt 1] wird die zweite Variation des elastischen Potentials als Kriterium
fiir die Art der Gleichgewichtslage verwendet. Bei der klassischen Eigenwertanalyse
geniigt es zur Ermittlung eines kritischen Punktes die Indifferenz der Gleichge-
wichtslage zu fordern, siehe auch PFLUGER in [47]. Zu einem vorhandenen Gleich-
gewichtszustand G (@, A) existiert ein benachbarter Gleichgewichtszustand Y G (i, A)
mit gleichem . Daraus folgt

NG(i,\) = NG(i + 6@, N) = G(u, \) + K (i@, \) - 6@ (4.30)

und mit der Forderung, dass auch der Nachbarzustand eine Gleichgewichtslage ist
NG(d + o, ;\) = 0, ergibt sich das homogene Gleichungssystem

K (i, \) - 6@ = 0. (4.31)

Die Determinantenbedingung det K = 0 liefert die nichttrivialen Lésungen des Glei-
chungssystems in Gleichung[4.31l Werden die Vorknickverschiebungen beziiglich des
Lastparameters A in eine Potenzreihe entwickelt, vgl. WAGNER in [58], und nach
dem ersten Glied abgebrochen, kann ein lineares Eigenwertproblem formuliert wer-
den:

{K - \°K} ¢; = 0. (4.32)

Der Lastparameter )\; ist der i-te Eigenwert und ¢; der zugehorige Eigenvektor.

4.4.2 Nichtlineare Berechnung

In Abschnitt 4.4l wird die lineare Eigenwertanalyse eingefiihrt. Ausgehend von den
dabei ermittelten FEigenformen, welche durch den zum Lastparameter \; gehérigen
Eigenvektor ¢; gekennzeichnet sind, wird das geometrisch imperfekte Modell er-
stellt. Die durch ¢; definierte Geometrie des Modells wird in globale und lokale
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Anteile nach Kapitel [ aufgespalten. Damit ist die Erstellung einer moglichst af-
finen Imperfektion moglich und gleichzeitig kann die Grofle der einzelnen Anteile
angegeben werden. Die endgiiltige Geometrie des imperfekten Systems wird nun
durch die Abbildung ¢, ;, in Gleichung erzeugt.

Die anschlieflende nichtlineare Berechnung erfolgt, wie in Abschnitt [4.4] beschrieben,
iterativ. Die bekanntesten Rechenverfahren sind das NEWTON-RAPHSON- und das
Bogenlédngenverfahren. STEIN und KESSEL benutzen in [55] das NEWTON-Verfahren
zur Berechnung geometrisch nichtlinearer Stabwerke im unter- und {iberkritischen
Bereich. Dabei zeigen sie auch die Schwierigkeiten und Beschrankungen dieses Ver-
fahrens auf.

Newton-Raphson-Verfahren

Gleichung beschreibt den Gleichgewichtszustand eines statischen Systems, das
in den Verschiebungen « nichtlinear ist. Ausgehend von einem bekannten Gleichge-
wichtszustand G('ﬁ, A) wird der nichste Gleichgewichtszustand wie in Tabelle B
angegeben erreicht.

Tabelle 4.1: Iterative Ermittlung der Verschiebungen

Schritt  Steifigkeit Verschiebungsénderung
1 TK(iy) Aty = —G (i, \) i, = 1 + Ay

2 TK(id) Al = —G(idy, A) iy = i + Al

3 TK(iy)Aily = —G(iy, \) iy = Uy + Ay

n TK(b1)AGy—y = —G(TZy1, A) iy = lip—1 + Al
Gesamtverschiebung U, = Uy + g AU;

Die Berechnung kann allgemein unter Beriicksichtigung grofler Drehungen mit der
Tangentensteifigkeitsmatrix 7K, sieche Tabelle 1], oder alternativ fiir kleine Dre-
hungen mit der linearen Steifigkeitsmatrix “K und zusitzlicher Beriicksichtigung
der geometrischen Steifigkeitsmatrix “K erfolgen. Die Abfrage der Konvergenz er-
folgt nach jedem Lastschritt durch Uberpriifung der Gleichgewichtslage G(@iq1, A).-
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Bogenlingenverfahren
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Bild 4.8: Bogenldngenverfahren

Soll nun der Zusammenhang zwischen A und @ ermittelt werden, ist Gleichung [4.29
um eine Nebenbedingung zu erweitern:

G(ii, \) :{ ?((g’ ;)) } (4.33)

Wird diese Gleichung an einem bekannten Punkt @, A linearisiert folgt:

(G S-{5)

mit G’ﬂ = TK

G),=-F.
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Die in Tabelle 1] angegebene Beziehung 7K (i) Ad; = —G(i;, A) wird beziiglich
des Lastparameters \ weiter spezifiziert:

TK (i) All; — ANF = (A+ N)F — FF = —G(@;, \). (4.35)

Die Verschiebungsanderung Aw; kann mit Gleichung [4.35lin zwei Anteile aufgespal-

ten werden

Al = ANATA + AaP (4.36)

mit A = TK(a@;) T F
AGB = —TK (@) TG(i;, \)

und A Verschiebung infolge Einheitslastfaktor

Aw® Verschiebungsiinderung des NEWTON-RAPHSON Verfahrens.

Bild [4.8 zeigt den Ablauf des Bogenlingenverfahrens mit vollstdndiger NEWTON-
RAPHSON-Iteration, vgl. FORDE und STIEMER in [I7]. Der inkrementelle Lastfaktor
AX wird mit der Bogenldngengleichung ermittelt:

1?2 =\ 4 BPAGL A, (4.37)
mit [ Skalierungsfaktor
A, Summe aller Verschiebungsédnderungen dieser Iteration.

Mit den Gleichungen .36 und 37 kann nun der Losungsvektor bestimmt werden.



Kapitel 5
Imperfektionen

Einen wesentlichen Einfluss auf die Tragfdhigkeit von rdumlichen Stabwerken ha-
ben Imperfektionen. Fiir die hier untersuchten Tragwerke aus Holz lassen sich die
folgenden wesentlichen Imperfektionsarten angeben:

- imperfekte Geometrie
- imperfekte Lasteinleitung

- imperfektes Material.

Geometrische Imperfektionen

Zu den geometrischen Imperfektionen zéhlen im wesentlichen die Formabweichun-
gen. Das konnen, bezogen auf Stabwerke, ungewollte Verdrehungen und Verkriim-
mungen der Stabachse oder abweichende Stabquerschnitte sein. In den Jahren 1998-
2000 wurde eine von der DGfH betreute und der AiF geférderte Untersuchung der
tatséchlich auftretenden geometrischen Imperfektionen an Nagelplattenkonstruktio-
nen durchgefiihrt. Die dort gemessenen Daten sind statistisch ausgewertet worden.
In Abschnitt B.I] werden die geometrischen Imperfektionen am Beispiel eines Sat-
teldachbinders in W-Form (Bild [5.]]) definiert und die Ergebnisse der Messungen in
Form von Vorschlédgen fiir die Norm in Abschnitt (5.2.3] dargestellt.

Imperfekte Lasteinleitung

Diese Imperfektionsart enthélt Ungenauigkeiten bei der Verbindung der Stébe. Dazu
zéhlen Abweichungen der angenommenen und vorhandenen Spannungsverteilungen
ebenso wie die aus unterschiedlichen Verteilungen der Spannungen resultierenden
Exzentrizitaten.

67
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Bild 5.1: Typische Nagelplattenbinderkonstruktion

Materialimperfektionen

Materialimperfektionen umfassen alle Abweichungen des verwendeten Materials von
dem im idealisierten Modell zugrunde gelegten. Fiir den Werkstoff Holz bedeutet
dies, dass z.B. Schragfasrigkeit, Drehwuchs u.4. Imperfektionen darstellen, die auch
durch orthotropes Material schwer oder gar nicht abgebildet werden konnen.

5.1 Definition der geometrischen Imperfektionen

In Bild Gdlist ein Teil einer symmetrischen Satteldachkonstruktion in Nagelplatten-
bauart dargestellt. Sie besteht aus 10 einzelnen Primérsystemen, den Dreieckbin-
dern, die durch zwei in der Obergurtebene zwischen den ersten beiden Dreieckbin-
dern angeordneten parallelgurtigen Fachwerkbinder, durch ein diagonal vom First
zur Traufe befestigtes Windrispenpaar und durch die zugehérigen Pfettenstrénge
zum Sekundérsystem ergénzt werden.

Zum Zweck einer einfachen und iibersichtlichen Darstellung werden im weiteren al-
le Betrachtungen an einem Binder beschrieben. Da in der Tragwerksplanung die
Beanspruchungen des Sekundérsystems an einem aus seinen Systemachsen gebilde-
ten idealisierten statischen Modell berechnet werden, werden auch hier der einzelne
Binder auf seine Stabachsen reduziert und alle Imperfektionen in Bezug auf dieses
Modell angegeben, siehe hierzu auch Abschnitt

Es wird als orthonormale Basis ein xz-y-z Rechtssystem, wie in Bild dargestellt,
eingefiihrt. In den folgenden Abschnitten werden weitere, im Ingenieurwesen weitaus
gebrauchlichere, Bezeichnungen eingefiihrt und in Beziehung zu den in den Kapiteln
M und Bl verwendeten gesetzt.
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5.1.1 Perfekter Binder

\)Q

X
K"
z

Bild 5.2: Modell eines Dreieckbinders der W - Form

Das in Bild dargestellte Modell eines Dreieckbinders ist in dem Sinne perfekt,
dass alle Stabachsen in einer zur x-z-Ebene parallelen Ebene liegen. Das Modell
ist dann perfekt eben und steht perfekt lotrecht. Es stellt genau die angestrebte
Referenzkonfiguration, siehe hierzu Abschnitt [L1.1] eines Binders dar. Diese Kon-
figuration ist unverformt und spannungsfrei.

5.1.2 Imperfekter Binder

Ein Binder ist dann imperfekt, wenn sein zugehoriges Modell von der in Bild
beschriebenen Referenzkonfiguration geometrisch abweicht, aber immer noch span-
nungsfrei ist. Der Binder befindet sich dann in der in Abschnitt [L1.3] definierten
Lage. Die geometrischen Imperfektionen werden durch die in y-Richtung messbaren
Abweichungen Aa vom perfekten Binder beschrieben.

Abweichungen der Punkte A und B von der perfekten Position auf der Unterkon-
struktion werden hier nicht behandelt.

Im Folgenden wird angenommen, dass sich die Geometrie des Modells jedes be-
liebig geometrisch imperfekten Binders durch die Abbildung ¢y, aus Gleichung
beschreiben lédsst. Da die geometrisch imperfekte Lage wegen der angegebenen
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... perfektes System

imperfektes System

Bild 5.3: Modell eines imperfekten Dreieckbinders

Restriktionen durch Addition der Imperfektion 7

nG ki k=1 firey;
I={iceR | =5 sinj—x | — ’
{ZG ic(x, 2) =1 (eG’] 7 x) Y0 k=2 sonst

(5.1)

zum geometrisch perfekten Modell erzeugt werden kann, lédsst sich Gleichung
etwas einfacher darstellen.

OB N IB
X1 Xz
: - = 5.2
CEURN IS GRS I S 0 [ (5:2)
X3 z

Der Index G steht fiir den Bereich, in dem die Imperfektion i beschrieben wird.

Als Beispiel ist in Bild (3] das Modell eines imperfekten Binders fiir g < 0 und
bereichsweise unterschiedlichen ng und eq; dargestellt.

Bereich Obergurt links: ep;2 < 0 sonst eg;; = 0 fiir alle j

Bereich Obergurt rechts: ep, ; = 0 fiir alle j
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Bereich Untergurt: e;; > 0 sonst ey ; = 0 fiir alle j

Wie Gleichung [5.1] und Bild (3] zeigen, setzt sich die Imperfektion I aus zwei An-
teilen zusammen. Im Hinblick auf eine Verwendung der Ergebnisse in einer Norm,
werden diese Anteile als globale und lokale Imperfektionen bezeichnet.

Globale Imperfektion

Bild 5.4: Globale Imperfektion

Die globale Imperfektion I,, beschreibt die Abweichung des Binders von der lot-
rechten Position durch den Winkel ¢, (Bild [54]). Fiir kleine Winkel ¢, beachte die
Definition der Winkel in Kapitel 3], gilt

Loy = {igo € R | ipy,0(,2) = —2c¢0} (5.3)

und fiir die Abweichungen der Stabachsen der Obergurte von der Referenzkonfigu-
ration kann geschrieben werden

. L . 2h
igo,00(1,2) = 70, 0 S @< oomit 2o = —— (5.4)
und
, x L ) x
ipo,0r(T,2) = 2h (1 - Z) o, 5 < < L mit zp, = 2h <Z - 1> : (5.5)

Die Imperfektion im Firstpunkt C hat dann die GréSe i, c = @oh.
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Lokale Imperfektion

Bild 5.5: Lokale Imperfektion des Binderobergurtes

Die lokale Imperfektion I, beschreibt die Abweichungen der Stabachsen der Gurt-
stdbe von einer Gerade und wird im folgenden auch als Vorkriimmung bezeichnet.
Die allgemeine Beschreibung der Imperfektion nach Gleichung 5.1 kann dann fiir
jeden einzelnen Gurtabschnitt wie folgt angegeben werden:

. ~ .2 L . 2h
beo1(z,2) = Z col,j i j -, 0<z< 5 mit zp; = 772 (5.6)
j=1
. o o r\ L . x
icor(®,2) = 3 copysin j2m (1 . Z) .5 << Lmit 20, = 2h (E - 1) (5.7)
j=1
tev(z,2) = Z ev,; sinjza:, mit zy = 0. (5.8)
j=1

In Bild ist eine mogliche lokale Imperfektion fiir den Bereich Obergurt links
dargestellt: ep;1 > 0, sonst eg;; = 0 fiir alle j.
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5.2 Statistische Untersuchung

5.2.1 Elemente der Stichprobe

Im Rahmen des auf Seite erwahnten FE-Vorhabens wurden aus der Grundge-
samtheit, deren néhere Erlduterung vom Autor in [28] angegeben wird, 45 Binder
aus 13 Bauvorhaben durch eine repréasentative Stichprobenauswahl gezogen.

5.2.2 Verteilungshypothese

50

40 1

o8]
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Bild 5.6: Gefaltete Normalverteilung mit Verschiebefaktor a

Merkmale von Baustoffen, Bauteilen und Konstruktionen, wie Gewicht, Steifigkeit
oder Festigkeit, deren Messwerte immer positiv sind, werden in der Regel als nor-
malverteilt angenommen.

Im Unterschied hierzu sind Merkmale von Konstruktionen, wie Geradheit, Ebenheit
oder Neigung, gerichtete Groflen, deren Messwerte positiv oder negativ sein kénnen.
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Da jedoch die hier tatséichlich gemessenen Vorzeichen vom Standort des Betrach-
ters abhéngig waren, der fiir jedes Bauvorhaben neu und willkiirlich gewéhlt werden
musste, ist die erforderliche Zufilligkeit der Beobachtung der Richtung nicht gege-
ben.

Es wird hier zwar weiterhin von einer normalverteilten Grundgesamtheit ausgegan-
gen; der negative Teil der Messwerte wird jedoch gefaltet, in dem er dem positiven
Teil hinzugefiigt wird. Sind die wahren Werte normalverteilt, kann es die so ent-
standene Wertemenge nicht sein. Deren Verteilung wird als gefaltete oder Betrags-
verteilung bezeichnet.

Mit dieser speziellen Verteilung haben sich LEONE et. al. in [37], ELANDT in [13]
und JOHNSON in [23] und [24] ausfiihrlich beschéftigt. GEIGER weist in [I8] auf die
Vorteile der doppelten Werteanzahl der Betragsverteilung hin.

Bei diesen Untersuchungen ergibt sich der Faltungspunkt per Definition zu Null, da
die Zielgrofle der perfekte Binder ist. Die zugehorige Dichtefunktion

flz) = l\/ge_za22 fir x>0 (5.9)

o

wird bei COHEN und WHITTEN in [§] als eindimensionale Rayleigh-Verteilung be-
zeichnet. Auftretende systematische Abweichungen koénnen nach DIETRICH und
SCHULZE [10] durch einen Verschiebefaktor a beriicksichtigt werden, siehe Bild 5.6

Durch diesen Verschiebefaktor a kénnen systematisch bedingte Abweichungen von
der perfekten Lage bzw. Geometrie der Binder, die z.B. in der Montageart dieser
Konstruktionen begriindet sein konnen, beriicksichtigt werden.

Bisher wurden bei Untersuchungen von Abweichungen im Bereich des Bauinge-
nieurwesens, zu denen die Imperfektionen gehoren, z.B. STRAUCH [50], FLEISCHER
[16], PASCHEN und SACK [44], LINDNER und GIETZELT [38],[39] und EHLBECK und
Brass [11], die teilweise vorzeichenbehafteten Messwerte durch Normalverteilungen
approximiert.

5.2.3 Empfehlungen fiir geometrische Imperfektionen
Globale Imperfektion

Fiir die Winkel der globalen Imperfektion der Stichprobe werden in Anlehnung
an die Vorverdrehungen in der Norm EDIN 1052 fiir alle Binder mit einer Hohe
h < 3m vorgeschlagen den 95% Fraktilwert der gefalteten Normalverteilung und
fiir alle anderen Binder mit h > 3m den héhenabhéngigen Winkel zu verwenden:

1
— fur h > 3m.

46\ h
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Lokale Imperfektion

Auf der Grundlage der 95% Fraktilwerte der Vorkriimmungsamplituden werden als
lokale Imperfektionen

o= J00 "M 92 7 300

vorgeschlagen. Diese Imperfektionen sind jede fiir sich und in ungiinstiger Kombi-

(5.11)

nation zu untersuchen.

Anmerkung

Da der Praxis bislang Angaben zur Schiefstellung von Dreieckbindern fehlen, wird
ihre Grofle aus den Angaben zur Vorkriimmung von Bauteilen abgeleitet. Der aus
dieser Vorgehensweise resultierende Winkel der Schiefstellung erreicht aber nicht
die erforderliche statistische Sicherheit von 95%.

5.3 Zum gleichzeitigen Auftreten von Lasten und
Imperfektionen

In DIN 1055-100 werden charakteristische Werte geometrischer Groflen definiert. Im
Falle von Imperfektionen werden diese durch ihren Bemessungswert dargestellt. Zur
Ermittlung der Bemessungswerte geometrischer Groflen werden die Imperfektionen,
die in der Norm DIN 1055-100 mit Aa bezeichnet werden, zu den Nennwerten a,,m,
addiert:

Qg = Anom = Aa. (5.12)

Die Groflen dieser Abweichungen Aa sind in den materialspezifischen Bemessungs-
normen angegeben oder werden durch Messung und anschlielende statistische Aus-
wertung ermittelt. Mit den Bemessungswerten der geometrischen Gréflen und der
Einwirkungen kénnen nun die Beanspruchungen bestimmt werden. Bei linear-ela-
stischer Tragwerksanalyse gilt das Superpositionsprinzip. Fiir die nichtlineare Trag-
werksanalyse, d.h. die Einwirkung ist nicht proportional zur Auswirkung, gilt dieses
Prinzip streng genommen nicht mehr. Es sind dann in Abhéngigkeit von der Art
der Anderung der Einwirkung gegeniiber der Auswirkung die Teilsicherheitsbeiwerte
auf die Einwirkung oder die Auswirkung zu beziehen.

Ublicherweise sind die Beanspruchungen E; von den Lasten Fj, der Geometrie ay
und den Baustoffeigenschaften X, in der Form

Ed = E(Fd,(ld,Xd) (513)

mit ag nachb.12labhéingig, d.h. bei geometrisch nichtlinearer Berechnung wichst die
Auswirkung stérker als die Einwirkung. Setzt sich a4 aus dem die perfekte Geometrie
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beschreibenden Anteil a,,,, und den in Abschnitt [5.] definierten Imperfektionen Aa
zusammen, kann F,; wie folgt geschrieben werden

Ed = E(Fd,FdO[d,anom,Xd) (514)
oder in der Darstellung der Auswirkungen, wenn das Superpositionsprinzip gilt,
By = Era(anom, Xa) + Erjor,(@nom; Xa) (5.15)

wobei Fj0l; den durch die Imperfektionen verursachten Anteil der Beanspruchungen
beschreibt. Damit kénnen fiir die Einwirkungskombinationen

und
Kd:’YGFk@'YG(FO[)k (517)

angeben werden. In Gleichung sind immer die ungiinstigen Fraktilwerte fiir Fj,
und [ einzusetzen. Die aus Gleichung[5. 17 resultierende Abminderung der durch die
Imperfektionen verursachten Beanspruchungen, wegen der geringeren Wahrschein-
lichkeit des gleichzeitigen Auftretens der ungiinstigen Fraktilwerte der beteiligten
Einwirkungen, ist nach heutigem Kenntnisstand nicht zu begriinden, da es keine
Untersuchungen gibt, bei denen Lasten und Imperfektionen fiir bestimmte Bautei-
le durch Messung ermittelt und anschliefend durch eine gemeinsame statistische
Verteilung approximiert wurden.

Die einzigen zur Zeit durchfithrbaren Untersuchungen zur Beriicksichtigung der
Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen Auftretens von Imperfektionen und anderen
Einwirkungen sind EDV basierte Simulationen in denen als Eingangsgréfien Vertei-
lungsfunktionen verwendet werden. In diesem Zusammenhang wird erwahnt, dass
die Zufilligkeit der Verteilung der Einwirkungen stark von der menschlichen Ein-
flussnahme abhéngig ist.



Kapitel 6
Ersatzlastgruppen

Im Kapitel Bl werden mégliche Arten von Imperfektionen beschrieben und die geome-
trischen Imperfektionen ausfiihrlich behandelt. Die Wahl der mafigebenden Imper-
fektionen und ihre Beriicksichtigung in der Systemgeometrie ist mit groflem Auf-
wand verbunden. Die zur Zeit verfiighbaren Rechenhilfsmittel erlauben zwar geo-
metrisch nichtlineare Berechnungen geometrisch imperfekter Systeme, jedoch sind
diese Berechnungen aus Kostengriinden noch nicht fiir jedes einzelne Bauvorhaben
moglich. Es besteht die Notwendigkeit, den Einfluss der Imperfektionen auf die Be-
anspruchungen der einzelnen Stdbe und ihrer Verbindungen durch Ersatzlastgrup-
pen abzuschétzen, die dann am perfekten Sekundérsystem wirken. Die Abschnitte
und [6.2] zeigen zwei mogliche Anwendungen.

6.1 Ersatzlastgruppen fiir Imperfektionen I

Ausgehend von der Definition der geometrischen Imperfektionen in Abschnitt [5.1]
werden die zwei praktisch ausreichenden Ersatzlastgruppen angegeben. Diese Er-
satzlastgruppen ersetzen die geometrischen Ersatzimperfektionen, wie dies z.B. in
der Norm DIN 18800 Teil 2 der Fall ist. Bild zeigt die Ersatzlastgruppen fiir
die globalen und die lokalen Imperfektionen. Diese Ersatzlastgruppen werden als
Einwirkung auf das System in der Referenzkonfiguration Gleichung [[.3] aufgebracht
und ersetzen damit den Ubergang in die geometrisch imperfekte Konfiguration, der
durch die Abbildung ¢y, ;, in Gleichung gegeben ist. Eine nichtlineare Berech-
nung im Sinne einer Theorie II. Ordnung nach Abschnitt ist aber nach wie vor
erforderlich.

77
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Bild 6.1: Ersatzlastgruppen fiir Imperfektionen I

6.2 Ersatzlastgruppen fiir Imperfektionen 11

Als zweite Moglichkeit wird der Begriftf Ersatzlastgruppe im Zusammenhang mit
den in der Literatur hiufig verwendeten Begriffen Stabilisierungskréfte, Ausstei-
fungslasten oder Seitenlasten verwendet. Der Begriff Seitenlasten enthélt zumeist
aber auch horizontale Windbeanspruchungen. Diese Ersatzlastgruppen werden in
der Regel als Ersatzbelastung der seitlichen Lagerung eines beidseitig gelenkig gela-
gerten imperfekten Druckstabes betrachtet. Im Unterschied zu Abschnitt ist die
GroBe dieser Ersatzlastgruppen derart, dass es geniigt eine lineare Berechnung am
perfekten Druckstab durchzufiithren. Voraussetzung dafiir ist, dass die Verformun-
gen im Sinne von Kapitel Bl klein sind. Bild zeigt verschiedene Moglichkeiten
seitlicher Lagerungen, fiir die analytische (Bild a bis ¢) bzw. numerische (Bild
d) Losungen in der Literatur vorliegen.

In der Literatur finden sich, ausgehend von ENGESSER [14], zahlreiche Arbeiten zu
diesem Thema, die verschiedene seitliche Lagerungen und Schnittkraftverteilungen
untersuchen.

Ersatzlasten fiir den elastisch gebetteten Druckstab mit einer Imperfektion nach
Gleichung sind in Bild fiir eine iiber die Stablénge konstant bzw. sinusférmig
verteilte Normalkraft dargestellt. Analytische Losungen geben unter anderem NAT-
TERER und KESSEL in [43] und PETERSEN in [45] an.

ieo(x) =eo sin 7 (6.1)
) LO

MOHLER und SCHELLING geben in [42] fiir den elastisch gebetteten und durch
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N N N N
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N N N N

Bild 6.2: Seitlich gehaltene Druckstébe
(v.ln.r. a) elastische Bettung, b) elastische Drehbettung, c¢) Abstiitzung auf Biegestab
und d) Abstiitzung auf Fachwerkbinder)

konstante Normalkréfte beanspruchten Druckstab mit der Imperfektion

x z\? 16 x z\? z\*
() ] 5 [L—o‘?(r() () ] o
als mathematische Losung der Differentialgleichung die konstante Ersatzlast ¢. an.
Mechanisch lésst sich diese Ersatzlast jedoch nicht begriinden, da die zur Biegelinie
gehorige Verteilung der Bettungssteifigkeit in den Randbereichen nicht definiert ist.
Diese Ersatzlast wird, auch wegen der leichten Handhabbarkeit, in der Norm EDIN
1052 zur Bemessung von Verbénden, die zur seitlichen Halterung von Druckstdben
dienen, verwendet. In der Norm EDIN 1052 besitzt diese Ersatzlast nur fiir eine Im-
perfektionsamplitude ep = L/400 und eine ausgezeichnete Verformung v = L/600
Giiltigkeit.

ie0(r) =4(eo +v)

Nach Kapitel [l treten aber auch lokale Imperfektionen der Form
ieo( Zeo] smmr— (6.3)

auf, so dass die Angabe von Ersatzlastgruppen auch fiir diese Fille erforderlich ist.
Bild zeigt die Ersatzlastgruppen fiir die Imperfektionen nach Gleichung die
einer Erweiterung der Gleichungen von NATTERER und KESSEL in [43] entsprechen.
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Bild 6.3: Ersatzlastgruppen fiir Imperfektionen II
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Bild 6.4: Weitere Ersatzlastgruppen fiir Imperfektionen II

Wie die Auswertung der Untersuchungen in Abschnitt gezeigt hat, sind auch
globale Imperfektionen vorhanden, fiir die Ersatzlastgruppen angegeben werden
miissen. Diese Aufgabe gestaltet sich jedoch wesentlich schwieriger, da, wie in Bild
zu sehen ist, zwar das Kraftegleichgewicht erfiillt wird jedoch nicht das Momen-
tengleichgewicht. Die Grofle dieser Ersatzlastgruppen ist daher sehr stark von der
Steifigkeit der sich anschlieBenden Konstruktion abhéngig.

Die Bilder und zeigen die Ersatzlastgruppen, die aus den lokalen (a) bzw.
globalen (b) Imperfektionen resultieren, an einem raumlichen Stabwerk. Deutlich
erkennbar ist, dass die Ersatzlastgruppe Ila, siche Bild[6.5] in einer Ebene ins Gleich-
gewicht gebracht werden kann, wihrend die Ersatzlastgruppe IIb, die in Bild
nur am halben System dargestellt ist, das rdumliche Stabwerk beansprucht.

Im folgenden werden nur noch Ersatzlastgruppen fiir Imperfektionen II verwendet.
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Bild 6.5: Lage der Ersatzlastgruppe Ila am raumlichen Stabwerk

Bild 6.6: Lage der Ersatzlastgruppe IIb am rdumlichen Stabwerk
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Kapitel 7

Anwendung auf Satteldachbinder

7.1 Allgemeines

Gegenstand der Untersuchungen ist die in Kapitel Bl Bild (1] dargestellte Dach-
konstruktion. Diese besteht aus 10 Satteldachbindern mit einer Fiillstabanordnung
in W-Form. Im folgenden sind diese Binder, die die priméren Einwirkungen ab-
tragen, die Primé&rsysteme. Zur rdumlichen Lastabtragung ist zusétzlich ein Se-
kundéarsystem erforderlich, dass alle Kréfte, die senkrecht zur Ebene der Priméarsy-
steme auftreten, aufnehmen kann. Dieses Sekundérsystem besteht aus den Pfetten,
den parallelgurtigen Verbénden in den Ebenen der Binderobergurte und den diago-
nal angeordneten Windrispen.

Das rdumliche Gesamtsystem besteht also aus verschiedenen Teilsystemen mit un-
terschiedlichen Eigenschaften hinsichtlich Tragfédhigkeit und Steifigkeit. Zur Ermitt-
lung von Ersatzlastgruppen, die im giinstigen Fall an ebenen Systemen angesetzt
werden, ist es erforderlich, das Tragverhalten des Gesamtsystems zu untersuchen.
KESSEL hat in [30] unter Ausnutzung der Symmetrie geometrisch nichtlineare Be-
rechnungen an verschiedenen Gesamtsystemen durchgefiihrt und eine Ersatzlast-
gruppe fiir die Bemessung der Obergurtverbéinde in Abhéngigkeit von der Biege-
steifigkeit sowohl der Verbdnde als auch der Primérsysteme angegeben. Als Imper-
fektion verwendet er eine Vorkriimmung der Obergurte der Satteldachbinder von
Traufe zu Traufe. Diese Imperfektion entspricht der Kombination aus globaler und
gleichorientierter symmetrischer lokaler Imperfektion geméfl Kapitel [Bl

Da es sehr schwierig ist, aus diesen 3-dimensionalen Stabwerken das Tragverhalten
und den Einfluss der Steifigkeiten der Einzelsysteme herauszuziehen, wird das Ge-
samtsystem in verschiedenen Stufen extrahiert, untersucht und anschlieBend wieder
zum Gesamtsystem zusammengefiigt.

83
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7.1.1 Kennwerte der Festigkeiten und Steifigkeiten

Allen Berechnungen liegen die in Tabelle [T Tl angegebenen charakteristischen Festig-
keits-, Steifigkeits- und Rohdichtewerte zugrunde. Die Stédbe der fachwerkartigen
Primér- und Sekundérsysteme bestehen aus Nadelholz der Festigkeitsklasse (24
nach Norm DIN EN 338 die durch Nagelplatten verbunden sind. Die Windrispen
sind aus 5235 bzw. S355 nach Norm DIN EN 10025. Die Verbindung der einzelnen
Bauteile untereinander erfolgt durch Négel mit einem Durchmesser von d = 4mm.

Tabelle 7.1: Festigkeits-, Steifigkeits- und Rohdichtewerte

Material Festigkeitswerte Steifigkeitswerte Dichte
I I ]

fm,k ft,O,k fc,O,k fv,k EO,mean E9O,mean Gmean Pk
C24 24 14 21 | 2,5 | 11000 370 690 380

fy,k fu,k: Emean Gmecm P
5235 235 | 360 210000 81000 | 7850
5355 355 | 510 210000 81000 | 7850

Der Verschiebungsmodul je Scherfuge der vorgebohrten Négel kann nach Norm
EDIN 1052 berechnet werden:

1,5
Pk 0,8

Koop = 2= - d°. 7.1
20 (7.1)

7.2 Modellierung

7.2.1 System 1: Sparrendach mit Abspannung

Das erste extrahierte System ist in Bild [Z.I] dargestellt. Dieses System besteht aus
zwei geraden zur z—y Ebene geneigten Stédben, den Sparren, die durch einen geraden
Stab, den Untergurt, verbunden sind. Im Punkt mit dem grofiten Abstand zur
x —y Ebene, dem First, sind sie durch je eine Diagonale je Dachhélfte gestiitzt. Die
Sparren besitzen ausreichende Biegesteifigkeit, sodass ein Versagen senkrecht zur
Stabachse ausgeschlossen werden kann. Im First greift eine vertikale Einzellast an.
An diesem System wird der Einfluss der Steifigkeiten auf die kritische Last und auf
das Tragverhalten untersucht.

7.2.2 System 2: Dreieckbinder mit Verband

Im zweiten System, siehe Bild [[.2] werden zwei Satteldachbinder und die dazwischen
liegenden Verbéande unter Beachtung der Idealisierungen [l bis [B] vollstandig diskre-
tisiert. Die in der Praxis iibliche schubsteife Verbindung der Binderobergurte wird
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durch Federelemente realisiert. Dieses Modell ist Ausgangspunkt fiir die Ermittlung
der Abhéngigkeit der kritischen Lasten von den Imperfektionen und der Einordnung
der in Kapitel [flangegebenen Bemessungsvorschliage. Das System wird durch gleiche
Einzellasten im First und in Obergurtmitte der Satteldachbinder beansprucht.

Bild 7.2: System 2
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7.2.3 System 3: Gesamtsystem

Bild 7.3: System 3

System 3 besteht aus 11 Satteldachbindern als Primérsystemen die durch parallel-
gurtige Verbénde und Diagonalen zu einem Sekundérsystem ergédnzt werden.

Am Gesamtsystem in Bild [[.3 werden die Beanspruchungen infolge Gebrauchslasten
ermittelt. Bei System 3 werden die Lasten analog zu System 2 idealisiert, d.h. Einzel-
lasten in den Firstpunkten und in der Mitte der Obergurte. Unter Beriicksichtigung
der Ergebnisse der Systeme 1 und 2 kénnen dann Ersatzlastgruppen fiir eine einfa-
che lineare Berechnung angegeben werden.

7.3 Eigenwertanalyse

7.3.1 System 1

Fiir dieses System ist keine Eigenwertanalyse erforderlich, da die Sparren als nicht
knickgefdhrdet angesehen werden. Das Versagen des Systems beschriankt sich daher
auf zwei Moglichkeiten, das Durchschlagen und das Kippen des Sparrenpaares, die
in Abschnitt [C.4.1] behandelt werden. Tabelle enthilt die Geometriedaten und
Tabelle [[.3] beinhaltet die Steifigkeiten des Ausgangssystems.
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Tabelle 7.2: Geometriedaten System 1

Lange | Breite | Hohe | Imperfektion
Lim] | b[m] | h[m] o]
10 | m-0,75 | 1,25 0

Tabelle 7.3: Steifigkeiten System 1

OG | UG | Diagonale
EA [MN]| 240 | 160 | 25,2

7.3.2 System 2

Tabelle [T.4] enthélt die geometrischen Daten des untersuchten Systems. Die Verbin-
dung der Binderobergurte (OG) mit den Verbandsgurten (V' G), die nach Idealisie-
rung Ml die gleichen Systemlinien haben, erfolgt wie in der Praxis iiblich durch Négel.
Diese werden mit Hilfe von Federelementen simuliert, je Verbandsfeld 3 Nigel mit
einem Durchmesser von d = 4mm. Die gleiche Anzahl Verbindungsmittel wird als
Auflagersteifigkeit der Binder angesetzt.

Tabelle 7.4: Geometriedaten System 2

Léange | Breite | Hohe | Imperfektion
Lim] | blm] | hlm] | po[=] | eolm]
10 0,75 | 1,25 0 0

Die Steifigkeit wird nach Gleichung[Z.Ilermittelt. Die Reibung der Gurte untereinan-
der wird insofern beriicksichtigt, dass auf eine Abminderung des Verschiebungsmo-
duls, wie in der Norm EDIN 1052 fiir den Grenzzustand der Tragfahigkeit gefordert,
verzichtet wird.

In Bild [7.4] sind die zu den ersten vier Eigenwerten gehorenden Eigenformen darge-
stellt. Die Bilder zeigen die Draufsicht auf das Stabwerk in Bild [7.2]

In Tabelle sind die Steifigkeiten der einzelnen Stdbe beziiglich des Elementkoor-
dinatensystems, siehe Bild [4.2] angegeben. Die Nachgiebigkeit in den Verbindungen
wird durch eine Verringerung der Dehnsteifigkeiten der Fiillstdbe simuliert. Fiir die
Binderfiillstabe (BF) wird die Steifigkeit auf 20% und fir die Verbandsfiillstiabe
(VF) auf 10% reduziert. Diese Steifigkeiten stellen untere Fraktilwerte dar.

Zur Verifizierung der Ergebnisse wird das System 2 weiter vereinfacht, indem fiir al-
le Stéibe Fachwerkstidbe verwendet werden und die Obergurte der Satteldachbinder
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Bild 7.4: Eigenformen zu den Eigenwerten \;
i |1]2]3]4
NF[EN] |36 | 67 | 75 | 89

Tabelle 7.5: Steifigkeiten System 2

OG | UG [BF| VG | VF
EA [MN] 132 | 132 | 66| 66 |57,6
EI, [MNm?) | 0,0396 | 0,0396 0,055
EIL [MNm? | 0,44 | 0,44 0,0198

gleichzeitig auch die Obergurte der Verbandsbinder sind. Es entfallen die in Ta-
belle angegebenen Biegesteifgkeiten und die Dehnsteifigkeit der Verbandsgurte
E Ay, die zur Dehnsteifigkeit der Obergurte der Satteldachbinder EFApg addiert
wird. Das System erhélt parametrisierte Imperfektionen nach Kapitel 5l Gemé&f den
Festlegungen fiir kleine Drehungen in Abschnitt 3.1 werden die Gleichgewichtsbe-
dingungen in der Momentankonfiguration aufgestellt. Dann kann die kritische Last
mit Hilfe des Arbeitssatzes bestimmt werden:

20°h EApe 1
3n L} or

Forit = (72)

mit

n Anzahl der Binder, hier 2
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or Geometriefaktor

1 e
5T:T0+<§+¢TOh)TM (73)
UL 1 BAog (L', BAog [2 (Lye\' T o( 1Y
"0 9 T 19 EAG \ Lo EAve |3 Lo 12° \Io
(7.4)
1 1EAoc ( L\’ FEAog |4 (Lyp\® 5,( 1\°
M= ——5 2 — | + = + =0 | —
12 " 6 EAye \ Lo EAvr |3\ Lo 6 \ Lo
(7.5)

Der Faktor or enthélt die Gréflen zur Festlegung der Imperfektionsform. Eine kor-
rekte Losung kann damit nur erzielt werden, wenn die erste Eigenform bekannt und
daraus resultierend die Imperfektion affin zu dieser Eigenform gewahlt ist.

Der Vergleich der kritischen Lasten, die zum einen nach Bild [[4] fiir \; eine kritische
Last F..;; = 36kN liefert und zum anderen nach Gleichung [Z.2 fiir eine Imperfektion
affin zur ersten Eigenform mit ep = 1,84mm und @poh = 12,5mm eine kritische
Last F_..;; = 34kN ergibt, zeigt eine gute Ubereinstimmung der Ergebnisse. Der
Unterschied, der im wesentlichen auf die Vernachlédssigung der Biegesteifigkeit der
Stdbe zuriickzufiihren ist, betrigt etwa 6%.

7.3.3 System 3

Geometrie und Steifigkeiten der Satteldach- und Verbandsbinder werden analog zu
System 2 gewéhlt, vgl. Tabellen [7.4] und Fiir die Windrispe, wird ein Flach-
stahlband mit einer variablen Dehnsteifigkeit von FAp = ¢-25,2M N nach Tabelle
verwendet.

In Bild ist die zum ersten Eigenwert gehorende Eigenform dargestellt. Die Ei-
genformen fiir das System 3 ohne Windrispe entsprechen denen des Systems 2 in

Bild [74]

Vergleich der Systeme 2 und 3

Der Ubergang von System 2 zu System 3 ist durch die Eigenwertanalyse ohne Wind-
rispe gegeben. Die Umrechnung der kritischen Lasten der ersten Eigenform auf ein
Gesamtlastniveau zeigt deutlich die mogliche Reduktion des Gesamttragwerks ohne
Windrispe auf System 2. Die Eigenwerte sind in den Bildern [(.4l und [Z.5] angegeben,
werden aber beziiglich der Gesamtlast noch einmal zusammengestellt:

System 2: \{ Fyesame = 2 - 3 - 36kN = 216kEN
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Bild 7.5: Eigenform zum Eigenwert \;

Die kritischen Lasten fiir verschiedene Steifigkeiten EFAp ergeben sich zu:
c | o]o02]04]06]08]10
MF[EN] [ 6,1]21,4|25,6|27,3]28,2]28,8

System 3: A\ Fyesame = 11-3-6,1kN = 201kN.

Die Abweichung von 7,5% folgt im wesentlichen aus der federelastischen Lagerung
der Binderauflager in y-Richtung. Wird die Lagerung als unverschieblich angenom-
men, ergibt sich eine Abweichung von 2,4%. Die Ergebnisse der Eigenwertanalyse
von System 2 fiir Ay bis Ay kénnen auch auf System 3 ohne Windrispe iibertragen
werden.

7.4 Geometrisch nichtlineare Berechnung

7.4.1 System 1

Fiir das System 1 wird als Imperfektion eine Anfangsverdrehung ¢y = % in der Art
vorgegeben, dass die Diagonalen ausschliellich auf Zug beansprucht werden, so wie
dies in Kapitel Bl definiert ist. In der Praxis handelt es sich bei den Diagonalen meist
um druckschlaffe Flachstahlbander. Wie schon in Abschnitt [7.3.1] erwdhnt, treten
bei diesem System zwei Versagensformen auf, die als Grenzwerte aufgefasst werden
konnen.
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Fall 1: Fiir EAp — oo folgt das Durchschlagproblem.

600
F [kN]

analytische Losung

400
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2004 /

/
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T T
500 1000

Verschiebung [mm ]

-200

-400
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Bild 7.6: Last-Verschiebungsbeziehungen fiir FAp — oo

In Bild ist zusétzlich zur numerischen Loésung die analytische Losung, siehe
z.B. PETERSEN in [45], fiir das ebene Durchschlagproblem eingetragen. Es ist zu
erkennen, dass die Durchschlaglast des rdumlichen Systems geringer ist. Diese Ab-
weichung ist in der besonderen Geometrie des rdumlichen Systems begriindet. Eine
Verschiebung w des Firstpunktes hat wegen der Vertréglichkeit mit der dehnstarren
Diagonale immer eine Verschiebung v zur Folge. Mit der vorgegebenen Imperfektion
Yo = ﬁ fithrt diese Verschiebung v auf eine groflere Kraft in der Ebene der Sparren.

Fall 2: Fiir FApg, EAyg — oo folgt das Kippproblem.

Bild [7.7] zeigt die Last-Verschiebungsbeziehungen fiir das Kippproblem. Analog zu
Fall 1 ist hier die analytische Losung des federgelagerten Druckstabes, vgl. Abschnitt
B.4] angegeben. Fiir die Steifigkeit der Translationsfeder ist dabei die umgerechnete
Steifigkeit der groflen Diagonale K = 2EAp 13 zu verwenden. Die Abweichungen im
Anfangsbereich resultieren aus der Imperfektlon in den {ibrigen Bereichen aus den
bei der Simulation verwendeten Steifigkeiten, die aus numerischen Griinden nicht
iiber alle Grenzen gesteigert werden kénnen.

Die Ergebnisse der Berechnungen von System 1 fiir unterschiedliche Untergurtstei-
figkeiten und variable Breiten b sind in Bild [7.§] dargestellt. Wie zu erwarten, sind
die kritischen Lasten von der Breite b abhéngig. Mit zunehmender Breite steigen
auch die kritischen Lasten. Interessant ist weiterhin der schon von KESSEL in [30]
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Bild 7.7: Last-Verschiebungsbeziehungen fiir FApqg, EAyg — 00

angegebene Einfluss der Steifigkeit des Primérsystems auf die kritischen Lasten. Die
Anderung der Steifigkeit des Primérsystems, ausgedriickt durch die Dehnsteifigkeit
des Untergurtes, fithrt zu einer nichtlinearen Anderung der kritischen Last.

Eine weitere Moglichkeit zur Variation der Steifigkeit des Primérsystems besteht
in der Anderung der Hohe h. Bild zeigt die Entwicklung der kritischen Last in
Abhéngigkeit von der Hohe h fiir verschiedene Breiten b.

Nun wird das Sekundérsystem von System 1 um zwei weitere Diagonalen erwei-
tert, siehe Bild [[.TOl Damit soll der Einfluss kombinierter Sekundérsysteme auf das
Tragverhalten untersucht werden, wobei insbesondere die Steifigkeiten der groflen
Diagonalen von Interesse sind. Die Auswertungen in Bild [Z.8 fiir Untergurtsteifigkei-
ten FAyg = 100M N bis EFAyg = 300M N und in Bild zeigen deutlich, dass bei
kleiner werdenden Breiten b durch Erhohung der Durchschlaglast die kritische Last
des Systems nicht weiter gesteigert werden kann. Der Einfluss der Kipplast wird vor-
rangig. Voraussetzung dafiir ist, dass die auftretenden Kréfte von den verwendeten
Diagonalen aufgenommen werden kénnen. In der Praxis werden iiblicherweise kleine
Flachstahlquerschnitte fiir die groffen Diagonalen verwendet. Deren Steifigkeit wird
nun dadurch beriicksichtigt, dass bei Erreichen der Streckgrenze, sieche Tabelle [.1],
das linear elastische in ein plastisches Materialverhalten iibergeht.
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Bild 7.8: Kritische Lasten in Abhéngigkeit von der Untergurtsteifigkeit FAye und
der Breite b
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Bild 7.9: Kritische Lasten in Abhéngigkeit von der Binderhéhe A und der Breite b



94 KAPITEL 7. ANWENDUNG AUF SATTELDACHBINDER

Bild 7.10: System 1 mit erweitertem Sekundirsystem

In Bild [ 1Tl sind die Last-Verschiebungsbeziehungen fiir die Berechnungen (a ohne,
b mit linear elastischer und ¢ mit bilinearer, elastisch-plastischer grofier Diagonale)
dargestellt.

Die Kurven zeigen das erwartete Tragverhalten des kombinierten Sekundérsystems.
Die Berechnung b mit elastischer Windrispe fiihrt auf die grofite kritische Last, die
eine Uberbeanspruchung der Diagonale verursacht, wie Rechnung ¢ zeigt. Es ist da-
her darauf zu achten, dass die Beanspruchbarkeit der Windrispe nicht iiberschritten
wird.

Weiterhin zeigt Bild [[.T1] deutlich, dass die kritische Last bei Rechnung ¢ erst bei
baupraktisch nicht vertretbaren horizontalen Verschiebungen erreicht wird.

400
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Bild 7.11: Last-Verschiebungsbeziehungen fiir verschiedene Sekundérsysteme
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7.4.2 System 2

Die Eigenwertanalyse in Abschnitt hat gezeigt, dass die symmetrischen Ei-
genformen durch eine Kombination aus globalen und lokalen Imperfektionen und
die antimetrischen Eigenformen durch lokale Imperfektionen beschrieben werden
konnen. Mit den Ergebnissen aus Kapitel Bl werden die in Tabelle in der x — vy
Ebene angegebenen Imperfektionsformen fiir verschiedene Groflen untersucht.

Tabelle 7.6: Imperfektionsformen fiir System 2

1. globale Imperfektion /\

2. lokale Imperfektion mit ep, = eo,

3. Kombination aus 1. und 2.

4. lokale Imperfektion mit ep, = —ep,

5. Kombination aus 1. und 4.

In den Bildern bis sind die Last-Verschiebungsbeziehungen, Verschiebung
v des Firstpunktes, fiir die in Tabelle angegebenen Imperfektionsformen mit
den globalen Imperfektionen ¢yh = h/a und den lokalen Imperfektionen ep = L/b
dargestellt.

Imperfektionsform 3, die eine Kombination der Formen 1 und 2 darstellt, ist affin zur
1. Eigenform in Bild [[4l Die Imperfektionsformen 1 und 2 sind zumindest in Tei-
len affin zur 1. Eigenform. Daher zeigen alle drei Last-Verschiebungsbeziehungen
ein dhnliches Verhalten bei zunehmender Imperfektionsgréfie. Die theoretisch er-
mittelte kritische Last wird auch bei sehr kleiner Imperfektion nur ndherungsweise
erreicht, da bei der Eigenwertanalyse nur die linearen Anteile der Verschiebungen,
nicht aber der Vorknickzustand beriicksichtigt werden. Die Abschétzung der Eigen-
werte erscheint bei einer prozentualen Abweichung von 11% von der geometrisch
nichtlinear ermittelten kritischen Last dennoch brauchbar.

Zusétzlich zu den Last-Verschiebungsbeziehungen der imperfekten Systeme ist in
den Bildern [7.12] bis [.16] die Losung fiir das perfekte System im Sinne des Ab-
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schnittes (.11l eingezeichnet. Das unsymmetrische Layout der Verbandsdiagonalen
fithrt zu einer, wenn auch sehr kleinen, Firstverschiebung. Damit kann die kritische
Last auch beim perfekten System nicht iiber die zum ersten Eigenwert gehorende
Last gesteigert werden.

Die Last-Verschiebungsbeziehungen zeigen einen dhnlichen Verlauf, wie das in Ab-
schnitt 3.4 behandelte Beispiel 2. Das System versagt nach dem Erreichen der kri-
tischen Last, d.h. es ist bosartig im iiberkritischen Bereich. In den Bildern bis
[[T4list weiterhin die Entwicklung der kritischen Last in Abhéngigkeit von der Grofie
der Imperfektionen eingetragen. Diese Funktion wird auch als Singulédrpfad, siehe
z.B. REITINGER in [51], bezeichnet. Daraus wird erkennbar, dass die kritische Last
unterlinear von der Grofle der Imperfektionen abhingig ist. Die Stabwerkstruktur
ist demzufolge imperfektionssensitiv.

Die beiden Bilder und geben die Last-Verschiebungsbeziehungen an, die
affin zur 2. Eigenform sind. Im Unterschied zu den Imperfektionsformen 1 bis 3
ist die Unterlinearitdt mit wachsender Imperfektionsgréfie wesentlich stérker aus-
geprigt. Imperfektionsform 4 zeigt ein sehr steifes Verhalten bis in die Néhe des
Versagenspunktes, da die Grofle der Imperfektion Einfluss auf einen interessanten
Effekt des Systems hat. Die vorgekriimmten Obergurte stiitzen sich auf den als Seil
wirkenden Untergurt ab. Erst bei Annéherung an die kritische Last des ersten Ei-
genwertes kommt es zu einem seitlichen Ausweichen des Firstpunktes infolge der
speziellen geometrischen Eigenschaften des Verbandes.

Dieser Ubergang von der 4. Imperfektionsform in die 1. Eigenform ist in Bild [Z17]
fiir zwei verschiedene Grofien der Imperfektionen angegeben. Es ist deutlich zu er-
kennen, dass mit dem Ausweichen des Firstpunktes das gesamte Tragwerk in diese
Richtung gezogen wird. Dieses Tragverhalten beschreibt PETERSEN in [45] am ge-
raden Druckstab mit antimetrischer Belastung und wurde schon von ZIMMERMANN
in [59] am Druckstab mit gegengleichen Hebelarmen behandelt. Bei der 5. Imper-
fektionsform tritt dieser Effekt nicht mehr so deutlich hervor, da der Firstpunkt a
priori verschoben ist.



7.4. GEOMETRISCH NICHTLINEARE BERECHNUNG 97

35 4

F [kN]

30 1

25
©,=h/1000

©,=h/100
20

©,=h/46

@o=h/20

v [mm]

T T T T T T 1
0 50 100 150 200 250 300 350

Bild 7.12: Last-Verschiebungsbeziehung fiir Imperfektionsform 1
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Bild 7.13: Last-Verschiebungsbeziehung fiir Imperfektionsform 2
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Bild 7.14: Last-Verschiebungsbeziehung fiir Imperfektionsform 3
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Bild 7.15: Last-Verschiebungsbeziehung fiir Imperfektionsform 4
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Bild 7.16: Last-Verschiebungsbeziehung fiir Imperfektionsform 5
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Bild 7.17: Wechsel der Imperfektionsform 4 in die 1. Eigenform
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7.4.3 System 3

Aufbauend auf den Untersuchungen des Abschnittes werden fiir die Berech-
nungen des Systems 3 nur noch zwei Imperfektionsformen beriicksichtigt. Die un-
tersuchten Imperfektionen ergeben sich aus der ersten Eigenform, siehe Bild [.5]
und der in Kapitel [f] angegebenen Empfehlungen fiir geometrische Imperfektionen.
Tabelle [.7] zeigt die beiden vorgegebenen Imperfektionsformen. Die 1. Imperfek-
tionsform ist eine kombinierte Imperfektion aus den Imperfektionen 1 und 2 nach
Tabelle

Tabelle 7.7: Imperfektionsformen fiir System 3

1. kombinierte Imperfektion

2. lokale Imperfektion mit ep, = —ep,

Da fiir die spétere Ermittlung von Ersatzlastgruppen Vergleichsgréfien erforderlich
sind, werden die Berechnungen fiir das Gesamtsystem iiberwiegend auf Gebrauchs-
lastniveau durchgefiihrt.

Fiir die Gebrauchslasten werden einschliefSlich aller Kombinationsbeiwerte nach der
Norm DIN 1055-100 Fyes = 200kN angesetzt. Dies entspricht bei der gewidhlten
Grundflache von 7,5m - 10, 0m einer Flichenlast bezogen auf die Grundfliche von
foes = 2,6TkN/m?. In dieser Belastung sind als stéindige Einwirkungen die ge-
mittelten Eigengewichte der Binder, Pfetten und Dachaufbauten ebenso enthal-
ten, wie als verdnderliche Einwirkungen mogliche Schneelasten. Auf eine genauere
Beriicksichtigung der Lasten wird im Hinblick auf eine einfache und vergleichbare
Abschéitzung des Tragverhaltens verzichtet.

Die Berechnungen werden fiir eine Steifigkeit der Windrispe W von FAp = 0,6 -
25,2M N durchgefiihrt. GEROLD gibt in [20] diese Grofenordnung an und beriick-
sichtigt mit dieser Abminderung der Dehnsteifigkeit auf 60% die Temperaturdeh-
nung und den Rispendurchhang. Bei einer Hohe A = 1250mm und einer Verbands-
steifigkeit von 10% ergibt sich eine kritische Last von F.; = 627kN.
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Bild 7.18: Verschiebungen der Verbandsobergurte fiir verschiedene Steifigkeiten der
Verbénde (a, ¢) bzw. fiir variable Binderhohen (b)
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Bild [[.18k zeigt die Verschiebungen der Verbandsobergurte in y-Richtung fiir ver-
schiedene Steifigkeiten der parallelgurtigen Verbéande in Obergurtebene der Sattel-
dachbinder bzw. der Primérsysteme fiir die Imperfektionsform 1 nach Tabelle [.7],
siehe Bild [.I8b. In Bild [[I8c sind die Verschiebungen fiir verschiedene Verbands-
steifigkeiten fiir Imperfektionsform 2 nach Tabelle[Z.7]dargestellt. Besonders deutlich
zeigt sich bei dieser Imperfektionsform eine Verschiebung v des Firstpunktes, die
offensichtlich unabhéngig von der Verbandssteifigkeit ist.

Vergleich der Systeme 1 und 2

Aus Bild [ kann fiir System 1 fiir eine Breite b = 750mm, dies entspricht den
geometrischen Werten des Systems 2, und eine Untergurtsteifigkeit EAyq = 9TM N,
die aus der Anpassung der vertikalen Bindersteifigkeit des Systems 1 an das System
2 resultiert, die kritische Last F,.;; = 7T8kN abgelesen werden. Fiir System 2 ergibt
sich eine kritische Last von F' = 6 - 25kNN = 150kN bei einer Imperfektionsgrofie
nach Kapitel Bl siche Bild [7.14l

Die Durchschlaglast, die fiir System 1 mit Fpy.., = 400kN wesentlich geringer als
fiir System 2 mit Fpy.., = 7T05kN ist, beschreibt den einen Versagensmechanismus.
Dabei stellt die Durchschlaglast von System 2 keine analytisch ermittelte Grofie
dar, sondern ist das Ergebnis einer FEM-Simulation. Wird die Steifigkeit des Un-
tergurtes von System 1 derart erhoht, dass die Durchschlaglast fiir System 1 gleich
der des Systems 2 ist, steigt die kritische Last bis auf F.; = 120kN an. Die nun
noch vorhandene Differenz ist in dem zweiten Versagensmechanismus, dem Kippen,
begriindet.
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7.5 Geometrisch lineare Berechnung

7.5.1 Ersatzlastgruppe fiir globale Imperfektionen

lF F
v
>< —_— QQO
h =
‘2
§< D Q@
r r 3
F F

Bild 7.19: Ersatzlastgruppe fiir die globale Imperfektion

Bild zeigt eine Ersatzlastgruppe fiir die in Kapitel [l definierte globale Im-
perfektion, wie sie in den Bildern und schon eingefithrt wurde. Diese Er-
satzlastgruppe erfiillt zwar das Kréftegleichgewicht, jedoch nicht das Momenten-
gleichgewicht. Sie kann nach Bild nur ins Gleichgewicht gebracht werden, wenn
Teile des rdumlichen Sekundérsystems beansprucht werden. Die Abschéitzung der
Ersatzlast erfolgt mit der VergroBerungsfunktion nach Gleichung in der Form:

1 1
=F w 7.6
Q, (900+S0)(1_aD) (1_%) (7.6)
" F
mit ap =
P FDurch
F
und oy = .
" FKipp

In Gleichung sind die beiden Versagensfille des rdumlichen Stabsystems einge-
arbeitet, die in Abschnitt [Z.4.1] ndher untersucht werden. Die Durchschlaglast des
seitlich elastisch gestiitzten Zweibeins ist

F o 4EAUgEAogLO
Durch — EAOGL + QEAUGLO’YD

(7.7)
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Bild 7.20: System 1 erweitert

: — win3 _ 2h
mit 7p = sin’(a — ¢p), tana = =

und pp aus cos®(a — ¢p) —cosa =0

und kann bei PETERSEN in [45] nachgelesen werden. Die Kipplast ergibt sich nach
Abschnitt [3.4] zu
Fripy = Kh (7.8)
EAp b?
mit K =2———.
Lp L%
Der Einfluss der Lage der Windrispe W auf die horizontale Verschiebung des First-
punktes wird durch den Winkel ¢,, beriicksichtigt. Der Winkel ¢,, folgt aus der
Verdrehung der Primérsysteme infolge ihrer eigenen Durchbiegung und wird geméf
Kapitel [3 als klein angenommen. Der Winkel ¢,, ergibt sich direkt aus der Firstver-
schiebung w zu:

B Vh2+b02— (h—w)2—b
Pw = 5 .
Die Ersatzlastgruppe @), ist global anzusetzen, d.h. ), am First und %Qw an jeder

(7.9)

Traufseite. Wird die Diagonale zur seitlichen Halterung mehrerer Primérsysteme
verwendet, vgl. Bild [[.20] so ist in der Ersatzlastgruppe aus Gleichung fiir F die
gesamte Last Fj., einzusetzen. Weiterhin muss dann in den Gleichungen und
die Breite b entsprechend Bild durch mb, mit m = n — 1, ersetzt werden.

Bild [Z.21] zeigt die Gegeniiberstellung der Ersatzlasten @), nach Gleichung und
der bei der FEM-Simulation ermittelten Werte Q. pr, siehe Tabelle [[.8], fiir ver-
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schiedene Abspannbreiten mb und einer Binderanzahl von n = 1 bis n = 12. Die auf-
gebrachte Gesamtlast ist dabei bei allen Systemen Fj.; = 200k N. Die Ersatzlasten
Q. rem entsprechen den y-Komponenten der Windrispenkréfte beider Dachhélften.

Es ist zu erkennen, dass fiir eine kleine Anzahl Binder n der Quotient grofler wird.
Diese Entwicklung folgt aus der Anderung des VergroBerungsfaktors fiir die Durch-
schlaglast. Die duflere Belastung bleibt fiir jede Binderanzahl n konstant jedoch
verringert sich die Beanspruchung fiir den einzelnen Binder mit wachsendem n,
d.h. das Verhiltnis Auflast zu Durchschlaglast wird immer kleiner und der Ver-
grofferungsfaktor m nédhert sich dem Wert 1. Fiir den praxisiiblichen Bereich
von 6 — 12 Bindern je Windrispenpaar sind die Abweichungen der Abschéitzung von
der FEM-Simulation sehr gering.

Tabelle 7.8: Qu reym in [kN]

n 1 2 4 8 12

2 | mb = 3000mm, h = 1250mm | 9,725 | 6,116 | 5,232 | 4,827 | 4,695
mb = 7500mm, h = 1250mm || 6,740 | 4,900 | 4,544 | 4,375 | 4,320
4 1 mb = "T7500mm, h = 2500mm | 4,726 | 4,340 | 4,232 | 4,181 | 4,165

w

Ausgehend von diesen Betrachtungen wird die Abschétzung nach Gleichung fiir
System 3 ebenfalls angewendet, auch wenn, wie in Abschnitt bereits darge-
stellt, die Durchschlaglast des seitlich elastisch gestiitzten Zweibeins von der Durch-
schlaglast des Dreieckbinders abweicht. Die Anderung der Steifigkeit der Primir-
systeme, mit zunehmender Binderhohe erhoht sich auch die vertikale Steifigkeit,
kann mit dieser Annahme aber immer noch verfolgt werden.

Im Sinne einer einfachen Abschétzung wird auch fiir System 3 angenommen, dass die
Lasten konzentriert in den Firstpunkten angreifen. Der Einfluss der Laststellung auf
die Grofe der Ersatzlasten kann auf diese Weise dann natiirlich nicht beriicksichtigt
werden.

Zur Ermittlung der Beanspruchungen des Sekundérsystems wird wie bei System
1 die Beanspruchung der Windrispe untersucht. Da die Windrispe, abweichend
von System 1, bei System 3 an jedem Obergurt angeschlossen ist, wird die nun
nicht mehr konstante Beanspruchung der Windrispe aufgeteilt. Als Vergleichsgrofie
dient der Mittelwert der Windrispennormalkraft. Die fehlenden Anteile der Wind-
rispennormalkraft werden in Abschnitt behandelt. Zusétzlich muss die Be-
anspruchung des parallelgurtigen Verbandes beriicksichtigt werden. Dazu sind die
y-Komponenten der Normalkréifte der Enddiagonalen zu verwenden. Der Mittelwert
dieser Normalkraftkomponenten wird dabei den Beanspruchungen Q) pga zugeord-
net. Die Normalkraftverteilungen der Windrispen und Enddiagonalen nach Abzug
der Mittelwerte werden in Abschnitt behandelt.
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Bild 7.21: Quotient aus (), nach Gleichung und Qg rey fiir System 1 erweitert

I (Tabelle [(.§] Zeile 2)
IT (Tabelle [[.§ Zeile 3)

IIT (Tabelle [[.8 Zeile 4)

Bild zeigt die Verschiebungen des Firstpunktes in y-Richtung von System
3 mit h = 1250mm und mb = 7500mm fiir unterschiedliche Lastniveaus. Dabei
zeigt sich deutlich, dass die Verschiebungen infolge des Winkels ¢,, nach Gleichung
[7.9, die aus den Verschiebungen in z-Richtung berechnet werden, wie erwartet im
Wesentlichen linear von der Last abhéngen. Fiir die Gesamtverschiebungen in y-
Richtung gilt dies jedoch nicht mehr. Hier ist eine iiberlineare Entwicklung der
Verschiebungen erkennbar.

In Bild sind fiir die eben beschriebenen Berechnungen die Lasten (), nach
Gleichung und Q, rrpa gegeniibergestellt. Erst bei einem Lastniveau von F' =
600k N, das nach Abschnitt [Z.4.3] aber schon in der Nahe der kritischen Last fiir das
System liegt, gibt es eine merkliche Abweichung der Abschétzung von der Simula-
tion. Auf dem Niveau der Gebrauchslast wird das Tragverhalten fiir die spezielle
Geometrie geringfiigig iiberschétzt.

Die Auswertung fiir verschiedene Binderhéhen und unterschiedliche Steifigkeiten des
parallelgurtigen Verbandes in Bild zeigt geringe Abweichungen der Abschétzung
nach Gleichung [Z.6] von der FEM-Simulation. Bei grofler werdenden Dachneigungs-
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Bild 7.22: Auswertungen fiir System 3-II fiir verschiedene Lastniveaus

winkel wird die Abschitzung ungenauer und fiir sehr kleine Dachneigungswinkel
liegt die Abschétzung fiir Verbandssteifigkeiten von 10% und 30% etwas unter den
Werten der FEM-Simulation. Bild [.23] zeigt deutlich, dass die Steifigkeit des Ver-
bandsbinders einen untergeordneten Einfluss auf die Gréfie von @), pra hat.

Als Vergleichsgrofle sind in Bild die Ergebnisse einer FEM-Simulation von
System 3 ohne Verbandsbinder eingetragen. Die Auswertungen lassen erkennen,
dass die Annahmen von System 1, Einzellasten im First und starre Obergurte,
bei System 3 bis auf die Tragkonstruktionen mit einer Héhe h = 1250mm gute
Ergebnisse liefern. Lediglich bei den flachen Stabwerken wird das Tragverhalten
geringfiigig tiberschétzt. Zusétzlich ist in Bild Q. prn eingetragen, die aus der
Auflagerkraft der konstanten Ersatzlast ermittelt werden kann.



108

7,00

6,00 -

5,00

3,00 -

2,00

Q,y [kN]

KAPITEL 7. ANWENDUNG AUF SATTELDACHBINDER

[

_—
S===%o
¢ FEM

Qp piv

h [mm]

1000

1500 2000 2500 3000 3500

Bild 7.23: Q,, nach Gleichung [T.6, Q, ey und Q, pry fiir System 3

I Verbandssteifigkeit 10%

IT Verbandssteifigkeit 30%

IIT Verbandssteifigkeit 100%

- - - ohne Verband

7.5.2 Ersatzlastgruppe fiir lokale Imperfektionen

Bild zeigt noch einmal den durch eine konstante Normalkraft beanspruch-
ten imperfekten Stab und die zugehorige Ersatzlastgruppe mit ¢. nach Gleichung
[I1l Analog zu Abschnitt [[.5.1] wird auch fiir diese Ersatzlastgruppe eine Ver-
grofferungsfunktion mit einer einfach zu ermittelnden kritischen Last angegeben.

Fiir die Ermittlung einer Ersatzlastgruppe fiir die lokalen Imperfektionen geméaf

Kapitel Bl wird auf eine in der Literatur oft verwendete Darstellung zuriickgegriffen

und hinsichtlich der VergrofSerungsfunktion iiberarbeitet. Diese Ersatzlast kann nach
GEROLD [19] in der Form

m™mN e 1 T
. = — in — 7.10
“= "I L(l—a)smLO (7.10)
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angegeben werden. Sie stellt die Losung der Differentialgleichung des elastisch ge-
betteten Biegestabes unter konstanter Normalkraftbeanspruchung bei Verwendung
sinusférmiger Ansétze fiir die lokale Imperfektion und die Biegelinie dar. Fiir die
Berechnung des Faktors a verwendet GEROLD neben der Biegesteifigkeit der Gurte
auch die Schubsteifigkeit der Aussteifungskonstruktion.

Zur praktikableren Handhabbarkeit vereinfacht KESSEL in [30] diese Ersatzlast zu

2rmN e 1
= - : 7.11
4 LO L (1 —CKB) ( )

wobel fiir N die maximale Normalkraft einzusetzen ist und ap aus der vertika-
len Biegesteifigkeit der Primérsysteme berechnet wird. KESSEL versucht auf diese
Weise das rdumliche Tragverhalten bei der Abschéatzung der Ersatzlastgruppen zu

beriicksichtigen.
lN N
. Qe ’
< «— —»
—>
—>
e+v
Lo 7 = Qe
—>
—>
X -—
Qe ‘
IN N

Bild 7.24: Ersatzlastgruppe fiir die lokale Imperfektion

Fiir die Berechnungen des Systems 1 in Abschnitt [[.4.1]ist eine ausreichende Biege-
steifigkeit der gedriickten Stibe Voraussetzung. Bei System 3 wird die Biegesteifig-
keit in 2-Richtung durch die Fiillstdbe der Satteldachbinder und in y-Richtung durch
den parallelgurtigen Verband in Verbindung mit der Windrispe W gewé&hrleistet. Da
mit der Ersatzlastgruppe die lokalen Imperfektionen und deren Auswirkungen auf
das Sekundérsystem ausgedriickt werden sollen, wird fiir die VergréfSerungsfunktion
die Schubsteifigkeit des Verbandsbinders verwendet. PETERSEN zeigt in [45] den
Einfluss der Schubsteifigkeit auf die Knicklast des geraden Druckstabes. Der Vor-
schlag fiir die Ersatzlast Q). folgt damit zu

Lo

Qe = QeT (712)
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" 2mrmN e 1
mit ¢, = —
a LO L \1- ay

F

FSchub

und ay =

Die Schubsteifigkeit kann nidherungsweise iiber den Neigungswinkel und die Dehn-
steifigkeit der Verbandsdiagonalen berechnet werden (KOLLBRUNNER [33]). Sie er-
gibt sich zu:

Fsenuy = ¢ - EApsin®(Br) cos(Br) (7.13)
mit [Bp- Neigungswinkel der Verbandsdiagonalen,
E Ap- Dehnsteifigkeit der Verbandsdiagonalen

und c¢- Faktor zur Beriicksichtigung der Steifigkeit der Verbindungsmittel.

Als Vergleichsgrofle dient die um die, aus der globalen Imperfektion resultierende,
konstante Windrispenbeanspruchung reduzierte Normalkraft der Windrispe W.
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Bild 7.25: Anderungen der Windrispenkraft AW fiir variable Steifigkeiten der Ver-
bandsbinder (I- 10%, II- 30% und I1I- 100%) bei einer Hohe h = 1250mm

Die Bilder [7.25] und [7.26] zeigen die y-Komponenten der Anderungen der Rispennor-
malkrifte AW von der Traufe zum First. Es ist deutlich eine Gleichgewichtsgruppe
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zu erkennen. Die Kréifte an der Traufe und am First konnen als Auflagerkréfte in-
terpretiert werden und die iibrigen Einzelkrifte als Belastung des Sekundérsystems.
Bild enthélt zusétzlich die Verteilung der Kréfte fiir System 3 ohne Verbands-
binder (durchgezogene Linie). Die nun ablesbaren Differenzen entsprechen direkt
der Beanspruchung der parallelgurtigen Verbandsbinder.

Als Folge daraus zeigt Bild [Z.25], dass mit zunehmender Steifigkeit des Verbands-
binders die Beanspruchung der Windrispe abnimmt. Den gleichen Einfluss hat die
in Bild [7.26) dargestellte Zunahme der Steifigkeit der Primérsysteme.
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Bild 7.26: Anderungen der Windrispenkraft AW fiir variable Steifigkeiten der Pri-
mérsysteme (I- h = 1250mm, II- h = 1500mm und III- A = 2000mm) bei einer
Verbandssteifigkeit von 10%

Diese Verteilung der Ersatzlastgruppe, die ndherungsweise der in Bild [6.3h darge-
stellten entspricht, wird vereinfachend durch eine konstante Funktion angenéhert.
Tabelle enthélt die Gegeniiberstellung der mittels FEM ermittelten Werte und
der Abschétzungen nach Gleichung fiir verschiedene Steifigkeiten der Primér-
systeme und der Verbandsbinder als Teil des Sekundérsystems. Zur besseren Ver-
gleichbarkeit der Ergebnisse des Abschnitts [.5.1] mit den Ergebnissen dieses Ab-
schnitts werden im folgenden nur die Ersatzlasten Q). = qeLTO nach Gleichung
angegeben.

Tabelle zeigt, dass mit der Abschétzung nach Gleichung unter Verwendung
der Schubsteifigkeit des Verbandsbinders die Beanspruchung des Sekundérsystems
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Tabelle 7.9: Q¢ prar fiir Imperfektionsform 1 und Abschétzung nach Gleichung [7.12]

Bild Bild
Verbandssteifigkeit Binderhohe
Q.:|kN] I IT I11 I IT I11
FEM 5,09 | 4,81 | 4,64 | 5,09 | 4,35 | 3,41
Gleichung 4,99 | 3,71 | 3,39 | 4,99 | 3,95 | 2,85

nur fiir geringe Steifigkeiten richtig bestimmt werden kann. Bei zunehmender Steifig-
keit des Verbandsbinders oder des Primérsystems kommt es zu einer Uberschétzung
der Steifigkeit des Sekundérsystems. Die Grofle der Lasten (. hiangt offensichtlich
nicht so stark von der Steifigkeit des Verbandsbinders ab. Daher wird im folgenden
zur Ermittlung der Steifigkeit des Sekundérsystems die Schubsteifigkeit der Wind-
rispe W verwendet. Die Schubsteifigkeit kann analog nach Gleichung [.13] ermittelt
werden, wenn fiir den Winkel Gr der Neigungswinkel und fiir die Steifigkeit EAp
die Dehnsteifigkeit der Windrispe W eingesetzt werden.

Die Schubsteifigkeit fiir die Dachgeometrie, h = 1250mm, mb = 7500mm und
L = 10000mm, und Dehnsteifigkeit FA = 0,6 - 25,2kN = 15,1kN der Windrispe
W ist Fsepup = 5, 8M N. Die Auswirkung der Beriicksichtigung der Schubsteifigkeit
der Windrispe in Gleichung wird zunéchst fiir die Imperfektionsform 2 gezeigt.
Bei dieser Imperfektionsform wird der Einfluss der globalen Imperfektion a priori
ausgeschlossen.

Tabelle 7.10: Q. aus Berechnung mit FEM fiir Imperfektionsform 2 und Ab-
schitzung nach Gleichung [7.12

Verbandssteifigkeit
Qc[kN] 10% | 30% | 100%
FEM 3,42 1 3,32 | 3,25

Gleichung [T.12] ayy Verband || 4,57 | 3,48 | 3,19
Gleichung [T.12] oy, Rispe 3,36 | 3,34 | 3,32

Die Ergebnisse in Tabelle zeigen fiir geringer werdende Verbandssteifigkeiten
eine grofere Abweichung der Ersatzlast nach Gleichung mit oy des Verbandes
von den numerischen Simulationen. Mit Beriicksichtigung der Schubsteifigkeit der
Windrispe W bei der Abschétzung kann das Tragverhalten offensichtlich besser
beriicksichtigt werden.

Wird jedoch die Windrispe zusétzlich durch Auswirkungen der globalen Imperfek-
tionen, wie dies in Abschnitt [[.5.1] beschrieben ist, beansprucht, ist eine einfache
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Abschéatzung nur noch bedingt moglich.

Die Beanspruchung der Windrispe W infolge der Auswirkungen der globalen Im-
perfektion [, wird im folgenden abgeschétzt. Dazu wird die zur Ermittlung der
a-Werte verwendete Normalkraft N durch

_ L%)
N—N(1+\/EQ6

ersetzt. Fiir den Quotient % werden dabei zunédchst die Werte aus der FEM-
Simulation verwendet. Der Quotient \/Lﬁ bleibt hierbei unberiicksichtigt. In einem
weiteren Schritt ist der Quotient % mit den Ergebnissen der Gleichungen fiir
@, und mit «y der Rispe, siehe Tabelle [[.10, fiir Q). zu ermitteln. Tabelle
[[.17] enthélt die Werte der FEM-Simulation und die Abschétzungen der Gleichung
mittels Rispensteifigkeit. Die Werte in Spalte 2 gelten fiir das System ohne

Verbandsbinder.

Tabelle 7.11: Q. aus Berechnung mit FEM fiir Imperfektionsform 1 und Ab-
schitzung nach den Gleichungen und [T.14]

Bild Bild
Verbandssteifigkeit Binderhohe
Q:|kN] --- 1 IT I11 I IT I11
FEM 5,23 | 5,09 | 4,81 | 4,64 || 5,09 | 4,35 | 3,41

Gleichung [T12 ay. rrar | 5,66 | 5,70 | 5,73 | 5,74 || 5,70 | 4,88 | 3,92
Gleichung ay 6,47 | 6,39 | 6,25 | 6,22 || 6,23 | 5,26 | 4,12
Gleichung [7.14] 7,11 | 7,04 1 6,99 | 6,95 || 7,04 | 5,96 | 4,64

O =W

Zum Vergleich: Nach der Norm EDIN 1052 darf die Ersatzlast ). nach folgender

Formel ermittelt werden:
Lo
Qe = qe—- (7.14)

2
mN

mit (e = m

Die Ergebnisse nach Gleichung [[.14] sind ebenfalls in Tabelle [[.T1] eingetragen. Ab-
schliefend werden in Bild fiir System 3 mit h = 1250mm bis h = 3000mm und
einer Verbandssteifigkeit von 10% die Ergebnisse fiir Q. pgar und der verschiedenen
Abschéatzungen gegeniibergestellt.
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Bild 7.27: Q. prm und Abschétzungen nach den Gleichungen und [.T4l bei einer
Verbandssteifigkeit von 10%

I Gleichung mit ay
II Gleichung mit ay pem

IIT Gleichung [7.14]

7.5.3 Auswertung

Die durchgefiihrten Untersuchungen haben gezeigt, dass erst ein vollstdndiges raum-
liches Sekundérsystem in der Lage ist, die seitliche Halterung der Primérsysteme zu
iibernehmen. Besondere Bedeutung kommt dabei der ordnungsgeméfien Ausfithrung
der Windrispe zu, da die Berechnungen in Abschnitt gezeigt haben, dass Sy-
steme mit weichen Verbédnden ohne die grofle Diagonale nicht in der Lage sind, die
Gebrauchslasten aufzunehmen.

Wird die Windrispe an jedem Obergurt ausreichend angeschlossen, kann sie zur
Aufnahme der aus der Vorkriimmung resultierenden Beanspruchungen herangezo-
gen werden. In jedem Falle ist aber eine Befestigung der Windrispe an der Traufe
und am First fiir die aus der globalen Imperfektion resultierende Beanspruchung
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erforderlich. Hierbei sind natiirlich mégliche Kombinationen mit anderen Einwir-
kungen zu beriicksichtigen.

Die Abschitzungen in den Abschnitten [7.5.1] und zeigen deutlich die Komple-
xitéit der Problematik und die damit verbundenen Schwierigkeiten einer einfachen
und sicheren Beschreibung des geometrisch nichtlinearen Tragverhaltens raumlicher
Stabwerke, speziell der Satteldachbinder.

Die in Kapitel [ eingefithrte Aufteilung der Imperfektionen in globale und lokale
Anteile wird bei der Ermittlung der Ersatzlastgruppen ebenfalls verwendet. Fiir die
globale Imperfektion fithrt diese Betrachtung auf eine Abschétzung der Ersatzlast,
die das rdumliche Tragverhalten, ausgedriickt durch die Durchschlaglast und die
Kipplast, beriicksichtigt. Bei der Ermittlung der Ersatzlastgruppe fiir die lokale Im-
perfektion wird auf eine aus der Literatur bekannte Beschreibung zuriickgegriffen.
Die Auswertungen, speziell fiir Imperfektionsform 2, zeigen, dass die lokalen Imper-
fektionen im wesentlichen Beanspruchungen in einer Ebene bewirken, so wie dies in
Bild schon angedeutet wird.

Es wird daher fiir die Bemessung des Sekundérsystems von Satteldachkonstruktio-
nen in Nagelplattenbauart vorgeschlagen:

e Bemessung der Windrispen W fiir die aus der Summe @, + Q. mit @), nach
Gleichung und @, = qe% nach Gleichung [.12] mit oy der Rispe, re-
sultierende Kraft, wobei die Windrispe an jedem Obergurt fir AW und an
Traufe und First fiir die aus @, + Q). resultierende Kraft anzuschlieBen ist.
Hierbei ist zu beachten, dass @), global anzusetzen ist, d.h. je Dachhélfte an
Traufe und First %Qso' Fiir Q. hingegen ist ein lokaler Ansatz zu wéhlen, d.h.
je Dachhélfte an Traufe und First Q..

e Bemessung der parallelgurtigen Verbénde fiir eine konstante Querkraft Q.
nach Gleichung [7. 12 mit v, des Verbandes unter Beriicksichtigung der Nach-
giebigkeit der Verbindungsmittel.

Die in den Bemessungsvorschlédgen verwendeten Ersatzlasten (), und (). sind im
Sinne des Abschnittes ungiinstig kombiniert. Giinstige Auswirkungen diirfen
nicht beriicksichtigt werden.

Die Untersuchungen zeigen, dass eine Bemessung mit Hilfe der Ersatzlast nach
Gleichung [T.T4] das raumliche Tragverhalten zwar unzureichend berticksichtigt, die
Abschéatzung der Auswirkungen lokaler Imperfektionen jedoch weiterhin mit dieser
Ersatzlast erfolgen kann. Es ist dariiber hinaus erforderlich, die Auswirkungen der
globalen Imperfektionen bei der Bemessung des Sekundérsystems zu beriicksichtigen.

Zur Gewahrleistung der Funktion des Sekundérsystems ist es unbedingt notwendig,
die imperfekten Primérsysteme druck- und zugfest mit den einzelnen Teilen des
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Sekundérsystems zu verbinden. Dazu zéhlen die Anschliisse der Pfetten am First,
im Feld und an der Traufe. An der Traufe konnen die Kréfte in y-Richtung alternativ
auch direkt in die Unterkonstruktion eingeleitet werden.

Mit den angegebenen Ersatzlasten fiir die globalen und lokalen Imperfektionen ist
es moglich, das rdumliche Tragverhalten der Satteldachbinder bei den in der Praxis
iiblicherweise durchgefiihrten ebenen und linearen Berechnungen zu beriicksichtigen.
Die Darstellungen in den Abschnitten [7.5.1] und zeigen, dass fiir bestimm-
te Dachgeometrien mit dem bisherigen Normansatz keine ausreichende Sicherheit
gewihrleistet werden kann. Es ist daher zwingend erforderlich, diese Liicke umge-
hend zu schlieffen und die Anwendbarkeit der Ersatzlastgruppen auf andere Dach-
geometrien zu iiberpriifen.



Kapitel 8
Zusammenfassung und Ausblick

Nach einer Einfiihrung in die Grundlagen der Kontinuumsmechanik in Kapitel [,
bei der besonders auf die Darstellung der unterschiedlichen Konfigurationen und
der zugehorigen Abbildungen eingegangen wird, erfolgt die Reduktion auf ein ein-
parametriges COSSERATkontinuum in Kapitel 2 Abschliefend werden in diesem
Kapitel die linearisierten Stabgleichungen einer allgemeinen Stabtheorie angege-
ben. Kapitel Bl dient zur anschaulichen Darstellung einer méglichen Einordnung der
im Ingenieurwesen bekannten Theorien. Besonderes Augenmerk wird dabei auf das
Verhalten einfacher Stabwerke im iiberkritischen Bereich gelegt.

In Kapitel d werden, ausgehend vom elastischen Potential, die zur Beschreibung der
Gleichgewichtslagen erforderlichen Variationen aufgefiihrt. Der Beschreibung der
verwendeten finiten Elemente und der Uberpriifung der zugrunde gelegten Theorie
schlielen sich die Methoden zur Eigenwertanalyse und zur nichtlinearen Berechnung
an.

Kapitel [l enthélt die Ergebnisse einer statistischen Untersuchung zur Ermittlung
der geometrischen Imperfektionen an schlanken Stabtragwerken, insbesondere an
Satteldachkonstruktionen in Nagelplattenbauart. Dabei sind neben der Definition
der globalen und lokalen Imperfektionen die Messungen und die daraus resultierende
Verteilungshypothese Gegenstand der Betrachtungen. Den Abschluss von Kapitel
bilden Bemessungsvorschlége fiir die Praxis und die Einordnung der Imperfektionen
in das semiprobabilistische Sicherheitskonzept.

Kapitel [l beschreibt zwei Interpretationen von Ersatzlastgruppen, zum einen den
Ersatz von geometrischen Imperfektionen und zum anderen den Ersatz von geo-
metrischen Imperfektionen einschliellich ihrer Auswirkungen bei einer geometrisch
nichtlinearen Berechnung.

Kapitel [7] gibt die Ergebnisse der Eigenwertanalysen und geometrisch nichtlinearen
Berechnungen fiir verschiedene Stabwerke an. Ziel dieser Untersuchungen ist die

117
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Ermittlung von Ersatzlastgruppen zur einfachen linearen Abschétzung des nichtli-
nearen Tragverhaltens geometrisch imperfekter rdumlicher Stabwerke. Die fiir die
Berechnung der Ersatzlastgruppen erforderlichen Eingangsgréfien sind Bestandteil
der linearen Stabwerksbemessungen oder werden in Gleichungen zur Verfiigung ge-
stellt.

Insbesondere die Darstellungen in Kapitel [] Abschnitt [[.5. 1] und Abschnitt zei-
gen die Komplexitiat der linearen Abschitzung des geometrisch nichtlinearen Trag-
verhaltens rdumlicher Stabwerke. Es gelingt bei diesen Auswertungen die verschie-
denen Einfliisse auf die Beanspruchungen des Sekundérsystems herauszuarbeiten,
jedoch bleibt die Notwendigkeit der Erweiterung auf eine breitere Vielzahl von Kon-
struktionen.

Dazu zéahlen Nagelplattenkonstruktionen mit grofleren Spannweiten, anderen Fiill-
stabanordnungen und natiirlich auch unsymmetrische Systeme. Weiterhin sind Stab-
werke mit Auskragungen, Pultdach- und Trapezdachbinder mogliche Anwendungs-
gebiete.

In einem néchsten Schritt sind dann auch Variationen des Sekundérsystems erfor-
derlich. Die zur Verfiigung gestellten Formeln fiir die linearen Abschétzungen sind
keineswegs an Nagelplattenkonstruktionen gebunden, vielmehr kénnen die gewon-
nenen Ergebnisse auch auf andere Systeme erweitert werden. Dazu zéhlen alle Arten
von Stabwerken sowohl in Holz- als auch in Stahlbauart.

Die Aufteilung der Beanspruchungen des Sekundérsystems in globale und lokale
Anteile mit gegenseitiger Beeinflussung ermoglicht es auch andere Konzepte fiir
Sekundérsysteme, z.B. Dachschalung, Trapezbleche oder Werkstoffplatten, einzu-
setzen und zu bemessen.
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Anhang A

Mathematische Grundlagen

A.1 Lineare Abbildungen

(FIsCHER [15])

Alle Darstellungen, Beschreibungen und Argumentationen werden nur fiir die re-
ellen Zahlen angegeben. Es geniigt daher den Korper der reellen Zahlen IR und
Vektorraume iiber diesem Korper einzufithren. Zur Definition eines Korpers, zu-
gehoriger Vektorraume und deren Eigenschaften sei auf oben genannte Literatur
verwiesen.

Seien V und W Vektorrdume iiber dem Korper IR. Die Abbildung

f:{V - (A1)

Z — f(@)
heifit linear oder Homomorphismus, falls

flaz + By) = af(x) + Bf(y) (A.2)

fiir alle a, # € IR und alle z,y € V. Eine Verscharfung des Begriffs Homomorphismus
fithrt zu folgenden Bezeichnungen. Die lineare Abbildung f : V — W heifit

Isomorphismus, falls f bijektiv ist,

Homdéomorphismus, falls f bijektiv und f, f~! stetig sind,
Endomorphismus, falls V = W,

Automorphismus, falls V=W und f bijektiv ist.

Seien V = R" und W = IR™ dann existiert zu jeder linearen Abbildung f : R" —
IR™ genau eine Matrix A € IR™*", sodass

f(z) = Az (A.3)

A3
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fiir alle Spaltenvektoren = € IR".

Lineare Abbildungen kénnen auch mehrfach hintereinandergeschaltet oder Hinter-
einanderschaltungen zur Vereinfachung zusammengefafit werden, was zum Teil zu
recht komplexen Strukturen fiithren kann. Zur iibersichtlichen Darstellung solcher
Verkniipfungen werden im Allgemeinen kommutative Diagramme der Form

U
g h

W z - X

f l

1% = Y

verwendet. Obiges Diagramm zeigt die Abbildung des IR Vektorraums V in den IR
Vektorraum Y als Hintereinanderschaltung mehrerer linearer Abbildungen

Vv — W —- X —-Y
m:{f — m(Z) = (loko f)(Z) (A4)
oder
Vv - W —-U — X —-Y
m: { T m(f) — (lohogof)(f) ’ (A.5)

wobei die lineare Abbildung k& = ¢g o h wiederum eine Hintereinanderschaltung ist.

A.2 Dualitat

(BERTRAM [B] und FISCHER [15])
Sei V' ein Vektorraum iiber IR, dann heifit

V*:=Hom(V,IR)={p: V—-IR:¢p linear} (A.6)

der Dualraum von V. Die Elemente des Dualraums V* werden als Linearformen
auf V bezeichnet. Seien B = (z, ..., z,) und B* = (y',...,y") zwei Basen der Vek-
torrdume V und V*. Ist das innere Produkt oder Skalarprodukt

1 fiiri=j

(i, 97y = a1 =07 = { (A.7)

0 sonst,

dann werden diese Basen dual genannt.



A.3. BILINEARFORMEN A5

A.3 Bilinearformen

(FIsCcHER [15])
Sei V' ein Vektorraum iiber dem Kérper IR. Eine Abbildung

f:{VxV—>IR (A.8)

&9 = f@D

heifit Bilinearform, wenn f in beiden Argumenten linear ist. D.h. f(-,7) : V — IR,
T — f(Zy) und f(y,") : V — R, & — f(y,Z) sind lineare Abbildungen fiir jedes
y € V. Die Bilinearform ist symmetrisch, falls f(Z,¢) = f(¢,Z) fir alle Z,5 € V
gilt.

Im folgenden wird der Begriff der Bilinearform etwas erweitert. Seien V' und W
Vektorraume iiber dem Kérper IR und

:{VXW—>]R (A.9)

@5 = fE)

eine Abbildung. Fiir festes ¥ € V und ¢ € W werden die Abbildungen fz: W — R,
y— f(@,9) und f7: V — R, ¥ +— f(Z,7) definiert. f ist bilinear, falls fz und f;
fiir alle ¥ € V und y € W linear sind.

A.4 Tensoren

(BERTRAM [5], F1sCHER [15] und KLINGBEIL [31])
Es folgt eine weitere Verallgemeinerung der Bilinearform. Seien V', W und U Vek-
torrdume iiber dem Korper IR. Eine Abbildung

@5~ &)

heiBt bilinear, wenn die Abbildungen &z : W — U, y — &(Z,y) und &5 : V — U,
T — &(7,y) fir festes ¥ € V und y € W linear sind. Seien (z;);e; und (y;),es Basen
von V und W, so lifit sich jede beliebig vorgegebene Familie (z;;)(;  )erxs durch
genau eine bilineare Abbildung

darstellen. Wird nun die Familie (2;;)¢ j)erxs so gewdhlt, daf die z;; eine Basis des
Vektorraums U sind, so gibt es einen IR Vektorraum V ® W und eine bilineare
Abbildung

n:VxW-VeW (A.12)
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mit folgender Eigenschaft. Zu jedem IR Vektorraum U und einer linearen Abbildung

VWU (A.13)

existiert genau eine lineare Abbildung
o VW —=U (A.14)

mit £ = Egon. VW heiit das Tensorprodukt von V' und W iiber R. Die Elemente
von V @ W werden Tensoren genannt.

Soeben wurden Bilinearformen beschrieben. Fiir die Arbeit mit Tensoren ist es aber
erforderlich auch multilineare Abbildungen zur Verfiigung zu haben. Daher wird nun
allgemein eine Abbildung

EViXx..xVey—W (A.15)

definiert, die multilinear heifit, wenn fir jedes i € {1, ..., k} und fest gewihlte z; €
Vi(j=1,..,i — 1,i+1,...,k) die Abbildung

V; i W, (f) '_>g(fly---afi—lyfyfi—i—la---fk) <A16)

k-linear ist. Analog zu Gleichung [A.12] kénnen dann IR Vektorriume V; ® ... ® Vj
mit einer multilinearen Abbildung

(T1, ..., T) = T1Q.QT
konstruiert werden. Fiir die Beschreibungen im Rahmen dieser Arbeit, es sei hier
auf den Elastizitétstensor in Abschnitt [L5.] hingewiesen, geniigt es, tetralineare

Abbildungen zu betrachten. Die in den Gleichungen [A.13] und [A.14] beschriebene
besondere Eigenschaft der in Gleichung [A.12] angegebenen Abbildung wird nun fiir

den tetralinearen Fall im folgenden kommutativen Diagramm dargestellt.

Vix..xV,

U §

Ne..oV - W
13

Aufgrund der Tetralinearitéit der Abbildung n werden die Elemente des IR Vektor-
raums Vi ® ... ® Vj, die Tensoren 4. Stufe, auch als Tetraden bezeichnet.

Mit Hilfe der in Anhang eingefithrten dualen Vektorrdume ldsst sich nun fiir
einen IR Vektorraum V ein Vektorraum 7' in der Form

T=V.0VeV'®.aV" (A.18)

p—mal q—mal
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erkldren. Die Elemente von T" werden als p-fach kontravariante und ¢-fach kovariante
Tensoren bezeichnet. Damit kann jeder Tensor eindeutig als

Z ail--.ipjlqu Uiy ® .. &® Vi, ® Ujl ®.® qu <A19)

il ~~~~~ 7:P:jl ~~~~ jq

mit i1, ..., 4, Jji,..,Jg € {1,...,n} und @'} ;. € IR dargestellt werden.

A.4.1 Tensoralgebra

(ALTENBACH [I], BRONSTEIN [7], KLINGBEIL [31] und TEICHMANN [57])

In Anhang [A.4] wurden die Tensoren abstrakt mit der Einschrinkung auf 4 Dimen-
sionen eingefiihrt. Ein Tensor 0. Stufe, d.h. der Dimension 0, wird auch als Skalar
bezeichnet. Weiter ist ein Tensor 1. Stufe ein Vektor, 2. Stufe eine Dyade und 4.
Stufe eine Tetrade. Es existieren zwei Tensoren die sich durch ihre speziellen Fi-
genschaften auszeichnen. Das sind zum einen ein Tensor 2. Stufe, der Deltatensor

i ; ; 1 firi=j
0;; =0 =0 =67 = A.20

! ! { 0 sonst ( )
und zum anderen ein Tensor 3. Stufe, der Epsilontensor

1 falls i, 5, k zyklisch
ijk = €;(€; x é,) =< —1 falls i, 7, k antizyklisch (A.21)
0 sonst.

Fiir Tensoren werden die folgenden Verkniipfungen definiert:

Skalarprodukte

i b= (d'd) (V&) =dbl(g &) =adbby=dl (A.22)
Vektorprodukte

ixb=(d'¢) x (V&) = 'V (¢ x &) = a'le;;*é, (A.23)
Dyadische Produkte

@b =(d'd) ® (V'F) = a'V' (6,0 &) = A6 © ). (A.24)

ST

Kovariante und kontravariante Basis

Seien §; eine Basis des IR® und § die zugehérige duale Basis, siche auch Anhang
[A2 dann werden g; als kovariante und §* als kontravariante Basen bezeichnet. Die
Verkniipfung dieser beiden Basen liefert den bekannten Deltatensor 0]. Werden die
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Vektoren jeder Basis skalar mit Vektoren der gleichen Basis multipliziert ergeben
sich die Metrikkoeffizienten. Diese werden in Abhéngigkeit der zugehorigen Basis in
kovariante

9ij = Gi G (A.25)
und kontravariante
97 =q -7 (A.26)

Metrikkoeffizienten unterschieden. Mit diesen Koeflizienten konnen nun die Basen
ineinander iiberfithrt werden, die kovariante in die kontravariante

7 =9"3; (A.27)
und umgekehrt die kontravariante in die kovariante Basis

i = 957 (A.28)
Dabei besteht folgender Zusammenhang zwischen den Metrikkoeffizienten

97 gk = 0'. (A.29)

Werden den Metrikkoeffizienten und dem Deltatensor aus Gleichung die Ma-
trizen M := ¢, M* := g;;, und I := §°; zugeordnet, dann wird der Zusammenhang
der Metrikkoeffizienten,

MM* =MM ! =1 (A.30)

die kovarianten konnen durch Inversion der Matrix der kontravarianten berechnet
werden, direkt sichtbar.

A.4.2 Tensoranalysis

(ALTENBACH [1], BRONSTEIN [7], KLINGBEIL [31] und TEICHMANN [57])

Die Differentiations- und Integrationsregeln fiir Tensoren lassen sich auf die von
Skalaren zuriickfithren. Dazu betrachten wir einen Tensor 1. Stufe den Ortsvektor
7 als Funktion der Zeit t. Beziehen wir diesen Vektor auf ein zeitinvariantes ortho-
normales Bezugssystem mit den ortsunabhéngigen Einheitsvektoren €7, €5, €3, dann
kann fiir den Differentialquotienten ‘fl—f geschrieben werden:

dar . yaVd i A(Tlgl + 7“252 + 7”353)
— = lim — = lim =
dt Ai—0 At At—0 YAN
rl Ar? Ar3
— a1 2 i Z. lim —— — A3l
6 fim T @ fim T 4 d im T (4-31)
_drt _dr? _ dr®
=€1—— +tey—— +e3——

dt dt dt
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Analog zu Gleichung [A.31] kénnen auch die folgenden tensorwertigen Funktionen
einer skalaren Variablen in ihre Komponenten zerlegt werden:

R = R(t)
dR(t) _ . R(t+At) —R()

= Arbo At (A.32)

dt
% / R(t)dt = R(t).

Nun soll noch ein wichtiger Begriff der Tensoranalysis angegeben werden. Der Na-
blaoperator V ist als

_2ai00) i
V=e o (...).€ (A.33)

definiert und ist auch als Gradient bekannt. Die Anwendung dieses Operators auf

einen Tensor nter Stufe erzeugt einen Tensor (n + 1)ter Stufe.

Die Anwendung auf ein Skalar liefert einen Vektor
grad a=Va=¢"a; =a;e", (A.34)
auf einen Vektor einen Tensor 2. Stufe

I = aj,ie?"é'j (A35)

™

grad @ = Va = e”c_i,i = e”ajﬂ-
und auf einen Tensor 2. Stufe einen Tensor 3. Stufe
grad A=VA=¢"A;=¢"Ajeleh=¢c"Ayeier. (A.36)
Weiterhin sind die Verkniipfungen nach Gleichung [A.22] die Divergenz

divi=V-d==2&"- &7 =a;;6" = a, (A.37)

rot =V xd= 2" x &’ =a;ee" (A.38)

moglich.

A.5 Bewegungen des R’

Die Geometrie des IR? ist durch seine Metrik

d(T,§) = /Y (2 —y:)? (A.39)
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eindeutig bestimmt. Eine Bewegung des IR® wird allgemein durch die Abbildung

3 . TR3
Q: { IR R (A.40)

—

T - @) =AT+b

vermittelt mit A € OsIR und b € IR®. Nach Abbildung[A.T]lassen sich die Bewegun-
gen in orientierungstreue und orientierungsumkehrende Abbildungen unterscheiden.
Diese Einteilung erfolgt sehr einfach durch Ermittlung der Determinante der Ab-
bildungsmatrix A und die entsprechende Zuordnung in die spezielle orthogonale
Gruppe SO3lR bzw. die allgemeine orthogonale Gruppe O3IR.

*********************************

0 R* >R, &— AZ+1b

|
! Schraubbewegung

Drehspiegelung echte

| (incl.-Translation) (incl.-Ebenensp.)

Bild A.1: Bewegungen des IR?

Da diese Arbeit nur Bewegungen fester materieller Kérper behandelt, kénnen ori-
entierungsumkehrende Abbildungen ausgeschlossen werden. Die verbleibenden Ab-
bildungen vermitteln eine reine Drehung bei Vorhandensein einer Fixpunktmenge
bzw. eine Schraubbewegung wenn es keine Fixpunkte gibt. Die Schraubbewegungen
enthalten dabei auch die reinen Translationen wenn A = 1.

A.5.1 Drehung im IR?

(LAcALLy [34], MEYBERG/ VACHENAUER [4I] und RANKIN/ BROGAN [50)])
Nach Abbildung [A.40] kann eine reine Drehung in der Form

3, 1p3
s, R R (A.41)
— p(E)=¢=R=

(1]
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mit R € O3]R dargestellt werden. Seien Fiz(¢) = {\f | A € R} die Drehachse und
1 der positive Drehwinkel, dann ist ¢ gegeben durch

||

R - (A.42)
712 o (cosw)§+(1—cosw)(| '|2)®f+sﬁl}rb(fx§) ' '

[y

Mit Hilfe der Identitat

[1]y
[1]y

1. (A.43)

kann Gleichung [A.42]in das Produkt einer Dyade mit = umgeschrieben werden. Es
folgt dann fiir |f| = 1 die Darstellung

E=QZ mit Q(f,0) =f@ f+cosp(I—f@ f)+sinepf x I (A.44)

wobei €2 auch als Versor bezeichnet wird. Zur Vereinfachung der Darstellung wird
ein Drehvektor

U = tan %f (A.45)

eingefiihrt. Unter Benutzung der trigonometrischen Beziehungen

2v 1 —v?
5 und cosy = 02

siny = mit v =| 7 | (A.46)

ergeben sich fiir den Versor

Q(ﬁ)=< v oL+ EALRR (A.47)
1470

und in Komponentendarstellung €2 = v™=,,, wenn der Nenner in Gleichung [A.47]
auf die andere Seite gebracht wird, die CAYLEYschen Formeln

&1
A+ +02+0%) | & | =
&3
14 0% — 02 — % 2(viv? —0?) 2(vlv? + v?) =1
2(vo? 4+ v3) 1— o 4 02% — % 2(v*® —ol) =D
2(viv? — v?) 2(v30® +ol) 1— ol — 02 4% =3

(A.48)
Wird nun in Gleichung [A.44] der Drehvektor

S=9¢f =w"S, mit |&|=v (A.49)
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eingesetzt, ergibt sich die Drehmatrix R in Gleichung [A.41] zu
sinwD . 11— coswD2

R=QW) =1+ ” e (A.50)
oder in Komponentenschreibweise zu
R = o + Slzw J°S¢DJDk (A.51)
Die Matrix D hat dabei die Form
0 wd o —w?
D=D/=| -w* 0 ! : (A.52)
w o o—wl 0

Zur Verbesserung der Handhabbarkeit werden die Komponenten von R in eine Reihe

entwickelt
RF =0F 4+ (1— %W +..)DF + (% — %1/}2 +...)DIDF. (A.53)
Eine weitere Moglichkeit zur Beschreibung des Drehvektors ist
& =wf mit w=| 3 |:25in%. (A.54)

Unter Beriicksichtigung der trigonometrischen Beziehungen

siny = wy/1— (g)z,cosz/z:l—%2 (A.55)

> J
F=¢
w
folgt fiir die Drehmatrix R in Gleichung [A.50

(U2
w”l— ( ?)
R=1+ D+ D>

und der Beziehung

w2 (A.56)
WA 2
—1 ,/1— —) D+ iD?
* 2 + 2
in Komponentenschreibweise
k k WN? e Lok
und als Matrix
1 1
1— §(w22 +u¥) P+ Zwle? 0w+ W'’
1 1 1
R=R=| —auw+ §w1w2 1-— §(w12 +u®) QW'+ §w2w3 . (A.58)
1
ow? + §w1w3 —ow! + §w2w3 1— §(w12 + w?)
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