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1. Die Riemann-Summe (644 Punkte)
Betrachten Sie die Funktion

f(x) = (x —2)% - x>+ 10.

(a) Zeichnen Sie die Funktion auf der positiven Halbachse.

(b) Berechnen Sie:
4
I:/ f(x)dx.
0

(c) Approximieren Sie das Integral aus b) mithilfe einer Riemann-Summe, indem Sie das
Intervall [0, 4] in 4 gleich groBe Abschnitte zerlegen.

(d) Zusatzaufgabe (4 Punkte): Schreiben Sie ein Programm mit einer Programmier-
sprache lhrer Wahl (auch madglich: programmierbarer Taschenrechner), welches die
Riemann-Summe berechnen kann mit einer frei wahlbaren Anzahl von gleich groBen In-
tervallen. Wie klein miissen die Intervalle gewshlt werden, damit |/ — Igiemann| < 10727

2. Optimierung der Riemann-Summe: Trapez- & Simpson-Verfahren (14 Punkte)

Zwei genauere Methoden zur approximativen Bestimmung von Integralen sind die Trapez-
und die Simpson-Regel. Beim Trapez-Verfahren verwendet man, fiir eine bessere Anpas-
sung an die zu integrierende Funktion, die Steigung an den Zerlegungspunkten, d.h. man
approximiert den Integranden als lineare Funktion. Entsprechend summiert man anstelle der
Riemann-Rechtecke iiber Trapeze (siehe Abb. 1). Bei der Simpson-Regel geht man sogar
noch einen Schritt weiter und entwickelt den Integranden bis zur zweiten Ordnung. Auf
diesem Weg erhdlt man eine quadratische Ndherung der Funktion in ihrem jeweiligen Teil-
intervall (siehe Abb. 21).
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Abbildung 1: Trapez-Regel Abbildung 2: Simpson-Regel

!Die anschmiegenden Kurven in den Teilintervallen sollen Parabeln darstellen. Da dies Freihand-Zeichnungen
sind moge man sich bitte nicht an der teilweise nur maBigen Ausfiihrung stéren! :)
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Zeigen Sie mithilfe der Vorlesung, dass gilt:

b N=1 ,(n+1)ax [ 1 dkf .
/0 f(x)dx =~ ,,Z:(:)/nAx I(Z:;JHW(X_”AX) dx

wobei NAx = b gilt.
Zeigen Sie, dass aus 2a) die Riemann-Summe folgt, denn die Taylorentwicklung des
Integranden bereits nach der nullten Ndherung abgebrochen wird.

Brechen Sie die Taylorentwicklung erst nach der ersten Ordung ab, so folgt daraus die
Trapez-Regel:

[ ~ % [F(x0) + 2f (x1) + 2f(x2) + ... + 2f(xs_1) + F(xn)] .

Zeigen Sie dies!

SchlieBlich folgt die Simpson-Regel

| = % [f(x0) +4f(x1) + 2f (x2) + 4f(x3) + 2f (Xa) + ... + 4F (Xp—1) + f(Xn)]

direkt aus dem Abbruch der Reihe nach der zweiten Ordnung. Aus das ist zu zeigen.
Tip: Bei der Riemann-Summe brauchten Sie durch die nullte Ndherung lediglich den
Startpunkt x; zur Berechnung eines Teilintegrals. Bei der Trapez-Regel wegen linearer
Néherung ist der ndchste Punkt (x; & xj+1) nGtig, um die Teilflaiche zu berechnen. Ent-
sprechend benétigen Sie bei der Simpsons-Regel durch die quadratische Naherung, also
durch die zweite Ableitung in der Taylorentwicklung, sogar den iliberndachsten Punkt!
Das Integrationsintervall betragt also bei der Simpsons-Regel 2Ax!

Approximieren Sie das Integral aus Aufgabe 1 analog zu 1c) mit der Trapez- sowie der
Simpson-Regel. Vergleichen Sie jeweils die Genauigkeit der drei Methoden.



