Die elastischen Konstanten

Das elastische Verhalten eines festen Korpers unter der Wirkung von auflen angreifender Kréfte
soll untersucht werden. Die wichtigsten charakteristischen Konstanten, der Elastizitdtsmodul F
und der Schub- oder Torsionsmodul G sollen bestimmt werden.

Vorkenntnisse

Potential — Potentialverlauf im zwischenatomaren Bereich — Parabolische (harmonische) N&-
herung im Minimum — Lineares Kraftgesetz — Elastische und plastische Verformung — Einfluss
von Gitterfehlern — Thermische Ausdehnung — Elastizitats-, Kompressions- und Torsionsmodul —
Querkontraktion und Poisson’sche Zahl — Drehschwingungen — Richtmoment — Tragheitsmoment

Physikalische Grundlagen

Definition der elastischen Konstanten

An einem festen Korper, beispielsweise einem Draht der Lange L mit dem Querschnitt A, greife
eine zu A senkrechte Kraft F' an (Abb. 1 (a)). Dann ist innerhalb eines bestimmten Kraftbe-
reiches die relative Léngendnderung ¢ = AL/L proportional zur Normalspannung o = F/A,
also € ~ o. Aus dieser Beziehung folgt durch Einfiihrung eines Proportionalitdtsfaktors £ das
Hooke’sche Gesetz

o= FEe (1)

fiir den Fall L > +/A. Der Faktor E wird Elastizititsmodul genannt. Er hat die Einheit N/m?2,
da e dimensionslos ist.

Wirkt auf die Deckfliche A eines quaderférmigen Korpers, dessen Grundflache festgehalten wird,
parallel zu A und gleichméfBig auf die Flache verteilt eine Kraft F, dann verschiebt sich die
obere Flache gegen die untere, und die zundchst senkrecht stehenden Seitenflichen werden um

(a) (b) (©)
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Abb. 1: Zeichnung zur Veranschaulichung des (a) Elastizitdts-, (b) Schub- und (c¢) Kompressi-
onsmoduls.
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den Scherungswinkel ~ geneigt (Abb. 1 (b)). Fiir nicht zu groBle Scherungen ist der Winkel
proportional zur Schubspannung 7 = F/A, also 7 ~ ~. Daraus folgt analog das Hooke’sche
Gesetz der Scherung oder Torsion

T = Gr. (2)

Der Proportionalitdtsfaktor G heifit Schub- oder Torsionsmodul. Er hat dieselbe Einheit wie der
Elastizititsmodul F, also N/m?2. Wirkt ein Druck p = F/A allseitig und gleichméfig auf die
Oberflache eines festen Korpers, dann dndert sich bei einer Drucksteigerung um dp das Volumen
um den Betrag —AV. Fiir nicht zu grofle Driicke ist die relative Volumendnderung —AV/V
proportional zur Druckdnderung und daher

AV
dp = —K =, 3
P v (3)

Der Kompressionsmodul K hat ebenfalls die Einheit N/m?.

Die Poisson’sche Zahl

Bei der Zugbelastung eines Drahtes tritt nicht nur eine Langendnderung L, sondern auch eine
Abnahme des Drahtdurchmessers d auf. Diese Durchmesserdnderung definiert die sogenannte
Querkontraktion §, fir die

Ad
= Q)

gilt. Damit definiert man die Poisson’sche Zahl i iiber

J =

o= - (5)

Die Elastizitatstheorie liefert als Verkniipfung der verschiedenen Moduln die folgenden Gleichun-
gen:
E E
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Experiment

Vorbereitende Aufgabe

Berechnen Sie die Poisson’sche Zahl eines inkompressiblen, quaderférmigen Korpers (K — oo)
bei Langendnderung unter der Annahme, dass sich das Volumen nicht &ndert.

1. Bestimmung des Elastizitidtsmoduls fiir einen Messing- und einen Stahldraht

Fir die Dehnungsmessungen wird die in Abb. 2 skizzierte Apparatur verwendet. Die Drahte
werden in den Punkten A und B eingehéngt. Uber das Auflager D und die Hebel a und b wird auf
die Drahte im Punkt A eine Kraft ausgeiibt, wenn in D durch Auflegen von Bleistiicken eine Last
erzeugt wird. Beachten Sie dabei die Kraftverdopplung am Hebel (a = 2b). Die Langenidnderung
wird tber den Hebel c auf eine Messuhr iibertragen (¢ = 2b). Bei den auftretenden kleinen
Langenanderungen konnen Winkeldnderungen vernachléssigt werden.

Legen Sie zu Beginn der Messung zunéchst eine Scheibe aus Messing mit einer Masse von ca. 1 kg
zur Vorbelastung des Drahtes auf. Dies ist zum Ausgleich von Knicken im Draht erforderlich.
Stellen Sie mit der Stellschraube S einen Anfangswert von etwa 2mm auf der Messuhr ein.
Messen Sie die Anfangslinge L mit einem Zollstock. Belasten Sie den Draht nun schrittweise
durch Auflegen von Bleistiicken. Die Massenangabe in Gramm ist in die Bleistiicke eingeschla-
gen. Klopfen Sie vor dem Ablesen der Messuhr leicht auf den Tisch, um einer Verfdlschung der
Messung durch Reibung entgegenzuwirken. Vor der Messung sollte der Draht einmal maximal
(mit allen Gewichten) beladen und wieder entlastet werden.

Achtung: Blei ist ein Schwermetall! Waschen Sie sich nach diesem Versuchsteil die
Hande!

Fiihren Sie die Messungen bei zunehmender und dann bei abnehmender Belastung durch. Tragen
Sie die Belastung in Gramm iiber der zugehorigen Langendnderung AL auf. Bei Giiltigkeit des
Hooke’schen Gesetzes ergibt sich dabei eine Gerade, aus deren Steigung C' der Elastizitdtsmodul
bestimmt werden kann. Dazu wird die Steigung, die in der Dimension Masse/Lénge vorliegt,
durch Erweitern mit der Erdbeschleunigung g umgerechnet auf Kraft/Lénge, also

mg = F = CgAL. (7)
Mit Hilfe von Gleichung (1) folgt daraus

Abb. 2: Der Versuchsaufbau zur Bestimmung des Elastizitdtsmoduls
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AL gL
F = AE — w. = —.
E bz E C (8)

Der Querschnitt des Drahtes A folgt aus seinem Durchmesser d. Messen Sie den Drahtdurch-
messer mit einer Mikrometerschraube an zehn verschiedenen Stellen und bilden Sie aus den
Messungen das arithmetische Mittel.

Wiederholen Sie die Messungen fiir den Stahldraht mit doppelter Vorbelastung (2kg). Diskutie-
ren Sie die Unterschiede anhand des Zug-Spannungsdiagramms.

2. Bestimmung des Torsionsmoduls fiir einen Messing- und einen Stahldraht.

Bestimmen Sie aus Drehschwingungen den
Torsionsmodul der im ersten Versuchsteil ver- /S
wendeten Drahte. Héngen Sie dazu an die
Dréhte eine Kreisscheibe und bringen Sie das
so enstandene Torsionspendel durch leichtes
Verdrillen des Drahtes aus seiner Ruhelage.
Bestimmen Sie die Schwingungsdauer der ein-
setzenden Drehschwingung mit einer Stopp-
uhr. Messen Sie mehrmals die Dauer fiir je-
weils fiinf Schwingungen und bilden Sie daraus
das arithmetische Mittel.

Neben den Abmessungen des Drahtes muss
zur Bestimmung des Torsionsmoduls das
Tragheitsmoment der Kreisscheibe ermittelt
werden. Bestimmen Sie diese Grofle aus ihren
geometrischen Abmessungen und ihrer Masse. |_—I:|_|
Das Tragheitsmoment ist dann iiber die For-

mel
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(siehe Versuch , Trégheitsmomente starrer Korper / Kreisel“) zu bestimmen. Die Vorrichtung
zum Befestigen der Drahte kann dabei im Rahmen der Messgenauigkeit vernachléssigt werden.
Bei Kenntnis dieser Grofien kann der Torsionsmodul daraus folgendermaflen berechnet werden:
Betrachtet wird ein Hohlzylinder mit dem Radius r und der Wandstarke dr (Abb. 3). Eine
Kraft dF verdreht die Stirnflichen um einen Winkel ¢ gegeneinander. Dann ergibt sich ein
Scherungswinkel

(,DT‘
>~ - 10
Y an -y 7 (10)

Die Schubspannung ist dem Scherungswinkel proportional, also gilt

dF dF Gor
== —_— == = == . 11
g dA 27 dr Gy L (11)
Fiir die Kraft dF folgt dann
2 2
dF — %‘PG dr. (12)

iiber den Hebelarm r erzeugt sie ein Drehmoment dM
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Abb. 3: Zur Berechnung des Torsionsmoduls aus Drahtschwingungen.

3
M = rdF = 20,
L
Fiir einen Vollzylinder (Draht) wird das Gesamtdrehmoment

(13)
R 2 R 4
M:/dM: WG/ sqp = PG (14)
0 0 2L
Daraus folgt:
_ 2LM
- TpRY
gungsdauer:

(15)

Die am Draht aufgehdngte Kreisscheibe vollfithrt harmonische Schwingungen mit der Schwin-

T = 21/

Dabei ist D das Richtmoment des Drahtes, d.h., das Drehmoment pro Winkeleinheit:

(16)

M
D =

P
Somit ergibt sich letztlich der Torsionsmodul zu

(17)
87 LO
¢ = Jarz
Thre Ergebnisse.

(18)

Bestimmen Sie den Torsionsmodul fiir die im Experiment verwendeten Dréhte. Diskutieren Sie



