Triagheitsmomente starrer Korper /
Kreisel

Mit Hilfe von Drehschwingungen sollen im ersten Teil des Versuchs fiir einen Wiirfel und einen
Quader die Tragheitsmomente fiir verschiedene Drehachsen durch den Schwerpunkt gemessen
werden. Das zugehorige Trégheitsellipsoid soll dargestellt und der Tragheitstensor berechnet wer-
den. Zudem soll der Satz von Steiner experimentell verifiziert werden. Im zweiten Teil des Ver-
suchs soll die Préazessionswinkelgeschwindigkeit an einem schnellen, schweren Kreisel als Funk-
tion der Momente gemessen werden.

Vorkenntnisse

Newtonsche Mechanik — Translatorische Bewegung, Rotationsbewegung, Analogien — Trigheits-
moment — Drehmoment — Drehimpuls — Rotationsenergie — Trégheitstensor (allgemeine Be-
rechnung) — Deviationsmomente — Trégheitsellipsoid — Satz von Steiner — Drehschwingungen —
Kreisel — Prézession, Nutation

Physikalische Grundlagen

Eine Menge von Massenpunkten der Massen m,,, die um ihren gemeinsamen Schwerpunkt der-
gestalt rotieren, dass sie ihre sémtlichen Abstdnde voneinander nicht verdndern, bezeichnet man
als starren Korper. Zu den wichtigsten, die Bewegung beschreibenden Groéfien dieses Systems
gehort der Gesamtdrehimpuls L beziiglich des Schwerpunkts

L = > my (17 x ;) (1)

mit v, als Geschwindigkeiten der Massenpunkte und 7, als deren Ortsvektoren (hier mit dem
Schwerpunkt im Koordinatenursprung). Einsetzen der Beziehung v;, = x 7}, mit & als Winkel-
geschwindigkeit ergibt

L= m(mx(@xm)). (2)

v

Es existiert demnach eine eindeutige funktionale Abhéngigkeit I_:(LD’) des Drehimpulsvektors vom
Vektor der Winkelgeschwindigkeit. Eine Umformung des doppelten Kreuzprodukts in Gleichung
(2) ergibt

L = Z m, {r?,c? — (r), - @) 7“_,}} (3)

v

Fir die einzelnen Komponenten des Drehimpulses L; mit ¢ = x, y, z folgt hieraus
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= Zy:my [( > r,%j) wi — ( > oy, 7":/1-] (4)

J=xy,2 J=%,9,2

L, = Z Zml, {( Z T‘Zk) dij — TuTy; | Wy,

j:I,y,Z v k:xzy’z
wobei §;; das Kronecker-Symbol ist (9;; =1 fiir i=j und d;; =0 fiir i # j). Die Beziehung zwischen

L und & ist also linear. Die Abbildungsmatrix 8 mit
g
=0 W bzw. Lz == Z ®ij wj (5)
j:x7y7z

wird als Tréagheitstensor bezeichnet. Ein Vergleich von (4) und (5) liefert fiir die einzelnen Kom-
ponenten des Tragheitstensors ©;; (i=x,y, 2, j=,y,2)

= Z my [( Z 7’12%) dij —ruir,,j] (6)

k::cc,y,z

Fir einen ausgedehnten Korper ist die Summe iiber die diskreten Massenpunkte durch ein In-
tegral iiber infinitesimal kleine Massenstiicke zu ersetzen

G)ij = /V [( Z T%) 5ij — T’ﬂ’j] dm (7)

k=x,y,z

Der Tragheitstensor ist symmetrisch (d.h. ©;; = ©;). Zur Berechnung aller Trégheitsmomente
beziiglich beliebiger Schwerpunktsachsen sind demnach nur sechs Integrale zu berechnen. Man
unterscheidet hierbei die drei Diagonalelemente des Tensors (die Trégheitsmomente um die Ko-
ordinatenachsen)

Opp = /V (y2 +22) dm, usw. (8)

von den Nichtdiagonalelementen, den sogenannten Deviationsmomenten:
Oy = — /me dm , USW. 9)

Transformation auf die Haupttragheitsachsen

Wie bei jeder Matrix hidngt auch die Gestalt des Trégheitstensors von der Wahl des Koordinaten-
systems ab. Alle symmetrischen Matrizen besitzen ein orthogonales System von Eigenvektoren
(siehe beispielsweise Kowalsky, Lineare Algebra, de Gruyter, Berlin, 1979). Bei der Darstellung des
Tragheitstensors beziiglich des Koordinatensystems 2/, v/, 2/, welches parallel zu den Richtungen
der Eigenvektoren steht, bleiben nur die Diagonalelemente

Oy = / y'? + 2" usw. (10)

iibrig, wohingegen die Deviationsmomente

Opry = / 2y dm = 0, usw. (11)
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verschwinden. Welche physikalischen Figenschaften besitzen die durch die Figenvektoren des
Tragheitstensors ausgezeichneten Drehachsen des Kérpers? Lasst man den Koérper mit der Win-
kelgeschwindigkeit w um die 2’-Achse drehen (also & = (w,0,0)), so gilt aufgrund der Eigenvek-
toreigenschaft von &

— <
L =0 dJd = 0,4 (12)
L und & stehen parallel, was entscheidend ist fiir eine zeitlich stabile Drehachse (bei freier Dre-
hung des Korpers im Raum) bzw. momentenfreier Drehung bei fest vorgegebener Drehachse.
Die (mindestens drei) durch diese Parallelitiat von L und & ausgezeichneten Drehachsen hei-
Ben Haupttrigheitsachsen, die Eigenwerte © /.7, Oy, ©.r.r werden als Haupttrigheitsmomente
bezeichnet.
Ein Korper, dessen drei Haupttragheitsmomente paarweise verschieden sind, heif3t unsymmetri-
scher Kreisel. Sind hingegen genau zwei Haupttragheitsmomente gleich (z.B. O,y = Oy #
©./,/), so spricht man von einem symmetrischen Kreisel. Sind alle drei Eigenwerte gleich sind,
spricht man von einem Kugelkreisel. Bei einem solchen Korper ist jede beliebige Schwerpunkt-
sachse eine Haupttrigheitsachse.

Tragheitsmoments um eine beliebige Schwerpunktsachse

Dreht sich der starre Kérper um eine beliebige Schwerpunktsachse, deren Lage im Raum durch
die Schnittwinkel «, B, v mit den Koordinatenachsen definiert wird, so bezeichnet man die
skalare Grofle © 4, mit der Eigenschaft

Lagy = Oapy Wapy (13)
als Trégheitsmoment um diese Achse. w,gy ist hierbei der Betrag der Winkelgeschwindigkeit der

Drehung um die besagte Achse, L,g ist die Projektion des resultierenden Drehimpulses auf die
Drehachse. ©,3, ldsst sich sehr einfach mit Hilfe des Tragheitstensors bestimmen, wobei gilt

<~

Oupy = €apy © €apy- (14)

Hierbei stellt €., den in Richtung der Drehachse weisenden Einheitsvektor dar (links vom
Tensor als Zeilenvektor, rechts vom Tensor als Spaltenvektor zu schreiben). Uberlegen Sie sich
den Zusammenhang zwischen Gleichungen (13) und (14).

Das Tragheitsellipsoid

Verwendet man die Haupttragheitsachsen als Koordinatensystem (angedeutet durch die gestri-
chenen Symbole), so ldsst sich Gleichung (14) mit €, = (cosd’, cosf’, cosy’) schreiben
als

Oupiy = Oy cos? o’ + Oy cos? B + O, cos® /. (15)
Man flihrt nun den sogenannten Trégheitsradius

1
R 1R~ = e 16
o By \/W ( )
ein. Tragt man die Trigheitsradien wie in Abbildung 1 dargestellt in jede (o/3’7’)-Richtung ein,
so bilden die Endpunkte P eine Flache zweiten Grades. Welche Gestalt hat diese Fliche?
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Richtung von L bei gegebenen @ mit

Abb. 1: Konstruktionsvorschrift fiir das Hilfe des Tragheitsellipsoids

Tragheitsellipsoid

Mit &’ = Rygryr cosa’ bzw. cosa’ = x' \/Oyp (entsprechend fiir ¢/, 3’ baw. 2/, 4') ldsst sich
Gleichung (15) umformen zu

@m/m/xQ + @y/y/y'Q + @Z/Z/ZIZ =1 (17)

Die gesuchte Flache zweiten Grades ist also ein Ellipsoid. Im Spezialfall eines symmetrischen
Kreisels erhélt man ein Rotationsellipsoid, im Fall eines Kugelkreisels eine Kugel. Mit Hilfe des
Trégheitsellipsoiden lassen sich Richtung und Betrag von L bei gegebenem &J einfach bestimmen
(vergleiche Abbildung 2):

(i) Richtung von L
Der Vektor & wird in den Koordinatenursprung gelegt. L hat dann die Richtung der
Normalen an der im Durchstolpunkt P errichteten Flachennormalen.

(ii) Betrag von L
Die Entfernung vom Ursprung O zum DurchstofSpunkt P sei R und ¢ der Winkel zwischen
L und &. Dann ist

w
L = ——— 1
R2cos ¢ (18)

mit L und w als Betrége der entsprechenden Vektoren.

Der Steiner’sche Satz

Bisher wurden ausschliefilich Drehungen um Schwerpunktsachsen behandelt. Die Verallgemei-
nerung auf jede beliebige Drehachse bereitet jedoch keine grolien Schwierigkeiten: Ist das Trag-
heitsmoment O, eines Korpers um eine Drehachse durch den Schwerpunkt bekannt, so erhéalt
man fir eine dazu parallele, im Abstand a verlaufende Drehachse das Tragheitsmoment

0, = 05 + ma® (Satz von Steiner) (19)

mit m als Gesamtmasse des Korpers. Der Beweis kann zum Beispiel iiber den Energiesatz erfol-
gen. Die Rotationsenergie eines Korpers ist
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Erot = 30w (20)

Fiir einen mit dem Abstand a um eine Drehachse rotierenden Massenpunkt dm gilt also

E.; = %azdmuﬂ. (21)

Rotiert ein ausgedehnter Koérper der Masse m um eine Drehachse, die um die Strecke a vom
Schwerpunkt entfernt ist, so dreht er sich bei jeder Umdrehung auch einmal um sich selbst. Seine
Rotationsenergie ist also

E.x = %@SwQ + %mcﬁw2 = %@an. (22)

Der Kreisel

Die Bewegung eines starren Korpers kann stets aus einer Translation und einer Rotation zu-
sammengesetzt werden. Wird diese allgemeine Bewegung derart beschrankt, dass ein Punkt des
Korpers raumfest sein soll, so spricht man von einer Kreiselbewegung. Der Korper heifit dann
Kreisel. Die Bewegungen des Kreisels konnen mittels des folgenden, sehr wichtigen physikali-
schen Gesetzes vollstindig verstanden werden: Die Anderung des Drehimpulses L des rotierenden
starren Korpers ist gleich der Summe der an ihm angreifenden Momente, d.h.

d - .
—L=>" M, 2
T & (23)

Ist die Summe der Momente gleich Null, so folgt, dass sich der Drehimpuls nicht &ndert, d.h.
er bleibt in Betrag und Richtung konstant. Einen Kreisel, fiir den dies gilt, nennt man krdf-
tefreten oder genauer momentenfreien Kreisel. Im Folgenden soll nur der einfache Spezialfall
des symmetrischen Kreisels (starrer Korper mit Rotationssymmetrie) behandelt werden. Die
Symmetrieachse heifit Figurenachse.

Die Nutation eines symmetrischen, momentenfreien Kreisels

Neben der Figurenachse unterscheidet man beim Kreisel zwei weitere, durch den Schwerpunkt
gehende Achsen: die Drehimpulsachse und die momentane Drehachse. Erteilt man dem Kreisel
einen Drehimpuls E, der nicht parallel zur Figurenachse ist, so rotiert er mit der Winkelge-
schwindigkeit || um die sogenannte momentane Drehachse. Die Richtung des Drehimpulses
nennt man Drehimpulsachse.

Laut Voraussetzung bleibt der Drehimpuls konstant, also &ndert auch diese Achse ihre Lage im
Raum nicht. Die Vektoren L und & konnen in jeweils zwei Komponenten senkrecht und parallel
zur Figurenachse zerlegt werden. Die Beziehung zwischen diesen Groflen ist gegeben durch

L=6.& (24)

wobei © der Tragheitstensor und & der Vektor der Winkelgeschwindigkeit ist. Diese Beziehung
kann in die senkrecht und parallel zur Figurenachse liegenden Komponenten L und L zerlegt
werden mit

EH :@” W) und I_;L :(:)L"«Ui- (25)

Da im allgemeinen Fall 0, #* éH ist, wird der resultierende Vektor der Winkelgeschwindigkeit
W = @) + &) nicht parallel zur Drehimpulsachse liegen. Deshalb miissen bei der Kreiselbewe-
gung sowohl die Figurenachse als auch die momentane Drehachse die raumfeste Drehimpulsachse
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auf Kegelménteln umkreisen. Diese allgemeine Bewegungsform des kréftefreien Kreisels wird als
Nutation bezeichnet. Ein Kreisel ist nutationsfrei, wenn seine Figurenachse mit der Drehimpul-
sachse zusammenféllt.

Prazession eines Kreisels

Greift an einem Kreisel senkrecht zur Drehimpulsachse ein Moment an, bewirkt dieses eine
Richtungsanderung von L. Die Drehimpulsachse ist nicht mehr raumfest, sondern bewegt sich
ihrerseits auf einem raumfesten Kegelmantel. Diese Bewegung heifit Prazession. Die Winkel-
geschwindigkeit &, mit der die Drehimpulsachse den Prézessionskegel umlauft, lésst sich sehr
einfach fiir den Spezialfall eines symmetrischen, schnellen Kreisels (Drehimpulsachse ~ Figuren-
achse) berechnen:

L+dL L L .
|dL| = |L| - |d¢| = |M] - dt

Y

Den Drehsinn der Prézession findet man mit dL = M-dt. Wie liegt &, ? Die allgemeine Bewegung
eines Kreisels besteht aus Prézession und Nutation und kann somit sehr komplizierte Formen
annehmen.

Experiment

Experimentelle Bestimmung des Tragheitsmoments eines starren Korpers

Das Tragheitsmoment lasst sich experimentell aus Drehschwingungen bestimmen. Setzt man fiir
die Schwingungen eine harmonische Differentialgleichung der Form

©p + Dy =0 (26)

ohne Beriticksichtigung von Reibung an, so gilt fiir die Periodendauer einer solchen Schwingung

T = 2r/%. (27)

Dabei ist D das Richtmoment der Versuchsanordnung. Das beim Versuch verwendete Schwin-
gungssystem ist in Abbildung 3 dargestellt. In zwei senkrecht aufgehéngte Torsionsdréhte werden
die zu untersuchenden Korper mit Hilfe eines Kreisrings eingehdngt. Durch Auslenken dieses
schwingfahigen Systems aus seiner Ruhelage und anschliefendes Loslassen fiithrt der Korper
Drehschwingungen aus. Das Trigheitsmoment kann durch Messen der Periodendauer (vgl. Glei-
chung (27)) bestimmt werden.

Prazession eines Kreisels

Im zweiten Teilversuch wird ein sogenannter schwerer Kreisel benutzt. Bei diesem werden die
Momente durch die Schwerkraft erzeugt. Ein mit 50 Umdrehungen pro Sekunde laufender Syn-
chronmotor mit kiinstlich vergréflertem Tragheitsmoment liefert den Drehimpuls vom Betrag
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Wp
L
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17
Gewicht
I Motor
B A
]EMOtor| = OMotor * |OMotor|- Der Drehimpulsvektor liegt zunéchst exakt in der Figurenachse

der Anordnung. Der Kreisel steht unter dem Einfluss von durch die Schwerkraft verursachten
Momenten.

Das vom Eigengewicht des Motors verursachte Moment sei ]\7[Motor. Mit Hilfe eines auf einer
Stange verschiebbaren Gewichts kann ein weiteres Moment erzeugt werden, mit dessen Hilfe
MMotor kompensiert oder sogar {iberkompensiert werden kann. Zum Einstellen eines bestimmten
Abstands des Gewichts hat die Stange Markierungen in cm-Absténden.

Beginnt die obige Anordnung zu prézidieren, kommt ein zusétzlicher Drehimpuls zustande. Seine
Richtung liegt parallel zur Winkelgeschwindigkeit der Prazession. Das Tragheitsmoment um die
Achse AA sei ©,. Gilt jedoch O4 - |Jp| > Omotor * [DMotor|, kann der Kreisel als schneller Kreisel
betrachtet werden. Fiir die Winkelgeschwindigkeit der Préazession gilt dann

| M, result ’

= mit |Mresult‘ = ’MMotor’ - |MGewicht|- (28)
’LMotor|

Wp| =
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Versuchsaufgaben
1. Bestimmung des Richtmoments D mit Hilfe des Satzes von Steiner

Das in Abbildung 4 skizzierte System aus zwei senkrecht zueinander stehenden Messingstangen
wird in die Torsionsfdden eingehdngt. Setzen Sie nun zwei Messingklotze symmetrisch auf die
horizontale Stange auf (bestimmen Sie auch die Massen der Gewichte). Um das genaue Aufsetzen
der Messingklotze zu erleichtern, ist die horizontale Stange mit Kerben im Abstand von 10 mm
versehen, in welche die in Abbildung 4 skizzierten Spitzen der Klotze eingreifen.

Bestimmen Sie — beginnend mit dem kleinstmdglichen Abstand von der Drehachse — die Schwin-
gungsdauer T fiir alle einstellbaren Absténde von der Drehachse r. Dabei soll die Schwingungs-
dauer dreimal fiir je 20 Schwingungen mit einer am Versuchsplatz ausliegenden Stoppuhr ge-
messen werden.

O

Abb. 4: Spezielle Anordnung zur Uberprii-
fung des Steiner’schen Satzes

Abb. 3: Skizze der Versuchsanordnung

Stellen Sie fiir die Auswertung 72 als Funktion von r? graphisch dar. Aus der Steigung der sich
so ergebenden Geraden kann das Richtmoment D der Torsionsfiden berechnet werden. Mit Hilfe
des Satzes von Steiner ergibt sich fiir die Schwingungsdauer T der Zusammenhang

5 B0 + mr?

—p
Hierbei ist ©g das Triagheitsmoment fiir Stangen und Klétze fiir r =0 und m die Summe der
Massen beider Klotze. Es gilt demnach fiir die Steigung g der Geraden T2 (r?)

T? = 4x (29)

2m

q = 4 D (30)

2. Bestimmung des Tridgheitsmoments eines Wiirfels fiir verschiedene Drehachsen

Fir die Messungen am Wiirfel sind zwei gleichartige Wiirfel mit unterschiedlicher Orientierung
in Kreisringe eingebaut. Bestimmen Sie zunéchst das Tragheitsmoment des Kreisringes mit der
Aufhéngevorrichtung. Dazu steht ein leerer Kreisring zur Verfiigung, der den anderen in Ab-
messung und Gewicht im Rahmen der Messgenauigkeit entspricht. Er wird in die Torsionsfidden
eingehéngt und die Periodendauer der Drehschwingungen dreimal fiir jeweils 20 Schwingungen
gemessen. Mit Hilfe des in Aufgabe 1 bestimmten Richtmoments kann daraus das Tragheitsmo-
ment des Kreisrings samt Authéngevorrichtung, ©g, berechnet werden.

Héngen Sie anschlieffend die Ringe mit den Wiirfeln nacheinander in das System ein. Die zur
Befestigung der Wiirfel dienenden kleinen Stangen sollen dabei vernachlassigt werden. Durch
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Versetzen der Halterungen konnen die Drehachsen um jeweils Ay = 15° gedreht werden. Ent-
spannen Sie die Torsionsdrihte vor jedem Versetzen! Aufgrund der Symmetrie der Wiirfel gentigt
es, die Tragheitsmomente nur innerhalb eines Quadranten zu bestimmen.

Messen Sie die Schwingungsdauer T dreimal fiir je 20 Schwingungen fiir jede gewéhlte Ori-
entierung und bestimmen Sie aus den jeweiligen Schwingungsdauern das zur entsprechenden
Drehachse gehorende Trégheitsmoment ©(p). Es gilt hierbei

DT?
O(p) = A2
wobei Oy das anfangs bestimmte Tragheitsmoment des Kreisrings mit Aufhédngung darstellt.
Tragen Sie den Triigheitsradius R(¢) = ©(p) /2 iiber dem jeweiligen Winkel ¢ in Polarkoordi-
naten auf. Auf diese Weise erhalten Sie den Schnitt des Tragheitsellipsoiden mit der Ebene des
Kreisrings der Aufhdngevorrichtung.
Stellen Sie zudem den Tragheitstensor sowohl ausgehend von den Messergebnissen als auch durch
direkte Berechnung (Masse des Wiirfels: 527 g). Die Darstellung erfolgt zweckméfig beziiglich
den Haupttrigheitsachsen als Koordinatensystem. Diskutieren Sie Thre Ergbnisse.

— Oy, (31)

3. Bestimmung des Tragheitsmoments eines Quaders fiir verschiedene Drehachsen

Wiederholen Sie Versuch 2 fiir den Quader. Bei der Berechnung des Trégheitstensors ist zu
beachten, dass der Quader durch seine Abmessungen als aus zwei Wiirfeln bestehend betrachtet
werden kann. Dadurch erleichtert die Anwendung des Satzes von Steiner die direkte Berechnung
der Tragheitsmomente.

4. Kreisel

Demonstrativer Teil

(a) Die Erhaltung des Drehimpulses im momentenfreien Fall: Kompensieren Sie das
vom Motor verursachte Moment durch eine entsprechende Anordnung des Gewichts. (Ein
Kriterium hierfiir ist das Verschwinden der Prézession!) Jetzt kann der Kreiselfufl beliebig
gedreht und gekippt werden, ohne dass der Drehimpuls seine Richtung dndert. Geben Sie
Beispiele fiir die technische Anwendung dieses Verhaltens an. Benutzen Sie den eingestell-
ten Zustand zudem fir die Ermittlung von ]MMotor\. Das Gewicht ist deshalb zu wiegen
und seine Dicke mit einem Messschieber zu messen. Berechnen Sie das daraus folgende
Drehmoment.

(b) Nutation im momentenfreien Fall: Der Kreisel ist nahezu nutationsfrei konstruiert. Er-
teilt man dem Kreiselsystem einen zusétzlichen Drehimpuls durch einen kurzen Stofl senk-
recht zur urspriinglichen Drehimpulsrichtung, wird die Nutationsbewegung sofort sichtbar.
Sie klingt jedoch bald als Folge der Lagerreibung ab.

(c) Nutation und Prézession: Wie bei Messung (b) kann auch im Fall der Einwirkung von
Momenten die Nutation vorgefithrt werden. Hierzu ist es zweckméfig, mit einer groflen
Winkelgeschwindigkeit der Prézession wj, zu arbeiten. Verschieben Sie dazu das Gewicht
bis zum Lager hin oder bis an das Ende des Balkens.

Quantitativer Teil

Messen Sie die Winkelgeschwindigkeit der Prézession als Funktion des am Kreisel angreifenden
Moments fiir mindestens 10 verschiedene Momente. Es gilt
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|_, . ‘MMotor| - ‘MGewicht|
Byl = - . (32)
®Mot0r . |wM0t0r‘

Da Owiotor - |@Motor| eine Konstante ist und auflerdem |wy,| = 27 /T, gilt, folgt

i _ |MMotor| — |MGewicht‘ (33)

Tp 27 - Onotor - |¢3Motor‘

Es besteht also ein linearer Zusammenhang zwischen 1/7}, und | M;esuit|. Tragen Sie daher 1/7},
iiber | Mpesut| auf und bestimmen Sie das Triagheitsmoment aus der Steigung der sich ergebenden
Geraden. Der Vorzeichenwechsel von &, kann in der Auftragung formal durch negative 1/T},-
Werte beriticksichtigt werden.



