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13. Reihen (7 Punkte)

14.

15.

Zeigen Sie, dass
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gilt. Dazu gehen Sie wie folgt vor:

(a) Rechnen Sie kurz nach, dass die Funktion ns(z) = wcot(wz) Pole genau bei z = n
hat.

(b) Bestimmen Sie alle Residuen von f(z)n¢(z) mit f(2) = s

(c) Ist es Ihnen nun moglich, den Residuensatz "riickwarts” anzuwenden, d.h. die Rei-
he > 02 _ nQ—iaz als eine Summe liber Residuen aufzufassen und daraus ein Kontur-
Integral iber ganz C zu machen?

(d) Beweisen Sie schlieBlich obige Behauptung indem Sie zeigen, dass das Integral ver-
schwindet wenn die Konturgrenzen ins Unendliche geschoben werden. Sie diirfen dazu
im Vorgriff Aufgabe 15 verwenden.

Mittag-Lefflerscher Entwicklungssatzes (7 Punkte)

Beweisen Sie den Mittag-Lefflerschen Entwicklungssatz: Geben sei eine Funktion f(z) mit
einfachen Polen bei z = a1, a», . .. sowie dazugehorigen Residuen by, by, . ... Weiterhin seien
Cn Kreise vom Radius Ry, die nicht durch einen Pol verlaufen und auf denen |f(z)| < M
mit M unabhangig von N, sowie Ry — oo fiir N — oo. Dann besagt der Entwicklungssatz
von Mittag-Leffler, dass
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Vorgehensweise: Wenden Sie erneut den Residuensatz "riickwarts” an - dieses mal auf die
Funktion Z(fzg, Dazu bestimmen Sie zuerst deren Residuen. Fir 7 = 0 erhdlt man aus
dem Residuensatz eine weitere Gleichung, die nach Subtraktion voneinander direkt auf den
Mittag-Lefflerschen Entwicklungssatz fiihrt. Bilden Sie den Grenzwert des Kontour-Integrals
tber Cy fir R — .

Partialbruchzerlegung des Cotangens (6 Punkte)
Zeigen Sie, dass
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gilt. Betrachen Sie dazu die Funktion f(z) = cot(z2) —% und wenden Sie den Mittag-
Lefflerschen Entwicklungssatz an. Dazu ist es notig, dass f(z) auf dem Kreis Cp beschrankt

ist und keiner der Pole auf dem Rand des Kreises liegt.

(a) Wabhlen Sie deshalb den Radius Ry des Kreises Cp so, dass die Pole von f(z) auf der
reellen Achse nicht getroffen werden.
(b) Zeigen Sie anschlieBend die Beschranktheit von f(z) fiir Im(z) # 0.

Achtung: Aufgabe ist es, obige Beziehung zu zeigen, nicht (a) und (b) zu bearbeiten und dann den Stift aus der Hand legen. Wie schon auf dem letzten
Aufgabenblatt sind vermeintliche Teilaufgaben lediglich Losungshilfen.



