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5. �Ubungsblatt Abgabe: 23.05.06 (G2) / 24.05.06 (G1) 15:05h, HA-Kiste bei A306

13. Reihen (7 Punkte)
Zeigen Sie, dass 1∑

n=�1
1

n2 + a2 =
�
a

coth(�a)

gilt. Dazu gehen Sie wie folgt vor:

(a) Rechnen Sie kurz nach, dass die Funktion nf (z) = � cot(�z) Pole genau bei z = n
hat.

(b) Bestimmen Sie alle Residuen von f (z)nf (z) mit f (z) = 1
z2+a2 .

(c) Ist es Ihnen nun m�oglich, den Residuensatz "r�uckw�arts" anzuwenden, d.h. die Rei-
he

∑1
n=�1 1

n2+a2 als eine Summe �uber Residuen aufzufassen und daraus ein Kontur-
Integral �uber ganz C zu machen?

(d) Beweisen Sie schlie�lich obige Behauptung indem Sie zeigen, dass das Integral ver-
schwindet wenn die Konturgrenzen ins Unendliche geschoben werden. Sie d�urfen dazu
im Vorgri� Aufgabe 15 verwenden.

14. Mittag-Le�erscher Entwicklungssatzes (7 Punkte)
Beweisen Sie den Mittag-Le�erschen Entwicklungssatz: Geben sei eine Funktion f (z) mit
einfachen Polen bei z = a1; a2; : : : sowie dazugeh�origen Residuen b1; b2; : : :. Weiterhin seien
CN Kreise vom Radius RN , die nicht durch einen Pol verlaufen und auf denen jf (z)j < M
mit M unabh�angig von N, sowie RN !1 f�ur N !1. Dann besagt der Entwicklungssatz
von Mittag-Le�er, dass

f (�) = f (0) +
1∑

n=1

bn
{

1
� � an +

1
an

}
:

Vorgehensweise: Wenden Sie erneut den Residuensatz "r�uckw�arts" an - dieses mal auf die
Funktion f (z)

z�� . Dazu bestimmen Sie zuerst deren Residuen. F�ur � = 0 erh�alt man aus
dem Residuensatz eine weitere Gleichung, die nach Subtraktion voneinander direkt auf den
Mittag-Le�erschen Entwicklungssatz f�uhrt. Bilden Sie den Grenzwert des Kontour-Integrals
�uber CN f�ur R!1.

15. Partialbruchzerlegung des Cotangens (6 Punkte)
Zeigen Sie, dass

cot z =
1
z

+
∑
n

(
1

z � n� +
1
n�

)
; n = �1;�2; : : :

gilt. Betrachen Sie dazu die Funktion f (z) = cot(z) � 1
z und wenden Sie den Mittag-

Le�erschen Entwicklungssatz an. Dazu ist es n�otig, dass f (z) auf dem Kreis CN beschr�ankt
ist und keiner der Pole auf dem Rand des Kreises liegt.

(a) W�ahlen Sie deshalb den Radius RN des Kreises CN so, dass die Pole von f (z) auf der
reellen Achse nicht getro�en werden.

(b) Zeigen Sie anschlie�end die Beschr�anktheit von f (z) f�ur Im(z) 6= 0.
Achtung: Aufgabe ist es, obige Beziehung zu zeigen, nicht (a) und (b) zu bearbeiten und dann den Stift aus der Hand legen. Wie schon auf dem letzten
Aufgabenblatt sind vermeintliche Teilaufgaben lediglich L�osungshilfen.


