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1. Verkiirzen einer Wahrscheinlichkeitsverteilung (4 Punkte)
Gegeben sei die kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilung

3
F(a, b) = \2/7;6_82_[32_313.

Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses a wobei uns egal ist, welche
Werte b annimmt. Verkiirzen Sie die Verteilung indem Sie geschickt quadratisch erganzen
und das Integral in die typische Gauss-Integralform bringen. Dessen Losung konnen Sie dann
durch einen Trick bestimmen:
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Fihren Sie nun einmal Polarkoordinaten ein...
2. Dichtematrizen (6 Punkte)

(a) Reine Zustande werden durch die Dichtematrix pr = |¢ >< 9| beschrieben; ge-
mischte Zustinde dagegen durch eine Uberlagerung unterschiedlicher Zustinde ge-
wichtet mit der Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens in einem Ensemble von Systemen,
also pg = >, pilYi >< ¥i|. Beweisen Sie

ps # P

(b) Die Spin-Eigenzustinde zu o, (Pauli-Matrix) sind gegeben durch |97) = | 1) = (;)
bzw. |7 ) = | 1) = (). Geben Sie die Dichtematrizen fiir die nachfolgenden drei Falle
in ihrer Schreibweise aus (a) und in ihrer Matrixdarstellung ppm = (n|p|m) an.

i. Reiner, in | 1)-Richtung polarisierter, Elektronenstrahl.
ii. 1:1 gemischter Elektronenstrahl aus | 1) und | |) Elektronen.

iii. Reiner Elektronenstrahl dessen Elektronenzustidnde sich aus einer linearen Super-
position zusammensetzen mit |9s) = 5 (| 1) + €[ 1)).

(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert von o, und oy fiir 2(b)ii und 2(b)iii.

Bitte Riickseite beachten —



3. Das ideale Gas (10 Punkte)
Wir interessieren uns fiir die thermodynamischen Eigenschaften des idealen Gases. Sperren
Sie dazu N nichtwechselwirkende, ununterscheidbare Teilchen in einen Wiirfel mit Kan-
tenldnge L, den Sie sich periodisch ins Unendliche fortgesetzt vorstellen kdnnen.

(a) Geben Sie die Losung der Wellenfunktion und die Energie E, an.

(b) Berechnen Sie die Zustandssumme, indem aus der Summe iiber die Energien £, ein In-
tegral iiber dn bzw. dp gemacht wird. Begriinden Sie diesen Schritt. Zur Vereinfachung
der Rechnung: Zeigen Sie, dass Z = 7 Z?" wobei Z; die Einteilchen-Zustandssumme
in einer Dimension ist.

(c) Geben Sie den Mittelwert der Energie (E) an.

(d) Berechnen Sie die Anzahl der Zustande unterhalb einer Energie E, d.h. das Phasen-
raumvolumen, iiblicherweise als g(E) bezeichnet. In Verlauf der Rechnung miissen Sie
das Volumen einer 3N-dimensionalen Kugel bestimmen. Dazu gehen Sie am besten
nach folgender Anleitung vor:

e Schreiben Sie ein Volumenintegral in kartesischen Koordinaten iiber den Integran-
ten 1 fiir eine Kugel mit Radius R in N Dimensionen auf.

e Versuchen Sie daraus mithilfe einer Substitution ein Volumenintegral iber eine
Einheitskugel zu machen.

e Dann berechnen Sie folgenden Ausdruck:
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Wovon hangt der Integrant ab? Sie kdnnen demnach die Integration liber Kugel-
schalen ausfiihren, d.h.:

dV = dxy - - - dx, — (Kugelschale)dR

Uberlegen Sie sich dazu, wie das Volumen der Kugel mit ihrer Oberfliche zusam-
menhingt?.

e Konnen Sie eventuell vereinfachen mithilfe der M-Funktion?

r(n) :/ x"lex
0

e Uberpriifen Sie das Ergebnis fiir das Volumen einer Kugel im R3 mit der Rekursi-
onsformel (n+1) = nl(n) und I(1/2) = /7.
Da Sie nun das Volumen einer N-dimensionalen Kugel bestimmt haben brauchen Sie fiir
das Phasenraumvolumen von 3N Variablen zu einer Energie E nur noch einsetzen. Alles
was lhnen fehlt ist die obere Integrationsgrenze, also der Radius der 3N-dimensionalen
Kugel dem die Energie E entsprechen muss.

(e) Berechnen Sie aus obigem g(E) die Zustandsdichte Q(E). Leiten Sie zu diesem Zweck

dg(E)
QE)= —=—
(BE)=—1F
kurz her. Dazu: iiberlegen Sie sich die Anzahl von Zustanden in einem Energieintervall

dE.

'zur Not auch erstmal im R3



