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28. Projektion

Betrachten Sie den Raum der Funktionen im Intervall [−1, 1] mit dem Skalarprodukt

〈f |g〉 =

∫ 1
−1
f (x) g(x) dx.

Projizieren Sie die Funktion h(x) = sin(πx) in den Unterraum, der von den Funktionen

f0(x) = 1, f1(x) = x, f2(x) = x2, f3(x) = x3

aufgespannt wird. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

(a) Orthogonalisieren Sie die Funktionen fn(x) nach dem Gram-Schmidt’schen Orthogona-

lisierungsverfahren:

g0(x) = f0(x)

gn(x) = fn(x)−
n−1∑
i=0

〈gi |fn〉
〈gi |gi〉

gi(x)

(b) Normieren Sie die Funktionen gn(x) entsprechend dem Skalarprodukt.

(c) Führen Sie die Projektion durch:

hproj.(x) =

n∑
i=0

〈gi |h〉 gi(x)

(d) Plotten Sie h(x) und hproj.(x).

Bitte wenden! →

https://www.tu-braunschweig.de/theophys/edu/sose13/rm213


29. Legendre-Polynome

Zeigen Sie, dass die Legendre-Polynome Pn(x) ein orthogonales Funktionensystem auf dem

Intervall [−1, 1] bilden, d.h. es gilt (n,m ∈ N):

〈Pn|Pm〉 =

∫ 1
−1
Pn(x)Pm(x) dx =

2

2n + 1
δnm

δnm ist das Kronecker-Delta.

Verwenden Sie zur Lösung die partielle Integration und die Darstellung der Legendre-Polynome

durch die Formel von Rodriguez

Pn(x) =
1

2n n!

dn

dxn
(x2 − 1)n .

Außerdem darf die Lösung des Integrals∫ 1
−1

(x2 − 1)n dx = (−1)n
22n+1(n!)2

(2n + 1)!

verwendet werden.

30. Fourierreihenentwicklung

Eine Funktion f (x), welche in den Grenzen [a, b] periodisch ist, kann mithilfe einer Fourier-

Reihe als Summe trigonometrischer Funktionen dargestellt werden (Fourierreihenentwick-

lung):

FReihe(f ) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cos(nωx) + bn sin(nωx))

Dabei ist ω = 2π
T = 2π

b−a die Kreisfrequenz mit der Periode T = b − a. Die Koeffizienten

an (n ≥ 0) und bn (n ≥ 0) erhält man durch

an =
2

b − a

∫ b

a

f (x) cos

(
2nπx

b − a

)
dx, bn =

2

b − a

∫ b

a

f (x) sin

(
2nπx

b − a

)
dx.

(a) Bestimmen Sie die Fourierentwicklung der 2π-periodisch fortgesetzten Funktionen:

i.

f (x) =

{
1 für 0 < x < π/2

0 für π/2 < x < 2π

ii.

f (x) = x für − π < x < π

(b) (Bonuspunkte) Plotten Sie die Fourierentwicklung der Funktionen aus Aufgabenteil (a)

mit n = 4, 8 und 64 Summanden und einem Programmpaket Ihrer Wahl.


