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12. Kovariante Ableitung

(a) Bestimmen Sie allgemein die kovariante Ableitung eines kovarianten Tensors 1. Stufe, d.h. V; ;.
Gehen Sie aus von

i _ oy i vk
Vig=Vi TV (1)
(b) Beweisen Sie die Produktregel
(viw;) ||k = vi|Rw; + viwj (2)

(c) Zeigen Sie, dass die kovariante Ableitung eines kovarianten Tensors der 2. Stufe T; |, wie folgt
gegeben ist:
Tij ik = Tij 11 — Tig Tl — Tul - (3)

Gehen Sie von den in (a) und (b) bewiesenen Beziehungen aus.

13. Parallelverschiebung

Das kovariante Differential _ _ _ _ o
Dv' = dv' — 6v* = dv* + F;kvjdﬁk (4)

beschreibt die infinitesimale Anderung der kontravarianten Komponenten des Tensors 1. Stufe v im selben
Ereignis P, d.h. die Komponenten im Nachbarpunkt P werden in der Basis von P betrachtet. Hierbei ist

vt = —T' 07 dgk (5)

die Anderung der v bei Parallelverschiebung um d¢*. Der Vektor v wird von v(P) um ,,d¢“ nach v(P)
'zurlickverschoben'.

(a) Wir betrachten ebene Polarkoordinaten (p,¢) und die Punkte P = (po,0), Q@ = (po,7/2), R1 =
(e,7/2) und Ry = (€,0). (x,y) sind kartesische Koordinaten.

i. Driicken Sie den Tensor 1. Stufe v = e, in der kovarianten Basis der Polarkoordinaten aus.

Q Q Q Q
/ dv?, / dv?, / ov”, und / ov¥
P P P P

bei Parallelverschiebung des Tensors 1. Stufe v von P nach Q.

ii. Berechen Sie explizit

Bitte wenden —



iii. Bestimmen Sie auflerdem

7{61}” und?{év"o

fir den Weg P -+ Q@ — R; — Ry — P.
iv. Interpretieren Sie ihr Ergebnis.

(b) Betrachten wir nun die Parallelverschiebung auf einer Kugeloberflache (9, ¢) fiir den Vektor v = —ey
und den Weg (7/2,0) — (7/2,7/2) — (e,7/2) = (¢,0) — (7/2,0). Berechnen Sie analog

]{51119 undj{év"o

entlang des angegebenen Weges und interpretieren Sie das Ergebnis.

(c) Berechnen Sie nun die Parallelverschiebung allgemein beim Umlauf um ein infinitesimales Parallelo-
gramm aufgespannt durch (Yo, o), (Fo, o + de), (Jo + dJ, vo) und (Yo + di, o + dp). Als Ergebnis
sollten Sie erhalten

> o' & tokdddy Ry, (6)

wobei £ vom Umlaufsinn abhéngt und der Krimmungstensor R:, gegeben ist durch

R;‘kl = Féku - F;‘l\k + F%Finl - F?frfﬁk . (7)



