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12. Die n-dimensionale Kugel (10 Punkte)

Durch die Menge
Kn:{(xl,m27...,$n)€Rn ‘ Zm3<R2}
i=1

wird eine n-dimensionale Kugel vom Radius R beschrieben.

(a) Da fiir die weitere Rechnung in dieser Aufgabe das GauB-Integral eine wichtige Rolle spielt, soll dieses
hier noch einmal explizit auf einfache Weise nachgerechnet werden. Berechnen Sie dieses, indem Sie
folgenden Ansatz wéahlen

) 9 oo 2
(GauB — Integral)* = e e Vdrdy
—00 —00

und dann Polarkoordinaten nutzen.

(b) Zeigen Sie nun, dass Volumen V,,(R) und Oberfliache S, (R) einer n-dimensionalen Kugel durch

2r"/2

nl' (3)

Vi (R) = C,R™ bzw. S,(R)=nC,R"* mit C, =

gegeben sind. Die Gamma-Funktion T'(z) ist durch

I'(z) = /000 t*~Lexp(—t)dt

definiert. Fiir alle z € R gilt die Beziehung I'(x + 1) = zI'(z). Fiir ganzzahliges n > 0 ist I'(n + 1) =
n! = nl'(n) und auBlerdem I'(1/2) = /7. Gehen Sie von dem Integral

I:/f(xl,...,xn)dxl...dajn (1)

aus und wie folgt vor:

i. Setzen Sie zunéchst f(z1,...,z,) = 1 und schreiben Sie mit Gl. das Volumenintegral tiber
KCp, in kartesischen Koordianten auf. Suchen Sie nun eine geeignete Substitution, sodass sich das
Volumenintegral auf eine Einheitskugel reduziert, welches Sie als C), bezeichnen kénnen. Nun
sollten Sie eine Formel fiir das Volumen der n-dimensionalen Kugel haben.

ii. Setzen Sie nun f(21,...,%,) = exp (—(2 + 23 +--- + #2)). Bestimmen Sie damit das Integral
iiber R™ zum einen direkt mithilfe des Ergebnisses aus Aufgabenteil (a) und zum anderen,
indem Sie das Integral mithilfe des Ergebnisses aus Aufgabenteil i. auf die Integration iiber
Kugelschalen zuriickfiihren. Hieraus sollten Sie auch die Oberfliche der n-dimensionalen Ku-
gel ablesen konnen. Durch den Vergleich der beiden Darstellungen des Integrals sollten Sie die
explizite Formel fir C,, erhalten.

Bitte wenden —



(¢) Zeigen Sie auBlerdem:

6l , falls n gerade

== r— , falls n ungerade

(Doppelfakultat: n!! =1-3-5-...-n).

13. Klassisches Teilchen im Kasten (5 Punkte)

Wir betrachten ein System aus einem klassischen Teilchen in einem dreidimensionalen Kasten mit der
Kantenldnge L. Dieses Teilchen bewege sich frei im Kasten, d.h. es ist kein Potential im Kasten vorhanden.

(a) Berechnen Sie hierfiir das klassische Zustandsintegral.

(b) Berechnen Sie weiterhin die mittlere Energie dieses Systems und interpretieren Sie das Ergebnis.

14. Harmonischer Oszillator I1 (5 Punkte)

In Aufagbe 11 wurde ein System aus N unterscheidbaren quantenmechanischen Oszillatoren untersucht.
Nun wird ein System aus N unterscheidbaren klassischen harmonischen Oszillatoren gleicher Frequenz w
betrachtet. Fiir die Hamilton-Funktion gilt:

N 2
by L o 9
H(py,... e = E s P
(ph sPN,(q1, #]N) ( m+ mw qy)
(a) Berechnen Sie das klassische Zustandsintegral

1
Zklass - 5 /eXP (_ﬂH) dequ

sowie die Innere Energie U des Systems.

(b) Zeigen Sie explizit: Wenn die quantenmechanische Zustandssumme im Grenzfall hoher Temperaturen
mit dem entsprechenden klassischen Zustandsintegral iibereinstimmen soll, muss fiir die Normierungs-
konstante gelten: C' = h™.



