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6. Ebene Polarkoordinaten als Beispiel krummliniger Koordinaten

In dieser Aufgabe soll das Rechnen mit krummlinigen Koordinaten am Beispiel ebener Polarkoordinaten
wiederholt und geiibt werden.

(a) Erklaren Sie anschaulich, was man unter den kovarianten und kontravarianten Basen in Polarkoor-
dinaten versteht.

(b) Formulieren Sie die Umrechnung der kovarianten Basen {b,, b} und kontravarianten Basen {b”, 5"}

in ebenen Polarkoordinaten (p, ) aus den kartesischen Koordinaten (x!,?).

(¢) Berechnen Sie alle Elemente des metrischen Fundamentaltensors gq, = b, - b, und das Linienelement
ds® = gapd€®de? in Polarkoordinaten.

(d) Berechnen Sie die kovarianten und kontravarianten Komponenten des Gradienten eines Skalarfeldes
0, f. Fiillen Sie die folgende Tabelle aus.

kartesische Koordinaten | Polarkoordinaten
kovariante Komponenten (9 f)q (%, %) ‘ (,)
kontravariante Komponenten (9, f)® (,) | (,)

7. Krummlinige, nicht-orthogonale Koordinaten

Als Beispiel fiir krummlinige und nicht-orthogonale Koordinaten &%, &2, £€3 betrachten wir

(2!, 22, 2% sind kartesische Koordinaten)

' =at! cos (52) ;x> =bésin (52) coad=c6 (1)
mit a,b,c # 0.
(a) Stellen Sie die ko- und kontravariante Basis ({b;, by, bg} bzw. { bt b7, QS}) sowie den metrischen Tensor
auf. Wie lassen sich die einzelnen Eintrage des metrischen Tensors interpretieren?
(b) Berechen Sie ds? = dz - dz in den kartesischen Koordinaten 2 und den krummlinigen Koordinaten
£".
(c) Skizzieren Sie die Koordinatenlinien in der (#',z?)-Ebene fiir a = 1,b = 2 und zeichnen Sie die ko-
und kontravarianten Basisvektoren in den Punkten (¢!, &%) = (1,7/4) baw. (£',£2) = (1,7/2) ein.

Welche Gleichungen beschreiben die Linien ¢! = const bzw. 2 = const in kartesischen Koordinaten?
Was ergibt sich fiir den metrischen Tensor und die Basisvektoren im Fall a =b=¢ =17



