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7. Bergpfad mit Lagrange-Methode 4 Punkte

Wir kehren noch einmal zu Aufgabe 6 von Blatt 2 zuriick:
Das Hohenprofil eines Berges sei durch die Funktion

h(z,y) = (x + ;) e~ (#F ") (1)

gegeben. Die z-Achse moge auf der Erdoberfliche nach Osten und die y-Achse nach Norden zeigen. Die
Erdoberfliche wird in der Umgebung des Berges als lokal eben angenommen. Uber den Berg fiihrt ein
Pfad, fiir dessen Projektion in die x-y-Ebene gilt
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Wo befinden sich der hochste und tiefste Punkt des Pfades? Losen Sie diese Extremwertaufgabe durch
Anwenden der Lagrange-Methode.

8. Fermatsches Prinzip 7 Punkte

Das Fermatsche Prinzip besagt, dass sich ein Lichtstrahl zwischen zwei Raumpunkten stets so bewegt, dass
die Laufzeit minimal wird. Aus diesem Prinzip soll das Snelliussche Brechungsgesetz hergeleitet werden.
Zur Herleitung des Brechungsgesetzes betrachte man untenstehende Skizze. Ein Lichtstrahl tritt vom Me-
dium 1 mit Brechungsindex n; in das Medium 2 mit Brechungsindex ns ein. Gesucht ist der schnellste Weg
vom Punkt P; zum Punkt P,. Bestimmen Sie dazu die Zeit, die das Licht benétigt als Funktion von Aj
und As. Bestimmen Sie dann das Minimum dieser Funktion unter der Nebenbedingung A; + A = const.
Wenden Sie hierfiir die Lagrange-Methode an. Leiten Sie aus dem Ergebnis das Snelliussche Brechungs-
gesetz ab:
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9. Extremwertaufgabe mit zwei Nebenbedingungen 9 Punkte

Wir betrachten ein gerades Prisma mit einem rechtwinkligen Dreieck als Grundfliche und dem gegebe-
nen Volumen V. Bestimmen Sie mithilfe der Lagrange-Methode, in welchem Verhiltnis zueinander die
Prismakanten gewihlt werden miissen, damit die Oberfliche minimal wird. Geben Sie zudem fiir dieses
Prisma das Volumen und die Oberfliche in Abhéngigkeit von der Kathete a an.

Hinweis: Nutzen Sie, dass die Fliache eines rechtwinkligen Dreiecks durch A = %b gegeben ist, wobei a
und b die beiden Katheten sind. Wéhlen Sie die Kathete a als die Lingen-Grundeinheit. Beziehen Sie die
zweite Kathete b, die Hypothenuse ¢ und die Hohe h des Prismas auf diese Grundeinheit. Beziehen Sie
analog die Oberfliche auf a®> und das Volumen auf a>.



