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26. Laurentreihe

Entwickeln Sie die nachfolgende Funktion in allen Konvergenzgebieten in Laurentreihen um

z0. Geben Sie die dazugehörigen Konvergenzradien an. Benennen Sie alle auftretenden Sin-

gularitäten und geben Sie Residuen an, falls vorhanden.

f (z) =
z2 − 4z + 2

z(z − 1)(z − 2)
; z0 = 0

27. Residuensatz

(a) Berechnen Sie mithilfe des Residuensatzes das Integral

1

2πi

∞∫
−∞

e ixt

(x2 + 1)2(x2 + 2x + 2)
dx ; t ∈ R\{0}.

Führen Sie dabei das reelle Integral in ein geschlossenes Kurvenintegral über die obere

bzw. untere komplexe Halbebene (vgl. Aufgabe 25 (b)) über. Die Wahl der Halbebene

hängt vom Vorzeichen von t ab, machen Sie eine Fallunterscheidung.

(b) Zeigen Sie mithilfe des Residuensatzes, dass∫ 2π
0

cos(3θ)

5− 4 cos θ
dθ =

π

12
.

Überführen Sie dabei das reelle Integral über θ in ein Integral über den Einheitskreis in

der komplexen Ebene. Dazu bietet sich die Substitution z = e iθ an.

(c) Der Residuensatz lässt sich benutzen, um unendliche Summen zu berechnen. Zeigen Sie

mithilfe des Residuensatzes, dass für a > 0, a ∈ R gilt:
∞∑

n=−∞

1

n2 + a2
=
π

a
coth(πa).

Betrachten Sie dazu das Integral ∮
C

π cot(πz)

z2 + a2
dz,

wobei C der Rand der kompletten komplexen Ebene ist. Zeigen Sie zunächst, dass

das Integral über C verschwindet. Dazu bietet sich eine Parametrisierung von C, z.B.

mit einem Kreis mit Radius R → ∞, an. Bestimmen Sie anschließend mithilfe des

Residuensatzes die Residuen.

Hinweis: cot(ix) = cos(ix)
sin(ix) = cosh x

i sinh x = −i coth x
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