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18. Harmonischer Oszillator | (11 Punkte)
Der Hamilton-Operator des eindimensionalen harmonischen Oszillators ist gegeben durch

n_ Pt 2
H—2m+2mwr.

In der Vorlesung wurde gezeigt, wie das Spektrum mittels der Auf- und Absteigeoperatoren
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bestimmt werden kann. Hier wollen wir eine Ortsdarstellung der Eigenvektoren |n) mit

. 1
H|n) = hw(n—l—i) [n)
bestimmen.
(a) Setzen Sie die Ortsdarstellung von p in die Operatoren 4 und &' ein und driicken Sie
diese durch die dimensionslose GréBe g = /% r aus.
(b) Interpretieren Sie die Bedingung
ajo) =0
als Differentialgleichung fiir die Grundzustandswellenfunktion Wo(g) = (g | 0) und
bestimmen Sie die normierte ([~ dr |Wo(r)]? = 1) Lésung von Wo(q).

(c) Zeigen Sie durch wiederholte Anwendung von 4" auf Wo(q), dass W,(q) o (a7)"Wo(q)
die Form .
\Un(Q) =Cpe 9 /2Hn(Q)

hat. Hierbei ist H,(q) das n—te Hermite-Polynom
Ho(a) = e°/2(q — -yre= /2
n dq .

Bestimmen Sie die Normierungskonstante C,,.

(d) Leiten Sie aus den Relationen 4 |n) =+/n|n—1) und 4" |n) =v/n+1|n+1) eine
Rekursionsrelation fiir H,(q) her. Bestimmen Sie daraus H, mit n=1,2,3,4.
Wieviele Nullstellen hat H,(q) (Knotensatz) ?

e) Skizzien Sie Y2l fiir n = 0,1,2 und 3.
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Bitte wenden! —
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19. Harmonischer Oszillator Il (9 Punkte)
Wir wollen nun einen alternativen Zugang zum eindimensionalen harmonischen Oszillator
entwickeln.

(a) Bringen Sie die stationare Schrodingergleichung zu dem Hamilton-Operator aus Aufgabe
(118]) in die Form

2
(g ) el = Evn(@)

(b) Geben Sie eine normierbare Losung der Differentialgleichung

(—dfz + ¢ — 1) f(q) = (—ddq + q> (+ddq + q> f(q) =0
an.

Bemerkung: Hierbei erhalten Sie einen Hinweis auf die Asymptotik von W,(q) fiir groBe
qg.
(c) Das Ergebnis aus Aufgabenteil ([b) motiviert folgenden Losungsansatz

Wi(g) = e 7Y ad
=0

Setzen Sie diesen Ansatz in die Differentialgleichung aus Aufgabenteil @ ein und zei-
gen sie durch Vergleich der Koeffizienten gleicher g-Potenzen, dass die o folgende
Rekursionsrelation erfiillen

(I+2)(I + Doayyn = <(2/ +1)— 2’75”) Qay.

(d) Begriinden Sie, warum aus der Normierbarkeit der Wellenfunktion W,(q) eine Abbruch-
bedingung o; = 0 fiir / > Iy folgt. Leiten Sie aus dieser Abbruchbedingung einen Aus-
druck fiir die Energieeigenwerte E, her.

(e) Losen Sie die Rekursionsrelation aus Aufgabenteil fur die oy mit der Abbruchbe-
dingung aus Aufgabenteil @ fiir den Grundzustand n = 0. Geben Sie schlieBlich die
explizite Form der normierten Wellenfunktion Wo(r) an.



