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16. Matrizen I: Stern-Gerlach-Experiment und Messtheorie (13 Punkte)
Die drei Pauli-Matrizen oy, o, und o, spannen zusammen mit der 2 x 2 Einheitsmatrix 1>
den Raum der komplexen 2 x 2 Matrizen auf. Sie sind definiert als
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(a) Die Wechselwirkung zwischen einem sogenannten " Spin"-1/2 Teilchen mit Masse m
und einem Magnetfeld B in x-Richtung wird beschrieben durch den Hamilton-Operator

Hs = —Coy,

eBh

wobei C = Smc

ist. Stellen Sie Hs sowie den Zeitentwicklungsoperator

—iHst

U(t)=e

als 2 x 2-Matrizen dar.
(b) Geben Sie die Eigenwerte und -vektoren der drei Pauli-Matrizen an.

(c) Der Spin-Zustand s, € R beziiglich der Richtung o = x, y, z wird definiert als Eigenwert
der Pauli-Matrix o4, d.h.

Oa |Sa) =5Sa|Sa)-
Ein freies Teilchen (B = 0, d.h. Spin-Anteil des Hamilton-Operators Hs = 0) werde nun
im s, = +1 Zustand prapariert
1
0 =(5)-

Nun werden nacheinander drei Stern—GerIach—Experimenteﬂ durchgefiihrt:

s, = +1 Sy = +1 s, = +1
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Bei einer ersten Messung wird bestimmt, ob das Teilchen im Zustand s, = +1 bzgl. der

z-Richtung ist, in der zweiten, ob der Zustand s, = +1 bzgl. der x-Richtung ist und
schlieBlich in der dritten noch einmal, ob der Zustand s, = +1 bzgl. der z-Richtung ist.

Y

Bitte wenden! —

11943 erhielt [Otto_Stern fiir den nach Walther Gerlach und lhm benannten Versuchl den
Nobelpreis fiir Physik.


https://www.tu-bs.de/theophys/edu/wise-1415/quanten
http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1943/stern-facts.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Stern%E2%80%93Gerlach_experiment

i. Geben Sie die Wahrscheinlichkeit an, mit dem gegebenen Anfangszustand |0), das
Teilchen bei der ersten Messung im Zustand s, = +1 zu finden. Wie lautet der
Zustand |1) nach dieser ersten Messung?

il. Wie ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen bei der zweiten Messung im Zustand
sy = +1 zu finden und wie lautet der Zustand |2) nach dieser Messung?

ili. Wie ist die Wahrscheinlichkeit bei der dritten Messung noch einmal den Zustand
s, = +1 zu messen?

(d) Berechnen Sie simultan die Erwartungswerte (o) und (o) sowie deren Schwankungs-

quadrate (Aoy)? = (02) — (04)® (o = x,y) im Zustand |0) . Berechnen Sie zusatzlich

noch die Erwartungswerte des Kommutators ([0, 0,]), sowie die Erwartungswerte des
Antikommutators ({ox, o,}) (wobei {ox,0,} = ox0y, + 0,0x) in dem Zustand | 0).
Diskutieren Sie |hre Ergebnisse im Blick auf die verallgemeinerte Unscharferelation aus
der Vorlesung.

17. Matrizen Il: Tensorieren von Matrizen und Symmetrien (7 Punkte)
Wir bilden das Tensorprodukt C2 @ C2 = C* und fiihren darin mit Hilfe der Paulimatrizen
ox,0y, und o, die folgenden Operatoren ein

H=o0,®0x+0,®0y, Z=0;01+1®0y,
sowie die Vertauschungs-Operation R, so dass fiir |a), |b) € C? gilt
R(la)®|b))=[b)®|a).

(a) Stellen Sie H,Z und R als 4 x 4 Matrizen dar.
Hinweis: Fir das Tensorprodukt zweier Vektoren gilt

aiby

e br \ | aibo
|a>®b>_(a2>®<b2>_ an by

a2b2
Fiir das Tensorprodukt zweier 2 x 2 Matrizen gilt

aiibir  ainbia anbin anbio

( ail a > % ( bi1 b1z ) _ | @b anbxn abxn ainb
a1 ax bo1 b2 a1b11  asibia axbir axbio
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(b) Priifen Sie, dass H, Z und R paarweise kommutieren (d.h. [H, Z] = [H, R] = [Z, R] = 0).

(c) Geben Sie eine gemeinsame Basis von Eigenvektoren von H, Z und R an. Wie lauten
die zugehorigen Eigenwerte von H, Z und R?



