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12. Schwarzsche Ungleichung (4 Punkte)
Wir bezeichnen das Skalarprodukt zweier Vektoren |a) und |b) mit (a| b). Zu den Eigen-
schaften eines positiv semidefiniten Skalarproduktes zahlt, dass (a| a) > 0 und Gleichheit
genau dann gilt, wenn | a) der Nullvektor ist. Man kann dann mittels || |a) || = \/(a| a)
eine Norm einfiihren. Zeigen Sie, dass die Schwarzsche Ungleichung

Ha) LI Tb) I = [Cal b) |
gilt.

13. Dualer-Raum und Hilbertscher Folgenraum (5 Punkte)
Zu einer Basis | k) eines Hilbertraums # definieren wir die duale Basis ( k’| so, dass beziiglich
des Skalarprodukts (-] -) gilt

(K'l k) =bpk (1)

(a) Wir betrachten nun den Hilbertraum H = C2 und eine Basis dieses Raums

1 1 3
=0l 12y=(2] 13 =]02
0 0 I

Geben Sie zu dieser Basis die duale Basis (1|, (2], (3] an, so dass GL.(I)) fur das
Standardskalarprodukt in C3 erfiillt ist.

(b) Der Hilbertsche Folgenraum £2 ist ein Hilbertraum der definiert ist als die Menge aller
Folgen a,, n > 1, fiir die 32°°, |a,|? endlich ist

o0
= {I{an}> =lar, a2, a3,..) | ) lanl® < oo}.
n=1
Auf dem Hilbertschen Folgenraum ¢2 ist das Skalarprodukt gegeben durch
({an} | {bn}) = anbn.
n=1

Eine Basis von £2 ist |1) =|1,0,...),]2) =[1,1,0,...),|3) =|1,1,1,0,...),.... D.h.
| k) ist gegeben durch die Folge a, = 1 fir n < k und a, = 0 fiir n > k. Geben Sie
hierzu die duale Basis (k| an, so dass fiir das Skalarprodukt GI. erfiillt ist.

Bitte wenden! —
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14. Skalarprodukte und Impulsoperator auf [? (7 Punkte)
Sei H der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen f auf dem Intervall [0, 27], so dass
sowohl f als auch f’ quadratintegrabel sind. Das Skalarprodukt auf # ist gegeben durch

2m
(flg) =/0 dx F*(x)g(x).

Wir betrachten den Operator

hd
p="_—
I dx

auf folgenden alternativen Definitionsbereichen
Do(P)={feM | f(0)=f(2m) =0} C Da(P) = {f € H | f(2m) = " *f(0)}.

(a) Geben Sie eine Formel fiir Pt an. Bestimmen Sie Dg(P*) und Dy (P1) fiir die Definiti-
onsbereiche Dy(P) und Dy(P).

(b) Wir betrachten nun den Hamiltonoperator eines freien Teilchens

P2
H=__
2m
auf Dg(P) und Dy (P). Bestimmen Sie jeweils das Eigenwertspektrum von H.

15. Kommutatoren (4 Punkte)
Mit Hilfe des Produkts AB zweier Operatoren A, B in einem Hilbertraum definiert man den

Kommutator
[A, B] := AB — BA.

(a) Zeigen Sie, dass fiir drei Operatoren A, B und C folgende Identitat gilt
[A, BC] = B[A, C] + [A, BIC
(b) Zeigen Sie, dass die Jacobi-ldentitat
[A [B,Cll+[B,[C Al +[C[AB]]=0

gilt.



