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15. Potentiale

(a) Verifizieren Sie den Satz von Stokes anhand der Oberflaiche O und des Vektorfelds
F = mw?F, wobei m und w? zwei Konstanten sind. Die Parameterisierung der Oberfliche
O sei gegeben durch:

x =sin(t) r
y =sin(2t) r?
z=0

mit 0 <t <mund 0 < r < 1. Der Rand der Oberflaiche 8O ist gegeben durch die
gleiche Parametrisierung, jedoch mit r = 1.

(b) Begriinden Sie, dass ein skalares Potential ¢ mit der Eigenschaft F = grad ¢ existiert.
Berechnen Sie ¢.

(c) Sei 9 : R® — R ein skalare Funktion und sei A ein Vektorpotential zum Vektorfeld
B, d.h. es gelte B = rot A. Zeigen Sie, dass das Vektorfeld A’ = A + grad ¢ ebenfalls
Vektorpotential zum Vektorfeld B ist.

16. Divergenz in Polarkoordinaten
Sie kennen die verschiedenen Differentialoperatoren div, rot, grad bereits fiir das kartesi-
sche Koordinatensystem. Wir fiihren nun anstelle der kartesischen Koordinaten zylindrische
Polarkoordinaten ein:

X rcos ¢
r=1 vy — = rsing
z z

(a) Geben Sie die normierten Basisvektoren (€&, €3, €;) des neuen Koordinatensystems an
und zeigen Sie, dass diese ebenso ein Orthonormalsystem bilden. (&, o« 8r/da.)

(b) Leiten Sie die Divergenz in Polarkoordinaten her. Wenden Sie hierzu die Divergenz auf
ein Vektorfeld A an. Gehen Sie wie folgt vor:

e Verschaffen Sie sich die Komponenten von A in den Richtungen der neuen Basis-
vektoren, also A;, Ay, A;. Stellen Sie A in diesen Komponenten dar.

e \Wenden Sie die Divergenz (in kartesischen Koordinaten) an, benutzen Sie die Ket-
tenregel, um Ableitungen von A nach r, ¢, z zu bekommen.

e Terme wie Or/0x konnen Sie berechnen, indem Sie die Jacobi-Matrix J invertieren:

Ox Ox Ox or or or

or 0¢ 0Oz Ox 0Oy 0z

J= 8y 9y Oy Jl = 8¢ 08¢ 09
- or 0¢ 0Oz ! - Ox 0Oy 0z
8z 9z 0z 6z 0z 0Oz

or 0¢ Oz ox 0Oy 0z

Bitte wenden! —


https://www.tu-braunschweig.de/theophys/edu/sose13/rm213

17. Maximumsprinzip
Betrachten Sie die folgenden Funktionen auf dem Gebiet x, y € [—1, 1].
o f(x,y)=x3—3xy?
e g(x,y)=In\/(x+2)2+y?
e h(x,y) = cos(x)cosh(y) + cos(y) cosh(x).
(a) Zeigen Sie, dass die Funktionen harmonisch sind, d.h. dass Af = 0 gilt (A ist der
Laplace-Operator).

(b) Plotten Sie die Funktionen mit einem geeigneten Programm. Was fallt lhnen beziiglich
der Extrema auf?



