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10. 4-Potential und Kronig-Penny Modell (15 Punkte)
Wir betrachten die eindimensionale stationare Schrodingergleichung

2 2
<*2hmaax2 + V(x)) O(x) = Ed(x),

wobei V/(x) ein attraktives 0-Potential ist
V(x) = —-Wo(x), Vo > 0.

In diesem Fall ist die Wellenfunktion ®(x) zwar stetig bei x = 0, die Ableitung ®’(x) springt
dort aber aufgrund des 6-formigen Potentials.

(a) Berechnen Sie die Hohe des Sprunges in der Ableitung der Wellenfunktion
H !/ /
€I|_r110 (P'(e) — D'(—¢)) .
Integrieren Sie dazu die stationare Schrodingergleichung in einem kleinen Bereich um
x = 0.

(b) Betrachten Sie den Fall der gebunden Zustande mit E < 0. Bestimmen Sie dafiir alle
Losungen ®(x) der stationaren Schrédingergleichung und normieren Sie diese.
Hinweis: Wahlen Sie dazu einen geeigneten Ansatz fiir den Bereich x < 0 sowie einen
weiteren fiir den Bereich x > 0. Vergleichen Sie diesen Ansatz mit dem Ansatz aus
Aufgabe (8) zum 1D Potentialtopf.

Wir wollen nun mithilfe des -Potentials ein einfaches Modell des Festkorpers betrachten, das
Kronig-Penny Modell. Gegeben sei dabei folgendes Potential

V(x)=Vo > 8(x—na), Vo > 0.
nezZ

Dieses Potential soll eine Beschreibung von eindimensional periodisch angeordneten Atomen
im Abstand a sein. Wir interessieren uns fiir das Verhalten eines freien Teilchens (z.b. Valen-
zelektron) in diesem Potential.

(c) Losen Sie die Schrodingergleichung in dem Bereich
By={n|na<x<(n+1)a}.
(d) Bestimmen Sie die Anschlussbedingung fiir die Lésungen bei x = na, n € Z.

Bitte wenden! —


https://www.tu-bs.de/theophys/edu/wise-1415/quanten

(e) Aufgrund der Periodizitat des Potentials V(x 4+ a) = V/(x) kann die Losung als Bloch-
Welle angesetzt werden, d.h. _
d(x) = e u(x)
mit periodischem ux: ux(x 4+ a) = uk(x). Setzen Sie diesen Ansatz in lhre Anschluss-
bedingungen ein und leiten Sie daraus eine Eigenwertgleichung fiir die Energie E her.

(f) Geben Sie eine allgemeine Formel fiir die oberen Kanten der Energiebander an. Skizzieren
Sie die untersten 3 Energieniveaus als Funktion von K/a fiir amVy/h? = 2.

11. Streuung und Reflexion an Potentialbarrieren (5 Punkte)
In der Vorlesung wurde der Tunneleffekt an einer Potentialbarriere behandelt und Ergebnis-
se flir Reflexions- und Transmissionskoeffizienten angegeben. Wir wollen diese Ergebnisse
nachrechnen.

(a) Betrachteten Sie dazu folgendes Potential

0 firx<0
Vix) =< U fir0<x<a U>Do,
0 flirx>a
wobei wir Energien E < U betrachten wollen. Der allgemeine Ansatz einer Losung der
stationdren Schrodingergleichung fiir diesen Fall ist
are™ 4+ ae R fiir x < 0,
d(x) = bye? + bye ¥ fiir 0 < x < a,
cre™ + e k> fiir x > a.
Wir lassen nun von links eine ebene Welle einfallen (d.h. a; = 1 und ¢, = 0), welche

auf die Potentialbarriere trifft. Zeigen Sie unter Benutzung von Transfermatrizen fiir die
Anschlussbedingungen von ® und ®’, dass fiir die Koeffizienten a>» und ¢; gilt

_ o (k/q+ q/k)sinh(qa)
%2 =R = =5 osh(aa) + (172) (alk — k/q) sinh(qa)
1 = S(E) = e

cosh(qga) + (i/2)(q/k — k/q)sinh(ga)”

(b) Wir betrachten statt einer Potentialbarriere nun einen Potentialtopf

0 flir x <0
V(ix)=¢—U fir0<x<a U>o0.
0 flir x > a

Uberlegen Sie sich analog zu Aufgabenteil @) einen allgemeinen Ansatz fiir die Wellen-
funktion ®(x). Zeigen Sie anschlieBend, dass fiir den Transmissionskoeffizienten einer
von links einfallende Welle gilt

e—ika

S(E) = os(@a) — (72)(a/k + kjq)sn(qa)’
mit k = v2mE und g = \/2m/h2(E + U).




