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4. Bohrsche Quantisierung des Wasserstoffatoms (12 Punkte)
Wir betrachten die Bohrsche Quantisierung des Wasserstoffatoms unter Beriicksichtigung
des Azimuthwinkels 6.

(a) Die Hamilton-Funktion lautet in kartesischen Koordinaten
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Stellen Sie die Hamiltonfunktion in Kugelkoordinaten dar und verwenden Sie dabei p,, pg
und py als die zu r, 8 und ¢ kanonisch konjugierten Impulse.

(b) Geben Sie einen vollstandigen Satz von ErhaltungsgroBen an. Welche Interpretation ha-
ben diese ErhaltungsgroBen?
Hinweis: Ein eleganter Weg verwendet die Hamilton-Jacobi Gleichung fiir die charakte-
ristische Funktion W und I6st diese durch den Separationsansatz
W =W, (r) + Wy(8) + Wy(¢). Die ErhaltungsgroBen sind dann %‘2{.

(c) Sei M? das Quadrat des Drehimpulses, M, dessen Projektion auf die z-Achse und E
die Gesamtenergie. Eliminieren Sie p,, ps und py zu gunsten dieser GroBen. Welchen
Wertebereich hat M, relativ zu M? Welchen Bereich in r,0 bzw. ¢ Uberstreichen die
periodischen Bahnen?

(d) Fuhren Sie die Bohrsche Quantisierung fiir J; = ¢ pidg; = f%—‘gqu/ durch, d.h. setzen
Sie

Jg=mh,  Jyg=kh  Jr=nh

Bestimmen Sie hieraus die Energieniveaus E(n’, k, m).

Driicken Sie die etwas iiblichere Hauptquantenzahl n und die Nebenquantenzahl / durch
n’, k und m aus, so dass die Energie E nur von n abhangt und M nur von /. Diskutieren
Sie, welche Werte fiir die Quantenzahlen n, I, m zugelassen sind.

Hinweis: Folgende Integrale diirfen verwendet werden

]{dxm = / dx\/,i 27rf+ F
j{dX = / dx
sin?x

wobei x7 o jeweils die Nullstellen des Integranden sind.

L = 2m(a—bl).

(e) Skizzieren Sie die zugelassenen Werte des Drehimpuls-Vektors M in der x-z Ebene fiir
die ersten drei erlaubten Werte von M.

Bitte wenden! —


https://www.tu-bs.de/theophys/edu/wise-1415/quanten

5. Dreidimensionale Wellengleichung (8 Punkte)
Die Losungen der dreidimensionalen Wellengleichung

2
‘Z—tf(ﬁ t) = 2AV(F, t)

konnen als Fourier-Integral dargestellt werden:

1

W(F, t) = W/dSk\D(E, t)eik.F.

(a) Welche gewdhnliche Differentialgleichung erfiillt W(k, t) fiir festes kK ? Geben Sie die
allgemeine Losung dieser Differentialgleichung an.

(b) Schreiben Sie die Losung fiir W(7, t) aus Tell @) als Funktion von k - 7+ wit .
Welche Beziehung besteht zwischen wy und k?

(c) Als Anfangsbedingung ist ein GauBsches Wellenpaket gegeben

ov

V(7= (xy.2) t =0) = Woe ™2, Zo(F,0)=0.

Geben Sie die zugehorige Losung W(F, t) der dreidimensionalen Wellengleichung sowohl
als Fourier-Integral sowie als explizite Funktion von 7 und t an.



