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12. Die kanonische Verteilung (3 Punkte)

Die Zustandssumme der kanonischen Verteilung ist gegeben durch

Z=> exp(—pUn)

Zeigen Sie, dass fiir das mittlere Schwankungsquadrat (AU)? =< U2 > — < U >2 die

Beziehung
o<U>
AU)? = —Z—— =
gilt.
13. Harmonischer Oszillator II (12 Punkte)

Wir betrachten ein System, das aus N quantenmechanischen harmonischen Oszillatoren
mit gleicher Frequenz w besteht.
(a) Bestimmen Sie die Zustandssumme Z; fiir einen Oszillator dieses Systems.
(b) Zeigen Sie, dass die kanonische Zustandssumme fiir N unterscheidbare nicht wechsel-
wirkende Teilchen Zy und die Einteilchenzustandssumme Z; iiber

Zy =2V
zusammenhéngen.
(c) Zeigen Sie, dass die innere Energie U durch

1 1
U=Nh |z + —57——
“ 2+exp(ﬂﬁw)—1

gegeben ist. Untersuchen Sie das Verhalten von U in den Grenzféllen § — 0 und
8 — oo.

(d) Betrachten Sie nun ein System aus N unterscheidbaren klassischen harmonischen
Oszillatoren gleicher Frequenz w. Fiir die Hamilton-Funktion gilt:

N 2
P 1
H(pla"'va7QI7"'7QN) :Z (;+mw2qg>

v=



i. Berechnen Sie das klassische Zustandsintegral

Zilass = /exp (_/BH) dequ

sowie die Innere Energie U des Systems.

ii. Zeigen Sie explizit: Wenn die quantenmechanischen Gréflen im Grenzfall hoher
Temperaturen mit den entsprechenden klassischen Groflen iibereinstimmen sol-
len, muss das klassische Phasenraumvolumen als dy = A~V dp dg normiert wer-
den.

8. Die n-dimensionale Kugel (5 Punkte)
Durch die Menge

Kn = {(561,962,---7%) € R" ‘ 23312 < Rz}
i=1
wird eine n-dimensionale Kugel vom Radius R beschrieben.
Oberfliche S, (R) und Volumen V,,(R) einer solchen Kugel sind durch
S,(R) =nC,R" ! baw. V,(R)=C,R"
gegeben. C), sei hierbei eine zunéchst unbekannte Funktion von n.

(a) Rechnen Sie dies zunéchst fiir ebene und sphérische Polarkoordinaten (n = 2 und
n = 3) nach.

(b) Wendet man nun analog zu n = 2 und n = 3 eine Koordinatentransformation fiir
n-dimensionale Polarkoordinaten geméif

fmmm”d%:/m&wﬁmMR
Rn 0

an, so lésst sich hieraus Cj, bestimmen. Setzen Sie dazu f (21, ..., 7,) = exp(— Y, 2?) =
exp(—R?) = f(R) und fiihren Sie die Interpretation einmal in kartesischen Koordi-
naten und einmal in Polarkoordinaten aus. Als Ergebnis sollten Sie

Cn _ 27’(”22
nl (%)

erhalten. Uberpriifen Sie dieses Resultat wiederum fiir n = 2, 3.

Hinweis: Die Gamma-Funktion I'(z) ist durch

I'(z) = /OOO t*~Lexp(—t)dt

definiert. Fiir alle x € R gilt die Beziehung I'(x 4+ 1) = 2I'(z). Fiir ganzzahliges n > 0 ist
I'(n+1) =n!=nl(n).



