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0 Uber Thermodynamik

Was ist Thermodynamik?

Thermodynamik ist die Analyse von Warmevorgéngen. Wirme ist dabei urséchlich die ungeord-
nete Bewegung von Atomen und Molekiilen. Fiir die Dynamik dieses Mikrokosmos interessiert sich
die Thermodynamik aber nicht. In ihrem Blickpunkt liegt ausschlieflich der Makrokosmos.

Fiir den Briickenschlag vom Mikrokosmos zum Makrokosmos ergeben sich nun zwei Moglichkeiten.
Zum einen konnen experimentelle Ergebnisse als Ausgangspunkt gewéhlt und eine phdnomeno-
logische Theorie entwickelt werden. Die wichtigsten Erfahrungstatsachen spiegeln sich dann in
Hauptsétzen wider. Die vier Hauptsétze der Thermodynamik sind allesamt experimentell wohl
begriindet und abgesichert. Zum anderen folgt die Bewegung der Atome und Molekiile natiirlich
den Gesetzen der Quantenmechanik und Elektrodynamik. Letztere konnen statistischen Mittelun-
gen unterzogen werden, und gegebenenfalls lassen sich auf diesem Weg die Hauptséatze ebenfalls
finden. Die Hauptsétze stellen dann sogar Sétze im mathematisch exakten Sinne dar, da sie aus
den Axiomen oder “First Principles” der Quantenmechanik und Elektrodynamik deduziert sind.

Der erstgenannte phdnomenologische Zugang zur Thermodynamik war Gegenstand der Vorlesun-
gen des Grundstudiums. Im Rahmen der Vorlesung ,,Thermodynamik und Statistische Mechanik*
wird naheliegenderweise der statistische Zugang benutzt. Wir gehen dabei konsequent von der
Quantenmechanik aus und betrachten die klassische Mechanik als Grenzfall. Wir befinden uns
damit im Gegensatz zur Mehrzahl der Lehrbiicher, die der historischen Entwicklung folgen; das
heiftt erst wird die klassische statistische Mechanik und danach die Quantenstatistik behandelt.
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1 Quantenzustinde

1.1 Historische Entwicklung

Zwei Arbeiten haben die statistische Begriindung der Thermodynamik ganz wesentlich initiiert:

MAX PLANCK, Strahlung, die von einem heiflen Korper emittiert wird, Annalen der
Physik, 4, 553-563, 1901.
J. W. GIBBS, Elementary principles in statistical mechanics developed with espe-

cial reference to the rational formulation of thermodynamics, Yale
University Press, 1902.

Die Zusammenfiithrung beider Arbeiten bzw. die Ubertragung der noch klassischen GiBBS-Theorie
in die Sprache der Quantenmechanik benutzt eine einzige Vorstellung: Den Stationéren Quan-
tenzustand eines Systems von Teilchen. Diese Begriffsbildung geht hauptséichlich auf die Arbeit
von

N. BOHR, Uber den Aufbau von Atomen und Molekiilen, 1913.

zuriick. Ein Stationdrer Quantenzustand z.B. eines physikalischen Systems konstanter Energie,
bestehend aus freien, d.h. nicht wechselwirkenden Teilchen, zeichnet sich dadurch aus, daf die
Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen in einem beliebigen Volumenelement zu finden zeitlich unabhén-
gig ist. Diese Festlegung geht von der naheliegenden Vorstellung aus, daft alle beobachtbaren
physikalischen Eigenschaften zeitlich invariant sein miissen.

Stationdre Quantenzustdnde eines Systems sind in der Regel abzédhlbar unendlich. Jeder Statio-
ndre Quantenzustand hat eine bestimmte Energie. Gleiche Energien kénnen durch verschiedene
Zustdnde reprisentiert sein. Diese Situation fithrt auf den Begriff der Entartung. Es gilt folgende

Definition

Der Entartungsgrad ist die Anzahl der Quantenzustdnde einer bestimmten
Energie (oder einer Energie aus einem engen Bereich).

Entartet ist das Energieniveau, nicht der Quantenzustand. Entartung ist mitunter auch eine Fra-
ge des Auflésungsvermogens. Bei unzureichendem Auflosungsvermdgen sind zwei oder mehrere
Energieniveaus nicht auseinanderzuhalten und mehrere Quantenzustinde wiirden einem einzigen
Energieniveau zugeordnet.

1.2 Beispiele fiir Stationire Quantenzustinde eines Systems von Teil-
chen

Wichtige Systeme, die sich in verschiedenen Stationdren Quantenzustdnden befinden kénnen, wer-
den in der Vorlesung Quantenphysik behandelt. Wir erinnern daran skizzenhaft.

1.2.1 Wasserstoffatom: p & e

Die Losung der SCHRODINGER-Gleichung fiir die COULOMB-Wechselwirkung eines Protons p und
eines Elektrons e liefert die Energieniveaus U, mit dem jeweiligen Entartungsgrad g,,. Es gilt:
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1
Uny U, =—R—
0 U "
UOO Hauptquantenzahlen n
3
U, Drehimpulsquantenzahlen [=0,1,...,n—1
Magnetische Quantenzahlen m=—1...,0,...,1
Spinquantenzahlen s = —%, %
bl n—1
3y Z L=23 (2+1)= 20"
—13,59 eV Uy EOm=—ls=—3 =0

1.2.2 Freies Teilchen im Wiirfel L? ohne Spin

Die zeitunabhaengige SCHRODINGER-Gleichung fiir ein Teilchen der Masse M lautet

h2

An den Réndern, das heifst auf der Oberfliche des Wiirfels gelte ¢,, = 0. Als Losungen ergeben
sich die Wellenfunktionen ¢,, zu

NgTT |, NyTY . N T2
si sin

©n = Cp SiN T n =7 i3
mit den Energieniveaus U,, in der Form
h? nmy\2
Un = 2M(f> , o onf=nidng i, nenyn. =1,2,3,...

Die moglichen Kombinationen der n;, n,,n, ergeben den jeweiligen Entartungsgrad, zum Beispiel:
n®=3=1"4+1*+1? ~ o og=1
n?=6=2%+1>+1°

=12422 412 ~  g=3
— 12 + 12 + 22
usw.

Die untersten Energieniveaus nehmen die skizzierten Werte an.

Un
Ui & g n? z.B.
14 6 3*4+22+12
12 1 22422422
11 3 32412412
9 3 22422412
6 3 224172412
3 1 12412412 Anmerkung: U; = 2;[ (2)2 existiert nicht
als wirklicher Quantenzustand sondern wird
0 hier nur als Abkiirzung verwendet.
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1.2.3 Zwei Teilchen in einem linearen Kasten [0, L]

Wir betrachten zwei Bosonen (vgl. Abschnitt 10) ohne Wechselwirkung. Eine Ein-Teilchen-Wel-

lenfunktion ¢, ergibt sich zu
2 . nmx
n =14/ = sin —.
mENT L

Der Grundzustand des Gesamtsystems W 1dfst sich damit wie folgt konstruieren:

ein Teilchen bei 21 mit n =1,
ein Teilchen bei x5 mit n = 1;
2 h2 2
‘1’0(551,3?2)255111%811‘1%, ozm(%) (12 +1?), go = 1.
Ein angeregter Zustand W, ergibt sich aus folgender Konstellation:

ein Teilchen bei x1 mit n = 2,

ein Teilchen bei x5 mit n = 1;

21 . 2mxy . TXg . TX1 . 2TMTo
\Ijl(xl’xz):ZEGm T SIHT—I-SIHTSIH T )

Symmetrisierung ist erforderlich, da beide Teilchen identisch sind und Austauschbarkeit gew&hr-

leistet sein mufs.
0= (3)2(22 +1) =2
YT oM \L A=



2 Modellsystem eindimensionale Spinkette

Wir betrachten N Elementarmagnete (oder Spins) an N festen Punkten auf einer Linie. Jeder
Elementarmagnet trage das magnetische Moment p. Zwei Ausrichtungen jedes Elementarmagneten
sind moglich: +u oder —pu.

T Tl
1234567

jew. Nummer des Platzes des Elementarmagneten

Zwischen den Elementarmagneten herrsche keine Wechselwirkung. Zunéchst sei kein dufseres Ma-
gnetfeld angelegt. Eine bestimmte Abfolge der nach oben oder nach unten gerichteten Spins repré-
sentiert einen Stationdren Quantenzustand des Systems. Das magnetische Gesamtmoment eines
Stationéren Zustandes wird iiber M = > 1 —>_ | definiert. Zum Beispiel gilt

T M= 2
T4 M= op
Lt M= o
bLoM=—24

Die Gesamtzahl Z der moglichen Anordnungen von N Elementarmagneten ergibt sich zu
7z =2

(4. Grundaufgabe der Kombinatorik, vgl. Anhang ?7). Leicht iiberschaubar sind sehr kurze Spin-
ketten. So gilt

N=1: Z =2 T4
N=2: Z =4 (s.u.)
Fiir beliebige N ist obige Formel leicht durch vollsténdige Induktion zu beweisen.

Jede mogliche Anordnung kennzeichnet einen Zustand (= Stationdren Quantenzustand) des Sy-
stems. Somit gibt es fiir eine Kette aus IV Spins 2/ Stationire Quantenzustinde. In der klassischen
statistischen Physik heiffen diese Zusténde Mikrozustinde.

Fiir die Abz&hlung dieser Zusténde ist es also wichtig, welcher Elementarmagnet (= Nummer des
Platzes des Elementarmagneten) in welche Richtung (4u oder —pu) zeigt.

2.1 Werte des magnetischen Gesamtmomentes

Fiir das durch
M= (313 4)u

festgelegte magnetische Gesamtmoment ist es unwichtig, welche Nummern die Spins 1 bzw. |
tragen, nur ihre jeweilige Anzahl geht in M ein.

Der Variationsbereich von M ist offensichtlich folgende Menge:
M e {N,ua(Nf2)/‘3(N74)M3"~77N/U'}

Zum Beispiel gilt fiir drei Spins: M € {3p, g, —pu, —3u}
oder fiir vier Spins: M € {4p, 21,0, —2u, —4u}.
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Offensichtlich existieren N 4 1 mogliche verschiedene Werte von M im Vergleich zu 2V Stationiiren
Quantenzustanden.

In der klassischen statistischen Physik heifit eine spezielle Realisierung von M ein Makrozustand.
Es gibt somit N + 1 Makrozusténde fiir das magnetische Moment.

2.2 Entartungsfunktion
Fiir N > 1 gilt 2V > N + 1, das heifit es gibt mehr Stationire Quantenzustinde als Werte des
Gesamtmoments M.

Zum Beispiel:
N=25: 2N =33554432, N+1=26

Fiir grofe N konnen verschiedene Quantenzustdnde des Systems den gleichen Wert des Gesamt-
momentes M darstellen.

Problem: Wie viele Quantenzustinde gibt es fiir einen vorgegebenen Wert M7

Wir betrachten konkrete Werte fir M:

e M =Np ~ Es existiert ein Zustand:

)
——
N

e M =(N-2)u ~+ BEs existieren N Zusténde:
Lttt
Pl ot
T -1 N

= —

Pty
o M =(N-S)u ~ = 7 (sou)

Wir suchen nach einem analytischen Ausdruck fiir die Zahl der Stationdren Quantenzusténde, die
alle M = (N — S)u liefern. Statt S fiihren wir den Spiniiberschuft 2m ein:

2m:ZT—Z¢, m e G (ganz)

Somit gilt auch:

> t=iN+m
Do L=3N-—m
M =2mu

Bemerkung: N wird als gerade angenommen. Fiir groffe N kann das keine wichtige
Einschrankung sein.
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Definition

Die Entartungsfunktion
g(N,m)

ist die Anzahl der Stationdren Quantenzustéinde, die den gleichen Wert von
m (bzw. M) besitzen.

Zum Beispiel gilt dann

(8 ) a0 -5) 1

Wir geben nun eine Situation mit festem Spiniiberschufs vor und suchen die dazu passenden Quan-
tenzustande. Exemplarisch betrachten wir

N=6, 2m=2 (m=1),

dot=4, > =2

Die Durchmusterung aller Quantenzustidnde ergibt folgende zum geforderten Spiniiberschuf als
passend:

das heifst

LT

LT T4t

LTT4TT TLT4LTT TTI4LTT

LTTT4T TLTT4T TTLT4T TTrdet

LTI T4 TrirTd TTrdiTd TTrTdd

Das sind offensichtlich 15 Zustdnde und die Entartungsfunktion ist somit
9(6,1) = 15.

Die Durchnummerierung kann im allgemeinen nicht das Mittel der Wahl sein. Es geht auch ein-
facher. 6 Spins sind 6! = 720-fach permutierbar. Die Permutationen der 4 1 untereinander fithren
aber nicht zu neuen Zustédnden, das heiftt jeder wirklich neue Zustand wird 4! = 24-fach zu héufig
gezihlt. Die Permutationen der 2 | untereinander fithren ebenfalls nicht zu neuen Zusténden, das
heifst 2! = 2-fach zu hiufige Z&hlung liegt vor. Folglich betrigt die Zahl der tatséchlich verschie-
denen Zustidnde

6! 6-5-4-3-2-1

4120 4-3-2-1-2-1
Allgemein gilt fiir die Entartungsfunktion:

15.

g(Nﬂm) =

Dies gilt fiir ein vorgegebenes m.

Wenn man alle méglichen m betrachtet und iiber diese summiert, muf sich wieder die Gesamtzahl
der Quantenzustdnde ergeben, das heifst

g(N,m) = N,

i M oz

w2

Beweis: Ubungsaufgabe, Zusammenhang von ¢ mit Binomialkoeffizienten.
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2.3 Die grundlegende Annahme

Mit Hilfe der Entartungsfunktion g(N,m) 1aft sich nun eine Vorhersage iiber das Auftreten eines
bestimmten Wertes M des magnetischen Gesamtmomentes machen. Ein magnetisches Gesamt-
moment von M = Ny, bei dem alle Spins nach oben gerichtet sind und das nur durch einen
einzigen Stationdren Quantenzustand (g = 1) erzeugbar ist, sollte sehr viel seltener auftreten als
ein Gesamtmoment, das durch sehr viele verschiedene Stationdre Quantenzustdnde erzeugbar ist.
Allerdings hiangt das Ergebnis fiir M auch davon ab, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich ein be-
stimmter Quantenzustand einstellt. Stellt sich etwa der Quantenzustand, bei dem alle Spins nach
oben gerichtet sind, extrem h&ufig ein, mufs das entsprechende Gesamtmoment M = Ny durchaus
nicht so selten auftreten.

Fiir die Bevorzugung bestimmter Stationéirer Quantenzustinde (Mikrozustéinde) gibt es jedoch
keinen plausiblen Grund. Wir machen deshalb folgende grundlegende Annahme:

Alle Quantenzustinde (Mikrozustédnde) sind gleich wahrscheinlich.

Diese gleichermaften naheliegende wie einfache Annahme hat weitreichende Konsequenzen fiir die
statistische Begriindung der Thermodynamik und ist ihr fundamentales und fast einziges Postulat.

2.4 Experiment

Die grundlegende Annahme soll nun experimentell verifiziert werden. Wir benutzen eine Kette mit
4 Spins. Die Spins werden durch die 4 Miinzen

1 ct, 2ct, 5ct, 10ct

dargestellt. Die Unterschiedlichkeit der Miinzen entspricht einer Nummerierung ihrer Plitze in der
Kette; ansonsten haben alle Miinzen (hier!) identische Eigenschaften; es z&hlt nur Kopf oder Zahl.
Dies ist dquivalent zu 1 oder J:

I

K=7
Z=1]

I

Es existieren 2% = 16 Quantenzustiinde (Mikrozustéinde). Als Makrozustand (= Gesamtmoment)
betrachten wir die Summe der Zahlen minus Summe der Kopfe (= Spiniiberschuf). Es werden
folgene Entartungsgrade berechnet:

g(4,m) 6
4 4 Test:
> g(4,m) =16
1 1
=
-4 =2 0 2 4 2m
-2 —1 0 1 2 m

Im Experiment werden k& x 16 Wiirfe mit je 4 Miinzen durchgefiihrt. Bei jedem Wurf wird die
Anzahl der Zahlen gezdhlt (hier: k = 5, also 80 Wiirfe).



2.5 Charakterisierung der Form der Entartungsfunktion 9

5 9(47 n) A4 (30)
S R S
v - (20)- -
(20) 22
20 ffffff 2_9 N
15 F----1 T--tr--—tr-----
Es ist die Haufigkeit angegeben, mit der
10 F----1 I die einzelnen Makrozusténde aufgetre-
(5) (5) ten sind. In Klammer ist jeweils der er-
b4 -dl_ AL 1L 4 - wartete Wert notiert.
L I

47 372 272 1Z 0Z n
0K 1K 2K 3K 4K

-2 -1 0 1 2

Das experimentelle Ergebnis bildet mit hoher Genauigkeit den Verlauf der Entartungsfunktion ab.
Das bestétigt aber die grundlegende Annahme, daf alle Mikrozusténde gleich wahrscheinlich sind.

Im weiteren werden die Mikro- und Makrozustédnde im Detail dargestellt. Die Kette der Elemen-
tarmagneten bzw. die Késten zur Einordnung der Elementarmagneten werden den Zahlen auf den
Miinzen zugeordnet, also

1 ct = Kasten 1,
2 ct Kasten 2,
5 ct Kasten 3,
10 ¢t = Kasten 4.

Bei jedem Wurf sind die Miinzen in dieser Reihenfolge anzuordnen (vgl. Abbildung 2.1).

2.5 Charakterisierung der Form der Entartungsfunktion
Die bisherigen Beispiele zeigten:

g(N,m) hat ein Maximum bei m = 0, ist symmetrisch und fillt nach beiden Seiten
monoton ab.

Die Symmetrie ist klar nach der Berechnungsformel. Die Breite von g(N,m) interessiert uns ins-
besondere fiir N > 1, fiir atomare Systeme gilt etwa N ~ 1023. 1023! ist aber nicht handhabbar,
insbesondere nicht mit dem Taschenrechner. Wir suchen deshalb nach einer approximativen Dar-
stellung von g(N,m) fir N > |m|. Es gilt

Ing(N,m) =InN!—In(§ +m)! — In(§ —m)!
(E+m)l=21(F+1)...(§+m)

ln(% +m)! = ln%! + Zln(% + s)
s=1
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’1ct 2ct bct 100t\ # M g ‘
T 0 T 1 1 4p g(4,2)=1
1 0 T 1 4 2u g4,1)=4
) 4 ) )

) ) 4 )
T 1) T {
Lt f [ 6 o g%0=6
4 ) 4 )
} 1 1 }
T } } 1
T } T }
) ) 4 4
1 1 1 1 4 —2p g(4,-1)=4
1 1 1 }
1 T } }
t 4 4 4
{ Il Il Il I —dp g4,-2)=1

Abbildung 2.1: Minzwurfexperiment: Darstellungsmoglichkeiten fiir jeden Makrozustand

s=1
N - 5+
~ Ing(N,m)=InN!—2In 3! — In—2——
g( ) 2 ; %—S‘Fl
N & 1+ 2
zlnﬂ[ﬂ[_znl_ﬁ_,_&
2727 =1 N TN

Die Summanden lassen sich abschéitzen durch

R N2$_<_<2s 2))_43 2

1_(2s _ 2\ "N N N
1-(3-%) N N N
woraus folgt

il 142 4 & 2m 41 (m 4 1) 2m  2m?
n——s———5< X — §— — = —=-—m(m —-—— = —
R NG NN NN

Bemerkung: Die angewendete Taylor-Entwicklung des Logarithmus gilt nur fiir 2s/N < 1 und da
maximal s = m muss schlieflich 2m/N < 1 eingehalten werden.

2 2
Ing(N,m) = Ing(N,0) - =~

m2
- g(N,m) = g(N,0)e ¥
SchlieRlich wird g(N,0) noch mit Hilfe der STIRLING-Formel

N!' =~ V27N NNe N



2.5 Charakterisierung der Form der Entartungsfunktion 11

abgeschétzt zu

V2rN NNe=N V2rN NV N | 2
g(N,0) = 7= N NN = 2 N
( 2rd (§)* 6’7) 25 (%)
und es folgt:
N 2 _2m? . R
g(N,m) ~ 2 e " (GAuss-Verteilung beztiglich m)
™

Fiir N > 1 ist die Entartungsfunktion g sehr stark bei m = 0 lokalisiert, wo sie maximal wird.

Als Maf fiir die absolute Breite von g wéhlen wir den Wert, bei dem g auf den e-ten Teil abgefallen
ist, also
2m?

N
Ein Ma fiir die relative Breite ist 5. Es folgt

Fiir N ~ 10?? gilt % ~ 10~ !; die relative Breite ist dufterst
gering und g(N, m) ist sehr scharf begrenzt.Man vergleiche
insbesondere mit dem gesamten Definitionsbereich:

bzw.

Somit ist das magnetische Gesamtmoment scharf um den
Mittelwert (M) = 0 lokalisiert, wenn N eine makroskopi-
sche Anzahl ist.

Y

23
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3 GiBBs-Gesamtheit

Wir betrachten zunéichst ein abgeschlossenes System. Darunter verstehen wir ein System konstan-
ter Energie, konstanter Teilchenzahl und konstanten Volumens.

Ein abgeschlossenes System enthalte einen statistischen Aspekt, das heifit mehrere Stationére
Quantenzustinde sind moglich. Das System ist also nicht so iiberbestimmt, daff von vornherein
nur ein Quantenzustand eingenommen werden kann. Dann gébe es nichts mehr statistisch zu
untersuchen.

Am System werde eine makroskopische Grofe A zu vielen aufeinanderfolgenden Zeitpunkten
t1,ta,t3,...,t, insgesamt g-mal beobachtet und jeweils der Zustand festgestellt. n(l) sei die An-
zahl der Zeitpunkte dieser Beobachtungen, in denen A im mit | gekennzeichneten Makrozustand
vorgefunden wird. Die Wahrscheinlichkeit P(l) die Grofe A im Makrozustand ! zu finden ist dann

Dabei wird angenommen, dal P(l) einem Grenzwert zustrebt. Wenn ¢ groff genug ist, wird sich
P(1) nicht mehr wesentlich dndern, auch wenn g weiter erhéht wird.

Die Wahrscheinlichkeit ist auf Eins normiert:
> P)=1
l

Die Gesamtwahrscheinlichkeit, A in irgendeinem der méglichen Zustdnde vorzufinden ist Eins.

3.1 Definition des Mittelwerts (...)

A sei eine physikalische Grofe (zum Beispiel das magnetische Gesamtmoment), die den Wert A(l)
annimmt, wenn das System im Zustand [ ist. Dann ist der Mittelwert (A) definiert durch

(A) =3 A1) PQ).
l

Dieser Mittelwert ist ein zeitlicher Mittelwert. Die Beobachtungsdauer mufs langer als die Relaxa-
tionszeit des Systems sein.

3.2 Scharmittel statt Zeitmittel

BorLTzMANN und GIBBS stellten sich statt des wirklichen Systems ein Ensemble gleichartiger
Systeme vor, die sich in verschiedenen Zusténden befinden kénnen. Diese gedanklichen Systeme
sind alle vollig gleich gebaut wie das wirkliche System.

Das Ensemble dieser Systeme heiftt Gesamtheit. Der Mittelwert 146t sich jetzt neu interpretieren.
Alle Systeme werden zum gleichen Zeitpunkt beobachtet und notiert, wieviele Systeme n(l) sich
im Makrozustand [ befinden. Dann gilt

(4) =3 A ”fj) = 3" AW ().
l l

Die Formel ist unverandert, aber A(l) und P(l) werden auf andere Weise ermittelt. Diese Mittelung
heiflt Scharmittel oder Ensemble-Mittel.
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3.3 Grundlegende Annahme

Die grundlegende Annahme im Abschnitt 2.3 orientierte sich am Beispiel der linearen Spinkette.
Mit Hilfe der GiBBs-Gesamtheit stellen wir diese Annahme jetzt auf ein universelles Fundament.

Jedes System des Ensembles ist so gut wie ein anderes. Das heiftt auch, dafl jeder Quantenzustand
des Systems, der mit den angegebenen Systembedingungen vereinbar ist, gleich wahrscheinlich
ist.! Diese Annahme ist ein Postulat.

Angesichts unserer Unkenntnis der inneren Dynamik des Systems ist diese Annahme verniinftig
(a priori-Wahrscheinlichkeit). Irgendeine andere Annahme wire Willkiir.

Diese Annahme besitzt aber auch eine a posteriori-Rechtfertigung, da sie zu Schliissen fiihrt, die
mit den empirischen Tatsachen iibereinstimmen.

Das Postulat erheben wir in den Rang eines Axioms. Es ist das einzige Axiom in der Statistischen
Thermodynamik.

Aus diesem Axiom tiber die Mikrozustinde/Quantenzustédnde ergeben sich die Makrozustande
zwangslaufig iiber die jeweilige Entartungsfunktion.

Wenn die Entartungsfunktion ein scharfes Maximum besitzt, dann stimmen die makroskopischen
Mittelwerte mit dem wahrscheinlichsten Makrozustand praktisch iiberein.

Iklassisch: Mikrozusténde sind gleich wahrscheinlich.
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4 Entropie und Temperatur — thermischer Kontakt zweier

Systeme

Zwei (wirkliche) Systeme konnen auf verschiedenste Arten miteinander in Wechselwirkung stehen:

e Zwei abgeschlossene Systeme

U1 U2
Ny N,
Isolation

e Thermischer Kontakt

Ui Uy

Ny Ny
Energieaustausch
durch diese Wand

e Thermischer und diffusiver Kontakt

Energie- und
Teilchenaustausch
durch diese Wand

e Mechanischer Kontakt

AR

bewegliche Wand
(Kolben)

kein Kontakt, keine Wechselwirkung
Energien:

Ui = const, Uy = const
Teilchenzahlen:

Ny = const, Ny = const

U; + U} = const
N1 = const

Ny = const

U + U} = const
N{ + N3 = const

p1V1 = p2Va,

Verrichtung von &ufserer Arbeit durch
Verschieben des Kolbens: —pdV'.

Die duflere Arbeit kann neben der me-
chanischen Natur auch elektromagneti-
sche oder andere Natur haben.

Der mechanische Kontakt kann gegebenenfalls mit thermischem oder diffusivem kombiniert

sein.

In diesem Abschnitt wird zundchst nur der thermische Kontakt zweier Systeme untersucht. Die

weiteren Situationen folgen.
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4.1 Energieaustausch und die wahrscheinlichste Konfiguration

Wir betrachten zwei Modell-Spinsysteme. Um einen Zusammenhang der Spins +u mit der Energie
herzustellen, ist es vorteilhaft, ein dufseres Magnetfeld B anzulegen. Die Wechselwirkungsenergie
eines einzelnen Spins st allgemein:

Bemerkung zur Plausabilitdt der Energie:

Die Elektrodynamik liefert die Energiedichte
1
u=3g (ED + HB)

Fiir die Spinkette entféllt der erste Summand. Die magnetische Feldstirke H elemenieren wir
vermittels 1
H = —B— M (I1.28, Skript Elektrodynamik),
Ho
wobei hier M die Magnetisierung (nicht das Gesamtmoment) darstellt.
Es folgt
1 5 1
u=—B"—-MB
2#0 2
Der erste Summand beschreibt die magnetische Feldenergie, der zweite die hier interessante Wech-
selwirkungsenergie mit der Materie, also der Spinkette. Es verbleibt

1
s=—--MB
u o2

Volumenintegration iiber einen Spin iiberfithrt die Energiedichte us in die Energie U, des Spins,
und auf der rechten Seite folgt das magnetische Moment des Spins

&:%/Mdv

Es resultiert die Formel fir Us.

Wir vereinbaren, dass der Magnetfeld-Vektor B nach oben zeigt. Wenn alle Spins auch nach oben
geklappt sind, ist dann die Energie der Kette minimal und negativ. Zeigen alle Spins nach unten
(entgegen dem Magnetfeld-Vektor B) ist die Energie maximal und positiv. Die gesamte potentielle
Energie U von N Elementarmagneten ist

U:

S

Us = —2mpB = U(m).

N
=1

Das Spektrum der Energiewerte ist diskret. Die Energiedifferenz zwischen benachbarten Niveaus
ist
AU =U(m)—-U(m+1) =2uB.

Die Energiezustinde sind somit linear mit dem Spiniiberschufs m korreliert und Konstanz der
Energie ist Konstanz des Spiniiberschusses 2m.

Wir betrachten jetzt zwei Systeme:

System 1: Ny, my
System 2:  Ns, mo
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N7 und Ns sind generell fest. m; und ms werden herausgegriffen aus den moglichen Werten. Die
Anzahl der moglichen Quantenzustéinde in den Einzelsystemen ist g1 (N1, m1) und go(Na, mso). Die
Anzahl der moglichen Quantenzustinde des gesamten Systems 1 & 2 ist g1 (N1, mq)-g2(Na, ms), da
jeder Quantenzustand eines Einzelsystems mit jedem Quantenzustand des anderen Einzelsystems
auftreten kann.

Thermischer Kontakt heiftt nun, daft die Energie des Gesamtsystems 1 & 2 konstant ist, also
m = mj + meo = const,

m1 und my sich aber unter Einhaltung dieser Beziehung &ndern kénnen. Klappt etwa in System 1
ein Spin nach unten, mufs einer in System 2 nach oben klappen.

Die Anzahl der moglichen Quantenzustinde erhoht sich damit natiirlich weiter. m; kann jetzt
durch alle méglichen Werte laufen und mo = m — my. Die Anzahl der méglichen Quantenzusténde
bei thermischem Kontakt ist damit

g1(N1,m1) - g2(No,m — my).

Zustdnde mit verschiedenen my kénnen vom System nur nacheinander eingenommen werden. Zu
einer bestimmten Zeit existiert immer nur ein bestimmter Wert m aus dessen Variationsbereich.

Welcher Zustand fiir die Einzelsysteme wird sich einstellen, wenn die beiden zunédchst getrennten
Systeme in thermischen Kontakt gebracht werden?

Antwort: Der wahrscheinlichste Zustand, das heiflt wenn
91(N1,m1) - g2(N2, ma)
unter der Nebenbedingung
m1 + mo = m = const
maximal wird. Ersetzen wir die Spiniiberschiisse my, my durch entsprechende Energien Uy, Us ist
91(N1,U1) - g2(N2, Uz)
unter der Nebenbedingung
Uy + Uy = U = const
zu maximieren. Folglich sei
g1 92+ AU+ Uz —U) L maximal,
wobei A der LAGRANGE-Multiplikator ist.
Die Ableitungen ergeben

Ov g1-9g2+A=0

~  Ou, 9192 = g1+ Ou,g2 oder Oy, Ingy = dy, In ga.
gl . 8U292 + A — O } 1 2 1 2

g1 - 92
Die Teilchenzahlen N; bzw. Ns werden jeweils 1
festgehalten. Diese Bedingung beschrankt die
wahrscheinlichste Konfiguration zweier im ther-
mischen Kontakt stehender Systeme. Die An-
zahl der Quantenzusténde, die diese Konfigurati-
on darstellen, ist maximal. Das Maximum ist wie-
derum &dufserst scharf fiir Makrosysteme. Die zu-

gehorigen Energien sind Uy, Us mit Uy +Us = U.
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Ubungsaufgabe

Fiir das Modell-Spinsystem ist obige Bedingung explizit auszuwerten und die Schérfe
zu diskutieren:

. _m
mo_me =y i
N1 Ny o my=m;+dJ  etc
_ oo 2 2
mi+mg =m mzfl_i_%
2
Spinsystem:
Spinkette 1: N1, my:  g1(N1,mq) =27/ ——¢e "™
TI'N1
: N. 2 _omb
Spinkette 2: No, ma:  ga(Na,mg) =272/ ——e "™
7TN2
Kontakt: mq, + my = m = const
g1 - g2
Oy, Ing1 =0y,Ings  ~ O, Ing =0m,Inge
my ma my Mo m N
—47 = —47 _ — = — my = 1
NN NN, N+ N
~ ~ T/T\L = N. L 7’711 T
m1+m2:m 2 2N1—|—N2

4.2 Thermisches Gleichgewicht

Definition

Zwei Systeme befinden sich im thermischen Gleichgewicht, wenn sich das
Gesamtsystem in seinem wahrscheinlichsten Makrozustand befindet.

Die Grofe Jy Ing muf in allen Systemen gleich sein, die im energetischen Kontakt stehen. Es ist
sinnvoll, dieser Grofse einen Namen zu geben!

4.3 Temperatur 7 (0. Hauptsatz)

Die Gleichgewichtsbedingung legt eine Systemgrofse fest. Wir benutzen die Gleichgewichtsbedin-
gung zu folgender

Definition

Uunter der fundamentalen Temperatur T (oder einfach Temperatur) verstehen
wir die Grofe

T= (8[] lng)_l.

Somit befinden sich zwei Systeme im Gleichgewicht, wenn sie die gleiche Temperatur haben:
T = T2

Diese Temperatur 7 ist zur absoluten Temperatur T' proportional. Die Eichung wird spéter vor-
genommen.



18 4 Entropie und Temperatur — thermischer Kontakt zweier Systeme

4.4 Entropie o

Definition

Die Entropie ist der Logarithmus der Anzahl der Quantenzustéinde, die dem
System méglich sind:?
o(N,U) =1ng(N,U)

Bemerkungen:

e Die Entropie wird auch als Maf§ fiir die Unordnung benutzt: Je mehr Zustdnde
moglich sind, desto grofer ist die Entropie.

e In obiger Definition ist nur die funktionale Abhéngigkeit von N und U angegeben.
o kann von weiteren Parametern abhéngen, etwa vom Volumen, wenn es sich um
ein Gas-System handelt.

e Fiir die konventionelle Entropie S gilt
S = kBO',

wobei die BoLTZMANN-Konstante kg = 1,380 - 10723 % auftritt.

4.5 Satz von der Entropiezunahme
Wir betrachten als Ausgangssituation zwei abgeschlossene Systeme mit den Energien U; und Us
und den Entropien
oV =Ing, (U1),
0'(2) = lngg(Uz).
Die Gesamtentropie der noch getrennten Systeme ist dann
0 =n(g1(U1) - g2(U2)).

Nun werden die Systeme in thermischen Kontakt gebracht. Sie tauschen Energiequanten U; aus
und die Zahl der moglichen Zusténde betragt jetzt

g1(U1 + Uz) . gg(UQ — Uz)
(Bei dquidistanten Energieniveaus AU wiirde U; = iAU gelten.) Die Entropie ist dann
o= ln(gl(Ul + Ul) 'gQ(UQ — Uz))

Die rechte Seite wéichst an, wenn das Gesamtsystem seinen wahrscheinlichsten Makrozustand ein-
nimmt. Somit wéchst die Entropie, es sei denn, das System befand sich bereits anfénglich zuféllig
in seinem wahrscheinlichsten Zustand.

Die Richtung des Energieflusses (solange Ungleichgewicht herrscht) ergibt sich wie folgt. Wir
betrachten 75 > 7 und berechnen die Entropiednderung

do =doi + doy = 8U10’1dU1 + 8U202dU2

1 1
= —dU; + —dUy
T1 T2

?Dem System méglich heifit hier bei vorgegebener Energie U.
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Die Einname des wahrscheinlichsten Zustandes geht mit do > 0 einher. Weiterhin gilt dUs = —dU;
wegen U; 4+ Uy = const. Die folgende Ungleichung

ist fiir 75 > 71 nur zu erfiillen, wenn dU; > 0. Folglich fliesst die Energie vom wérmeren System 2
in das kéltere System 1.

4.6 Additivitidt der Entropie

Wir betrachten zwei isolierte Systeme mit den Entartungsfunktionen g; und go. Das Gesamtsystem
hat g1 - go mogliche Zusténde und somit die Entropie

oc=1In(g1 - g2) =lng; +Ings.

Werden die beiden Systeme in thermischen Kontakt gebracht, wird sich im Laufe der Zeit thermi-
sches Gleichgewicht einstellen. g; - g2 ist dann maximal; die zugehorigen Energiewerte sind Uy und
Us mit Uy 4+ Uy = const. Das thermische Gleichgewicht ist aber das Endstadium. Die Additivitét
gilt im Gleichgewichtszustand in gleicher Weise wie im Ausgangszustand.

4.7 2. Hauptsatz

Die Uberlegungen der vorhergehenden Abschnitte lassen sich im 2. Hauptsatz der Thermodynamik
wie folgt zusammenfassen:

Befinden sich zwei Systeme zu einem Augenblick in einer von der wahrscheinlichsten
verschiedenen Konfiguration, dann wird mit gréfster Wahrscheinlichkeit folgende Ent-
wicklung eintreten: Die Systeme werden sich der wahrscheinlichsten Konfiguration né-
hern, und die Entropie wird monoton wachsen.

4.8 3. Hauptsatz

Aus der Definition der Entropie
o(N,U) = Ing(N,U)

folgt unmittelbar, dafs die Entropie Null wird, wenn das System sich in seinem tiefsten Energieni-
veau befindet, etwa dem absoluten Nullpunkt der Temperatur, und dieser Zustand nicht entartet
ist, also g = 1:

o —— 0.
T—0

Ist der tiefste Zustand entartet (g > 1), gilt

o —— 0y,
T—0

wobei og eine Konstante ist, die von dufseren Parametern, die auf das System einwirken, unabhéngig
ist.
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4.9 Zusammenfassung

e zwei Systeme:

Ny
U,

Ny
U,

N; = const, N3 = const

U; = const, Us = const

e jeweils nur Quantenzustinde moglich, die U; bzw. U, entsprechen:

e Gesamtsystem:

(auch ohne Energieaustausch)

91(N1,Ur),  g2(N2, Us)

g1 - g2 Quantenzusténde

o Gesamtsystem mit thermischem Kontakt:

Welcher Zustand stellt sich ein?
Ny Ny
Uy U} Einzelfall nicht leicht zu beantworten, aber Zustand hoch-
ster Wahrscheinlichkeit angebbar:
P o< (g1 * g2)max; NB: U; +Uj=U = const
0ln g9 PPN ~ ~
= Uy, Uy (Uy+Uy=U
U, ~ 1, Us (U +Us )
. g1 - g2 ~  Wahrscheinlichkeit, das Gesamtsystem
1 bei Uy, Us anzutreffen, ist extrem hoch, an-
dere Aufteilungen der Energie sind extrem
selten.
Hotio. Qo —11
Quanfltatlv. Spinkette 6 ~ 107" 7
~~» Uy charakterisiert durch %LU‘T ist mar-
kante Systemgrofe: 771 (0. Hauptsatz)
U, Uy
e Gleichgewicht:
T = T2
e Entropie:
oc=1Ing

Anfangsentropie (zwei Systeme ohne Kontakt):

o0 = ln(gl '92)

Endentropie (zwei Systeme mit thermischem Kontakt):

0= ln(91 : gQ)maX Z [efs]

~ 2. Hauptsatz
3. Hauptsatz



21

5 Das chemische Potential — thermisch und diffusiv gekop-
pelte Systeme

Bisher hielten wir die Teilchenzahl in den Teilsystemen jeweils konstant: Energieaustausch war
moglich, aber kein Materialaustausch.

Wir betrachten nun Systeme, die neben dem thermischen Kontakt auch diffusiven Kontakt haben.
Diffusiver Kontakt bedeutet, daft sich Atome und Molekiile durch eine permeable Wand von einem
System ins andere bewegen kénnen. Dabei gilt

N1+ Ny = N = const,
U, + U; = U = const.

N1, Ny sind also nicht mehr konstant, nur noch deren Summe:

Energie- und
Teilchenaustausch
durch diese Wand

5.1 Das chemische Potential p

Die wahrscheinlichste Konfiguration des Gesamtsystems ist diejenige, fiir die die Zahl der mdogli-
chen Zusténde des kombinierten Systems

g1(N1,Ur) - g2(N2, Us)

maximal wird unter den Nebenbedingungen der Gesamtteilchen- und Gesamtenergieerhaltung.
Mit den LAGRANGE-Parametern Ay und Ay ist zu 16sen

{91(N1, U1) 'QQ(NQ, Ug) + )\U(U1 + Uy — U) + )\N(Nl + Ny — N)} — maximal.

Notwendig ist, daf alle partiellen Ableitungen verschwinden:

Ju, E o= Ougi)ny g2 + Av = 0,
Ou,1---f = 91(0mg2)n, + Auv = 0,
v} = Omg)uige + Av = 0,
i} = 910On,92)v, + Av = 0.

Alle partiellen Ableitungen sind im streng mathematischen Sinne zu verstehen, das heiflt Variablen,
nach denen nicht differenziert wird, werden konstant gehalten, zum Beispiel 9y, 91 = (9, 91) N,
usw.

Aus den ersten beiden Gleichungen reproduzieren wir die bereits bekannte Gleichung

1 1

(O gy, = O gy,  bow.  — =
T1 D)

im Gleichgewicht miissen die Temperaturen der Teilsysteme iibereinstimmen. Die Energien, bei
denen sich Gleichgewicht einstellt, sind Uy, Us (U + Us = U = const). Die sich aus den anderen
beiden Gleichungen ergebende Gleichgewichtsbeziehung

(On, Ing1)u, = (On, Ing2)v,
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gibt Anlaf zur Definition einer neuen Grofe. Das Vorgehen ist vollig analog wie bei Einfithrung
der Temperatur im vorhergehenden Abschnitt. Die Teilchenzahlen, bei denen sich diese Bedingung
einstellt, sind Ny, Ny (N7 + No = N = const). Fiir grofe N ist (g1 - g2)max scharf um Ni, Ny
lokalisiert.

Definition
Das chemische Potential p wird {iber die Beziehung
—5 = (OnIng)y = Ono
bzw. p=—7(0no)u

eingefiihrt.

Das chemische Potential 4 ist wesentlich die relative Anderung der Zahl der méglichen Zustéinde
bei einer Anderung der Teilchenzahl.

Fiir zwei Systeme auf gleicher Temperatur (71 = 75 = 7) gilt dann

—& = —& bzw. H1 = Ua.
T T

Zusammenfassend gilt:

Zweil Systeme, die Energie und Teilchen austauschen kénnen, sind im Gleichgewicht,
wenn die Temperaturen und die chemischen Potentiale gleich sind.

Durch die Einbeziehung der Temperatur 7 in die Definition erhélt p die gleiche Dimension wie 7:
die einer Energie. o und N sind ja dimensionslos.

5.2 Richtung des Teilchenstroms im Ungleichgewicht

Wir betrachten ps > @1 und 7 = 7o = 7. Dann gilt fiir die Entropieinderung bei Teilchenaus-

tausch

0o 0o H1 o
— dNV- — dNy = ——dN; — —=dNos.
8N1)U1 1+(5‘N2)U2 2 T ! T 2

Nun muf do > 0 sein und es gilt dNy = —dN;. Die folgende Ungleichung

d0:d<71+d02=<

!
(_& + @)d N, >0
T T
ist fiir po > p1 nur zu erfiillen, wenn dN; > 0 ist. 7 wird als positiv angenommen.

Folglich fliefen bei pa > pq Teilchen vom System 2 in das System 1. Es ist damit auch zu erwarten,
dafs bei pg > p1 die Teilchenkonzentration im System 2 hoéher als im System 1 ist.

5.3 Systeme mit mehreren Teilchensorten

Sind in den Systemen 1 und 2 jeweils mehrere Teilchensorten A, B, ... enthalten, sind diese als
getrennte Grofen in die Bestimmung der Zustandszahlen einzubeziehen:

gl(Ul,NlA,Nf”,...),
g2(Us, N5* NB, .. ).
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Es gelten die Nebenbedingungen

NlA + N2A = N4 = const,
NB 4+ NB = NB = const, etc.

Dies fiihrt auf ein chemisches Potential fiir jede Teilchensorte, und im Gleichgewicht muf dann
gelten

it = g,
py =ps,  ete

5.4 Chemische Reaktionen und Massenwirkungsgesetz

Bei chemischen Reaktionen sind mehrere Teilchensorten N, NB ... im gleichen Raumbereich
beteiligt, die sich ineinander umwandeln konnen. System 1, System 2, etc. entspricht jetzt den
verschiedenen Teilchensorten (oder verschiedenen Stoffen) N4, NB etc. An die Stelle einer rium-
lichen Verénderung wie in Abschnitt 5.2 besprochen, tritt jetzt eine stoffliche Verdnderung, also
eine chemische Reaktion.

Chemisches Reaktionsgleichgewicht entspricht dem Maximum von
g(U, N4, NB .. )

unter den Nebenbedigungen fiir die Teilchenzahlen N4, NB, ... die den stéchiometrischen Ver-
héltnissen der chemischen Reaktion entsprechen.

Das Aufstellen der Nebenbedingungen aus den stéchiometrischen Verhéltnissen ist allgemein an-
gebbar und wird im folgenden dargestellt.

Beispiel: CgH120¢ = 3CH, +3C09
Glukose Methan Kohlendioxid
Umwandlung der chemischen Reaktionsgleichung in eine physikalische Gleichung (=NB)
1. 3 Teilchenzahlen: Ng, Ny, Ni

2. M,K: Wenn ein Molekiil Methan entsteht, muss auch ein Molekiil Kohlendioxid entstehen.

Ny — N = const.

Ny, N
bzw. % — TK = const.

3. M,G: Wenn ein Molekiil Glukose ensteht, miissen 3 Molekiile Methan verschwinden

Ny + 3Ng = const.

N,
bzw.?M + Ng = const.

4. K,G: Wenn ein Molekiil Glukose entsteht, miissen 3 Molekiile Kohlendioxid verschwinden

N,
TK + Ng = const.
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5. Verallgemeinerung: 0 = 3C H4 + 3C Oy — CgH1204

Ny Ng ¢

—— — —— = const.
3 3

Ny Ng

—— — —— = comnst.
3 -1

Ng  Ng

—— — —— = const.
3 -1

6. Y uX, =0

N; N;

— — —= = const
Yi Y

i, 7v; vorzeichenbehaftete stochiometrische Koeffizienten

7. Anzahl der (unabhingigen) Nebenbedigungen.
Referenz wihlen, z.B. i =1

N- N;
—1——chonst.j:1,...,,]
B! Vi

~J—1NB
~ J — 1 Lagrange-Multiplikatoren

8. Statt Teilchenzahlen N; sind auch Konzentrationen ¢; moglich
J
ci=N;/ ZNj = rel. Teilchenzahlen
j=1

9. Maximierung von g mit NB liefert das Massenwirkungsgesetz

10. Konstruktion von g aus jeweiligen Modellen (1. UA)
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6 Kopplung eines Systems an ein Reservoir

6.1 System und Reservoir

Bisher haben wir die Kopplung zweier vollig gleichartiger Systeme untersucht. Jetzt sei ein Teil-
system wesentlich grofer als das andere.
Das grofse Teilsystem heifst Reservoir oder Bad oder thermodynamisches Bad.

Das kleine Teilsystem ist der eigentlich interessante Teil, der deshalb einfach System genannt wird.

Das Gesamtsystem aus Reservoir und System hat die konstante Energie Uy und die konstante
Teilchenzahl Ny. Reservoir und System stehen im diffusen und energetischen Kontakt:

permeable Wand

Reservoir
Ny — N
Uy —U

Teilchenzahl | Energie
System N U
Reservoir No — N Uy—U

System
N, U

In der Abbildung sind System und Reservoir so skizziert, als ob sie unterschiedliche Raumgebie-
te einnehmen und einen rdumlichen Kontaktbereich besitzen. Diese Situation ist aber nur eine
Moglichkeit. Beim System konnte es sich ebenso um einen Stoff oder eine Stoffgruppe handeln,
die in eine andere Stoffgruppe eingebettet ist und mit ihr wechselwirkt, etwa in Form chemischer
Reaktionen.

6.2 Statistische Eigenschaften des Systems

Im System betrachten wir einen bestimmten (voriibergehend fixierten) Quantenzustand ! mit der
Energie U;.3 Einen Quantenzustand [ gibt es somit nur einmal, und es gilt

gs(N, U, 1) = 1.

Hier kénnte U; in der Liste der unabhéngigen Variablen auch weggelassen werden, da mit [ auch
U; eindeutig festgelegt ist. Das Endergebnis wird aber wesentlich von U; abhéngen, so dass wir U
als Erinnerungsgrosse mit in die Liste aufnehmen.

Das Reservoir mufs sich gleichzeitig in irgendeinem damit vertriaglichen Quantenzustand gekenn-
zeichnet durch Ny — N Teilchen und die Energie Uy — U; befinden. Im allgemeinen kann es und
wird es sehr viele Quantenzustidnde geben, die diese Vertraglichkeitsbedingung erfiillen, das heifit

gR(NO - N7U0 - Ul) > ]-7
da das Reservoir groft ist.
Die Wahrscheinlichkeit, das Gesamtsystem in einem so charakterisierten Gesamtzustand zu finden,

ist
P(N,U;, 1) o< gs(N,U, 1) - gr(No — N, Uy — Up) = gr(No — N, Uy — U).

SFiir I # I/ muR nicht U; # Uy gelten.
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Hier wird also nicht nach der Wahrscheinlichkeit eines Quantenzustandes des Gesamtsystems ge-
fragt, sondern nach der Wahrscheinlichkeit eines Quantenzustandes nur im System und den vielen
damit kompatiblen Quantenzustinden des Reservoirs. Die Frage nach dem Gleichgewicht zwischen
System und Reservoir ist hier nicht relevant. Im System wird nur ein Quantenzustand betrachtet.
Eine Anderung der Anzahl der Quantenzustinde mit der Energie oder der Teilchenzahl tritt nicht
auf.

Wir 16sen uns jetzt von der voriibergehenden Fixierung des Quantenzustandes | und betrachten
zwel Systemzustédnde, die durch die Energien U, und U;, und zusétzlich durch die Quantenzahlen
l1 und 5 charakterisiert sind,so gilt

P(Ny,Uy, 1) _ gr(No — N1, Uy — Uyy)
P(Na,Uy,,l2)  gr(No — N2, Up — Up,)’

g

Die rechte Seite wird umgeschrieben und die Entropie ¢ des Reservoirs einbezogen: gg = €.
Folglich

P(Nl)Ullall) _ eU(NO_Nl’UO_Ull) _ er_
P(N27Ulza12) e (No=N2,Uo—Ui,)

mit
Ao = O'(NO — Nl,UO - Ull) - O'(N() — NQ, Uo — UlQ).
Wegen der Grofe des Reservoirs gilt

Ny, Na < Ny,
Ull,Ul2 < Up.

Die Entwicklung von Ao bis zur ersten Ordnung ist bereits sehr prézise (s.u.):

Ao = a(No, Upy) — (%)U]\ﬁ - (%)NUII
(o000 = (33), % = (55,), )

= (N, — Nﬂ(%){} —(Uy, — UzQ)(%)N
(N1 = No)p U, = Ui,

)

T T

wobei die Temperatur % = (59—50)  und das chemische Potential —£ = (;T"O)U jeweils des Reser-

voir benutzt wurden. Damit ergibt sich weiter:
Nip—Uyy
P(Nl,Ull,ll) :e T
P(Ny, U, lo) Nov—Uip

(& T

Verschiedene Quantenzustdnde haben verschiedene Wahrscheinlichkeiten. Das ist kein Wider-
spruch zu unserer grundlegenden Annahme, dass alle Quantenzusténde gleich wahrscheinlich sind.
Fiir das Gesamtsystem (System plus Reservoir) gilt die grundlegende Annahme auch weiterhin.
Hier wird aber ein Quantenzustand des Systems und die Zahl der damit kompatiblen Quantenzu-
stédnde des Reservoirs betrachtet. Die diesem Ergebnis entsprechende Verteilung der Quantenzu-
stdnde wird als Grofikanonische Verteilung oder Grofikanonische Gesamtheit bezeichnet.

Ein Term der Form
Nu—U;

e T
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wird auch GIBBs-Fuoktor genannt. Er ist proportional zur Wahrscheinlichkeit, daf sich das System
in einem bestimmten Zustand ! mit der Energie U; und der Teilchenzahl N befindet.

Bei fester Teilchenzahl (N7 = Na, nur thermischer, kein diffusiver Kontakt zwischen System und
Reservoir) reduziert sich der GiBBs-Faktor auf
_U

e 7.

Der Term heifft BOLTZMANN-Faktor und die dazugehorige Verteilung Kanonische Verteilung oder
Kanonische Gesamtheit.

Genauigkeit der Entwicklung von Ao

Exemplarisch betrachten wir konstante Teilchenzahl, das heiftt eine Kanonische Gesamtheit. Dann
gilt
do 1 0%c
No,Uo = U) = o(No,Uo) = U () +50%(55) +++
a(No, Uy ) = o(No, Up) al, N+2 ou? N+
Uu U? 9 /1
o= L ()
o (No, Uo) T + 2 oUy \7

Den Term 2. Ordnung formen wir um zu

o0 1__ 1907

8U0 T B 7'2 6U0 '
Das Verhéltnis 2. Ordnung zu 1. Ordnung ergibt sich zu

U2 or

Zoau, U ot
% N T 8U0
Wenn das Reservoir unbegrenzt zunimmt gilt somit
or 8Ug -1 1
55, = (5) — e —o

Die mit einer Temperaturédnderung verbundene Energieinderung wéchst unbegrenzt an, und be-
reits die Entwicklung bis zur ersten Ordnung ist sehr genau.

6.3 Entartung von Energieniveaus

Die oben angegebenen Wahrscheinlichkeiten betreffen einzelne Quantenzusténde I, die jeweils se-
parat zu behandeln sind. Wenn bei Entartung zu einem Energieniveau U, insgesamt p, Zusténde
gehoren, dann kann man schreiben

W(Na,Us) paeNa“:Ua
W(Ny, Up) — pye e

P wurde durch W ersetzt, um die veranderte Bedeutung zu unterstreichen. W(N,,U,) ist die
Wahrscheinlichkeit fiir irgendeinen Quantenzustand der Energie U,.

Deutlich:

W (N, U) ist die Wahrscheinlichkeit, ein System bei der Teilchenzahl N und der Energie
U zu beobachten.

P(N,U,,1) ist die Wahrscheinlichkeit, ein System bei der Teilchenzahl N und einem
Zustand | der Energie U; vorzufinden.
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Bemerkung zur Quantenstatistik: Die Energie U; ist die Energie eines Quantenzu-
standes [ eines N-Teilchensystems. Welcher Statistik die Teilchen gerade geniigen, ist
belanglos (BOSE/EINSTEIN oder FERMI/DIRAC), da diese Frage nur mit der urspriing-
lichen Bestimmung der erlaubten Quantenzustinde zu tun hat.

6.4 Grolie Zustandssumme

Definition

Die Grofle Zustandssumme wird eingefiihrt iiber

Nu—U(N)
ZG: E E e T .
N 1

e Ist ein Energieniveau U; entartet, so steuert jeder Quantenzustand [ den Term e~ =

bei.

e Die Energien U; kénnen von der Teilchenzahl abhéngen: U;(N)

Die Wahrscheinlichkeit, das System im Zustand [ der Energie U; und der Teilchenzahl N vorzu-
finden, ist jetzt absolut angebbar zu

Nu—U;
(& T

Za

P(N,U,,1) =

Wegen
Y > P(N,U) =1
N 1

ist dies sofort klar.

6.5 Mittelwerte iiber thermisch und diffusiv an das Reservoir gekop-
pelte Systeme

A sei eine physikalische Grofe. (A) sei der iiber die Gesamtheit der Zustdnde des Systems gebildete
Mittelwert (= thermischer Mittelwert, Ensemble-Mittelwert, Scharmittel). Ist A(N, U;, 1) der Wert
von A, wenn das System N Teilchen besitzt und sich im Zustand [ befindet, dann gilt

Nu—U;

(A) = ZZA(N, U, 1) P(N, U, 1) = ZLGZZA(N, U,l)e =
N 1 N l

6.5.1 Mittlere Teilchenzahl

Die Teilchenzahl N im System fluktuiert wegen des diffusiven Kontaktes zum Reservoir. Es gilt
1 Nu—U;
)= TN
Za TG

Dies laft sich umschreiben zu

T 0Zg 0
N)y=——""=7—InZg.
(N Za Ou T@,un ¢
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6.5.2 Mittlere Energie

Der Mittelwert der Energie des Systems ist
1 Np=U;
= P(N l)=— B
=T g T

Wir schreiben im weiteren U = (U).

Zur vereinfachten Darstellung fithrt man ein g = % Dann gilt zunéchst

1
7EZG = 2111ZG,.

I AN 7y J(Ne—UDB _ o
<M4mwjhggww U0 M=% = (N)u = U = Z=3 33

Folglich ist

U = u(N) — % InZg = (m% - i) In Zg.

Die mittlere Energie 1aft sich mit der nun folgenden Zustandssumme noch einfacher formulieren.

6.6 Zustandssumme

Definition

Die Zustandssumme wird eingefiihrt iber

Z:Ze_%
l

Diese Funktion ist von Vorteil, wenn die Teilchenzahl in einem System fest ist, also kein diffusiver
aber thermischer Kontakt zum Reservoir vorliegt. Sie ist insbesondere von Bedeutung fiir eine
Kanonische Gesamtheit.

Die Wahrscheinlichkeit, das System im Zustand [ bei der Energie U; und der festen Teilchenzahl
zu beobachten ist dann

da offensichtlich
gilt.

6.7 Mittlere Energie iiber thermisch an das Reservoir gekoppelte Sy-
steme

Der Mittelwert der Energie ergibt sich zu
1 Yy 1 0

U=—=) Ue ==Y UeV'=-"Z =—.

2V % 775

Wegen
o oro 19 50

a8~ agar  pror  or
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folgt

U:TQ%an.

6.8 Zwei-Niveau-System

Wir betrachten ein System von N unabhéngigen Teilchen. Jedes Teilchen hat die Zustédnde mit
den Energien U; = 0 und Uy = €. Das System ist an ein Reservoir der Temperatur 7 gekoppelt.
Da die Teilchen unabhéngig sind, kann die Kopplung jedes einzelnen Teilchens an das Reservoir
separat betrachtet werden.

Zustandssumme (fiir ein Ein-Teilchen-
€ =2 System):
_u _0 _ € _ €
0 =1 J = e T =e¢ T4+e T=14+e "7
1
-
Der Mittelwert der Energie eines Teilchens U ist dann
Uy e e
YuUee= 0-14¢€e 7 e T
= < = < = € .
l14+e = 1+e 7 l4+e 7
Zum Test berechnen wir auch 9
U=71*—InZ
g
zZu 1 g
0 e €5 e 7 e r
U=7>—In(l+e 7)) =722 — =€ —.
or ( ) 14+e 7 l14+e =
Fir 7 — 0 gilt U — 0 und fiir 7 — oo folgt U — §; beide Niveaus sind dann gleichwahr-

scheinlich besetzt. Eine Inversion liefe sich formal mit 7 < 0 beschreiben; z. B. 7 — —o0 erzeugt
U — ¢; nur das obere Niveau ist besetzt (Laser!).

Kurze Abschweifung: Laser

e Ein Laser braucht eine ,Inversion“, um eine stimulierte Emission zu ermoglichen.

—_— o —0— 00— 00— €

— o 0

e Kin reines Zwei-Niveau-System taugt nicht, da im giinstigsten Fall Gleichbeset-
zung erreichbar ist und dazu ist schon 7 — oo aufzuwenden.

e Ein theoretischer Ausweg: negative absolute Temperaturen; die existieren eben-
sogut wie negative Driicke; ndmlich gar nicht.

e Ein tatséchlicher Ausweg: Drei- Niveau-System

R

*~—o o metastabiler Quantenzustand

/ schnelle Relaxation
kurzlebiger Quantenzustand

Pumpenergie —
+— emittierte Laserenergie

° ° Y o
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05 T T

2 25 3 3.5 4
T/€e

Abbildung 6.1: SCHOTTKY-Anomalie

e Noch besser: Vier-Niveau-System

L. ..

<— Laser

.

metastabil

(Ende der Abschweifung!)

Wir betrachten nun N Teilchen. Dazu benennen wir die oben berechnete mittlere Energie eines
Teilchens von U in Uy um. U sei jetzt die mittlere Energie des N-Teilchen-Systems. Fiir das

N-Teilchensystem gilt

1
U:NU(l):NGI < -

+er

Wir berechnen nun die Wérmekapazitit des Systems bei konstantem Volumen* Cy,, die durch

& = (57 u

gegeben ist. Wir greifen hier vor und benutzen 7 = kgT, wobei kg die BOLTZMANN-Konstante
und 7' die absolute KELVIN-Temperatur darstellt. Wir erhalten (vgl. Abbildung 6.1)

ou e\2  er

Die Entropie von N Zwei-Niveau-Systemen erhélt man aus

1_00
T oU
zu
f 2
o= —dU".
o T
Zunéchst ist 7(U) zu bestimmen:
1
U = Ne¢ <
1+er
1+ev Ne
~ T = —
U
N
- £ :ln(—e - 1) = In(Ne—U) —InU
T U

4Bisher haben wir Volumenénderungen noch gar nicht betrachtet.
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Somit folgt

1 U
U‘Z*/ dU'(In(Ne = U") —=InU").
€ Jo

Wir benutzen f Inxdx = xIlnx — x und erhalten

o1 [(Ne —U')In(Ne — U") — (Ne — U’)} Z/:o - % [U’ U’ — U’}

U
€ U’'=0

—_

=-(~(Ne—=U)In(Ne —U) 4+ Ne — U + Neln(Ne) — Ne — UlnU + U)

™M

~ ~(Neln(NeQ) = UlnU — (Ne = U) In(Ne — U))
= ]\ie(ln(Ne) - %IHU— (1 - %) In(Ne) — (1 - %) ln(l - i))
V(e v - (1= ) m(1- 1)

:N(—]l\{eln]\({e— (1—][V]€1n(1—]g€)).

0.8

Fiir £ > 0,5 sinkt die Entropie ab.

Diese energetischen Verhéltnisse entspre-
chen einer Inversion der Zwei-Niveau-
Systeme: Im Mittel sind mehr obere als
untere Niveaus besetzt.

Dies entspricht nicht dem Gleichgewicht!
Formal kann der Zustand durch negative
T beschrieben werden.

1.
=
1+eT

1 1 1 1
o(r)=N|( - 511175—(1— e)111(1— )
1+er 1+er 1+e7 1+er

ln(l—l—e;)_ e‘rT n er )
1+er 14+er 1+4er

ln(l—i—ef) er . er €
1+e~ +1+efln(1+67)_1+65;)

Wird nicht o(U) sondern o(t) betrachtet gilt wegen - =
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In2

za

0.6 -
In dieser Darstellung gerédt man nicht so

leicht in die Versuchung, negative absolu-
te Temperaturen zu diskutieren, weshalb
man auch nicht mit der Inversion kon-
frontiert wird.

6.9 Zustandssumme und Zustandsintegral

In der Zustandssumme v
A
Z = Z e T

1

wird tber alle Quantenzustéinde [ des Systems summiert. Diskrete Quantenzustinde sind dafiir
Voraussetzung. Klassische Teilchen bewegen sich aber kontinuierlich und die Summe ist durch ein
Integral zu ersetzen.

Ein System N klassischer Teilchen ohne Nebenbedingungen wird durch seine 3N generalisierten
Koordinaten

Q:(Q1»~-~,CI3N)
und Impulse
b= (plv"'7p3N)

bestimmt. Mit Nebenbedingungen ist die Anzahl der generalisierten Koordinaten und Impulse
entsprechend geringer. p und ¢ treten im klassischen Fall an die Stelle der Quantenzahlen [. In-
nere Teilchenanregungszustéinde werden nicht betrachtet. An die Stelle der Energien U; tritt die
HaMmILTON-Funktion

H(p,q) = —p* + V(g),

2m
mit
m  Teilchenmasse,
V' Potential.

Der durch p und g aufgespannte 6/N-dimensionale Raum heifst Phasenraum oder I'-Raum. Ein
Quantenzustand geht jetzt iiber in einen Mikrozustand. Ein Mikrozustand des Systems ist damit
durch einen Punkt im I'-Raum reprasentiert.

Fiir klassische Teilchen kénnen die Mikrozustéande beliebig dicht beieinander liegen; in jedem
Element des Phasenraumes konnten somit auch beliebig viele Mikrozustdnde Platz finden.

Tatséchlich gibt es klassische Teilchen eigentlich nicht (keine klassischen Molekiile!), so daff an
dieser Stelle trotz des klassischen Grenziiberganges eine quantenmechanische Erbschaft zu {iber-
nehmen ist: In einem Element des Phasenraumes findet nur eine beschrinkte Anzahl von Mi-
krozustédnden Platz! Um diese Zahl zu finden, greifen wir auf die Phasenintegralquantisierung
periodischer Systeme (Gas im Kasten, Kristall, usw.) zuriick. Im eindimensionalen Fall galt®

fpdq:lh, 1=0,1,2,...

5vgl. Ubungsaufgabe 2 (Harmonischer Oszillator): U; = lfw = lhf, $pdg =UT = % = lh. (ohne Nullpunkts-
energie!)
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Skizze des Phasenraumes:

p

dAh %
NS

Die Erhohung um einen Zustand (von [ auf [+1) vergrofiert das Phasenvolumen um A je (p, ¢)-Paar.
Fiir die graue Flache gilt

Hdpdq —Alh=h
oder formal differentiell
dpdqg =dlh.
Fiir 3N (p, q)-Paare gilt dann
dp*Ndg*N = dIh*N.

Somit fithrt die Grenzwertbildung auf die Ersetzung

dp3qu3N
l

und die Zustandssumme geht iiber in das Integral

1 3N 3, 3N

7 efgdp
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7 Aufere Beeinflussung eines thermodynamischen Systems
— mechanisch gekoppelte Systeme

7.1 Druck und Entropie

Ausgangspunkt ist ein Ensemble von identischen abgeschlossenen Systemen (GIBBS-Gesamtheit)
konstanter Teilchenzahl N = const. Das Volumen jedes Systems sei zunéchst V. Verschiedene
Systeme konnen sich in verschiedenen Quantenzustinden | befinden. Die jeweilige Energie sei U;.

Das Volumen V jedes Systems wird von V zu V 4+ AV verdndert durch dufsere Einwirkungen.

Die Prozeffithrung sei reversibel, so daf ein System seinen Quantenzustand [ nicht &ndert und die
Entropie gleich bleibt. Erreicht wird diese reversible Prozefifiihrung, wenn sie quasistatisch ohne
Auslésung dissipativer Effekte wie Turbulenz, Reibung, elekrischen Widerstand ausgefiihrt wird.
Jedes System befindet sich zu jedem Zeitpunkt beliebig nahe am Gleichgewichtszustand, der den
Randbedingungen entspricht.

Wiihrend der Volumenéinderung (ohne Anderung von 1) geht die Energie eines Systems von U (V)
in U(V + AV) iiber. Wir entwickeln

U(V4+AV)=U(V) + acgi‘(/v)AV.

Aus der Kontinuumsmechanik entleihen wir

ou,

T

und schreiben
Ul(V + AV) = UZ(V) — pAV.

Die Volumenzunahme AV erniedrigt damit die Energie des Zustandes [ um p;AV. Illustriert wird
diese Erniedrigung am Beispiel eines freien Teilchens im Wiirfel. Dort gilt bekanntlich

2 2 2,2
U = % (?) = 7712;; Pv=23 mitV=1L3

Dieser Zusammenhang ist in der Abbildung 7.1 skizziert.

Wir mitteln U; und p; iiber alle Systeme des Ensembles, wobei wir der Einfachheit halber (U;) = U
und (p;) = p schreiben, und erhalten

U(V 4+ AV) =U(V) — pAV.

Somit gilt
_ou
b= oV
Teilchenzahl N und Entropie o werden dabei festgehalten. Man schreibt auch
_ ou
p=- (W) Nyo

Wovon héngt nun die Entropie o ab, wenn die bisherige spezielle Prozefsfiihrung o = const fallen-
gelassen wird?
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15

N

21 6

19 3
18 3
17 3

10 N
14 6

12 1
11 3

T~

\

93

Energie, relativer Ma3stab

\

U

0 0.5 1
Volumen, relativer Ma3stab

=
15
N

Abbildung 7.1: Energieniveaus eines freien Teilchens in einem Wiirfel, vgl. Abschnitt 1.2.2

Bei konstanter Teilchenzahl ist die Entropie eine Funktion der Energie und des Volumens, da die
Anzahl der Quantenzusténde g von der Energie und dem Volumen abhéngen:

c=0(U,V)
Folglich gilt
do do
do = (55), U + (57) V-

Im Gleichgewicht stellt sich die Konfiguration maximaler Wahrscheinlichkeit ein und es gilt do = 0.
Aus obigem Differentialausdruck folgt damit

o= () (). * (7).
ORI O

(%)UN - g

)

Mit

—_

erhélt man

Bemerkungen:

e Diese Beziehung ist analog zu den Relationen

( 0o ) 1 d ( do ) u

7Yy 2 un i Y o

OU/N T ON/u T’

die bei Systemen im thermischen und diffusiven Kontakt auftraten und zur Defi-
nition der Temperatur und des chemischen Potentials fiihrten.

e Im Unterschied zur Temperatur und zum chemischen Potential ist obige Gleichung
nicht als Definitionsgleichung fiir den Druck zu verstehen, da der Druck auch eine
mechanische Grofe ist und nicht unabhéngig in der Thermodynamik definiert
werden kann.
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7.2 Gleichgewicht zweier Systeme im thermischen und mechanischen
Kontakt

Uy Uz U, + Uy = U = const

Wi Vo Vi+ Vo =V = const

thermisch leitende
und bewegliche Wand,
kein Teilchenaustausch

Die wahrscheinlichste Konfiguration des Gesamtsystems ist diejenige, fiir die die Zahl der mogli-
chen Zusténde des kombinierten Systems g1(Uy, V1) - g2(Usa, Vo) maximal wird unter der Erhaltung
von Gesamtenergie und Gesamtvolumen. Mit den LAGRANGE-Parametern Ay, Ay ist zu 16sen

{gl(Ul,Vl) . gz(UQ,VQ) =+ /\U(Ul + Uy — U) + Av(‘/l + Vs — V)} — maximal.

Notwendig ist das Verschwinden aller partiellen Ableitungen

o {---} = Ougrg2 + v = 0,
8U2{. .. } = 01 (9(]292 + Xy = 0,
ov{...} = g + v = 0,
{--} = q10ng + Av = 0

Folglich gilt

(Ov, Ing1)y = (O, Inga)v,
(Ov; Ing1)y = (Ov, Ingo)u

oder
(Ov,01)v = (Ou,02)v,
(avlo-l)U = (8V202)U
bzw.
T1 = T2,
p_p
T1 Tz.

Fiir zwei Systeme mit thermischem und mechanischem Kontakt gilt somit

b1 = p2.

Der Druck in beiden Teilsystemen mufs gleich sein.

7.3 GiBBs-Fundamentalgleichung

(auch Thermodynamische Grundgleichung oder Thermodynamische Identitéit genannt)

Wenn zur Energie U und zum Volumen V noch die Teilchenzahl N variabel sein kann, dann ist
die Entropie eine Funktion der Form

o=o(UN,V).
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Das Differential ist dann

do = (%)N,Vd[] * (%)U,VdN * (%)U,Ndv'

Einarbeiten von 7, 1 und p ergibt
1
do==dvu—Lan+Lav.
T T T

Meist wird diese Beziehung mit 7 multipliziert. In der Form

7do =dU — pdN +pdV

heifst sie GiBBS-Fundamentalgleichung. Spéater werden wir 7 = kg7 und S = kpo benutzen, so
daf die Form
TdS =dU — pdN +pdV

entsteht.

Diese Beziehung gilt nur fiir reversible Prozekfilhrung, da £ = (dy o)y, nur fiir reversible Vor-
gange gilt.

Die GiBBs-Fundamentalgleichung ist auf beliebige andere dufere Einwirkungen verallgemeinerbar,
die Arbeit am System leisten kénnen, etwa

e Druck auf einem Kristall (Spannungstensor),

e Arbeit durch elektrische und magnetische Felder.

An die Stelle von p tritt die verallgemeinerte Kraft X, und an die Stelle von V' eine verallgemeinerte
Koordinate z, die im Zusammenhang

X7_<80

T Oz ) U,N,z~

stehen. Der Index x5 bedeutet hierbei, daf alle Variablen x konstant zu halten sind mit Ausnahme
von z-, selbst. Somit folgt

rdo = dU — pdN = ) X, da,.
Y

Beispiele

(a) Polymere Kette

X=f Kraft auf das Ende der Kette
x =1 Dehnung der Kette

Tdo=dU — pdN — fdi
(b) Verschieben eines elektrischen Dipols im elektrischen Feld

K*P Kraft auf elekrischen Dipol

X =—K°P Gegenkraft, um Dipol in Ruhe zu halten
r=gx Verschiebung des Dipols
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Es gilt
K = grad(p- E)

P elektrisches Dipolmoment
E elektrisches Feld
(vgl. II. 166 Skript Elektrodynamik)

Xdz = —grad(p- E)de = =0y, p; Ej dz; = —p; 0, FE;da; = —pdE
p b

dE;
7do =dU — ,udN—i—ng
(¢) Verschieben eines magnetischen Dipols im Magnetfeld
KmD , X = _KmD , r=z (1)

analog wie zuvor.
KmD _ grad(m E)

magnetisches Dipolmoment

I 12

magnetische Induktion

Xdr=-mdB

7do =dU — pdN +mdB

7.4 GiBBs-Fundamentalgleichung fiir Systeme mit mehreren Teilchen-
sorten und mehreren adufieren Einwirkungen

Die Entropie ist nun eine Funktion der Form
oc=0o(UNANB ..  z, 15 ..).

Das Differential ergibt sich zu

7= (57) e, 0+ (75 e, + (5 e

Der Index N€ symbolisiert, daf alle Teilchensortenzahlen auker N¢ konstant zu halten sind; T

analog. Es folgt
1 u€ c X
do = —-dU — E — dN* — g —d
T =T —~ T T

als unmittelbare Verallgemeinerung der Standardform
1
do==dv—Lan +Lav.
T T T

Wesentliche Zusammenhénge diskutieren wir im weiteren anhand der Standardform.
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7.5 Waiarme und Arbeit (1. Hauptsatz)

Ein System sei im thermischen Kontakt mit einem Reservoir.

Energie, die dem System durch thermischen
Kontakt mit dem Reservoir zugefithrt wird,
heifst Wirme. Bei infinitesimalen Anderungen

wird die Warmemenge 6Q) zugefiihrt.
I_ Kolben

System

Reservoir

Energie, die dem System durch dufere Einfliisse
Kontakt zugefiihrt wird, heillt Arbeit. Bei infinitesimalen
(thermisch, ggf. diffusiv)  Einfliissen wird die Arbeit 0W geleistet; es ist
OW > 0 bei Zufithrung von Energie.

Die Anderung der Energie des Systems dU kann durch Wirme 6Q und &uRere Arbeit §W herbei-
gefiihrt werden. Es gilt der

1. Hauptsatz
dU =6Q + W

Wir nennen U bisher einfach ,Energie®; es ist auch ,Innere Energie” gebrauchlich.

Das Symbol § zeigt an, daf es sich im jeweiligen Fall um kein vollstdndiges Differential handelt,
das heiftt die Integration ist nicht wegunabhéngig!

Der Vergleich mit der GIBBs- Fundamentalgleichung bei konstanter Teilchenzahl
dU =717do — pdV

ergibt:

0Q =7do ist die dem System zugefiihrte Wérme,
W = —pdV ist die am System geleistete mechanische Arbeit.

Ist zusétzlich ein diffusiver Kontakt des Systems zum Reservoir vorhanden, so gilt
dU =7do + pdN — pdV

und

OWe = udN ist die am System geleistete chemische Arbeit.

7.6 BoLTZMANN-Entropiedefinition

Wir betrachten wiederum ein System konstanter Teilchenzahl im thermischen Kontakt mit einem
Reservoir der Temperatur 7. Am System werde die mechanische Arbeit 0W = —pdV geleistet.

Y

T

Ziel ist es, einen Ausdruck fiir o zu finden, der die BOLTZMANN-Faktoren P, = ¢ enthélt. Dazu

machen wir folgende Uberlegung. Im Gleichgewicht ist die mittlere Energie

U=) UF,
l
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wobei U; die Energie des Zustandes [ und P; die Wahrscheinlichkeit dieses Zustandes

darstellt. Bei infinitesimalen quasistatischen Anderungen folgt

dU:ZUldPl—i—ZPldUl.
l l

Der zweite Term kommt von der Anderung der Energien U; bei konstanter Wahrscheinlichkeit P,
des Quantenzustandes [. Die Quantenzustdnde werden in diesem Anteil nicht verdndert und wir
identifizieren somit den zweiten Term mit der von auflen am System geleisteten Arbeit

> FPidUi=—paV,
l

denn es galt nach Abschnitt 7.1

b= _(%)N,U, (: (o) =— ZI:PI(ZIXJ;)UN>

Den ersten Term identifizieren wir entsprechend der GIBBS-Fundamentalgleichung mit

ZUldPl = 7do.
l

Wir stellen die Beziehung fiir P, nach U; um, woraus
Uy=—1(InP+In2)
folgt, und erhalten nach Einsetzen in obige Gleichung

7do=-7Y WP dP—7InZ» dp,.
l l

Wegen >, P, =1 gilt nun ), dP, = 0 und d(Zz P, lnPl) = >, In P, dP,. Folglich gilt

Tda:—Td(El:PllnPl),

woraus abzulesen ist, daft
o=-> PP
1

Eine endliche Integrationskonstante tritt nicht auf. Befindet sich das System in nur einem Zustand
[ = 0 gilt nAmlich P, = §;o und 0 = —11ln1 = 0.

Weiterhin ist abzulesen
g = — In .Pl

Diese Entropiedarstellung findet insbesondere in der Informationstheorie ihre Anwendung.

o7 kann als Unbestimmtheit des Quantenzustandes [ oder fehlende Information iiber das Eintreten
dieses Quantenzustandes interpretiert werden. Bei P, = 1 ist das Eintreten des Quantenzustan-
des bestimmt, die Unbestimmtheit ist null, d.h. o; = 0. Bei P, — 0 bzw. 0; — oo wird der
Quantenzustand [ unbestimmt.
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Die Mikrokanonische Gesamtheit ist als Grenzfall enthalten. Es gilt

P=-
g
und somit
o =1Ing
sowie
c=Ing

7.7 Aquivalenz der Entropiedefinitionen

In Abschnitt 4.4 wurde die Entropie als Logarithmus der Entartungsfunktion eingefiihrt:
oc=Ing
Nun soll unmittelbar daran ankniipfend die BOLTZMANN-Definition verifiziert werden.

Das betrachtete System (abgeschlossen oder offen) ist mit seinen statistischen Eigenschaften durch
eine GIBBS-Gesamtheit reprasentiert. Die Anzahl der Ensemble-Mitglieder dieser Gesamtheit sei
M. Es seien M; Ensemble-Mitglieder in einem Zustand [. Die Wahrscheinlichkeit P;, das System
im Zustand [ anzutreffen, ist dann

M,
M

Im folgenden werden Makrozustdnde des Ensembles untersucht. Dazu ist es hilfreich, sich das
Ensemble der Systeme als Hypersystem vorzustellen. Die Elemente des Hypersystems sind die
Ensemble-Mitglieder. Ein Makrozustand ist durch eine Entartungsfunktion I' charakterisiert. Zur
Festlegung dieses Makrozustandes mégen die Mikrozusténde gruppenweise zusammengefait wer-
den, d.h. eine gewisse Anzahl von Mikrozustdnden bilde eine makroskopische Kategorie. Hier
sind die Mikrozusténde die einzelnen Ensemble-Mitglieder mit ihren jeweiligen Zustdnden [. M;
Ensemble-Mitglieder werden in Kategorie 1 (oder Einheit 1 oder Box 1) zusammengefafst, My
Ensemble-Mitglieder in 2, M3 in 3 usw. Die Anzahl der Méglichkeiten, solch einen Makrozustand
herzustellen, ist dann

P,

M)

r—_~
[L, !

Beispiel:
Betrachten wir als Beispiel wiederum die Spinkette: Als Makrozustand des Systems (hier nicht

des Hypersystems) wird der Spin-Uberschuf festgelegt. Es gibt zwei Kategorien: Spin-up und
Spin-down.

Somit ist der Entartungsgrad dieses Makrozustandes (2. Grundaufgabe der Kombinatorik)

N
97 NN

mit

Ny +N, =N
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Mit N bezeichnen wir die Anzahl der Elemente des Spin-Ensembles.

Unter Verwendung von Inn! ~ nlnn — n erhalten wir mit M =), M;

InT" = InM! —Zlan!
1

= MlnM—M—Z(Mllan — M)
l

= ZMZ (In M — In M)

= _Mzil i)

= —MZPllnPl

InT ist als Entropie des GIBBs-Ensembles zu verstehen, also als Entropie des Hypersystems. Da die
Ensemble-Mitglieder nicht verkoppelt sind, verhalten sich die Entropien additiv. Fiir die Entropie
des urspriinglichen Systems gilt somit

IHF ZPllnPl

Dies ist die BOLTZMANN-Form der Entropie.

Diese Form der Entropie kann ebenfalls benutzt werden, um die Wahrscheinlichkeiten P, fiir ver-
schiedene Verteilungen im Gleichgewicht auszurechnen. In jedem Fall gilt dann

o — maximal
unter der Nebenbedingung

Sr-
l

Weitere Nebenbedingungen kénnen je nach Konstruktion des Systems hinzukommen.

e Mikrokanonische Verteilung
Betrachtet wird ein abgeschlossenes System im Gleichgewicht. Zu maximieren ist

L=c+X>_P-1)
l

Fiir einen festen Wert n lautet die LAGRANGE-Gleichung

1
0=0p,L= —Zamlan—ZPzEamA :
l l

also
O0=-InP, -1+

Somit ist
P, =exp(A—1)

Dies bedeutet aber, dafs alle Mikrozustédnde gleich wahrscheinlich sind. Einarbeiten der Ne-
benbedingung
Z P=1
1
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ermoglicht die explizite Angabe des LAGRANGE -Parameters.

Dazu fuehren wir die Mikrokanonische Zustandssumme Z); als Gesamtzahl der mdoglichen
Zusténde der Mikrokanonischen Gesamtheit ein und erhalten

YuPi=1=%exp(A—1) = Zyexp(A —1)

womit schliefslich geschrieben werden kann:

Kanonische Verteilung
Betrachtet wird ein System im thermischen Kontakt mit einem Wéarmebad. Bei der Maxi-
mierung von o ist die Beziehung fiir die mittlere Energie

U:ZUlPl
l

als Nebenbedingung zu berticksichtigen! Nach kurzer Rechnung ergibt sich mit § = 1/7 das
bekannte Ergebnis

1
P = 7 exp(—ﬁUl)

Grof$kanonische Verteilung
Betrachtet wird ein System im thermischen und diffusen Kontakt mit einem Reservoir. Zu
bertiicksichtigen ist als dritte Nebenbedingung:

< N >= ZN[P[
l

Mit < N > bezeichnen wir die mittlere Teilchenzahl. Fiir die P; ergibt sich

P = ZieXp (B(Nipp —Ur))

g

Der Bewelis bleibt dem interessierten Leser tiberlassen.

7.8 Berechnung der Entropie aus der Zustandssumme

Die BoLTZMANN-Entropiedefinition kann nun zu einer Entropieberechnung aus der Zustandssum-

. _u .
me benutzt werden. Wir setzen P, = %e = ein und erhalten

1 _Uzl (1 _Ul)
= —— T In| — T
7 7 p € Ze

1 _u U
72 (5 +7)

11 _u 12 _u
:;E El Ule Iil‘i-anE l e [{'l

——
=U =1

= ngan.
-

U bzw. 7 kann noch mit den in Abschnitt 6.7 angegebenen Formeln eliminiert werden.
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7.9 Integration der GiBBS-Fundamentalgleichung

Die GiBBs-Fundamentalgleichung

do=3Y FayiPay
T T

T

folgte aus der Abhéngigkeit der Entropie o von der Energie U, Teilchenzahl N und dem Volumen
V.
oc=0o(U,N,V)
Alle diese Grofien sind extensive Grofsen, das heiftt sie sind proportional zur Grofe des Systems.
Die Systemverdopplung (V' — 2V) hat auch die Verdopplung der Energie (U — 2U), der
Teilchenzahl (N — 2N) und auch der Entropie (¢ — 20, vgl. ,Additivitdt der Entropie®,
Abschnitt 4.6) zur Folge. Allgemein gilt
o(AU, AN, A\V) = Ao (U, N, V)

flir eine positive reelle Zahl A. Damit ist o eine sogenannte homogene Funktion ersten Grades.

Mathematischer Einschub: Satz von EULER iiber homogene Funktionen

Eine Funktion f heifst homogene Funktion m-ten Grades, wenn gilt
fQzy, ..., z,) = A" (21, ..., xp).

Dann gilt

Beweis: Ableitung beider Seiten der Ausgangsgleichung nach A ergibt

ﬂ B n af - -

=mf(Ary,..., \xp)

Mit der Umbenennung Az; = z} folgt die Behauptung. 0

Anwendung des Satzes von EULER auf o(U, N, V) liefert (m = 1):

7= (%)N,VU+ (%)U,VN+ (%)U,NV

und somit
U
o=—-En+ Ly
T T T
Mit Hilfe der EULER-Gleichung konnte die GiBBs-Fundamentalgleichung ohne spezielle Kenntnis

der Funktionen 7, i1, p integriert werden.
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7.10 GiBBs-DUHEM-Relation

Wir schreiben die integrierte GIBBS-Fundamentalgleichung in der Form
U=7104+uN —pV.
Differentiation liefert
dU =7do +odr+ pdN + Ndy —pdV — Vdp.

Subtraktion der differentiellen GiBBS-Fundamentalgleichung

dU =7do + pdN —pdV
ergibt die GIBBS-DUHEM-Relation

odr+ Ndp—Vdp=0.
Sie bringt zum Ausdruck, daf die intensiven Grofen 7, y, p nicht unabhéngig voneinander sind.

Zum Beispiel gilt bei p = const:
dr o< dp

Eine Temperaturerhohung bewirkt demnach immer eine Druckerhéhung.
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Erinnerung an das Potential in der Mechanik

Es gibt mechanische Kraftfelder, fiir die ein Potential angebbar ist (rot K = 0). Fiir die-
se Systeme beschreibt das Potential die moglichen Zustdnde und Prozesse vollsténdig
(gef. unter Hinzunahme konkreter Anfangsbedingungen).

Interessierende mechanische Grofen werden durch Differentiation aus dem Potential
gewonnen.

Thermodynamische Analogie

Es lassen sich Funktionen in Abhéngigkeit bestimmter Variablen aufschreiben, inner-
halb deren Definitionsbereich

e das thermodynamische System vollstdndig beschrieben wird und

e interessierende thermodynamische Gréfen durch Differentiation aus den Funktio-
nen ableitbar sind.

Derartige Funktionen heifen thermodynamische Potentiale.

Wir betrachten zunichst die Entropie ¢. Die Uberlegungen der vorangegangenen Abschnitte fiihrte
auf die Abhéngigkeit von U, N und V:

oc=0o(U,N,V)

Behauptung

Andere thermodynamische Gréfen lassen sich durch Differentiation von o nach U, N,V
gewinnen.

Wir kénnen auf die GiBBs-Fundamentalgleichung
do=Ltau-Fan+Pay
T T T

zurilickgreifen und zum Beispiel die Temperatur berechnen als

1
((90'

7- fr—
W)N,V

usw. (U, N,V) ist offensichtlich ein thermodynamisches Potential, wenn es in den Variablen
U, N,V angegeben ist. Solche Variablen werden auch die natirlichen oder kanonischen Variablen
des jeweiligen Potentials genannt.

Gebrauchlicher als (U, N, V) ist die nach U aufgeldste Form (keine Information geht verloren!)
U=U(o,N,V)
bzw. differentiell
dU = 7do + pdN — pdV.

Die innere Energie U in ihren natiirlichen Variablen o, N,V ist auch ein thermodynamisches Po-
tential. Wir schreiben zunéchst

0 = (35 )@+ (5) 4+ (57)
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und lesen ab 5U oU oU
= (%)N,V7 H= (GW)U,V’ p:_(W)a,N'

Wir berechnen nun einige weitere Eigenschaften. Die zweiten partiellen Ableitungen liefern
9 (fif) _ (ﬁ) 9 (iU) _ {@)
oV\ds/nv),  \NOV/Ne do\V/Nes)\,  \do/vN’

Die Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen liefert

or Op
(W)N,o - (%)N,V.
Eine Beziehung dieser Art heifft MAXWELL-Relation.

Die Berechnung weiterer thermodynamischer Gréfsen, wobei U nur nach seinen natiirlichen Koor-
dinaten zu differenzieren ist, zeigen wir am Beispiel der Warmekapazitat Cy/, die bereits angegeben

wurde als
oUu

Cv = ks (E)v,zv

und deren Verallgemeinerung auf beliebige Prozessfiihrungen.

8.1 Wairmekapazitit (Spezifische Wirme eines Systems/Stoffes)

Die Warmekapazitiat C gibt an, mit welcher Temperaturdnderung dT' das System bei der Warme-

zufuhr 0Q) reagiert (N = const)
_(0QY _ 0Q
= (ir), = (%),
Dabei sind die Zustandsvariablen x konstant zu halten. Einsetzen der Gibbs-Fundamentalgleichung

liefert J o
C. = ks (+p>
dr N

Mit U = U(r,V) bzw. dU = (%)vdT"' (gl)TdV

c=n{(8) (%), 4139

d
Cm = kBT <d(7):>‘1/

Nun betrachten wir spezielle Prozessfiithrungen.

folgt

oder

e Isochorer Prozess : © = V = const

Cy =kp
(%) (35)y
Cv =kp—35— = k537
(52)y (57)v
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e Isobarer Prozess : x = p = const

e {(3), (), ] () )

CI,:kJBT 6i Zk‘B aiH
or » or »

Riickfithrung auf das Potential U(o, V):

S —

p(mUJMmV)%VV@m

oder

v
=7 =1(0,V(0,p))

N—
ke
|
N
%’\Q@»
| G
N—
<
_|_
7/ N Q
Q
<|
Q
)
N—

Auker U(o,N,V) bzw. o(U, N, V) sind weitere thermodynamische Potentiale konstruierbar, die
bei speziellen Prozessen gegebenenfalls von Vorteil sind. Die Konstruktionsvorschrift geht jeweils
von einem bekannten thermodynamischen Potential aus und wendet eine Transformation an, die
ohne Informationsverlust arbeitet. Diese Bedingungen erfiillt die LEGENDRE-Transformation.
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8.2 LEGENDRE-Transformation
8.2.1 Transformation mit Informationsverlust

Der Ubergang U(o, N,V) + U(r,N,V) mit 7 = (%)N\/ ist mit einem Informationsverlust
verbunden, weshalb U (7, N, V) auch kein thermodynamisches Potential darstellt.

Beweis: Exemplarisch betrachten wir eine Funktion y(z). Sie entspricht einer Kurve
im y-z-Diagramm. Somit ordnen wir zu: U =y, 0 = 2, N = const, V = const

Wir versuchen nun, die Kurve als Funktion von £ = d%—f) (= 7) darzustellen. Diese

Substitution wird nach = aufgelést und ergibt z(¢). Eingesetzt in die Kurvengleichung
y(x) folgt y(x(&)) = £(€) = F(F).

Wir haben eine Differentialgleichung fiir y(«) erzeugt, die x aber nicht explizit enthélt.
Ist y(z) eine Losung, so ist auch y(z + const) eine Losung. Die urspriingliche Kurve
&t sich so nicht eindeutig wiederfinden. Information ist verlorengegangen.
Ubertragen auf den oben angegebenen Ubergang U(o, N, V) ~ U(7, N, V) bedeutet
dies, daf U(7, N, V) kein thermodynamisches Potential ist. O

8.2.2 Transformation ohne Informationsverlust

Will man eine Funktion des Anstiegs ¢ finden, die die gesamte Information enthilt, also eindeu-
tig die urspriingliche Kurve liefert, muf man die Kurve y(z) durch ihre einhiillenden Tangenten
darstellen.

y(x)
dy
= t = —
13 an o P
Tangentengleichungen
Yo Yo = Exo+1n
La 3 Statt durch (z,y) wird die Kurve durch
L e die Paare (£, 7) beschrieben. Dann gilt
&= y—n oder n=y—¢&x.
0 : -0
0 Zo x

Auf der rechten Seite ist () einzusetzen und man erhilt n = n(£), die LEGENDRE- Transformierte
von y = y(x) heiftt. £ ist die y-Konjugierte von x oder auch kanonisch Konjugierte (vgl. Mechanik).

Suchen wir wiederum die LEGENDRE-Transformierte (&) von n(§), so gilt:

Riickfiihrung auf  und y ergibt

und mit Hilfe von

dy _dy  do - dyde
" de tae YT awae ¢

dz a:z{d—x—fd—x—x:—x::f

d¢ ¢ “d¢
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folgt schliefslich

y=y—zl—&(-z) =y,
das heifst zweifache Anwendung fithrt auf die Ausgangsfunktion zuriick bis auf ein Vorzeichen:
—z (= &) ist n-Konjugierte von &.

Der Zusammenhang zwischen y(z) und der LEGENDRE-Transformierten 7(§) ist eindeutig, wenn
£ = % eindeutig nach x(§) auflosbar ist; das heiftt % mufl streng monoton sein. Daf§ dies fiir
thermodynamische Funktionen gilt, wird im néchsten Abschnitt gezeigt.

Alle Resultate, die aus y(z) folgen, sind damit auch aus 7(€) zu erhalten, wenn schon nicht direkt,
so zumindest iiber y(x) selbst, das ja eindeutig durch 1 bestimmt ist.

Zusammenfassend gilt:

Wenn y(z) ein thermodynamisches Potential ist, so ist auch die LEGENDRE-Transformierte
n(§) ein thermodynamisches Potential.

8.2.3 Eindeutigkeit der Legendre-Transformation

Fiir die Eindeutigkeit der LEGENDRE-Transformation war die Monotonie der ersten Ableitung g—gyc
zu fordern. Die Funktion y(z) darf somit keine Wendepunkte besitzen und muf rein konvex oder
rein konkav sein. Anschaulich ist unmittelbar klar, dak die LEGENDRE-Transformation mehrdeutig
wird, wenn z.B. eine grofstenteils konkave Funktion einen konvexen Teilbereich besitzt. In dem
dargestellten Beispiel sind bei 1 und zo sowohl £ = g—g als auch 7 gleich.

Y konkav . konvex : konkav -

Thermodynamische Funktionen sind aber gerade rein konkave oder rein konvexe Funktionen. Dies
soll anhand der Entropie o(U, N, V) nachgewiesen werden.

Behauptung: o ist konkav bzgl. jeder Koordinate U, N oder V.

Fiir den Beweis greifen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit U als Koordinate heraus. Aus-
gangspunkt ist einerseits die Extensivitdt von U. Wie wir bereits in Abschnitt 7.9 gezeigt haben,
ist dies gleichbedeutend damit, daf o bzgl. U eine homogene Funktion ersten Grades ist:

c(AU)=Xc(U) mit A>0
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Zum anderen benutzen wir die in Abschnitt 4.6 diskutierte Eigenschaft
o(Ui +Uz) > o(Uh) +o(Ua)

die auch als Superadditivitit der Entropie bezeichnet wird. Durch Kombination dieser beiden
Eigenschaften konnen wir die Konkavitiat von o(U) zeigen. Zunéchst nutzen wir die Homogenitét
aus und schreiben

O’()\lUl) = >\10(U1) 5
o(MUz) = Mo(Uz)

wobei Ay = A und A2 =1 — A mit A € [0, 1] gewdhlt wird. Damit folgt aus der Superadditivitét
0'(/\1U1 + )\QUQ) > O'(/\1U1) + O'(/\QUQ) = )\10’(U1) + )\QU(UQ)

Somit gilt
oAU + (1 = N)Uz2) > Ao(Uy) + (1 = N)o(Uz)

Damit ist der Beweis fiir die Konkavitéit von o(U) bereits erbracht. Zur Veranschaulichung wird
A zwischen 0 und 1 variiert, wobei der Bereich zwischen U; und Us abgetastet wird. Die rechte
Seite der Ungleichung markiert eine Gerade durch die Punkte (U, 0(Uy)) und (Uz, 0(Us)). Diese
Randwerte werden gerade fiir A = 1 bzw. A = 0 angenommen. Die linke Seite markiert gerade
die Funktionswerte iiber dem Intervall [Uy, Us]. Da U; und Us beliebig gewihlt waren, gilt die
Ungleichung und damit die Konkavitdt von o im gesamten Definitionsbereich. Die inverse Funktion

g

/U()\Ul + (1 — )\)Ug)

U (o) ist damit konvex, wie man durch Spiegelung des Graphen an der Gerade o = U unmittelbar
sieht. Fiir die weiteren extensiven Variablen N und V gelten die Uberlegungen in entsprechender
Weise.

8.3 Erzeugung thermodynamischer Potentiale

Wir sind nun in der Lage, ausgehend z.B. von der Inneren Energie U(o, N, V') weitere thermody-
namische Potentiale zu definieren.
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e Freie Energie (HELMHOLTZ-freie Energie):

F(r,N,V)=U — (Z—Z)Nva =U-10
e Enthalpie:
oU
H(o,N,p)=U — (W)UNV —U+pV

e Freie Enthalpie (GiBBS-Potential):
ou oUu
6N =V~ (55) 4,7~ (57 )Y
=U—-710+4+pV=H-70

Analog kann man vorgehen, um ausgehend von der Entropie o(U, N, V) einen weiteren Satz von
thermodynamischen Potentialen zu bilden, die man PLANCK-MASSIEU-Funktionen nennt.

(I)(%’N’V) - (%)NV =077
[ ]
\IJ(U’N’T) - (%)N,UV: B ]TEV

Y(3:N.7) =0~ (%)N,VU_ ((?TU/)U,NV -7 g a zg

Das Potential Y = —M = —g wird speziell als PLANCK-Funktion bezeichnet.

Die bisher eingefiihrten thermodynamischen Potentiale sind durch LEGENDRE-Transformationen
erzeugt worden, ohne p und N als kanonisch Konjugierte zu verwenden. Benutzt wird gerade dieses
Variablenpaar, um das Grofkanonische Potential

oF

J(r, 1, V) =F — (ﬁ

N=F—uN
)T,V H
ZU generieren.

Dieses Potential ist insbesondere zweckmifig, wenn Teilchenaustausch (diffusiver Kontakt) mit
dem Reservoir vorliegt. Bei reversibler Prozefifiihrung unter den Nebenbedingungen dr = dV =
dpu = 0 gilt dJ = 0; J ist extremal und &ndert sich auch bei Diffusion in das oder aus dem
System nicht. Genauere Analysen zeigen, daf J minimal ist. Die angegebenen Nebenbedingungen
entsprechen einem System, das sich im Gleichgewicht mit einem thermisch und diffusiv gekoppelten
Reservoir befindet und gerade zur Grofikanonischen Gesamtheit fiihrte.

Bemerkung: Die Eigenschaft, thermodynamisches Potential zu sein, bleibt erhalten,
wenn die Beziehung nach einer natiirlichen Variablen umgestellt wird und damit die
Funktion zur Variablen wird. Wir hatten diesen Sachverhalt bereits am Anfang des
Abschnitts benutzt. So war

oc=0o(U,N,V)
thermodynamisches Potential, ebenso wie die umgestellte Form
U=U(o,N,V).

In gleicher Weise gilt dies fiir die anderen thermodynamischen Potentiale. Ebenso wie
G(t1,N,p) ist zum Beispiel auch p(G,7,N) oder 7(G, N,p) ein thermodynamisches
Potential.
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8.4 Differentiale der thermodynamischen Potentiale

e Fiir die Innere Energie U(r, N, V) ist das Differential identisch mit der GiBBS-Fundamentalgleichung

dU = rdo + pdN — pdV.

e Fiir die Freie Energie F(r,N,V) =U — 7o folgt
dFf =dU — 7do — odr.
Einarbeiten der GiBBs-Fundamentalgleichung liefert
dF = —od7r + pdN — pdV.

Aus dieser Beziehung folgt, daf unter Stoffabschluff (dN = 0) und bei isothermer Prozefs-
fithrung (d7 = 0) ein thermodynamisches System Arbeit nicht auf Kosten seiner Inneren
Energie, sondern auf Kosten der Freien Energie leistet. Um 7 = const zu halten, muf das
System an ein Reservoir angekoppelt sein.

e Fiir die Enthalpie H(o,N,p) = U + pV folgt

dH =dU +pdV +Vdp = 7do + pdN + V dp.
—_———
=7do+pudN

Bei isobarer Prozekfiihrung (dp = 0) und unter Stoffabschluft (dN = 0) gilt dH = 7 do: Die
Enthalpiedifferenz ist die von aufen zugefiihrte Warme 6Q = 7do.5

e Fiir die Freie Enthalpie G(1,N,p) = H — 70 folgt
dG =dH —717do —odr = —od7 + pdN + V dp.

Dieses GiBBs-Potential ist fiir praktische Anwendungen besonders gut geeignet, da die na-
tiirlichen Variablen 7 und p im Gleichgewicht bei zusammengesetzten Systemen iiberein-
stimmen, und p und 7 lassen sich besonders einfach messen.

Fiir die Freie Enthalpie GG lafst sich noch eine interessante Beziehung finden. Entsprechend
der GiBBS-DUHEM-Relation gilt
—odr +Vdp = Ndu.
Eingesetzt in das Differential dG folgt
dG = pdN + Ndp = d(uN)
und damit
G = uN.
Die Freie Enthalpie je Teilchen ist somit das chemische Potential. Mitunter wird auch die
zuletzt angegebene Beziehung GIBBS-DUHEM-Relation genannt.
Wir benutzen noch, daf die zuletzt angegebene Beziehung auch aus dem EULER-Satz iiber
homogene Funktionen deduzierbar ist. Extensiv sind G und NV, ausgedriickt in

G(7,AN,p) = AG(7, N, p).

Nach EULER gilt dann

oG
Non =6

6 e _ (O0H _ el
vgl. Definition von C)p = (W)ILN =T Tg)p,N'
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wobei beim partiellen Ableiten alle anderen Variablen festzuhalten sind, also g—g = (g—]c\’;)ﬂp.
Nun gilt aber bekanntlich
0G B
(87]\7)7',;0 =
woraus sofort
G =uN

folgt.
e Fiir das Grofkanonische Potential J(7,u, V) =F — uN folgt
dJ =dF — udN — Ndy = —odr — Ndu — pdV.
Analog zur Freien Enthalpie G 1afst sich auch hier die GIBBS-DUHEM-Relation in der Form
—odr— Ndu=-Vdp

einarbeiten und es folgt
dJ =—-Vdp—pdV.

Somit gilt

J = —pV.
Diese Relation kann auch direkt aus der Extensivitdt von J beziiglich V' gefolgert werden.
Aus

J(T 1, AV) = A (7,1, V)

folgt nach EULER
aJ

7= (gv),,V ="

8.5 Interpretation der Potentiale U, F' und H

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit betrachten wir ein System mit konstanter Teilchenzahl,
das an ein Warmebad mit der Temperatur 7 gekoppelt ist.

System

Reservoir I— Kolben

Kontakt
(thermisch)

e Innere Energie U = U(0,V)
Fir das totale Differential hatten wir

dU = 7do — pdV =6Q + W

gefunden. Die Prozefifiihrung sei adiabatisch (69 = 0). Dies kann z.B. durch unendlich
schnelle Prozeffiihrung realisiert werden, so daf zwischen Bad und System kein Warmeaus-
tausch stattfinden kann. Unter diesen Bedingungen geht die dem System zugefiihrte Arbeit

SW = —pdV

vollstédndig in die Innere Energie U iiber. Bei isothermer Prozeffithrung ist dagegen 6@Q) # 0,
und zwischen System und Bad findet ein Warmeaustausch statt.
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e Freie Energie F' = F(7,V)

Das totale Differential ist durch
dFf = —odr —pdV = —od7 + W

gegeben. Bei isothermer Prozeffithrung (dr = 0, realisierbar z.B. durch unendlich langsame
Prozekfiihrung) geht die dem System zugefiihrte Arbeit 6T vollstindig in die Freie Energie
F' {iber:

dFf =W =dU — 7do = dU — Q)

Die Freie Energie ist die Differenz aus der Inneren Energie und der zugefithrten Warme. Die
am System geleistete Arbeit W geht bei isothermer Prozefsfiihrung iiber in Innere Energie
dU und vom System an das Bad abgegebene Wirme (—40Q).

Enthalpie H = H(o, P)
Wiederum geben wir das totale Differential an:

dH = 7do + Vdp = dU + pdV + Vdp = dU + d(pV)

Es wird angenommen, dafs dem System aus dem Bad die Warmeenergie 6Q) = 7do zugefiihrt
wird (Heizung). Diese fiihrt wegen

0Q =dU — W

zur Erhohung der Inneren Energie um dU und zur Abgabe von Arbeit (—6W), d.h. zur
Expansion des Kolbens. Wird diese Expansion gegen den dufieren Luftdruck p ausgefiihrt,
so mufs diese vom System geleistete Arbeit auch teilweise dazu aufgewendet werden, um die
dufere Luft zu verdringen und den Raum zu schaffen, in den sich das System ausbreiten
kann. Diese Arbeit ist aber nicht einsetzbar, um eine Maschine anzutreiben.

Jetzt wird isobare Prozefifiihrung betrachtet: der Durck sei innerhalb und aufserhalb des
Systems konstant. Die vom System geleistete Arbeit (—dW) teilt sich dann auf in eine effek-
tiv abgreifbare Arbeit (—dW’) und die zur Verdrangung der duferen Luft notwendige Arbeit
pdV =d(pV):

—0W = =W’ +d(pV)
W' = W +d(pV)
W' = dU —46Q +d(pV)
W' = AU +pV)-6Q =dH —6Q
0Q = dH - W’
Dabei bezeichnet Q) die dem System zugefiithrte Warme; W’ ist die vom System effektiv

abgegebene Arbeit. Somit spielt H bei isobarer Prozekfiihrung gerade die Rolle, die F' bei
isothermer Prozeffithrung zukommt.

8.6 Partielle Ableitungen der thermodynamischen Potentiale und M AX-

WELL-Relationen

Aus den totalen Differentialen der thermodynamischen Potentiale lassen sich unmittelbar eine
Reihe wichtiger thermodynamischer Grofsen ablesen. Setzen wir Differenzierbarkeit bis zur 2. Ord-
nung voraus, kénnen eine Vielzahl sogenannter MAXWELL-Relationen gebildet werden. Wir fassen
die wichtigsten in Abbildung 8.1 tabellarisch zusammen.

Als beliebte Merkhilfe wird hiufig das Guggenheim-Schema benutzt (sieche Abb. 8.2).
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Relatonen
= G | Gn= G
Ulo,N,V) Td0+?f({1]\?fpdv p= (27[\]7 o %)a,v: (%)N,V
p= (o | G ().
= (e | G, G,
H(o,N.p) Tda+iZ;+Vdp "= (%)a,p <%>JN: (27‘\/[)”
v (e G G
= () | 0= (B
Fn NV ar +d5dJ:V —pdv| T (%)T,v (%)T,N - (%)nv
v= () | G (G0
= (T | G (G,
GNP | par +d5dJ:V +vdp| M= (g%>r,p (%)TN - (27‘\/7) v
V= (e | (B G
= (G | G GO
Jw V)| g ar —djigu _pav| V=~ (gi)f,v (%)W = (%)T,v
== ()., | (3= G,

Abbildung 8.1: Partielle Ableitungen thermodynamischer Potentiale und MAXWELL-Relationen
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D G T

Abbildung 8.2: Das Guggenheim-Quadrat als Merkhilfe fiir die thermodynamischen Potentiale und
ihre abhéngigen Variablen.

Die thermodynamische Potentiale sind dabei jeweils von ihren abhéngigen Variablen umgeben
(wobei o und 7 durch S bzw T ersetzt worden sind). J und N werden hierbei allerdings nicht be-
trachtet. Auch die Maxwell-Relationen lassen sich ablesen: Die beiden Variablen einer Seite bilden
dann eine Seite der Relation und die beiden gegeniiberliegenden die andere. Fiir das Guggenheim-
Quadrat selber gibt es noch diverse Merkspriiche, die der interessierte Leser sich allerdings selber
raussuchen moge. Eine Verallgemeinerung dieses Schemas findet sich in Anhang ?77.

8.7 GiBBs-HELMHOLTZ-Differentialgleichungen

Die Umrechnung von thermodynamischen Potentialen ineinander ist eine wichtige Grundaufgabe.
Die Anwendung der Definitionen reicht nicht immer aus, da auch die kanonischen Variablen ersetzt
werden miissen. Wir betrachten das Vorgehen exemplarisch: G(7, N, p) ist gesucht, U(o, N, V) ist
bekannt.

Anwendung der Definition von G liefert

G=U(o,N,V)— (Z—Z)N NE (g—g)ng = G(o,N, V).

G(o, N, V) ist aber noch kein thermodynamisches Potential. Deshalb benutzen wir

e NI = (5,) e PN ==(5)

und I6sen diese beiden Gleichungen nach
o(r,N,p) und V(r,N,p)
auf und berechnen somit
G(O’(T, N,p), N, V(r, N,p)) = G(7,N,p).

Eine andere Moglichkeit besteht darin, die LEGENDRE-Transformation als Differentialgleichung
aufzufassen und diese zu losen. Fiir praktische Anwendungen sind die Transformationen

U=F- (g—f)VNT (HELMHOLTZ-Gleichung)

und

oG .
H=G— (§>p,NT (G1BBs-Gleichung)
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von Bedeutung. Sind F(7, N, V) und G(r, N,p) bekannt, kénnen U (7, N,V) und H(7, N,p) un-
mittelbar und U(e, N, V) und H(o, N, p) nach der oben angegebenen Methode bestimmt werden.

Sind U(7, N, V) und H(7, N, p) bekannt, kénnen aus der HELMHOLTZ- bzw. GIBBs-Gleichung die
Potentiale F(7, N, V) und G(r, N, p) durch Integration gefunden werden. Wir formen zunéchst um

zZu
F 1/0F 0 (F
2 72 ;(E)V,N N _E(?>V,N7
51,2_1@§) ,,ch
2 72 7\9r/pN  OT\T/pN
Integration liefert
F(r,N N
HelW - [EEE a4 o),
T T
G(T;:Vap) _ 7\/H(T;A;V’p)dT+O'Q(N,p),

wobei die beliebigen Funktionen o7 und o5 als Integrationskonstanten auftreten. Es ist auch nicht
verwunderlich, daff F' und G nicht vollstandig berechnet werden kénnen, da wir von U (7, N, V') und
H(7,N,p) ausgegangen sind. In diesen Variablen sind U und H aber keine thermodynamischen
Potentiale und bereits mit einem Informationsdefizit behaftet.

8.8 Thermodynamische Potentiale und Zustandssumme

In den Abschnitten 6.6 bzw. 6.4 wurden die Zustandssumme
Z = Z e_%
l

und die Grofie Zustandssumme N,
—Y1
Za=) ) ¢ -
N 1
eingefiihrt.

In Z ist iiber alle Quantenzusténde [ des Systems bei fester Teilchenzahl zu summieren; bei Zg
zusétzlich {iber alle moglichen Teilchenzahlen des Systems. Wenn ein Energieniveau U, entartet
ist, das heifit wenn es zum Eigenwert U, mehrere Eigenfunktionen (g, Stiick) gibt, dann ist der

u . . . .
Term e~ in der Zustandssumme g,-mal zu addieren. Man kann somit auch schreiben
_Ug
Z = g Ja€ T,
a

wobei a alle Energieniveaus durchzahlt und g, die entsprechende Entartung ist.

Entsprechend gilt fiir die Grofse Zustandssumme
Nu—Ug(n)
Ze=> ) ga(N)e 7.
N a

Thermodynamische Mittelwerte konnen aus Z und Zg direkt, gegebenenfalls durch Differentiation,
berechnet werden. Fiir die Innere Energie gilt

U=-0gnZ=7,InZ
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sowie
U= (urd, —0s)InZg = uN + 720, In Zg

mit f=1,U = (U)), N = (N).

Nun 188t sich ein Zusammenhang auch zu anderen thermodynamischen Gréfien herstellen. Beson-
ders wichtig (da angepafst) sind die Freie Energie F' und das Grofkanonische Potential J.

Behauptung
Es gilt
F=—-—1lnZ
und
J=—-7InZg.
Beweis:

(a) Wir beweisen zunéchst die Beziehung fiir die Freie Energie. Wir benutzen dazu
die HELMHOLTZ-Gleichung

und die bekannte Beziehung

0
U=7>"-InZ.
T 5y n

Somit gilt

o (F o}

— (= =——1InZ

GT(T)V,N or 1
woraus

F(r,N,V)=—1InZ +«a(N,V) T

folgt. Wir fordern nun, daf fiir 7 — 0 das System den niedrigsten Zustand ey mit
der Entartung go einnimmt und die Entropie sich auf In gy reduziert. Dann gilt

Z — g e T und
——(a—F) — g( Ingo —€p — aT) L
g = a1 Jv.N or TIngo — €o T) = gJo-

Somit mufy o« = 0 gelten, und wir erhalten

F=—-71InZ.

(b) Der Grofikanonische Zusammenhang ist analog zu beweisen. Wir gehen von

J=U—-uN —710

o=~(5),v

aus. Wegen
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folgt
aJ 0
J—71(== =U—uN =71>"1nZg.
T(3T>M,V H T or nea

Die linke Seite fassen wir zusammen zu

szi <£)p,v = 72827' In Zq,

ot \71
Wworaus
J=—7ln ZG
folgt. Die Integrationskonstante ist wiederum Null zu setzen. 0

Beliebige andere Potentiale lassen sich ebenfalls aus Z oder Zg berechnen.

8.9 Kalorische und thermische Zustandsgleichungen

Zwei aus der GiBBS-Fundamentalgleichung folgende Gleichungen haben besondere praktische Be-
deutung und erhielten spezielle Namen.

Wegen
dU =7do + pdN — pdV

gilt bekanntlich

1 (6‘0(U, N, V)>N,V

T oU
sowie oU 9
o
p==(5v),n = (7)o ()
Schreibt man Gleichung (*) als
U=U(r,N,V)

heifit sie kalorische Zustandsgleichung.

Setzt man in Gleichung (xx), die zunédchst die Abhéngigkeiten
p=np(r,UN,V)

besitzt, die kalorische Zustandsgleichung ein, so folgt
p=p(T,N,V),

die thermische Zustandsgleichung genannt wird.

Die kalorische und die thermische Zustandsgleichung sind nicht unabhéngig voneinander. Die
GiBBs-Fundamentalgleichung liefert bei N = const

(5v), = (7)., ~»

Wegen

(7). = G,

folgt

(). =7 (), —»
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9 Kreisprozesse und die absolute Temperatur
Im Abschnitt 4.3 hatten wir die fundamentale Temperatur 7 definiert durch
(-
T \QU/Nv  \do/nNV

Wenn 7 gemessen werden soll, sind ¢ und U zu analysieren. Ein ,,Thermometer als geeichtes
Mefsgerat fiir 7 ist bisher noch nicht eingefiihrt worden. Dazu eignet sich aber ein CARNOT-
Kreisprozef.

9.1 CARNOT-Kreisprozef’

Definition

Wir definieren die absolute Temperatur 7" und die herkémmliche Entropie S

uber
-
T=—
kg’
S = ]4;}30'

kg ist eine noch zu bestimmende Konstante, die wir BOLTZMANN-Konstante
nennen.

Was ist ein reversibler Prozefs?

— Eine Prozefkfithrung ist dann reversibel, wenn die Zustandsaenderung im System rueckfuehr-
bar und auch in der Umgebung der Anfangszustand wieder einstellbar ist. Die Zwischenzustaende
muessen dazu Gleichgewichtszustaende sein, bzw. duerfen nur infinitesimal vom Gleichgewicht ab-
weichen.

Die thermodynamischen Zustandsgroefen sind bei reversibler Prozeffithrung zu jedem Zwischen-
schritt immer wohl definiert und die Prozeffuehrung somit umkehrbar.

Eine Prozeffiihrung ist genau dann irreversibel, wenn als Zwischenzustaende Nicht-Gleichgewichtszustaende
auftreten. Im thermodynamischen Sinne ist nicht im einzelnen bekannt, was bei der Prozessfueh-
rung passiert.

Ein System steht im thermischen Kontakt mit zwei Reservoirs und es besteht mechanischer Kon-
takt zum System. Die Prozefsfiihrung sei reversibel. Dann gilt

dU =TdS — pdV =4§Q + W,
bzw. 6Q =TdS, W =—pdV.

Der Kreisprozefs wird in vier Schritten ausgefiihrt, die sich im p-V-Diagramm oder S-T-Diagramm
wie folgt darstellen lassen:
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) P\
1
Sn
T,
1 T S, 2
AS, ASp,
Sh
S ! )
T, 3
>T >V

1 — 2: Isotherme Expansion bei Tj,.
Die Warmemenge @y, flielst vom Reservoir T}, zum System.
Da §Qp = Ty dS gilt, ergibt sich die Entropieinderung

/st L /2662 @n it Qn>0
= — , = —— i .
1 Ty J1 ", h

2 —» 3:  Expansion bei konstanter Entropie S;, (sogenannte adiabatische Expansion).
3 — 4: Isotherme Kompression bei 7.

Es flieft Wérme vom System ins Reservoir: Q. = T, dS

Dies geht einher mit der Entropieéinderung

! L Q

C

4 — 1:  Kompression bei konstanter Entropie S, (sogenannte adiabatische Kompression).

Die Gesamtentropieiinderung ist Null, so daf§

]{dS /dS+/ dS—O———F%

T,  Qn  Qn

Tc B _Qc B |QC|
Diese Beziehung benutzen wir nun, um die Temperatur T zu eichen. @ und @, sind der expe-
rimentellen Bestimmung zugénglich. Definiert man einen Temperaturwert, zum Beispiel T, kann
man nach obiger Beziehung den anderen ausrechnen.

gilt. Folglich erhélt man

1954 wurde folgende Ubereinkunft getroffen:

Der Tripelpunkt von Wasser wird auf
T, =273,16 K

festgesetzt.

Als Tripelpunkt des Wassers bezeichnet man die einzige Temperatur und den einzigen Druck, bei
denen Wasser, Eis und Wasserdampf gemeinsam existieren. Damit ist die absolute Temperatur-
skala festgelegt.
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Eingang Eingang
' Entropie Wérme ' ' Entropie Warme '
ASy = F- Qn ASy = F Qn
] ]
L Ausgangsarbeit \_____| Ausgangsarbeit
T Dw T Dw
NS N ~ N
| Entropie Waérme | | Entropie Warme |
Ausgang Ausgang

(a) reversibel: Entropie kann sich in der Anlage
nicht anhéufen. Sie muf {iber |Q.| abgefiihrt
werden. Ohne |Q.| = Verlust geht es nicht!

(b) irreversibel: In der Anlage wird zusétzliche
Entropie produziert durch irreversible Prozes-
se, die abgefiihrt werden mufs.

Abbildung 9.1: Reversibler und irreversibler CARNOT-Prozefs als Wirmekraftmaschine (schema-
tisch)

Der Proportionalititsfaktor kg zwischen der fundamentalen und absoluten (KELVIN-)Temperatur
ist die BoLTZMANN-Konstante. Thr experimentell bestimmter Wert ist derzeit

ks = (1,380662 4 0,000 044) - 10723 JK~1.

Diese Konstante wird mit Hilfe von bestimmten Modellsystemen festgesetzt, deren Struktur einfach
genug ist, um daraus die Energieverteilung der Quantenzustinde und mit dieser wiederum die
Entropie als Funktion der Energie 0 = o(U) zu berechnen, um schliefflich auf

ERE R (CON

zu kommen.

9.2 CARNOT-Prozeld als Warmekraftmaschine

Bei der oben angegebenen Prozehfiihrung (vgl. Abbildung 9.1) arbeitet die CARNOT-Maschine
als Warmekraftmaschine: Wérme wird in Arbeit umgewandelt. Die wahrend eines Zyklus eines
reversiblen Prozesses erzeugte Arbeit ist die Differenz aus der zugefiihrten Warme @, und der
abgefithrten Warme |Q.|. Hier gilt @), > 0, Q. < 0 und W < 0. Nach dem ersten Hauptsatz ist

W= Qut Qo= (1—%)%

Der CARNOT-Wirkungsgrad 7,cy ist das Verhiltnis der erzeugten Arbeit (|W| = —W) zur zuge-

fihrten Warme Qp,:
W _ T -T

flrev = Qn Ty,
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Der reversible Wirkungsgrad ey ist der giinstigste erreichbare Wert. Bei irreversibler Prozefsfiih-
rung wird bei einem Zyklus Entropie erzeugt, die abgefithrt werden muf}, denn sie kann sich ja
nicht unbegrenzt in der Maschine anhédufen. Somit gilt dann AS, > ASj,

|Qc| > Qh

Tc Th

T
— Q.| > ==
Q| Tth

T,
- W= Qu—1Qcl < (1-72)Qn
h
T, Ty — 1T,
W e _ToTe
Qn Ty Ty,
Jede Warmekraftmaschine mufs bei niedriger Temperatur auftretende Verlustwérme schlieflich an
die Umgebung abgeben, so daft gew6hnlich

Ay ’]7irr =

T, ~ 300 K
gilt. Bei Dampfturbinen ist T}, ~ 600 K. Hohere Temperaturen beschleunigen Korrosion, so dafs

Nrev ~ 50%7
Mirr ~ 40%

gilt. n — 1 fiir % — oo ist praktisch nicht machbar.

9.3 CARNOT-Prozefs als Kiltemaschine oder Warmepumpe

Kaltemaschinen und Warmepumpen verbrauchen Arbeit, um Wirme von einer niedrigen Tempe-
ratur auf eine hohere Temperatur zu bringen. Bei reversibler Prozeffithrung kann der Arbeitsgang
der Warmekraftmaschine einfach umgekehrt werden, da innerhalb der Anlage keine Entropie er-
zeugt wird (vgl. Abb. 9.1).

Das hier interessierende Energieverhiltnis ist nicht der thermische Wirkungsgrad 7, sondern zum

Q|
w

Wiérme Q. zu verbrauchter Arbeit . Zum anderen ist der Heizkoeflizient § = % als Verhéltnis
der ins heifle Bad abgegebenen Wirme |Qy| zur verbrauchten Arbeit W von Interesse. Fiir letztere
gilt nach dem ersten Hauptsatz

einen der Kihlkoeffizient v = als Verhéltnis der bei niedriger Temperatur entnommenen

T T, — T,
W:_Qh_Qc: (?}_1)QC:}TQC
bzw. T T T T
W=-Qn—Qc=—-Qn+ F;Qh = (1 - T;) (=Qn) = %(_Qh)

Hier gilt offensichtlich W > 0, Q. > 0, @ < 0. Bei reversiblem Arbeitsgang folgt der CARNOT-
Kiihlkoeffizient

— TC
Yrev = Th — ch
der sowohl kleiner als 1 als auch grofer als 1 sein kann bzw. der CARNOT-Heizkoeflizient
T,
(;rev = 7ha
Th - Tc

der grofser als 1 ist. Die manchmal geprigte Aussage, der Wirkungsgrad einer Kéltemaschine oder
einer Warmepumpe sei grofler als 1, ist in diesem Sinne zu verstehen. Es handelt sich eigentlich
nicht um einen Wirkungsgrad, sondern um einen Kiihlkoeflizienten bzw. Heizkoeffizienten.
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10 Fermionen, Bosonen und klassische Teilchen

Im Abschnitt 6 wurde die Wahrscheinlichkeit P(N,U;, 1) ausgerechnet, die angibt, mit welcher
Erwartung das System aus N Teilchen im Quantenzustand [ bei der Energie U; anzutreffen ist,
wenn es thermisch und diffusiv an ein Bad gekoppelt wird. Es galt

Np—U;
(& T

Za

Nu—U;
Za=3_ > ¢ 7
N 1

bzw. ausgedriickt mit p, (Entartung des Niveaus U,)

P(N,U,1) =

mit der Groflen Zustandssumme

Nu—Uqg
—

W(N,U,) = "’CLBT

mit

Jg = ZZpae%.
a

N

Thermodynamische Grofien (Mittelwerte {iber alle Zustédnde) waren damit leicht ableitbar, wie

(N)=10,InZg
oder U= (Up) = (urd,—903)InZg,
mit b= 1
T

In Abschnitt 8 kamen weitere Beziehungen hinzu:

F=—-71lnZ
J=—-71InZg

Der spezielle Teilchencharakter wurde noch nicht beriicksichtigt. Dazu wird der Begriff des Ener-
giezustandes verwendet.

Energiezustand: Wenn ein Energieniveau nicht entartet ist, stimmen Energie-
niveau und Energiezustand iiberein. Es gibt genau einen
nichtentarteten Eigenwert (Energieniveau) und die entspre-
chende Eigenfunktion (Energiezustand).

Wenn ein Energieniveau p,-fach entartet ist, gibt es zum
entsprechenden Eigenwert (Energieniveau) p, Eigenlosungen
(pa Energiezustinde). Jeder Energiezustand ist durch seine
Quantenzahl bzw. einen Satz von Quantenzahlen bestimmt.

Folgende Teilchen sind grundsétzlich zu unterscheiden:

Fermionen: Ein Energiezustand kann mit keinem oder einem Teilchen
der gleichen Sorte besetzt sein (PAULI-Prinzip). Fermionen
der gleichen Sorte sind ununterscheidbar.

Beispiele sind Elektronen und andere Teilchen mit halbzah-
ligem Spin.
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Bosonen: Ein Energiezustand kann mit jeder ganzzahligen Anzahl von
Teilchen der gleichen Sorte einschliefslich Null besetzt sein.
Bosonen der gleichen Sorte sind ununterscheidbar.

Beispiele sind Photonen, Phononen, He*-Atome und andere
Teilchen mit ganzzahligem Spin.

Klassische Teilchen: Bei sehr geringer Besetzungswahrscheinlichkeit eines Ener-
giezustandes spielt es keine Rolle, ob Besetzungen mit N =
2,3, ... Teilchen ausgeschlossen sind. Dieser Bereich ist der
klassische Grenzfall. Er ist fiir Bosonen und Fermionen gleich.

Im weiteren wird nun die mittlere thermische Besetzung eines Energiezustandes bei Systemen aus
Fermionen oder Bosonen berechnet. Dazu wird eine Groftkanonische Gesamtheit betrachtet. Ein
Energiezustand wird anvisiert und untersucht, wie grofs der Mittelwert der Besetzungszahl dieses
Energiezustandes ist.

10.1 FERMI-DIRAC-Verteilungsfunktion

Das System, das gerade aus dem anvisierten Energiezustand besteht, kann von einem Fermion
oder nicht besetzt sein. Dies ist die Eigenschaft, die ein Fermion definiert. Dieses System wird
thermisch und diffusiv an ein Reservoir gekoppelt.

Bemerkung:

Ein reales System kann aus sehr vielen Fermionen bestehen, aber es ist legitim (und
einfach), das System in der oben angegebenen Weise zu betrachten. Alle moglichen
anderen Energiezustéinde des realen Systems ordnet man einfach dem Reservoir zu.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die mittlere Besetzungszahl des Energiezustandes auszurech-
nen. Hier verwenden wir die Grofse Zustandssumme.

Die Grofte Zustandssumme definiert durch
Np—U
Za=) Y e 7
N 1

ergibt sich durch Summation iiber N = 0 (nicht besetzter Energiezustand) und N = 1 (mit
einem Fermion besetzter Energiezustand). Wenn der Energiezustand nicht besetzt ist, ist auch die
Energie des Systems zu Null anzunehmen. So folgt

1

Nu—U; p—e

ZG:ZZe — =14e 7 .
N=0 1

Die Energie des besetzten Zustandes sei €. Ist der Zustand nicht besetzt, ist auch die Systemenergie
null. Man kann € auch als rechnerischen Energiewert auffassen und dann Ne als die Systemenergie
anschreiben.

Bemerkung:

In Zg ist iiber alle Zusténde des Systems zu summieren. Es ist also hier nicht etwa
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eine Doppelsumme folgender Form zu bilden:

1 1 1
Nu-U; Nu—Ug Np—U;
E E e T = E (6 T + e T )

—Uo r=Uy

_Uu #
+e = +e 7 +e 7

0 _€ p=0 p—e¢
=e +e 4+e ™ +e 7
~—_———

Die mittleren Terme gibt es nicht, da es keinen Zustand der Energie € ohne ein Teilchen
(6*5) und keinen Zustand mit einem Teilchen bei der Energie Null (e%) gibt.

Kurz: U ist die jeweilige Systemenergie, nicht die Energie des Niveaus.

Die mittlere Besetzung des Energiezustandes e ist allgemein (vgl. Abschnitt 6)

1 Np=U;
<N(6)>:7GZZN6 — =70,InZg,
N 1

woraus hier

p—e

e T 1

(N(€))

n—e e—p

_1—|—ef e +1

folgt.

Fiir den thermischen Mittelwert der Besetzung des Energiezustandes (N (¢)) ist das Symbol f(e)
und die Bezeichnung FERMI-DIRAC-Verteilungsfunktion

fle) = T (FD) f(e) osk i

0
0

gebréauchlich. =k

In der Festkorperphysik sind folgende Bezeichnungen gebrauchlich. Das chemische Potential p(7)
wird FERMIniveau genannt und pu(7 = 0) = ep als FERMIenergie bezeichnet.

Obiges Diagramm mit 7 als Parameter und e
als Abszisse wird damit in eine andere Form

transformiert. Der Darstellung liegt die Vor- 1 I —0 a
stellung zugrunde, dak alle Energiezusténde (o) =

nacheinander betrachtet werden und e somit >0

die Abszisse durchlduft. Wenn die Energie- 0 = L

niveaus dicht liegen, ergibt sich gerade das
nebenstehende Bild.

10.2 BoOSE-EINSTEIN-Verteilungsfunktion

Betrachtet wird wiederum ein System aus einem Energiezustand. Dieser Energiezustand kann
von einer beliebigen Anzahl N von Teilchen besetzt sein. Teilchen dieser Charakteristik heiffen
Bosonen. Wenn er von einem Teilchen besetzt ist, betrigt seine Energie €, wenn er von N Teilchen
besetzt ist Ne. Die Bosonen sind wechselwirkungsfrei.

Das System wird thermisch und diffusiv mit einem Reservoir gekoppelt. Andere mégliche Energie-
zusténde eines realen Systems werden dem Reservoir zugeordnet. Das Reservoir soll beliebig grofs
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sein, so daf gegebenenfalls auch unendlich viele Bosonen aus dem Reservoir ins System diffundieren
kénnen und das Reservoir sei trotzdem noch groft gegen das System.

Die Grofte Zustandssumme fiir das System berechnet sich zu
Nu-U;
Zo= Y Y
N 1

Die N-Summation lauft iiber N = 0,1,2,...,00 und die [-Summation nur iiber den einen Ener-
giezustand mit U; = Ne (U, ist die Energie des Systems, nicht des Niveaus). Somit folgt

. Nu—Ne L/ u=e\ N 1
Zo=Y =) (e = ) -
N=0 N=0

Hr—€
1—e~

fir "= < 1, das heifit u < €, was bei allen Anwendungen erfiillt sein wird. y kann auch negativ
sein!

Die mittlere Besetzung des Energiezustandes mit dem Energieniveau € ist wie gehabt
(N(e)) =70, InZg.

Es wird wiederum (N (€)) = f(e) eingefiihrt, und man erhlt

o) =rrC

1—e—=

oder die als BOSE-EINSTEIN- Verteilung bezeichnete Relation

]
=

10.3 Klassische Verteilungsfunktion

f(e) ist die mittlere Besetzung eines Energiezustandes bei der Energie (Energieniveau) e. Dabei
ist € die Energie eines Zustandes, der von einem Teilchen besetzt ist, bzw. Ne ist die Energie
eines Zustandes, der von N Teilchen (einschlieklich N = 0) besetzt ist. Wichtigstes Beispiel ist
das Ideale Gas.

Im klassischen Bereich gilt
fle) <1,

das heiftt die mittlere Besetzung eines Energiezustandes der Energie ¢ ist viel kleiner als 1. Sowohl
(FD) als auch (BE) liefern dann

e >1 bzw. €E—pu>T

und somit die klassische Verteilungsfunktion, die auch BOLTZMANN-Verteilung genannt wird:
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WN

10.4 Zustandssumme Z fiir ein N-Teilchensystem mit beliebiger Anzahl
von Ein-Teilchen-Energiezustanden

Im Unterschied zu den vorhergehenden Abschnitten betrachten wir jetzt als System nicht einen
einzelnen Energiezustand sondern eine beliebige Anzahl von Energiezustdnden, die von N Teilchen
bevolkert werden konnen. Die allgemeine Form der Zustandssumme bleibt unveréndert:

_ UV
7 = E e 7
l

Nun ist Uj(N) = Y, Ns¢; die Systemenergie eines Zustandes [ bei N Teilchen. ¢; sind die Energie-
zustidnde, die ein Teilchen annehmen kann. Die Teilchen seien wechselwirkungsfrei, so daf die ¢;
von der tatsichlichen Teilchenzahl im System nicht beeinfluftt werden. Die €; markieren Energiezu-
stdnde eines Ein-Teilchen-Systems und sie sind damit nicht entartet. D.h. verschiedene Zusténde
haben im konrekten Fall einen verschieden Index 4. Allerdings kénnen bei verschiedenem Index i
die Energien ¢; durchaus gleich sein.

Es mufs gelten

> Ni=N.

Es gibt nicht nur einen Zahlensatz {V;}, der summiert gerade N ergibt, sondern mehrere. Diese
verschiedenen Zahlensétze sollen durch den oberen Index (v) bezeichnet werden:

SN =N

Ni(") ist die Anzahl der Teilchen, die sich bei der Zerlegung (v) im Energiezustand ¢ befinden
sollen, wenn N Teilchen im System sind. Die zu einer bestimmten Zerlegung (v) gehorige Energie
bezeichnen wir jetzt mit

UO(N) =3 Ne.

Fiir verschiedene () kénnen die U*) auch gleich sein.
Die Zustandssumme schreiben wir jetzt in der Form

i Ni(u)ei
Z=3 gV (N)e
()

Mit allen Zerlegungen (v) werden auch alle moglichen Energiezustinde U®) (N) erfafit, so da die
Summation iiber (v) dquivalent zur urspriinglichen Summation iiber I ist. g*)(N) ist die Anzahl
der Mikrozustéinde, die bei gleicher Zerlegung (v) durch Vertauschung der Teilchen untereinander
entstehen. Somit spielt ¢*) die Rolle einer Teilchenaustausch-Entartungsfunktion und ist somit
flir unterscheidbare und ununterscheidbare Teilchen verschieden zu behandeln.
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Zunéchst berechnen wir Z fiir N unterscheidbare Teilchen. Fiir den Zerlegungssatz {Ni('/)}, 1=
1,2,...,m gibt es dann
N!

W)(N) =
9" (N) =
NN N

Moglichkeiten, sie auf die Energiezusténde i unterzubringen. Somit erhalten wir

N, N,

v N ey N
7= gW(N)e T 2 —EE
Z z,,:Nl”HNé”)!---N,S:)!

Mit der Abkiirzung

kann man schreiben

N(V) N(’/) N',(nV)
7= ZN<”'N<”--N,(,;’) L2 e

Dies kann nun mit dem Polynomialsatz

N N— N1 N_Nl_“‘_N7n72 N'
—'Nl Nz N
(Z‘1 + + xm Z Z Z Nl!NQ N | Lo T
=0 No= Ny—1=0
mit Np=N-Ny—Ny—---—Np,_1

umgeformt werden, da die rechte Seite jede ganzzahlige Zerlegung
N=N +Ny+---+ N,

bertiicksichtigt. Es ist also fiir V unterscheidbare Teilchen

N
Z:($1+$2++$W)N:<Z€_é’f) :ZN
mit der Ein-Teilchen-Zustandssumme

_ &
Z1= E e 7.
%

Nun berechnen wir Z fiir den physikalisch realistischen Fall von N ununterscheidbaren Teilchen.
Sowohl klassische Teilchen sind als ununterscheidbar zu behandeln und Quantenteilchen (Bosonen,
Fermionen) ohnehin.

Bei Ununterscheidbarkeit wird
gI(N) =1,
denn Teilchenvertauschung fiihrt ja gerade nicht zu einem neuen Zustand. Somit folgt

s N0

Z = Ze e

Ohne den Faktor g(*) ist diese Summe nicht mehr geschlossen ausfithrbar. Fiir die etwas aufwendige
allgemeine N#herungsbetrachtung verweisen wir z.B. auf A. Sommerfeld, Thermodynamik und
Statistik, §37. Wir beschrédnken und hier auf die Berechnung von Z fiir klassische Teilchen. Fiir
diese gilt ja per Definition, daft die Besetzungswahrscheinlichkeit fiir einen Energiezustand sehr
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gering ist, so daf N; = 2,3, ... praktisch nicht auftritt. Wenn aber nur N; = 0 oder N; = 1 zu
beriicksichtigen ist, gilt N;! = 1. Dann ist zu schreiben

1 N! =N
=) ¢
NS NIINGL

und es folgt
1
Z= —!va . (2)

10.5 Grofse Zustandssumme Zg fiir ein Teilchensystem mit beliebiger
Anzahl von Ein-Teilchen-Energiezustinden

Die Grofse Zustandssumme Z¢ ist im Gegensatz zur Zustandssumme Z gerade fiir ununterscheid-
bare Teilchen allgemein streng ausfithrbar. Wir konzentrieren uns deshalb auf diesen Fall. Die
allgemeine Form der Grofien Zustandssumme

Nu—U;(N)
Za= Yy
N 1
ist zu konkretisieren fiir Systemzusténde [ der Energien U;, die sich nach
U(N)=> N, > Ni=N

berechneten. Es folgt

Zg = ZZ@’E HEEN
N l

Die Summation iiber alle Energiezusténde [ und alle Teilchen IV ist nun &quivalent der Summation
iiber alle moglichen Besetzungen jedes einzelnen Energiezustandes:

Zo =33 e DEEN SN [N

N1 N2 N; Ny i

Beriicksichtigt werden in dieser Summation nur die Anzahl der Teilchen in jedem Energiezustand.
Die Teilchenaustausch-Entartung tritt nicht auf bzw. ist eins. Dies berticksichtigt gerade die Un-
unterscheidbarkeit der Teilchen. Es treten Summanden der Form

.. .eEi:uNi eej;uNJ' N eemT_”Nm
mit allen denkbaren N;, Nj,..., Ny,,... auf.

Diese Terme werden genauso erzeugt, wenn man bildet
ERIEITENS
Zag = H E e 7 N,
i N

Auf diese Art werden auch alle denkbaren Terme erzeugt.

Fiir Fermionen folgt:

1

Zo=T[ 3 e :H(He—”%“)

i N;=0 i

Fiir Bosonen folgt:

X ey 1
Zo =112 e 1=Hﬁ

i N;=0 ;11—
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11 Das Ideale Gas

Definition

Ein Ideales Gas ist ein System freier nicht wechselwirkender Teilchen im
klassischen Bereich.

Frei bedeutet eingeschlossen in einem Volumen ohne dufsere Kréfte.

Um die thermodynamischen Eigenschaften zu beschreiben, ist die Konstruktion eines thermody-
namischen Potentials notwendig, das wiederum aus der Zustandssumme (oder gegebenenfalls aus
der Grofsen Zustandssumme) ableitbar ist.

Wir betrachten hier ein System konstanter Teilchenzahl (N = const), so daf die Zustandssumme
zustandig ist.

11.1 Berechnung der Zustandssumme

Wir ignorieren zundchst das Ergebnis aus Abschnitt 10.4 und berechnen die Zustandssumme fiir
diese konkrete Situation zur Ubung noch einmal zu Fuf.

11.1.1 Zustandssumme fiir unterscheidbare Teilchen
Die Zustandssumme im klassischen Limit geht in das Zustandsintegral

A dp*Ndg3N e r

:]/L37N

uber. Die HAMILTON-Funktion fiir NV freie Teilchen der Masse m lautet

1 1 3N
H(p,q) = —p = %szg
i=1

Q) =5-p
woraus

7z = thN AP dgPN ¢~z S0t

= <h13/dp3dq3 e T Z?1P?>N

Z1

folgt. In der obigen Darstellung der Hamilton-Funktion ist stillschweigend vorausgesetzt, dass die
Teilchen- Koordinaten ¢ nur in einem vorgegebenen Volumen V' existieren. Alternativ kénnen wir
fiir die Hamilton-Funktion auch die fiir gewisse Betrachtungen vorteilhafte Darstellung

1
H(p,q) = —p* + Vg

2m
benutzen, wobei das Randpotential Vi im Inneren des Volumens V null ist und auf dem Rand
und ausserhalb von V unendlich. Damit sind die Teilchen in V nach wie vor frei und der Bereich
ausserhalb von V ist fiir kein Teilchen erreichbar.
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Z1 ist die Ein-Teilchen-Zustandssumme, die sich leicht ausrechnen l&fst:

e 3
7, = 3 </dpe z,ywp2>
Vv 3 o —02 3 p
=3 2mr (/ dve ) (v— 2m7)
—,_/

— 00

1% /27rmT 'm
=13 2mm 7' =V 27Tﬁ2

Als Abkiirzung wird die Quantenkonzentration

3
_ mT [n ]_ 1
no = R -
Q o2rh? ' QL= 3

eingefiihrt. Diese Grofe nq kann auch anders ausgedriickt werden. Dazu wird die thermische
DE BROGLIE-Wellenldnge

h [2
AB = —— mit der thermischen Geschwindigkeit vy = il
m

™muvg
benutzt. Dann folgt

3 1
AiB

Tm2v?

nQ: h2 :\/’]T'

sowie

Quantitatives Beispiel: He beil Zimmertemperatur und Atmosphéirendruck (Bedingungen fiir klas-
sisches Gas):

nQ ~ 10%% ¢cm™3
Man vergleiche dies mit der tatséchlichen Konzentration

N p

=_ =2 ~3.10" -3
n V = heT cm
Es ist also
n < ng
bzw. v ) .
Vi=—=-—>—x\
1 N n > g X Ayp

Diese Ungleichung entspricht offensichtlich dem klassischen Bereich. Somit gilt schlieflich

= V’I’LQ
Z =7 = (Vng)N = Z(r,N,V).

Diese Zustandssumme gibt Probleme auf. Bei der Berechnung der Mischungsentropie mufste Z
fiir ein Gas aus gleichen Teilchen korrigiert werden, um das GiBBs-Paradoxon zu vermeiden. Wir
betrachten dieses Problem noch einmal von anderer Seite. Dazu berechnen wir die Freie Energie
zu

F(r,N,V) = —tInZ = —71In(Vng)" = —7N In(Vngq).
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Nun ist F' eine extensive Grofte und es muf gelten
F(r,AN,\V) = AF(7,N,V).
Die angegebene Relation leistet dies aber nicht:
F(T,AN,A\V) = —=7(AN)In(AVnqg) # AF(r,N,V)=X(-7NIn(Vng)).
Wo liegt der Fehler innerhalb der Ableitung?

Das Zustandsintegral
1 _H
7 — 3 /dp3qu3N o

behandelt die Teilchen als unterscheidbar. Dazu betrachten wir zwei 1-dimensionale Teilchen und
die Phasenraumschnitte:

Austausch T

q2

Teilchen 1 Teilchen 2

Die ,Teilchengrofe betrigt h (vgl. Abschnitt 6.9). Beim Austausch der beiden Teilchen entsteht
ein neuer Mikrozustand, neue Phasenraumzellen tragen zur Zustandssumme bei. Offensichtlich
diirfen die Teilchen nicht als unterscheidbar betrachtet werden!

Zum einen benutzen wir dabei direkt die fiir ununterscheidbare klassische Teilchen abgeleitete
Zustandssumme. Alternativ geben wir noch einen davon unabhéngigen Lésungsweg an.

11.1.2 Zustandssumme fiir ununterscheidbare Teilchen: Erster Losungsweg

Wir fiihren in der zuvor berechneten Zustandssumme fiir unterscheidbare Teilchen den sog. GIBBS-
Korrekturfaktor 1/N! ein und erhalten in Ubereinstimmung mit Abschnitt 10.4 :

1

zy)
Unter Benutzung der Stirling-Formel N! = (N/e)" folgt
N N
e M~ (Vng
Es folgt

mZ— N+ N e

Somit kénnen wir die Freie Energie in ihren kanonischen Variablen angeben:

F(r,N,V) =7(NInN — N — NIn(Vng)) = TN(m% -1).
Q

Die Extensivitdt von F' wird jetzt korrekt beschrieben:

AN
)\VTLQ

F(r,AN,AV) = 7AN (m - 1) = \F(,N,V)
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11.1.3 Zustandssumme fiir ununterscheidbare Teilchen: Zweiter Lésungsweg
Wir gehen aus von den Uberlegungen des Abschnitts 10 zu Fermionen und Bosonen und ihrem
entsprechenden klassischen Grenzfall. Die Teilchen wurden als ununterscheidbar betrachtet.

Die direkte Berechnung der Zustandssumme ist nicht einfach. Die indirekte Berechnung und der
Weg iiber das chemische Potential p sind vorteilhafter.

Im klassischen Grenzfall ist die mittlere Besetzung des Energiezustandes | mit der Energie Uj

n=U;

(N(UD) = £(U) = e

Fiir nicht wechselwirkende freie Teilchen der Masse m im Volumen V = L3 liefert die Quantenme-
chanik die Energien, die jedes einzelne Teilchen (unabhingig von den anderen) einnehmen kann
zZu

h? /2
%(f) (li"‘l;"'lz)v lw,y,Z:1a27---~

Die Gesamtzahl N der Teilchen im Volumen V ist offensichtlich die Summe der mittleren Teil-
chenzahlen tber alle Zustande [:

N =S N = Y fU) = Y = et e
l 1 7 l

uQl) =

U
Die Summe ), e~ ist nichts anderes als die Ein-Teilchen-Zustandssumme
U (1)
Zl = Ze_ l" .
l
Fiir kleine Abstdnde zwischen den Energiewerten im Vergleich zu 7 kann die Summation durch

eine Integration ersetzt werden:

Die graue Flsche Approximation der Summe durch ein Integral, wenn die

ist die Summe! Niveaus ,dicht“ liegen, das heifst
. h2 /N2
usw. 2
— (=) Al .
2m (L) P ST
lo  lotl [o42 ... lg
7y = Zzze—ﬁ,(%fﬂi“iﬂb
Lo 1y L
> B2 [ m272 3 > R2 (w252 3
_ (Z o2 (F) zl> _ (/ o (F) lzdlm)
lo=1 0
L3 2m7‘3 e 2 3 h =
= — 3 (/ e " dv) mit v = —
m h 0 2mT
V=
2
mr
=V 2mh? =Vnq

Dieses Ergebnis stimmt erwartungsgeméafs mit dem bereits bekannten aus dem Zustandsintegral
berechneten Z; iiberein. Im Grunde haben wir am konkreten Beispiel die Uberlegungen beim
Ubergang von der Zustandssumme zum Zustandsintegral noch einmal nachvollzogen.

Die Ein-Teilchen-Zustandssumme erzeugt kein Unbehagen, denn sie steht ja nicht in der Kritik,
sondern die N-Teilchen-Zustandssumme, die aber bisher noch nicht auftaucht.
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Wir erhalten
N =e* Vng

und stellen nach dem chemischen Potential um zu

N
W= Tlnv—nQ =7InN —7In(Vng).
Diese Beziehung diskutieren wir noch etwas néher, bevor wir mit der Berechnung der Freien

Energie fortfahren. Das Volumen, das von einem Teilchen beansprucht wird ist V; = % Somit
folgt

©
=

p=-1ln(Ving) ~ e~ ="Ving

und fiir —p > 7 gilt Ving > 1. Im Abschnitt 10.3 wurde der klassische Bereich iiber e — > 7
definiert; alle Energiezustdnde sind schwach besetzt. Fiir den niedrigsten Energiezustand € = 0 gilt
dann —p > 7. Wenn dieser schwach besetzt ist, sind es die anderen sowieso. Somit kann Ving > 1
ebenfalls zur Charakterisierung des klassischen Bereiches benutzt werden.

Aus p(r, N, V) ist die Freie Energie einfach berechenbar, denn es gilt
(ONF (T, N, V))T’V = u(r,N,V).

Das oben ausgerechnete p hingt aber gerade von den kanonischen Variablen der Freien Energie
ab, so daR einfach iiber N integriert werden kann:”

N
F(r.N,V) = / AN’ (7, N', V)
0

An [Inzdz = zlnz — x erinnernd folgt

F(r,N,V) =7(NInN — N — NIn(Vng)) = TN(m% -1).
Q

Die Extensivitiat von F' wird korrekt beschrieben:

AN
VnQ

F(r,AN,\V) = TAN (ln - 1) = \F(r,N,V)

Die Zustandssumme 1aft sich wegen F' = —7 In Z herauslesen zu

an:N(l—anJZQ) :N-Hn(%)lv

eN

VnQ)N.

Einarbeitung der STIRLING-Formel N! ~ NNe=" ergibt

g Vng)" _ 2
TN TN

Der Nenner N! bewerkstelligt gerade die Anderung in der Zustandssumme beim Ubergang von N
unterscheidbaren zu N ununterscheidbaren Teilchen.

"Das Integral stellt hier wieder eine Annéherung dar; exakt wire eine Summe, da es sich um diskrete Teilchen
handelt.
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Bemerkung:
Interessanterweise haben zwei Néherungen zu einem exakten Ergebnis gefiihrt.
Ohne Niherung folgt

N

N
F=3 pN)=7 3 (nN'=In(Vng)),

N’'=1 N’'=1

und unter Verwendung von

N
> ImN =Inl+ml2+-+IN=In1-2- N)=InN!
N’'=1

N
und Z In(Vng) = NIn(Vng)
N'=1

folgt weiter

| N | (V’ﬂQ)N
F = T(lnN. — Nln(VnQ)) = —T(ln(VnQ) — lnN.) = —TIDT
N N
- 7= (Vng) _ Zi _
N! N!

Offensichtlich ist das Vertrauen in Integration statt Summation sowie Verwendung der
STIRLING-Formel statt N! gerechtfertigt.

11.2 Berechnung der Grofien Zustandssumme

Ausgehend von der Definition

formen wir um zu

ein. So folgt

Es ist also
Za = exp ([/ ng exp (ﬁ))
7‘

Alternativ zu diesem Weg kénnen wir auch von den in Abschnitt 10.5 abgeleiteten Grossen Zu-
standssummen fiir Fermionen und Bosonen ausgehen. Wir erinnern an

Za = H (1 + exp <—6i ; /J)) fiir Fermionen

%

1
Za = H _ fiir Bosonen

I oxp (~5%)

%
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Im klassischen Grenzfall gehen diskrete Summen in ein Integral iiber. Aber wie sieht der Konti-
nuierliche Grenzfall der obigen Produkte [], ... aus?

Statt Zg betrachte man In Zg:

InZqg = Z In (1 + exp (—)) Fermionen
InZqg = Zln <1 — exp < M)) Bosonen

Im klassischen Grenzfall gilt

Taylor-Entwicklung der Logarithmen

liefert einheitlich

anGzexp<

Mit der 1-Teilchen-Zustandssumme
€
7, = § (_i) =noV
1 1— exp = ng

folgt
InZg = exp (M) nQV

llIl(i bChhebShCh wile erwar tet
Z ‘ 7 /’I’

11.3 Berechnung thermodynamischer Grofien

Die vorangegangenen Abschnitte fithrten uns auf die Zustandssumme

C(Vn)¥ o (Vi\Y
Z— N' =€ N —Z(T,N,V)

sowie die grofe Zustandssumme
1
Zg = exp (V ng exp (7)) =Zg(m,u, V)
T

Zur Vervollstéandigung sei an die Quantenkonzentration

nQ = (27%2)3/2 = nq(7)

erinnert. Somit kénnen unmittelbar bereits zwei thermodynamische Potentiale gebildet werden,
die Freie Energie
A 1>

F=—7InZ=—7N (m Vn
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und das Grofkanonische Potential
J=—1InZg = —TVnQe“/T
Die Potentiale F' und J liegen unmittelbar in ihren kanonischen Variablen (7, N, V) bzw. (7, u, V)

vor, da Z und Zg bereits in diesen Variablen ausgerechnet wurden. Sdmtliche thermodynamischen
Grofen sind somit entweder aus F(7, N, V') oder aus J(7, 1, V) durch Differentiation zu gewinnen.

An die allerwichtigsten Potential-Relationen sei erinnert:

U=U(o,N,V) dU = rdo + pdN — pdV
F=F(r,N,V)=U—-or dF = —od7r + pdN — pdV
J=J(r,u,V)=F—Nu dJ = —odr — Ndp — pdV

Exemplarisch sollen nun die thermische Zustandsgleichung
p=p(r,N,V)
und die kalorische Zustandsgleichung
U=U(r,N,V)

fiir das Ideale Gas explizit ausgerechnet werden.

__(9F
b= ov N

1. Berechnung aus Z

P=—3r [-7TN(InV +Inng —In N + 1)]
TN . i
p= A (thermische Zustandsgleichung)
F
U=F+o1 |, UZ—(a)
or ) nv
0 3. mrt
o= ~ 5 |:—TN (an+ §IHW —InN + 1)]
Vng 31
c=NlIn V;\;Q + gN
\% 1% 5
Uzqwon;f+g+<Nm;?+fgr

5
U: —TN+§TN

U= gTN (kalorische Zustandsgleichung)

In der kalorischen Zustandsgleichung spiegelt sich der Gleichverteilungssatz wieder. Das Idea-
le Gas aus N Teilchen (= Punktteilchen) représentiert 3N Freiheitsgrade (= reine Transla-
tionsfreiheitsgrade ohne Potential). Je Freiheitsgrad entfallt die Energie 7/2.

r==(57) = a (rvmae)

p=Tnqe!" = p(7, 1)

2. Berechnung aus Zg
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Um auf die geforderte Form fiir die thermische Zustandsgleichung
p=p (Ta N ) V)

zu kommen, muss

p=pu(r,N,V)

gefunden und eliminiert werden. Direkt ist p nicht aus Zg berechenbar, jedoch

aJ
N=—[=-"2 =N(m,u,V
<8N>T,v ( : )

0 1
N = “on (—TVnQe“/T> = TVnQe“/T -

N
miT— T =7l
€ TLQV ’ s T anV

Somit erhalt man

N
P=T7 (thermische Zustandsgleichung bestétigt)

U=F+or , F=J+uN
U=J+uN+ort

U= U(r,N,V)=J(r,15,V) + uN + o1
Somit sind p und o zu eliminieren, wobei nur die Abhéngigkeiten

p=p(r,N,V)
oc=o(r,N,V)

zugelassen sind. g und o sollen aber gerade nicht auf F und somit auf Z zuriickgefiihrt
werden, sondern auf Zg. Zunéchst ergibt sich

8J>
0=—\ 5= :U(T,M,V)
<87‘ it

o= _gT {—TnQVe“/T}

o~ () v ()

(. m 32 5 3/2 5/2 4\
U—(m) V(f T

o= gnQVe“/T — nQVe“/Tg

)
o= (2 - f_) noVet/”

Des Weiteren ist noch p aus J und o zu eliminieren. Fiir die thermische Zustandsgleichung
wurde bereits berechnet

=7l
Iz TanV

bzw.
noVe™ =N
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Folglich
o
= (2-E)\ N
=(57)
5 ngV s
o= §N + Nln N (bestétigt)
und

U=J+uN+oT

U=—tnoVe"™ + uN +r <2N +Nln "QNV>

N
U= —TN+TN1H7+§TN+TNIDLQV
nQV 2

3
U= §N T (kalorische Zustandsgleichung bestétigt)

Weitere wichtige thermodynamische Grofen im Idealen Gas:

e Fiir die Spezifische Warme im allgemeinen Fall iibernehmen wir aus Abschnitt 8

QN _, (9Q
ar),— "®\dr ),

0
Cx = kBT <8Z)x

Im konkreten Fall muss o in den Variablen 7,z vorliegen, also

Co

wegen §Q) = 7do folgt

oc=o(r,z)

e Bei V = const und N = const, d.h. = (V, N) ergibt sich

CV = k}BT (30’)
or V.N

Vermége der Gibbs-Fundamentalgleichung

dU = 17do — pdV = 1do

oUu 3
Cy = kg () = —Nkp
or Jyn 2

folgt fiir das Ideale Gas

e Bei p = const und N = const, d.h. x = (p, N) ergibt sich

Oo
C ES kB’T ()
P or oN

o=o(r,p,N)

Dazu ist ¢ in den Variablen

darzustellen. Zunéchst iibernehmen wir von oben

Vng &

oc=Nln N +§N:U(T,V7N)
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und eliminieren V {iber die thermische Zustandsgleichung zugunsten von p = %
™mg O
c=Nln—=+ -N
p 2

(27rm/h2)% .

U:NII’IT%-FN]H N

N | Ot

Somit folgt

51 5
Cp kiBT 97 9 ]41}3
C, 5Nks 5

7T 0y T iNks 3

Abschliefend soll C'p auf anderem Weg berechnet werden und zwar unter Benutzung der Formel

aus Abschnitt 8
(55)....(5v2)
. oo VN ov?2 o N
0°U U\ (U
90% )y n \OVZ ) n 0oV )
Dazu ist die kalorische Zustandsgleichung in ein Potential U (o, N, V) umzuformen, d.h. 7 zugun-
sten von o zu ersetzen. Aus der Gleichung fiir die Entropie

p:

o= gN+N1n%
N
ng = VeU/N_5/2
2/3
L 2rh* (N / o20/3N—5/3
m 1%

folgt

3 3 2rh? (N\** , .
_9 _9 N 0/3N—5/3
U=3Nr= N~ <V) e

U= @ e~5/3 N5/31/—2/3 j20/3N
m

In dieser Form stellt U ein Potential dar.

2
U=aN>3y=2/3¢20/3N  nit  q:= 737rh e %/3
m
ou —a 2 N2/31/—2/3 20/3N
do NV 3
62U> _ aéN_l/?’ V—2/3 ,20/3N
Oo? NV

>’*u - _a 4 N2/371/-5/3 20/3N
N 9

) I ENEYE V5/3 g20 /3N
o,N 3

8 9
62U> — G/ENE)/?) V—8/3 e20/3N
o,N 9
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2 N2/3 V72/3 .10 NS/S V78/3
CP — kB 3 9
%N—l/S V—2/3. % N5/31—8/3 _ g N4/3 /—10/4

— 2 10
N7/3V 10/3 23

Cp=kp N4/37/—10/3

5)

9
4
10 _ 4
9 9
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12 FERMIgas

Im vorhergehenden Abschnitt wurden dquivalente Beziehungen zur Kennzeichnung des klassischen
Idealen Gases angegeben:

|4 %1 . \% 1
A S
N
oder n—Q>>1 mit n=—
n Vv

Mit n wird dabei die mittlere Teilchenzahldichte oder Konzentration des Gases bezeichnet. Das
spezifische Volumen V; ist das Volumen, das von einem einzelnen Teilchen des Gases eingenommen
wird. Ein Quantengas wird nun gerade durch die komplementéren Relationen gekennzeichnet:

n
-Q <1 oder Vi <A
n

Dies gilt sowohl fiir Fermionen als auch Bosonen.

Umstellen von %2 < 1 nach 7 fiihrt auf

3
2

mT omh? o
n = < n < ’I”Lg .
Q (27rh2 ) ~ i T m

Dieser Darstellung liegt die sinnvolle Annahme zugrunde, dass die Konzentration n = % flir viele
Systeme fest vorgegeben ist und der Ubergang zwischen klassischem und Quantengas durch 7
reguliert wird.

Es wird davon ausgegangen, dass zwischen den Teilchen eines Gases keine Wechselwirkung besteht.
Wenn die Wechselwirkung zwischen den Teilchen stirker wird und nicht mehr vernachléssigt wer-
den kann, spricht man auch von einer Quantenflissigkeit.

Fiir 7 — 0 geht auch die Quantenkonzentration nqg gegen null. Unter der Annahme, dass die
Konzentration n = N/V des Gases fiir 7 — 0 konstant bleibt, gilt in diesem Grenzfall n > nq.
Ein Quantengas mit n > nq wird als entartetes Gas® bezeichnet. Weitere wichtige Begriffe sind das
FERrMIgas und das entartete FERMIgas. Ein FERMIgas ist ein System freier nicht wechselwirkender
Fermionen, die ein Quantengas bilden. Im Gegensatz dazu kann in einer FERMI-Fliissigkeit die
gegenseitige Wechselwirkung der Teilchen nicht vernachléssigt werden.

Wichtigste Beispiele fiir FERMIgase sind Leitungselektronen in Metallen (vgl. Anhang ?7?), die
Elektronen in Weifien Zwergen und fliissiges He. Auch die Neutronen in Neutronensternen kénnen
in sehr guter Ndherung als FERMIgas betrachtet werden.

Wie in Abschnitt 10.1 abgeleitet wurde, lautet die mittlere Besetzung eines Energiezustandes [ bei
der Energie U; = ¢
1

==

Fiir 7 — 0 gilt u(7 — 0) — ep (FERMIenergie). Aquivalent zur FERMIenergie sind zwei weitere
Grofen:

8Mit dem Entartungsfaktor ¢ hat diese Begriffsbildung nichts zu tun!
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m
FERMIgeschwindigkeit: 51}%\:6];‘ ~ o Up = —

€F
FERMItemperatur: kgTp =ep ~ Tp=— 4

Alle Energiezustdnde mit € < ep sind besetzt, die mit € > ep
sind leer. ep tritt hier an die Stelle von 7. Wir werden spéter
sehen, dass der Grenzfall eines entarteten FERMIgases gerade
fir 7 <« kpTF eintritt. 0 er €

Y

In Abschnitt 10 wurde gezeigt, dass die Grofte Zustandssumme eines FERMIgases in der Form

ZG=H(1+exp (“;6))

3

geschrieben werden kann, wobei ¢; die Energie des Einteilchen-Zustandes ¢ bezeichnet. Man be-
achte, dass 7 den gesamten Satz von Quantenzahlen représentiert, die zur Charakterisierung des
Zustandes benétigt werden (einschlieflich der Spin-Quantenzahl). Jeder Zustand ¢ ist somit ent-
weder leer oder von einem einzigen Fermion besetzt.

Zunéchst soll nun die mittlere Teilchenzahl < N >= N im System bestimmt werden. Nach
Abschnitt 6.5.1 gilt

N = 79,InZg

= T@MZIH <1+eXp (u;ei)>

Ly e ()

1+ exp ("7“)

T

%

1
B Z 1+ exp (w—u)

1 T

Einarbeiten der mittleren Besetzungszahl < N; >= N, des Zustandes 1,
N; = f(e)

liefert

Dieses Ergebnis ist konsistent. Die mittlere Teilchenzahl im System ist die Summe der mittleren
Besetzungen der einzelnen Zusténde.

In analoger Weise soll nun die Innere Energie U des Systems bestimmt werden. Es gilt (vgl.
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Diskussion des Grofkanonischen Potentials in Abschnitt 8)

U = uN+720.InZg
_ 2 H—&
= MN—l—T@TZln(l—I—exp( - ))
— N 2 ( €i)
BN 4T Z 1—|—exp )
= uN — Z —€;)
= NN*MZNiJFZQNz

= Z 61‘N1

Dieses Ergebnis ist konsistent. Die Innere Energie ist die Summe iiber die Energien der einzelnen
Zustinde, die jeweils mit ihrer mittleren Besetzungszahl gewichtet werden.

12.1 Grundzustand des FERMIgases

Der Grundzustand eines freien N-Fermionen-Systems ist fiir 7 — 0 realisiert. Die Fermi-Dirac-
Verteilungsfunktion f(e;) bringt zum Ausdruck, dass fiir diesen Grenzfall die N niedrigsten Ein-
Teilchen-Zusténde besetzt sind, d.h. natiirlich einfach besetzt. Im weiteren lassen wir den Index
1 weg. Dem liegt die Vorstellung zugrunde, daf in einem realen System die Zusténde ¢; als sehr
dicht aufeinander folgend (also quasi kontinuierlich) betrachtet werden konnen:

€; — €

Fiir € < ep sind alle Zustéande besetzt. Dagegen sind fiir € > ep alle Zustdnde unbesetzt.

Zur Bestimmung der Grundzustandsenergie Uy eines FERMIgases aus N Teilchen betrachten wir
einen Wiirfel mit dem Volumen V = L3, in dem sich N freie Fermionen befinden. IThre Energiezu-
stdnde sind durch

2

b h? T\2 o 2 2
= == =—1(=) (I l l
c=U=o0 2m(L>(”+y+Z)

charakterisiert. Ohne Beriicksichtigung des Spins kann jeder Zustand von einem Fermion besetzt
sein. Wird der Spin in die Betrachtung einbezogen, so kann jeder Zustand gerade zwei Fermionen
aufnehmen.

N Fermionen in V fiillen bei 7 = 0 alle unteren Zustédnde auf. Die Energie des héchsten gefiillten
Energiezustandes ist gerade ep. Wir konnen schreiben

K2 9
r = Qm(L) I
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lp ist der Radius einer Kugel im Raum der ganzen ) )
positiven Zahlen l;,1,,1., die die besetzten von den 2-dim. Veranschaulichung
unbesetzten Zusténden trennt. der Fermi-Kugel

Bei NV Fermionen muf das System bis Iy gefiillt sein.

Es besteht der Zusammenhang by
° ° °ylr e besetzt
No2 14T .
g3 F~ 3'F = N o unbesetzt

Der Faktor 2 beriicksichtigt die beiden moglichen o o e & o©
Spins (:i:%) je Zustand, der Faktor é entsteht . . e b o
durch Beschrénkung auf den positiven Oktanten, da o1 ./, o , & o
lg,ly, 1, > 0, und der letzte Faktor %’rl% ist das Volu-
men einer Kugel im Zustandsraum. Das Volumen ist Lrse = ¢ ° *\°
ein Malfs fiir die besetzten Zusténde, da die Zahl der — W s
Punkte (Zusténde) identisch ist mit der Zahl der Ele- 12
mentarwiirfel der Kantenlénge eins. Die Gesamtzahl N(2-dim) = 2 i7i2

der Elementarwiirfel ist aber gerade das Volumen.

Es folgt weiter

3N\ 3

= (=)
B2 m\2/3N\2 K% /3n2N\: B2 .
G B B Lo
u F=on\T (w om V) o (37)°?

Diese Gleichung verkniipft die FERMIenergie ep mit der Konzentration n.

Im Bereich hinreichend grofser Werte von I,,1,, [, kann von einer quasikontinuierlichen Verteilung
der Zusténde ausgegangen werden. Fiir die Gesamtenergie des Systems im Grundzustand gilt daher

h? w2 2 2 2
TR IR 9 ) S i (A RUBNARE
I<lp le 1y 1
I=\/BHEF+E<Ir

—2i(5)2/ / / (12 + 12 + 12) dl, i, dl
2m\L/) Ji,s0 ;500150 © Y7 e

Durch Umschreiben in Kugelkoordinaten mit di, dl, di, = [*sin 6 df d¢ dl folgt

2 N (2 z be B2 N2 I3 ™ B2 .
:2—(7) d in6de l4dl:—<—) F_o T M
Uo=252 L/O (b/o s /0 om\L) "5 ~ 1omL2'F
§47r
™ h2 3N 2m L2 i B3N 2m(L)2
= V€ = — = — — €
10mLZ © h n2© F T F 2 \rx) ¥
3
:gNEF
oder
Uo _ 3,
N 5

Die mittlere Energie pro Teilchen % betragt %ep. Es gilt % > ', da es weniger untere und mehr
obere Zustande gibt.
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Up €r

Uo

Interessant ist insbesondere die Volumenabhéngigkeit von Uy bei konstanter Teilchenzahl N =
const. Dann gilt

3 3 2/3
Up==Nep = =N— [ 3n2— x V23
5 5 m

Fir den Druck erhalten wir

Po = _<%)01\/ x V753 50

Die Nebenbedingung o = const ist am absoluten Nullpunkt natiirlich erfiillt; es gilt ¢ = 0. Im

Do

Vv

Gegensatz dazu verschwindet der Druck eines Idealen Gases fiir 7 — 0:

_ N7

0
% —

p

Bei 7 = 0 entwickelt ein Ideales Gas keinen Druck; das System kollabiert. Ebenso verschwindet
im Idealen Gas die Energie des Grundzustandes: U = %N 7 geht fir 7 — 0 gegen null.

Im FERMIgas erh6ht sinkendes Volumen die Grundzustandsenergie bzw. FERMIenergie. Somit trégt
die FERMIenergie einen abstofsenden Anteil zur Bindungsenergie bei. Bei den meisten Metallen und
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in Weiften Zwergen ist das die wichtigste Abstofsungskraft, die in Metallen die COUuLOMBanziehung
und in Weiften Zwergen die Gravitation ausbalanciert. Ohne diesen Beitrag der FERMIenergie zur
Abstofung (= Druck des FERMIgases) wiirde ein Weifser Zwerg kollabieren.

12.2 Zustandsdichte

Wir haben im Abschnitt 6.8 ein Zwei-Niveau-System untersucht:

€
0

Das ist ein dufserst einfaches Modellsystem. Haufig haben reale Systeme sehr viele Niveaus und
diese liegen sehr dicht beieinander. Es ist dann nicht von Interesse, einzelne Energiezustdnde zu
adressieren, sondern ein Energieintervall auszuwéhlen und zu fragen, wie viele Energiezustidnde in
einem Intervall liegen.

<~ €1500

€+de - Dichte von Energiezustédnden
¢ = Zustandsdichte D(e)

~— €800

e

Entartungen von Energieniveaus sind damit automatisch mit erfasst. Ein hoch entartetes Ener-
gieniveau geht in eine hohe Zustandsdichte iiber, ebenso wie viele wenig oder nicht entartete
Energieniveaus, die aber sehr dicht beieinander liegen.

Eine Summation iiber isolierte Energiezustéinde [ geht dann iiber in eine gewichtete Integration:

S — /dl(...) — /deD(e)(...)

l

Das Gewicht D(e) ist die Zustandsdichte bei der Energie e. D(e)de ist die Anzahl der Zusténde
im Energieintervall de. Eine solche Transformation haben wir bereits angewendet, um die Anzahl
der Zusténde in der FERMI-Kugel bis zum Radius [ auszurechnen.

Wir wollen jetzt die Zustandsdichte D(e) fiir ein FERMI-Gas ausrechnen und gehen dabei von der
FERMIenergie

h? (37T;N>%

aus. Bei 7 = 0 fiillen N Fermionen im Volumen V die Energiezustdnde € bis ep vollstdndig auf.
Da jedes Fermion einen Zustand besetzt, zahlt N auch die Zustédnde € bis ep.

€EF = —
2m

Wir betrachten jetzt N als die Anzahl der Energiezustinde (unabhéingig davon, ob sie besetzt sind
oder nicht) mit Energien < e. Dann gilt analog

2 277 2
_h (37TVN>

‘T om
Bis zur Energie € kénnen

=~ 2m % V s

Vo= (5) 5
Zustande besetzt werden. Die Zustandsdichte D(e) ist dann durch

dN
D(G) = g



12.2 Zustandsdichte 91

>,

=

dN

einzufiithren. Sie ergibt sich zu

Die Dichte der tatséchlich besetzten Ener-
giezustande ist nun einfach das Produkt aus
der Zustandsdichte und der mittleren Beset-
zungszahl

D(e) - f(e).

Die Gesamtzahl der Fermionen in einem System kann jetzt geschrieben werden als

e Vo o2my\s [ €'/?
N=[ deD - (= —_a
/O DO = 5.5 (5) /0 oxp (S5) +1°°

Damit ist die funktionale Abhéngigkeit der Teilchenzahl zu N = N(V, 7, ) gegeben. Diese Relation
kann benutzt werden, um

w(t,N,V)

auszurechnen. Allerdings ist das auftretende Integral i.A. nicht geschlossen berechenbar. Wir wer-
den deshalb spéter einen Spezialfall (7 = 0) betrachten sowie diverse Naherungen. Doch zunéchst
stellen wir weitere thermodynamische Gréfen mittels der Zustandsdichte D(e) dar.

Die Energie U des Fermigases ist leicht zu konstruieren als Summe bzw. Integral iiber alle Energien
¢, die je mit der Besetzungsdichte D(e) f(e) zu gewichten sind. Dann schreibt sich

7 Vv 2m 3/2 % e3/2
U= / deD(e)f(e)e= 755 (n) / o (B +1
0 0
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Somit besteht der funktionale Zusammenhang
U=U(r,pu,V)

In dieser Darstellung ist U kein thermodynamisches Potential, denn die angeschriebenen Varia-
blen sind nicht kanonisch bzgl. U. Jedoch sind 7, u, V' gerade die Variablen des Grofskanonischen
Potentials J, das nun aus Z¢g mit Hilfe von D(e) dargestellt werden soll.

Es gilt
J = —1lnZg

Zudem ist

ZG:H<1+6XP(M;Q>) - anc;:;ln(l—i-eXp(M;ei))

i

Transformation der Summe iiber quasikontinuierliche Zusténde 7 unter Einarbeitung der Zustands-

dichte D(e) fiihrt zu
an(;:/ de D(¢) In <1+exp (H—€>)
0 T

o0 —
J = —T/ deD(e) In (1 + exp (ue))
0 T
o Vor2mN\3/2 ) €
= —TA dE ﬁ (ﬁ) € / ln <1 —+ exp < -

Dieses Zwischenergebnis kann durch partielle Integration vereinfacht werden:

~ - 2 — 9 oo 3/2 p—e
/ dee'/?In (1+€XP <lt E)) = 2321 (1+eXp <H E)) %
0 T 3 T

+ N
Es ergibt sich

und somit

| 2

o 37 Jo 61+exp(”76)'

2V /2m\3/2 [ €3/2
J ) 7V:_77<7) / di
S PV S

N [e%¢] 63/2
J(T”U/7V):_76F3/2 A dE eXp(E;#)'i_l

Dies ist tatséichlich ein thermodynamisches Potential! Aus dem Grofikanonischen Potential kénnen
nun weitere thermodynamische Gréfen des Systems berechnet werden:

bzw.

N = - (au‘])q-y )
o = - (8TJ)#’V ;
J
p = - (8VJ)T,/L = _V )
U = pN+720.InZq = uN — 720, <J) etc.
T
w,V

Einige Grofen sind direkt ablesbar. Vergleich der Integrale fiir U und J liefert

Generell gilt auferdem
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und somit ergibt sich

3
Diese Beziehung gilt in gleicher Weise auch fiir das Ideale Gas.
Uberpriift werden soll nun noch die Giiltigkeit der Beziehung
=—(0uJ )T,v

Es gilt
exp (“ 5) 71

1—|—exp( Te)

/ de D(e —-N
J

U= puN — 720, ()
T WV

(Oud),y =—7 /000 de D(e)

und somit

D(e
V= / de eXp (

In analoger Weise ldsst sich

verifizieren: Zunéchst ergibt sich

00 —€) . —(p—¢)
o, <J) _ 7/ de Do 2 UE) =
T/ v 0 1 4 exp (HT)
I 1 [ €
= EN— = | deD(e)——
T2 72 Jo e D(e) 1+ exp (%)

Daraus folgt dann

U= uN —7%0, (‘]) :,LN—,JNJF/ de D(e)f(e) e
T wV 0

)

Zwar sind diese Rechnungen konsistent; eine Bearbeitung der Integrale l4sst sich jedoch offensicht-
lich nicht umgehen.

Ein Problem besteht darin, dass die Integrale nicht geschlossen angebbar ist. Daher beschrén-
ken wir uns zunéchst auf den Spezialfall 7 — 0. Als Resultat sollte sich die bereits angegebene
Beziehung p(7 = 0) = ep ergeben. Es folgt zunéchst

o 61/2 Iz 61/2 0o 61/2
/ — de :/ T e—nuN 4 d€+/ T e 4 de
o exp(H)+1 o exp () +1 woexp(SH) +1
Fur 7 — 0 vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

1/2 o 1/2
/M </ de + </ de 2u3/2
o O0+1 p oo+l 3

Somit gilt

1% 8/22 .,
:27r2<h2) 3“/(770)

Auflésen nach p ergibt schlieklich das erwartete Ergebnis

B2 2N 2/3
uw(it=0) = o (377 V> =e€p
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Weiterhin bestétigt man fiir 7 — 0
€F
N = / de D(e)
0
sowie
€F
Uy = / deeD(e)
0

B (53 del (@)3/263/2

0 27T2 h2
o 1% 2m\3/22 5/2
B 272(?) 5F
OV 2m0\3/2 303
B ﬁ(ﬁ) F 5
= gNEF

12.3 Schwach angeregte FERMIgase

Wir betrachten nun ein FERMIgas im Grenzfall
0<T<Tr bzw. 0<7T< e

Zwar haben in einer solchen Situation bereits einige Fermionen den Grundzustand verlassen, doch
handelt es sich um ein stark entartetes FERMI-Gas, denn 7 < ep impliziert bekanntlich ng < n.
Wegen 7 < ep ist f(e) nur in einem schmalen Bereich von der Ausdehnung 7 um ep modifiziert
gegeniiber der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion des Grundzustandes (7 = 0).

Unter diesen Bedingungen lésst sich das Integral zumindest ndherungsweise mit Hilfe der Sommerfeld-
Entwicklung ausrechnen. Wir setzen

3/2

[T g T et = [ deh() Fle) fir 1+
I_/O dexp(e_”)—i—l /d f(e) /dh()f() fir T<p

- 0 0

und fiihren die Sprungfunktion

o (,u - e) _ { 1 : e<
T 0 : €E> U
ein. Damit ergibt sich

I_/Ooodeh(e)f(g)—/Oudeh(e)-i-/ooodeh(f) {f(E)—@<“;6)]
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Das Integral rechts entspricht im wesentlichen der in der unteren Abbildung dargestellten Fléche,
da f — 6 mit der schwach veréinderlichen Funktion h(e) = €3/2 gewichtet wird. Daher kann als
untere Integrationsgrenze ohne weiteres auch —oo gewéhlt werden. Es ergibt sich

- [ oo (%5

_ e
-

Die Substitution

liefert

I:/OMdeh(e)+7'/o;dx pr(xl)ﬂ—@(—:z:)} “h(p+ 7z)

Die Funktion h tragt im rechten Integral nur bei € = p bzw. =~ 0 bei. Daher kénnen wir h in der
Umgebung von = = 0 entwickeln:

h(p+7x) = h(p) + h' ()12 + h”2(!,u) (tz)? + ”;)(!N) (t2)% + O(a*)

Da die Funktion f — © antisymmetrisch ist, leisten jedoch nur A’ und b einen Beitrag. Es gilt
namlich

O(—z) =1—-0(z) (nach Definition)
sowie

1 1
—— —9(—2) = op@ 1 1+ 06(z)

exp(—z)  1+exp(—x)

s exp(—z) 1+ exp(—z) +6(@)
1

BN ETTET R

= | e

|1+ exp(—=x)
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Somit folgt

I = /0“ deh(e) + h (u)7? /_O:O dzz [exp(xl)H - @(—x)} +

—|—%h’”(,u)74 /OO dax z3 LXP(;)H - @(—x)}

—00

Das Integral im zweiten Summanden hat den Wert 72/6, das im dritten Summanden berechnet
sich zu 77%/60. Es folgt

. L 2 7t " 4
1= deh —h —h
| aener+ Tty + 5n g
Wir berechnen die Ableitungen von h:
h = /2
3
h/ — 561/2
3
| N — 16—1/2
B = ;36—3/2
Damit ergibt sich
2 . 2 7t .
] o= 2,52, T 2,1/2 4, -3/2
BT TR T s
2

5/2

5

14 572 /72 Tt \*
8 \u 24-16 \ p
Fiir die weitere Rechnung bendtigen wir

3.7t ~5/2
120 - 16

T CANNCAN EAN
s \u 40-16 \

Damit konnen wir das Grofkanonische Potential angeben:

3/2 7722 1/2
ol = u/+§7u_/+

132

N

3/2
€

N 2 27\ ! !
J= 20 1+5>77(T) ”(T)
/25 8 \pu 2416 \

Aus diesem Ergebnis kénnen wir das Chemische Potential y bestimmen. Zunéchst gilt

J=——1

b

also

N
N==0u)),y =501
€
Somit ist
1312

72 (7\? 4
14— (=
+ 3 (,u) +0O(1%)
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Diese Beziehung liefert
—2/3

po= e€r

1+ %2 (;)2 + 0(74)]

= ¢ [1 - 7{—; (;)2 +0(rh)

Diese Gleichung kann iterativ gelost werden. In nullter Ndherung gilt

= er [1 - g (;)2 + 0(74)1

Damit lésst sich die Innere Energie U = —%J unmittelbar angeben:
5/2 )
3 N 52 72 (7> 4 5m2 [T 4
U = —-—— 1——(— O 1+ — 1 — @)

5 32T l 2 \eg) TO0) 5 &) To)
3 572 (7 \2 572 7\

= _—_N 1—— (= O 4 14+ 25 (= 10, 4
s Ner [ 2 <€F> +0(1) + 3 <€F> +0O(%)
3 572 (1 \2

= —Nep |1+ — | — 4
g Ver + 1 <€F> Oo(r )]

Dieses Ergebnis ermdoglicht die Berechnung der spezifischen Wéarme Cy :

oUu
Cvo= v <ar>v

2

= kp——N
BQGF

2
2
= kBﬂ-—fD(eF)T

w2 T
= kp—N—
5o T

Interpretation: Nur die Zustinde an der FERMIgrenze ep stehen zur Warmezufuhr/
Wiérmeabgabe zur Verfiigung und das auch nur bei 7 > 0. Tiefere Zustdnde sind
eingefroren.

Im Vergleich dazu lieferte das Ideale Gas die Warmekapazitét

3
O‘I/G = ikBN > Cv, da T < TFk.

12.4 FERMIgas in Weifien Zwergen

Das Endstadium von Sternen, die vergleichbar mit unserer Sonne sind, bezeichnet man als Weifsen
Zwerg. Wenn der Stern ausgebrannt ist (Fusionsquellen erschopft), sinkt seine Temperatur (Aus-
kiihlen) und damit auch der Druck. Der Stern kollabiert, da der Druck im Inneren die Eigengra-
vitation nicht mehr ausbalancieren kann. Durch den Gegendruck des entarteten Elektronengases
kommt der Kollaps bei ca. 1% des urspriinglichen Durchmesser zum Stillstand.



98 12 FERMIgas

Als Vergleichsobjekt betrachten wir unsere Sonne. Einige Daten der Sonne sind folgende:
Mg =2-10% kg Ro =7-10°m

_&_ Vo =1,4-10%" m?

=14
PO —

Da die Sonne iiberwiegend aus Wasserstoff besteht, entspricht dies Ng ~ 10°7 Atomen und je-
dem Atom steht ein Volumen von Vi o ~ 1073 m? zu. Die Elektronenkonzentration ist somit
ne ~ 1039 m—3. Die Atome sind ionisiert und die Elektronen damit frei! Im Innern herrscht eine
Temperatur von 7' ~ 107 K. Aus diesen Daten berechnet man:

h2
FO T 2m,

(37ne)? ~ 30eV

e

Wir sehen, dass Ty ) < T' und die Sonne verhélt sich in sehr guter Néherung wie ein Ideales Gas

mit
NkgT

\%4

Nach dem Brennschluss sinkt die Temperatur. Durch das sinkende Volumen (Kollaps) kann der
Druck noch fiir eine gewisse Zeit aufrecht erhalten werden.

p= =nkgT

Weike Zwerge haben Massen von gleicher Grofenordnung bei nur 1% des Sonnenradius. Die Tem-
peratur im Inneren liegt bei Tiyz < 107K und ist immer noch so hoch, dass das Gas ionisiert ist
und die Elektronen somit frei sind. Somit ergeben sich folgende Parameter:

pwz ~ 10° %
C1m
Va,wz ~ 10736 m?3
nwz ~ 1036 m=3 (Elektronendichte)
h2
Wz =g (3m%nwz)3 ~3-10° eV =0,3 MeV =0,3-1,6-10"'3 J
- Tpwz = EWZ L3109 K
kg

nowz < 10%?m—3

Dabei beziehen sich die Werte von er, T und nq auf die Elektronen. Bei Annahme einer Tempe-
ratur von 7' ~ 107 K im Innern Weiker Zwerge gilt

T < Trwz

das heifst das Elektronengas ist hochgradig entartet. Fiir die Ionen ist Ty dagegen um mehr als
drei Gréfenordnungen kleiner (man beachte ep oc m™1):

TF’Wz(IOn) ~ ]_OGK
Dieser Zahlenwert ist nicht mehr deutlich kleiner als die Temperatur des Weiken Zwerges.
Das entartete Elektronengas entwickelt den Druck

2 2
J N2 5 1+57r<7) +O(’T4)‘|
8 \p

P:*V:@EM

Fiir einen Weifen Zwerg gilt somit

2

2 h
Pwz X g’l’LGF x B (37r2)2/3 no/3
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Bei sinkendem Volumen steigt pwy stérker als bei einem Idealen Gas (p = nkgT). Zudem sinkt
der Druck des Idealen Gases linear mit sinkender Temperatur. Ab einer bestimmten Konzentration
iibersteigt der FERMIdruck den Druck des idealen Gases. Die Gravitation kann somit durch den
Druck des FERMIgases ausbalanciert werden. Weifse Zwerge sind stabile Sterne!

12.5 FERMiIgas in Neutronensternen

Neutronensterne haben typischerweise die dreifache Sonnenmasse:
My ~ 3Mg

Wenn alles fusionsfahige Material des Sterns umgewandelt ist, kommt es zum Brennschluf. Im Kern
wird keine weitere Energie freigesetzt, was eine Abkiihlung zur Folge hat und der Stern kontrahiert.
Wegen seiner hohen Masse ist die Gravitation so stark, daf ein FERMIgas aus Elektronen wie in
Weifsen Zwergen nicht geniigend Druck entwickeln kann, um der Gravitation die Balance zu halten.

Die Konzentration der Materie wird so hoch, daf die Elektronen in die Atome eindringen und
mit den Protonen zu Neutronen umgewandelt werden. Bei diesem Prozefl spricht man auch von
Abtropfen der Elektronen.

Die Neutronen bilden ebenfalls ein FERMIgas, da ihr Spin i% ist. Der Druck dieses Neutronen-
FERMIgases kann nun ausreichen, um die Kontraktion zu stoppen. Charakteristische Neutronen-
sternparameter ergeben sich zu folgenden Werten:

My ~ 3Mg ~6-10°" kg

Ny ~ 3-10°" Neutronen

Ry ~10...20km ~3-10°Rgy  ~ Vx~ 107"V

nN ~ 1014n® ~ 10 m=3
2

T 2M

Trn ~3-101 K

€F.N (37°nn) 3 ~ 27 MeV ~ 10%ep wz ~ 10%p o

In einem Neutronenstern kann der Druck wegen

p o nb/3

die Gravitation ausbalancieren.

Bei noch groferen Sternmassen My > 3Me) kann selbst das Neutronen-FERMIgas die Gravita-
tion nicht mehr ausbalancieren. Heute sind noch keine Elementarprozesse bekannt, die den ent-
sprechenden Gegendruck liefern kénnen. Der Stern befindet sich im andauernden Kollaps. Man
spricht von einem Schwarzen Loch. Dieses Phéanomen kann jedoch nur im Rahmen der Allgemeinen
Relativitédtstheorie beschrieben werden (Stichworte: Innere Schwarzschild-Losung, Oppenheimer-
Volkoff-Gleichung).

12.6 FERMiIgas in Metallen

Die FERMIenergie er in Metallen ist aus

h2

€ = (37r2n)§

2m

leicht berechenbar, zumindest wenn Metalle vorliegen, die genau ein Valenzelektron haben, das im
Metall zum Leitungselektron wird. Bei einer genaueren Beschreibung ist das von den Atomkernen
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erzeugte periodische Potential zu beriicksichtigen. Die Elektronenkonzentration n ist gleich der
Atomkonzentration, die ja leicht bestimmbar ist.

Metallatome mit einem Valenzelektron sind Alkalimetalle, Cu, Ag, Au usw.

10718

R inJ

10—19 1
1022 1023
n in C#

Griffiger als die nach obiger Formel zu bestimmende FERMIenergie sind die ihr dquivalenten und
bereits vorher benutzten Gréfsen FERMIgeschwindigkeit v, definiert durch

m o 2ep
EF:5UF ~r U = Tn’

und FERMItemperatur T, die iiber

€F = k‘BTF ~ TF = —

definiert ist.

Fiir Metalle ergibt sich grofienordnungsméfig

m
vp ~ 10% —,
S

Te ~ 10%...10° K.

Bei Zimmertemperatur ist somit 7' < TF, und das entartete FERMIgas ist also eine ausgezeichnete
Né&herung.
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13 Bosegas

Unter einem Bosegas verstehen wir ein Quantengas aus Bosonen, das die Bedingungen
n>ng bzw. V) < )\33

erfiillt. Wir betrachten nun ein System aus Bosonen mit den Einteilchen-Energiezustéinden e;,
wobei jeder Zustand mit beliebig vielen Bosonen besetzbar ist. Die Grofse Zustandssumme fiir ein

Bosegas lautet bekanntlich
1

o=l

13.1 Besetzung des Grundzustandes und der angeregten Zustiande

Die mittlere Besetzungszahl eines Zustandes der Energie ¢; ist durch
1
exp (“74) — 1

gegeben. Fiir die mittlere Teilchenzahl im System gilt somit

N = Z<N> Zexp —

Da < N; > > 0 gelten muf, ist zu fordern

exp <€i_u) >1
T

und somit p < €p, wobei €y die tiefste Energie des Systems bezeichnet.

< N; >= f(e;) =

f(e)

(T =0) ¢

Fiir 7 — 0 ist nur der tiefste Energiezustand besetzt, das gesamte System befindet sich bei €j:

-1
NO:N:<eXp<€O_’u>—1> ,
T

Ny =< Ny >

wobei abkiirzend

benutzt wird. Somit gilt

1
€0 = p(r)+7ln <1+ N)

Angestrebt wird wiederum eine Handhabung der Vielzahl von Energiezustéinden mittels der Zu-
standsdichte D(e). Dies ist sinnvoll, wenn ¢; quasi-kontinuierlich und f(e;) hinreichend glatt ist.
Im konkreten Fall ist die Glattheit von f(e;) - auker fiir f(eg) bei 7 — 0 - auch weitgehend erfiillt.
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Im folgenden unterziehen wir deshalb die Besetzungszahl Ny des tiefsten Zustandes einer Sonder-
behandlung und betrachten die Besetzungszahl Ny des Zustandes ¢y und die Besetzungszahl N,
der angeregten Zustinde unabhingig voneinander (Ng =< Ny >):

N=No+Y <N;>=No+N, mit No=>» <N;>

>0 >0

Durch die Substitution ¢; — €; mit €; = ¢; — ¢ wird eine Verschiebung der Energieskala realisiert,
so daf der Grundzustand gerade €, = 0 entspricht. Die angeregten Zusténde €, > 0 konnen
quasi-kontinuierlich behandelt werden. Nach Einfithrung von p/ = p — ¢y kénnen wir somit die
BoSE-EINSTEIN-Verteilungsfunktion in der Form

1
exp (%) -1

schreiben. Dem Grundzustand ¢ = 0 entspricht das chemische Potential p'. Wegen f(€¢’) > 0 fiir
alle ¢ mufs ' < 0 gelten

f€) =

Fiir die angeregten Zusténde (¢, > 0) kann Quasi-Kontinuitdt angenommen werden, wodurch
die Einfithrung einer Zustandsdichte D(e) motiviert wird. Wir spezialisieren unsere Uberlegungen
hier fiir ein System nicht wechselwirkender freier Bosonen mit Spin s = 0 im Volumen V. Die
Energiezustédnde sind somit identisch mit der in Kapitel 12 behandelten Fermionen-Situation.

Die Zustandsdichte fiir ein System freier Fermionen ist bekanntlich durch

V (2m 3/212
P =53 (%)

gegeben. Beriicksichtigt wurde bei der Herleitung dieser Formel die zweifache Spin-Entartung eines
jeden Zustands. Fiir Bosonen mit Spin null ist die Zustandsdichte folglich gerade halb so grofs:

vVo2m\*? 1/9
DO =12 (n) e
Somit gilt:
N =N+ / de' D(e) ()
0

Die €'-Integration darf bei ¢ = 0 beginnen, obwohl der Zustand e/, = 0 herausgezogen wurde;
schliefflich verschwindet die Zustandsdichte bei ¢ = 0.

Fiir die Grofe Zustandssumme gilt

Zo=1]] !

; 1— exp (M’;%)

B =€
InZg=-— E 1n(1—exp( Z))
, T
7

Die Summation kann in eine Integration iiberfiihrt werden:

’ oo r
InZg=—In (1 — exp (N)) - / deé’D(¢') In (1 — exp <ﬂ ¢ )>
T 0 T

Diese Beziehung erméglicht die Bestimmung des Grofkanonischen Potentials:

und somit

J=—-1In%Zqg ;
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es ergibt sich

’ 2 3/2 roo ’
J=+7ln|1—exp i —I—TL om / de'e*1n 1—exp i
T 472 \ h? 0 T
Durch partielle Integration kénnen wir J weiter umformen. Zunéchst stellen wir fest:
o) 12 MI _ ¢
/ de' € ln(l—exp< )):
0 T
'—¢ 1
2 T— e\ |~ < 2 —eXP(“T )'(—?)
_ 282 (1 ~exp (M € )) _/ qe’ 232
3 T 0 0

56 1 —exp (g)
Einsetzen der Grenzen im ersten Summanden liefert
/OO de' €Y% 1n (1 — exp (MI — 6/>> - - de’ 6'3/2—1
0 T 37 Jo exp (%) -1
Somit kénnen wir das Grofskanonische Potential in der Form

’ om\3/2 oo )
J=r71ln (1—exp (M)) _Lz (7;7‘) / d€/6/3/2f
T 61 h 0 exp (%) 1

angeben. Die funktionale Abhéngigkeit ist ablesbar zu J = J(7,u’, V). Es handelt sich also tat-
sdchlich um ein Potential.

Durch Differentiation ergeben sich die thermodynamischen Eigenschaften des Systems. Zunéchst
bestimmen wir die Teilchenzahl N = — (9, J)

T,V:

—exp (“7,) ot 3/2 poo —exp (”,;E,> 7t
N=-7—1— -+ — L <2m> / de’ ¢'/?
0

-
1 —exp (‘:—,) 4m? 1 —exp (“/;6

’

Somit ist 52 1o
1 Vv 2 > /
ey
exp(?{‘)—l 4m h 0 exp(s;”>—1

Dieses Ergebnis ist mit unseren Uberlegungen am Anfang des Abschnitts konsistent, denn offen-
sichtlich kénnen wir schreiben

N = N +/ dé' D(E)f(e) = No+ N,
0

Abschlieffend seien die Besetzungszahlen Ny (Grundzustand) und N, (angeregte Zustéinde) noch-
mals in ihrer endgiiltigen Form angegeben:

1
exp(_f/) -1

N= V(2N
e 471'2 h2 € e —u!
0 exp (f) -1

Die Teilchenzahl N ist also eine Funktion von 7, p/ und V. Weitere thermodynamische Grofen
kénnen ebenfalls aus J bestimmt werden, z.B. p = —J/V und 0 = — (9;J),, -

Ny =

und



104 13 Bosegas

13.2 Beispiel eines Bose-Gases

Anhand des Tieftemperaturverhaltens von He? soll die Abspaltung des Grundzustandes von den
angeregten Zusténden quantitativ verifiziert werden.

Wir betrachten ein System mit ca. 102 Teilchen bei einer Temperatur von 1K(= 1.4 - 10723]).
Die Teilchen seien in einen wiirfelférmigen Kasten mit der Kantenlinge L = lcm eingeschlossen.
Zu bedenken ist, daf He* unter diesen Bedingungen fliissig ist (d.h. die Atome sind nicht wech-
selwirkungsfrei); in niedrigster Ndherung ist die Betrachtung als Gas jedoch gerechtfertigt. Die
Ein-Teilchen-Zusténde sind iiber

6:ﬁ(f)2(l2+l2+l2) wit Lol (L2
2m \ L x Y z x5 by bz sy
festgelegt, wobei
L = lcm,
m = 4-1,67-107%" kg ~6,7-107*" kg,
= @ . 10—34 JSN 10_34 JS
2

gilt. Der niedrigste Einteilchen-Zustand ¢y hat somit die Energie
c=¢(1,1,1)~2-1073"J~ 1.2- 1078V ;

die dquivalente Temperatur liegt bei

0 ~1.4.107MK
kp

Fiir den ersten angeregten Einteilchen-Zustand gilt
a=e22+124+1%)=2-¢~4-107%J

und somit

6/1 — €] — € =€~ 2. 10_37J

Wir wollen nun das chemische Potential p bzw. u’ abschitzen. Es gilt

also

! 1 1
exp(—i)zl—i—NO ~ Ml:_Tln<1+NO>:_]:70

fiir Ny > 1. Es sei nun Ny von der gleichen Gréfsenordnung wie N. Damit gilt

= _kpT  14: 10723J/K - 1K ~ _10-15]
No 1022

Also ist |¢1/| < €'1. Diese Ungleichung bleibt auch giiltig fiir 7' ~ 10~2K, d.h. fiir die Temperaturen,
die zu den niedrigsten praktisch herstellbaren zdhlen, denn es ist

el 107

o 107231{ ~ 107K
B

Im Vergleich dazu soll nun die Besetzungszahl des ersten angeregten Zustandes abgeschétzt werden.
Es gilt
1

1
fle) = " ~ =
exp(lT”)—l exp(f)—l
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Fir 7 = kp - 1K gilt
so dafs

ist. Die anteilige Besetzung des ersten angeregten Zustandes liegt somit lediglich bei f(¢'1)/N =~
1078. Bei T = 1K ist also bereits das erste angeregte Niveau nur dufierst schwach besetzt. Dies
rechtfertigt eine Sonderbehandlung des niedrigsten Zustandes!

Die BOSE-EINSTEIN-Verteilung begiinstigt eine Situation, bei der bei geniigend niedriger Tempe-
ratur der iberwiegende Teil der Teilchen im Grundzustand bleibt.

13.3 Bose-Einstein-Kondensation

Die Teilchen im Grundzustand nennt man das BOSE-EINSTEIN-Kondensat (K). Obwohl nur ein
einzelner Zustand beteiligt ist, kann Ny > 1 werden. Die Teilchen in den angeregten Zustéan-
den nennt man die normalfliissige Phase (N). Der Ubergang zwischen K und N wird durch die
Temperatur gesteuert.

Unser Ziel ist nun das Auffinden einer charakteristischen (kritischen) Temperatur 7. = kpT.
ghnlich der FERMI-Temperatur ez = kgTr: Fir 7 > 7. soll der Grundzustand nahezu vollsténdig
entleert sein, so daf N, > Ny gilt. Um dieses Ziel zu erreichen, miissen zunéchst die in Abschnitt
13.1 formulierten Beziehungen in einer etwas anderen Form notiert werden. Wir erinnern an

1

eXp(fT’“)—l
3/2 172
B3 [
42 0 eXp ) 1

Durch Einfiihrung der neuen Variablen x = ¢/ /7 und der Quantenkonzentration

_ ( mr )3/2
"= \orn2

Ny =

und

ergibt sich

3/2 o0 1/2
N, = %23/2(2@3/2 (%) / 7_3/2/ d /x ’
A 2rh exp (—%) exp(z) — 1
also
2172
Ne =Vng(r / dz
exp (——) exp(z) — 1

Wir betrachten nun die Situation fiir Ny > 1. Dabei ist es nicht erforderlich, dafs zusétzlich die
Bedingung N, < N gilt. Fiir das Kondensat gilt

somit also
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Dies bedeutet aber

/
— — <7
o= No

Fiir die Besetzungszahl der angeregten Zustinde gilt wegen exp (—%) ~1

L1/2
N, = v
Vno(r f/ exp(z) — 1

Durch Einfiihrung der RIEMANN-Zeta-Funktion vermoge
1 oo xa—l
= — d B S ———
=i ] 1

o
I'a) :/ e T2 tde
0

mit der Gamma-Funktion

koénnen wir schreiben 5
Ne =Vngq(7)¢ (2)
und somit

3
N =No+ N, = —i + Ving(1)¢ (2)

Der Funktionswert der Zeta-Funktion kann numerisch zu ¢ (%) = 2.612... bestimmt werden.

Diese Beziehung benutzen wir, um eine kritische Temperatur 7. abzuleiten. Bei Temperaturer-
hoéhung wird sich Ny verringern und N, erhéhen. Wenn Ny gegeniiber N, vernachléssigbar ist,
also N, > Ny, so sind wir bei der kritischen Temperatur 7, angegkommen. Dann folgt aus der
Beziehung

N = Vno(r)¢ (;) baw.  n = no(r)C (2)

Auflésung nach 7, liefert
2/3
2 2
PO (N R SLUNEE
m \¢(3) m

Man beachte die formale Ahnlichkeit mit der FERMI-Temperatur bzw. FERMI-Energie:

h2 K2
€p = — (371'211)2/3 4. 78—n 2/3
2m

Wir arbeiten nun die kritische Temperatur 7. in die Darstellung der Besetzungszahl N, ein:
2172
exp(—“?) exp(z)—1

ng(r.) <(3) ;

T

2 [dx
0

somit gilt also

f " 2172

3/2 U= o (— 2. oxn(z)—

N:No—&—Ne:l/—i—N(T) 0 ep(gr)ep() 1
exp (—“7) -1 Te ¢(3)

Diese Beziehung erlaubt prinzipiell die Berechnung von u' = p/(7, N, V).
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exp(//7)
1 771_077 ---------------

exp(p'/7)

Im folgenden sollen die Ergebnisse einer numerischen Auswertung von p’' = p/(7, N, V) fiir eine
typische Situation dargestellt werden. Anstelle von p’ wird bevorzugt die Fugazitit exp (“%)
dargestellt, anstelle von 7 wird bevorzugt mit

ng  (2m)"? 1 <>/

Te

n(E) ) <G)

gearbeitet. Somit ist 7, tatsdchlich als kritische Temperatur zu interpretieren.

Unser Interesse gilt nun speziell dem Bereich 7 < 7.. In diesem Bereich wird die Besetzungszahl
Ny makroskopisch sein, also Ng > 1. Es gilt also

bzw.

Fiir Ny > 1 kann der zweite Summand vernachléssigt werden, und es ergibt sich

!
exp (_N) =1
T

Dies setzen wir in den Integralausdruck fiir N, ein und erhalten

3/2 3
T ¢(3)

N = N, N | —
o (Z)

v (- ())

Somit ist der Grundzustand bei 7 = 7, vollstdndig entleert:

also

No=0 fir 7=r7,
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No/N

T/Te

Fiir 7 > 7. befinden sich alle Teilchen in den angeregten Zustéanden (N, = N). Exemplarisch wollen
wir die kritische Temperatur 7. fiir He* abschitzen. Wiederum betrachten wir 1022 Teilchen, die
sich im Volumen V = lem? befinden. Es gilt somit

1022

— -3 _ 28 —3

Damit konnen wir die kritische Temperatur angeben:

10-%
6.7-1027
3.-10723)]

. A~ 3 10%82/3]

%

Te

Dies entspricht einer Temperatur von lediglich T, = 2K.
Diese Rechnung ist konsitent mit den Abschétzungen des Abschnitts 13.2, wonach sich bei T' = 1K
die ueberwiegende Teilchenzahl im Grundzustand befindet.

Im Abschnitt ,Phaseniibergéinge” wird die BOSE-EINSTEIN-Kondensation erneut auftauchen.
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14 Photonen und Phononen

14.1 Photonengas
14.1.1 Eigenschaften von Photonen

Wir betrachten in diesem Abschnitt ein System aus Photonen, wobei wir mdglichst analog zu
unseren Uberlegungen in den Abschnitten 12 (Fermigas) und 13 (Bosegas) vorgehen wollen. Aus
der Quantenelektrodynamik ist bekannt, daf Photonen die Spin-Quantenzahl 1 haben. Wegen
dieses ganzzahligen Spins sind Photonen Bosonen. Zunéchst wollen wir kliren, warum sie trotzdem
nicht in Abschnitt 13 eingeordnet werden: Zwar kénnen Photonen als Teilchen angesehen werden,
doch kann die Teilchenzahl nicht unabhéngig von ihrer Energie angegeben werden. Photonen
sind Energiequanten. Im Gegensatz dazu waren fiir die in Abschnitt 13 betrachteten Bosonen
Teilchenzahl und Energie zunéchst unabhingige Grofen.

Unter einem Photonengas verstehen wir ein System aus unabhéngigen, d.h. nicht untereinander
wechselwirkenden Photonen. Das Auffinden der thermodynamischen Eigenschaften des Photonen-
gases kann sowohl {iber die Zustandssumme als auch iiber die Grofse Zustandssumme erreicht
werden. Wir wollen beide Wege untersuchen und werden feststellen, dass beide Summen gleich
sind. Hintergrund fiir die Gleichheit ist, dass im Phtotonengas das chemische Potential grundsétz-
lich verschwindet. Diese Eigenschaft werden wir unten begriinden. Da uns fiir das Photonengas
keine Schrédinger-Gleichung zur Verfiigung steht, fiilhren wir zum Ansprechen und Abzéhlen der
Zustidnde des Photonengases eine elektrodynamische Vorbetrachtung durch, die auf eine geeignete
Zerlegung des Photonengases fiihrt.

14.1.2 Zustinde des Photonengases

Wir betrachten nun ein Photonengas, das in ein vorgegebenes Volumen V ohne Ladungen und
Strome eingesperrt ist. Wir wollen versuchen, die Anzahl der Zusténde [ eines solchen Systems
abzuzéhlen. Realisierbar ist V' durch einen Hohlraum mit reflektierenden Wanden, die eine Tem-
peratur 7 haben. Die Annahme reflektierender Wénde ist naheliegend, denn das Photonengas soll
ja im Volumen V verbleiben. Das Gleichgewicht des Photonengases stellt sich iiber die Wechsel-
wirkung der Photonen mit den Wénden von V ein: Photonen werden absorbiert und emittiert.
Die Anzahl der Photonen wird iiber p = 0 reguliert. Die Wechselwirkung der Photonen mit den
Waénden sei jedoch so schwach, dass die Wénde trotzdem als ideal reflektierend betrachtet wer-
den konnen. Diese Vorstellung ist der aus den beiden vorhergehenden Abschnitten analog, wo die
Fermionen bzw. Bosonen als nicht wechselwirkend betrachtet wurden. Trotzdem mussten die Teil-
chen voneinander gegenseitig Notiz nehmen, um ein thermodynamisches Gleichgewicht einstellen
zu konnen. Die Wechselwirkung der Photonen untereinander ist tatséchlich zu gering, so dass an
diese Stelle die Wechselwirkung mit den Wénden tritt.

Zunéchst betrachten wir das Photonengas als klassisches Strahlungsfeld; die Erfordernisse der
Quantenmechanik werden wir spéter an geeigneter Stelle einarbeiten. Dieses Strahlungsfeld kénnen
wir in einzelne Moden zerlegen. Die FEigenldsungen lassen sich aus den MAXWELL-Gleichungen
finden:

rot H = 0D + j divD =p
rot E = —-0,B divB=0

Im Hohlraum sei nur elektromagnetische Strahlung. Als Medium betrachten wir den einfachsten
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Fall des Vakuums. Dann gilt

D =¢yFE, p=0,
1
H=—B58, J=0,
Ho -
1
Ho€o = 2

Durchflutungsgesetz und Induktionsgesetz lassen sich zusammenfassen zu
rotrot B = —eouoafﬂ.
Mit rot rot = grad div — div grad = grad div — A folgt die Wellengleichung
Lo
AE—-—<0;E=0.
c

Die Winde des Hohlraums seien metallisch und sogar ideal leitend (0 — oo, wobei hier mit o
nicht die Entropie gemeint ist). Dann gilt auf dem Rand

Ej=0, B.=0.

Uber eine verallgemeinerte FOURIERzerlegung der elektromagnetischen Feldgrofen

A, t) =Y j%qma)ﬁm () m 7l Moden
E@t=-Y jaqmwﬁm(x) E--9A (9=0)

sy

=10t A

Bat) =Y %qmu) ot B, ()

zerfallt das elektrodynamische Problem in die gewohnlichen Differentialgleichungen
q.m + w%qm =0

mit den Separationskonstanten w2, und das Eigenwertproblem

~ w2, ~
AEm + CTEm =0
mit dem HERMITE-Operator A, den Eigenwerten w,, und den Eigenfunktionen Em, die ein voll-
standiges Orthonormalsystem bilden. Die Losung dieses Eigenwertproblems liefert folgende Ergeb-
nisse:

e Im Hohlraum bildet sich ein stehendes Wellenfeld aus mit Knoten der Transversalkomponente
an den Winden.

e Ganzzahlige Vielfache der halben Wellenléngen ergeben die Gesamtausdehnung des Hohl-
raums, wenn der Hohlraum wiirfelférmig ist (V = L?):

Az A Az
?mx =1L, ?ymy =1L, ?mz =L, mgy.=012,...

Es ergeben sich die Wellenzahlkomponenten k; = 2)\—” =Im, i =x,Y,2.
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e Es gilt die Dispersionsrelation fiir Wellen im Vakuum:

CTt

Folglich sind die moglichen Frequenzen w eine Funktion der ,Quantenzahlen” m,, m,, m.:
w = w(mg, my, m,)

Wir schreiben kurz w,, und verstehen m als Indexmenge.

Auf diese Weise wird eine Abzéhlung der Eigenzustédnde des Strahlungsfeldes moglich.

Fiir jedes w,, existieren sogar zwei linear unabhéngige Losungen Em, denn aus V - Em = 0 folgt
bekanntlich k,,, - E =0, also Em 1 k,,. Es gibt somit zwei linear unabhéngige Em, die senkrecht auf
k,, stehen. Dies entspricht zwei Polarisationsrichtungen, die wir mit den Quantenzahlen o = 1,2
kennzeichnen.

Das Strahlungsfeld ist somit als eine lineare Uberlagerung der Eigenmoden zu verstehen. Jede
Eigenmode verhalt sich zeitlich wie ein harmonischer Oszillator mit der Frequenz w,:

qm +w72an =0

Die Gesamtenergie des Strahlungsfeldes,

1 1
U :/ v = (60E2 + BQ)
voo2 Lo

kann durch Einarbeiten der Modenzerlegung in die Form
1 w?
U= ~ a2 m 2
mEU <2pm T qm>

mit P, = ¢m gebracht werden, d.h. die Gesamtenergie des Strahlungsfeldes ist die lineare Uberla-
gerung der Energien der einzelnen Moden, wobei die Moden jeweils als harmonische Oszillatoren
mit der Frequenz w,, aufgefasst werden kénnen. Diese harmonischen Oszillatoren sind an das Bad
(die Winde des Hohlraums) der Temperatur 7 gekoppelt.

Jeder klassische eindimensionale harmonische Oszillator tragt nach dem Gleichverteilungssatz eine
mittlere Energie von 7 = kgT. An dieser Stelle versagt die weitere klassische Betrachtung des
Strahlungsfeldes, denn die Gesamtenergie

U=> kpT

divergiert und fiihrt zur sog. Ultraviolettkatastrophe.

Als Ubergang zur nun notwendigen quantenmechanischen Behandlung werden die komplexen Gro-

Ren
1

am(t) = N (WinGm (1) + ipm (1))

eingefiihrt. Diese sind das Ergebnis einer Hauptachsentransformation der HAMILTON-kanonischen
Gleichungen fiir einen harmonischen Oszillator. Damit ergibt sich zunéchst:

U= Z A @, G,

m,o
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In quantenmechanischer Behandlung wird a},a,, zum Besetzungszahloperator und liefert
U - Z hwm < lma > )
m,o

wobei < I, > die mittlere Photonenzahl in der Mode m bei der Polarisation o ist. < [,,,, > ist aus
den einzelnen Realisierungen von l,,,, zu ermitteln. Spater wird diese Rechnung explizit vorgefiihrt.
Alle I,,,, konnen zwischen 0 und co variieren. Die Vakuum-Energie (Nullpunkts-Energie) wurde
vernachléssigt. Ohne diese Ndherung ware zur mittleren Photonenzahl bekanntlich 1/2 zu addieren.

14.1.3 Zustandsdichte des Photonengases

Ein einzelnes Photon hat die Energie
€m = hwm,

cm
— 2 2 2 _
Wi, = 7 my +my +m; o, Mgy.=0,1,2 ..

Eine fixierte Energie € wird im Raum der Natiirlichen Zahlentripel m,, m,, m. durch den Radius

— . /m2 2 2
m = /mg +my +m;

€m = h%m

Das Abzédhlen aller potentiellen Ein-Photonen-Zusténde mit € < ¢, liefert

mit
beschrieben mit

wobei die ”2” fiir die 2-fache Entartung jedes Zustandes aufgrund der 2 Polarisationsmoglichkeiten
steht und ”1/8” reduziert das Vollkugel-Volumen auf den positiven Oktanten. Fiir thermodynami-
sche Systeme (m sehr grof) ist der Summationsprozess {iber die Zustdnde analog zum Vorgehen
beim Fermigas in eine Integration iibergefithrt worden. m wird nun zugunsten der Ein-Photonen-

Energie ¢, eliminiert:
- 1 (LY
N=—|—] &
32 <hc> cm

Der Index m wird im weiteren weggelassen. Es folgt die Zustandsdichte fiir das Photonengas zu

AN 1 (L\®,
D(e):de:w?(hc)e

Ve?
(e) = m2h3¢e3

14.1.4 Grofe Zustandssumme des Photonengases

Wir schlieffen an die Grofse Zustandssumme fiir Bosonen an:

1
ZGZH—u—ei)

; l—exp(—

T

wobei ¢; die Ein-Teilchen-Zusténde markiert. Fiir Photonen gilt i = 0 und es folgt weiter

InZg = —zi:ln (1 — exp (—%))
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Die Summation iiber die Ein-Teilchen-Energiezustinde ¢ {iberfiithren wir in eine Integration iiber
die Ein-Photonen-Energien e unter Berticksichtigung der Zustandsdichte D(e):

InZg = —7d€D (¢) In (1 — exp (—;))

oo

InZg=— 772:; 3/dee ln 1—exp (—;))
0

Damit kann das Grofkanonische Potential J einfach angeschrieben werden zu

J = #‘g& 7d662 In (1 — exp (—;))
0

Die Variablen 7,V (p tritt nicht auf) sind kanonisch bzgl. J und somit handelt es sich um ein
thermodynamisches Potential.

Das Integral ist geschlossen angebbar. Mit der Substitution € = z - 7 folgt

T2h3c3
0
ol
45
_ w2 Vrt
45 h3c3

14.1.5 Zustandssumme des Photonengases

Die Zustandssumme in ihrer allgemeinen Form
Ui
Z = -
Yoo (-2)

ist auf die Zusténde [ des Photonengases und seiner Energien U; anzuwenden. Wir lassen uns dazu
von der mittleren Energie aus Abschnitt 14.1.2,

U=> hwpy <lne >

m,o

leiten und erkennen einen einzelnen Energiezustand darin, wenn der Modenindex m und der Pola-
risationsindex o fixiert sind, sowie wenn in der so fixierten Mode m, o eine bestimmte Anzahl von
Photonen I, , vorhanden ist. Wegen des bososonischen Charakters der Photonen kénnen alle I,,,
zwischen 0 und oo variieren. Die moglichen Belegungen der I, , ergeben die méglichen Zusténde
des Strahlungsfeldes bzw. des Photonengases:

-
111=0112=0121=0122=0

also
o0

Z = Z exp <ﬁw1111) Z exp (mllm) Z exp (ﬁw2121>
T T T

l11=0 l12=0 l21=0
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Auswertung der geometrischen Reihen ergibt

() (rem) Do)

An dieser Form fiir Z erkennt man, dass Z tatsichlich mit Zs iibereinstimmt. In der Produktformel
fiir Z¢ ist lediglich zu beriicksichtigen, dass wegen der Polarisations-Entartung je zwei ¢€; gleich
sind und die zwei gleichen Faktoren zu einem Quadrat zusammengefasst werden konnen.

Wir erinnern daran, dass m fiir ein Tripel von Quantenzahlen m,, m,, m, steht. In den obigen
Summen wurde dies nicht explizit aufgeschrieben. Das Vorgehen ist trotzdem korrekt, denn wir
kénnen uns vorstellen, dass der Tripel-Index fiir eine Zwischenrechnung auf einen Einfach-Index
abgebildet wird, etwa in der Form

Tripel-Index (mg, my,m,) Einfach-Index m

(0,0,0) 0
(1,0,0) 1
(0,1,0) 2
(0,0,1) 3
(171,0) 4

Am Ende denken wir uns die Abbildung riickgéngig gemacht.

Wir weisen darauf hin, dass die Nullpunktsenergie der Oszillatoren %ﬁwm bei unseren Uberlegun-

gen nicht beriicksichtigt wird. Fiir thermodynamische Uberlegungen ist das erlaubt, die Begriin-
dung dafiir liefert die Quantenelektrodynamik.

Die unterschiedliche Bedeutung der Quantenzahlen m und I, wird noch einmal in der folgenden
Tabelle verdeutlicht, wobei bekanntlich k, = i—’; bzw. A\, = % = 2L gilt, (analog auch fiir y und

z).

TYL

Zum Abschluss des Abschnitts bilden wir aus der Zustandssumme noch die Freie Energie F ver-
mittels

F=—-71InZz

nz=- (-0 (-22)))
nZ = —QZln (1-exp (-2))

Es ist zu beachten, dass hier die Polaristationsentartung bereits in der ”2” explizit beriicksichtigt
ist.

Zunéchst gilt

Die Summation iiber die Moden m iberfiihren wir in eine Energie-Integration vermittels der
Zustandsdichte und erhalten

an——— (>3O/ood€6 In (1-exp (-5))
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2. Mode:
My = 2
2
cm
— .9
YT
Ey
b x-Achse \/L

Bisher sei in jeder Mode je ein Photon:

CTT
—hw=h" 9
¢ L

Jetzt sollen in jeder Mode je zwei Photonen enthalten sein:

1. Mode:
m, =1
2L
~ Mg =—=2L
1
b O
L
E,
(I) x-Achse
cm
= hw = h—
¢ L
cm
= 2hw = 2h—
‘ L
E,

£,

CTr
=2hw =2h— -2
¢ L

(I) x-Achse

0

z-Achse L



116 14 Photonen und Phononen

Die Rechnung analog zu Z¢ fithrt auf

w2 V3
InZ 73
Somit folgt
_ w2 Vrt
45 h3c3
Wegen
F=F(r,V)

liegt bereits ein Potential vor. In einem Photonengas stimmen die Freie Energie F' und das Grof-
kanonische Potential J iiberein, was bereits klar war, nachdem wir Z = Z erkannt hatten.

14.1.6 Planck-Verteilung

Es soll nun die Zustandssumme innerhalb einer einzelnen Eigenmode bestimmt werden. Wir be-
rechnen dazu eine Teilsumme in Z nur iiber l,, ,, wobei m und o festgehalten werden. Es ergibt

sich
oo

hw,, 1 1
Z o = exp ( m m7‘7) _ _
" lm;_o T 1-— exp (_hﬁrim)

Die Wahrscheinlichkeit, daf sich I,, , Photonen in der Mode (m, o) befinden, ist durch den BoLTz-
MANN-Faktor
exp (7 hmelm,g )

Zm,o’

gegeben. Die mittlere Photonenzahl < [,,, , > in der Mode (m, o) ist somit

P(lnb,a) -

g >= lz Ino Plm,0) = anm l Z:O Iin,o €XP (—W)
Diesen Ausdruck formen wir wie folgt um:
1 d = hwmlm,o 1 d d
Einsetzen des Ausdrucks fiir die Zustandssumme liefert schlieflich
exp (—hwm

Dies ist die beriihmte PLANCK-Verteilungsfunktion:

1

l - -
ST e (B 1

T—0
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Auffillig ist die formale Ahnlichkeit von PLANCK-Verteilung und BOSE-EINSTEIN-Verteilung,
1
oxp () 1

fiir 4 = 0. Wegen des ganzzahligen Spins sind Photonen Bosonen.

fe) =< N(e) >=

Photonen verhalten sich einerseits wie Teilchen,
<lpo >3< N> |

sind aber Energiequanten:

Ul hwmlm o

m,o )

14.1.7 Berechnung weiterer thermodynamischer Groéften

Ankniipfend an
Vo,
—— T
45 3h3

oF 47?3
O=—| — = 77‘/
or ) 45 ¢3h3

Die Innere Energie des Photonensystems geniigt somit dem STEFAN-BOLTZMANN-GESETZ (1879):

ergibt sich die Entropie zu

32 V.o, Vo

U=sEFtro="GE" = Gam’

Bemerkenswert ist die starke Temperaturabhiingigkeit oc 7%. Dieses Ergebnis erméglicht zudem
die Bestimmung der spezifischen Warme

oU Ar? V3
Cv = (8T>V =k 5

Der Strahlungsdruck ergibt sich zu
B ory n? 7
P==\ov ), ~ 1530

Durch Vergleich mit der Inneren Energie ergibt sich U = 3pV. Im Gegensatz dazu gilt fiir Fermio-
nen und materielle Bosegase sowie fiir das Ideale Gas bekanntlich U = %pV.
Beispiele:

e T=10°K ~ p=0.25bar. Die angegebene Temperatur ist typisch fiir Nuklearexplosio-

nen.

e Temperatur in einem Stern: 7= 10K~ p=2.5-10"bar .

Das chemische Potential ergibt sich zu

oOF
n= <azv>7,v =0

Unabhéngig davon kann p auch aus der integrierten GiBBS-Fundamentalgleichung bzw. der GIBBS-
DUHEM-RELATION ermittelt werden: Es gilt bekanntlich

U=710+uN —pV
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und somit

1

1 1 4 1\ Lvrt
”—NW‘”+W*w<m‘% %)éW_

Das chemische Potential i1 des Photonengases stellt sich fiir alle Temperaturen zu null ein. Da die

Zahl der Photonen nicht fest ist, stellt sie sich auf Temperatur und Volumen ein, so dafs die Freie
Energie in Abhéngigkeit von der Teilchenzahl minimal wird.

Diesen Punkt wollen wir noch etwas tiefer ausloten. Dazu kniipfen wir an unsere Definition des
chemischen Potentials aus dem Abschnitt 5 an. Es galt

i ( do )
= —T —_—
ON )y

Nahegelegt war diese Beziehung durch die Entropie-Maximierung eines System aus Untersystemen
in diffusiven Kontakt unter der Nebenbedingung

Ni + Ny = N = const

Im Photonengas entfallt jedoch diese Nebenbedingung, da Photonen in jedem Untersystem unab-
héngig erzeugt und vernichtet werden kénnen. Entropie-Maximierung fiihrt dann auf

T (80) =0 T <80 ) =0
ON; UV ’ ON, UV

Somit ist im Photonengas generell p = 0.
Mitunter werden die thermodynamischen Gréfien mittels der STEFAN-BOLTZMANN-Konstanten

27.4
kg

= Soipez = 067 10787 /(sm?K*)

OB

angegeben.

14.1.8 Spektrale Energiedichte und Planck-Strahlungsgesetz

Fiir die Anwendung des STEFAN-BOLTZMANN-Gesetzes

w2 v U w2 7t
U= —

TV bw _r T
1R V 15 B33

ist besonders die spektrale Energiedichte u, — die Energiedichte im Frequenzintervall dw — inter-
essant. Sie wird eingefiihrt {iber
o0
u = / dwuy,
0

Dazu gehen wir aus von der Darstellung der Energie U in der Form

U

oo

U= [aD@f@e .

0

wobei die Ein-Photonen-Energien e "aufsummiert” werden, gewichtet mit der Zustandsdichte D(e)
und der mittleren Besetzungszahl f(e), die hier die Bose-Einstein-Verteilungsfunktion ist. Die
analoge Formel fiir ein Fermigas haben wir in Abschnitt 12.2 konstruiert bzw. abgeleitet. Im
Photonengas gilt nun

T

Vv 7 €3
U= m2h3c3 /deexp (5) -1
0
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Eliminieren von € zugunsten von w vermittels

ergibt

woraus abzulesen ist

Diese Beziehung ist das berithmte PLANCK-Strahlungsgesetz (1900), das an der Wiege der Quan-
tentheorie stand.

U
T < T
T2
Parabel: T
RAYLEIGH-JEANS-
Grenzfall WIEN-Grenzfall
2 3, -l
Uy X W Uy X w'e 7
w

14.1.9 Wien-Verschiebungsgesetz

Aus dem Kurvenverlauf des PLANCK-Strahlungsgesetzes ist zu entnehmen, dass sich das Maximum
von u,, mit zunehmender Temperatur zu grofseren Frequenzen hin verschiebt. Am Maximum gilt

Optty, =0

Durch Einfithrung der Variablen z = hw/7 ergibt sich

x3 ~ 3x?(exp(z) — 1) — 2® exp(x)

O @) —1 (exp(@) — 1)? =0

und somit
3—3exp(—z)—x=0

Die numerisch bestimmte Wurzel ergibt sich zu

hés
= = — 92821
kT

>

Mitunter wird die spektrale Energiedichte in Abhéngigkeit von der Wellenldnge statt von der
Frequenz dargestellt. Es gilt

° 0 h w?
U:/ uwdw:f/ UAd)H UW:T?)T.
0 el e — 1

oo

Das Maximum 0,u, = 0 und dyuy) = 0 liegen an verschiedenen Stellen, da die spektralen Ener-
gieinhalte in dw und dA verschieden sind; das heiftt

Uy F Uy, aber Uy, dw = —uydA.
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Nun gilt
2mce 2me
2me)? 1 2
. o dos = h (2mc) T

w23 N3 e 1 )2

= —hleQCi% dX

A5 e e _ 1
1
~ uy = 8ﬁhcﬁe%7_l

Das Maximum beziiglich der Wellenlédnge berechnet sich aus

hc he
0=0\uy = 87rhc(—>\ T + - _AzT )

Die Substitution x = % fuhrt auf

x h
5= ¢ - T=4,965 o~ 24965
er —1 AT
Aus den Beziehungen
hio

h
M98 oder S — 4,965
kBT k‘BT

kann T bestimmt werden, je nachdem, ob @ oder \ bekannt ist. Festzuhalten bleibt, dass sich das
spektrale Maximum mit der Temperatur verschiebt (WIEN-Verschiebungsgesetz).

Als Beispiel betrachten wir die Photosphirentemperatur der Sonne. Bekanntlich hat sich das
menschliche Auge gerade so adaptiert, dass eine maximale Empfindlichkeit in der Mitte des sicht-
baren Spektrums gerade der solaren spektralen Emission entspricht.
Waéhlen wir R

A ~ 555 nm,

so ergibt sich
hc 6,6-10734.3-108

T=— = = 5220 K.
Neg - 4,965 5,5-107-1,38- 10235

14.1.10 Energiestromdichte v der Hohlraumstrahlung

Fiir die Energiestromdichte v gibt es mehrere dquivalente Begriffe wie Flussdichte der Strahlungs-
energie oder POYNTING-Vektor. Es ist niitzlich, sich die Dimension von ~ klarzumachen. Wir
benutzen den POYNTING-Satz aus der Elektrodynamik

Ou+divy =0
und erhalten im Sinne eines SCALING
u oy T
—+-=0 = —u.
t + x ’ TR
Folglich ergibt sich die Dimension zu
] = Jm_J
N= s~ mds

Wir berechnen nun die Energiestromdichte v durch ein Loch in der Wand des Hohlraumes. Dazu
nehmen wir an, dass die Photonen mit der Geschwindigkeit ¢ den Hohlraum verlassen, ohne das
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Gleichgewicht im Hohlraum zu storen. Die Energiestromdichte dy in einem Raumwinkelelement
d©? = sin ©d0d P ist nun

Q
dvy = cucos © d—,
4

Hohlraum

u

wobei % der Anteil am Gesamtraumwinkel ist.

ucos © ist die Projektion der Energiedichte. Fiir © = 0 ist der Energiestrom maximal, fiir © = 3
ist er null. Die Energiestromdichte ~y ist dann

27 5
fy:cu/ d¢/ cos@sin@ﬁ.
0 0 47T

Somit folgt

.2 x 27.4
sin“ ©13% 1 cu mk
—cu- 2 [ } _ _ B i
T T Jomodnr 4 60732
Somit folgt
.2 = 27.4
sin“ ©17% 1 cu 7k
= . 2 |: :| _— = = B 4
T T  lecodr 4 6032
Die Beziehung liefert eine Variante des STEFAN-BOLTZMANN-Gesetzes
v = UBT4
mit der STEFAN-BOLTZMANN-Konstanten
Wzk% W
=B —5670-107% ——.
78 = Gondez ~ 7 mZK4

14.1.11 Experimenteller Zugang zu /A und kg iiber das WIEN-Verschiebungsgesetz
und das Stefan-Boltzmann-Gesetz

S B G S S N L Y
TEFAN-BOLTZMANN-Gesetz u = 15713037- RN
h o
WIEN-Verschiebungsgesetz LY 2,821
kg T

Messung von u, T' und @ liefert zwei unabhéngige Gleichungen fiir # und k. Damit sind A und
kg bestimmbar!
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Die heute giiltigen Werte lauten
21h = h = (6,6256 4+ 0,0005) - 10734 Js,

J
kg = (1,38054 & 0,00018) - 10~ K

Zu PLANCK’s Zeiten benutzte man

h=6,55...-1073* Js,

s J
kg =1,346...-107% K

14.1.12 Kosmische Hintergrundstrahlung

Die kosmische Hintergrundstrahlung wurde 1964 von PENZIAS und WILSON entdeckt. 1978 wur-
den sie daflir mit dem Nobelpreis ausgezeichnet. Einen weiteren Nobelpreis erhielten 2006 MA-
THER und SMOOT fiir die hochprizise experimentelle satellitengestiitzte Bestédtigung des Planck-
Strahlungsgesetzes fiir die kosmische Hintergrundstrahlung.

Experimenteller Fakt: Aus allen Richtungen fillt aus dem Universum eine Strahlung
ein, die der eines schwarzen Korpers bei ca. 3 K entspricht. Wegen dieser hohen Iso-
tropie kann die Strahlung nicht von isolierten Quellen kommen!

Nach dem WIEN-Verschiedungsgesetz gilt fiir T~ 3 K

2,82kpT 2,82-1,4-10723.3

h D Hz = 1,7- 10" Hz = 170 GHz,

das heift, ein schwarzer Korper von 3 K strahlt im Mikrowellenbereich bei 170 GHz maximal.
Dem entspricht eine Wellenldnge von A ~ 2 mm (vgl. Abbildung ?7?). Diese Strahlung wird fol-
gendermafen interpretiert:

e Sie ist ein Relikt aus einer frithen Epoche des Universums, als dieses hauptséchlich aus
Protonen, Elektronen und Photonen bei ca. 4000K bestand.

e Die Elektronen und Protonen bildeten ein Plasma, das sich in starker Wechselwirkung mit
der elektromagnetischen Strahlung (Moden der Hohlraumstrahlung) bei allen Frequenzen
befand. Materie und Strahlung des schwarzen Korpers befanden sich im thermischen Gleich-
gewicht.

e Das Universum dehnt sich aus und kiihlt sich dabei ab. Bei ca. 3000 K bestand die Materie
hauptséchlich aus atomarem Wasserstoff. Die Ausdehnung des Universum wird heute durch
die HUuBBLE-Konstante Hy beschrieben. IThr Wert wird gegenwiértig mit

km

Hy=(72+8
0= )sMpc

angegeben.

e Atomarer Wasserstoff kann aber nur bei den Frequenzen der Spektrallinien mit der Strahlung
in Wechselwirkung stehen. Folglich war der grofite Teil der Strahlungsenergie von der Materie
entkoppelt, denn 3000K=3eV, wihrend der LyMAN- « -Ubergang ca. 10eV entspricht.



14.2 Phononen im Festkérper (DEBYE-Theorie) 123
5 mm 2mm 1 mm 500 um
Lt ] | I 1 L J
¢ I ¥ T T L] i
[ Error bars magnified 20 times
T
I of ]
"5 R
5 o :
CE | !
o NTF T
9 3
mm [
':E [
haaslEEE ) -
o PR U SR TR S S S S PR Y .
0 5 10 15 20
Frequency
{em’

Abbildung 14.1: Spektrum der kosmischen Hintergrundstrahlung. Die durchgezogene Linie ent-
spricht der Strahlung eines schwarzen Korpers mit einer Temperatur von 2,73 K. (aus: P.J. E.
PEEBLES, Principles of Physical Cosmology, Princeton University Press, 1993)

e Danach entwickelte sich das Photonensystem wechselwirkungsfrei weiter und bildete ein Pho-
tonengas. Keine neuen Zusténde kamen hinzu, so daf die Entropie konstant blieb: ¢ = const

Fiir einen isentropen Prozef gilt aber V72 = const, so dak die Ausdehnung die Photonen

bis heute auf 2,73 K abkiihlte.

Die 2,73 K-Strahlung ist eine wichtige Stiitze der Urknall-Theorie.

14.2 Phononen im Festkérper (DEBYE-Theorie)

Es besteht eine (gewisse) Analogie zwischen elastischen Wellen in einem Festkorper und elektro-

magnetischen Wellen in einem Hohlraum.
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Elektromagnetische Wellen im Hohlraum

Elastische Wellen im Festkdrper

Energie gequantelt: Photon hw
zwei transversale Polarisationsrichtungen
keine longitudinale Polarisationsrichtung

thermischer Mittelwert der Photonenzahl in
Mode w:

Energie gequantelt: Phonon Aw
zwei transversale Polarisationsrichtungen
eine longitudinale Polarisationsrichtung

thermischer Mittelwert der Phononenzahl in
Mode mit Frequenz w:

Zahl der elektromagnetischen Moden unbe-
grenzt

Zahl der elastischen Moden auf 3N begrenzt
(N Anzahl der Atome, drei Freiheitsgrade je
Atom)

beliebig kurze Wellen moglich: kiirzeste Wellenldnge:

Am A A
mTZL auch fir m — oo TN(N—l)mTNN%L

Aus der Skizze kann entnommen werden, daff die Anzahl der Zusténde (Eigenschwingungen, Mo-
den) im Festkorper mit N (Anzahl der Atome) je Polarisationsrichtung skaliert.

Es soll nun die Energie U im Festkorper, die durch die Phononen getragen wird, berechnet werden.
Die Gesamtenergie der elastischen Moden ist dann analog zu den elektromagnetischen Moden

U _ Z hwm,a

e exp (hw;n,,a) -1

m steht fiir das Index-Tripel mg, my, m,, das eine Eigenmode zusammen mit dem Polarisati-
onsindex o charakterisiert. o hat hier drei Polarisationen zu beriicksichtigen (zwei transversal,
eine longitudinal) statt zwei rein transversalen Polarisationen der Photonen. Die erlaubten Werte
von w(mg,my, m) ergeben sich als Eigenwerte des Eigenwertproblems der elastischen Wellen im
Festkorper. Auf dieses Ergebnis greifen wir hier ebenfalls zuriick: Der funktionale Zusammenhang
w(mg, my, m;) — ebenfalls genannt Dispersionsrelation — ist im Festkorper komplizierter als im
elektromagnetischen Hohlraum.? Wir beschrinken uns hier auf die sogenannte DEBYE-Néherung.
Diese basiert auf zwei Annahmen.

Zum einen wird fuer jede Mode eine lineare Dispersionsrelation angesetzt in der Form

Wm = VUqm

mit konstanter und gleicher Schallgeschwindigkeit v fiir alle Polarisationen o. Der Polarisationsin-
dex o wird deshalb hier unterdriickt, insbesondere schreiben wir nicht w,,,, sondern beriicksich-
tigen die Wirkung der Polarisationszustaende spaeter separat. Der Betrag ¢,, des Wellenvektors

(Q’mwa dmy> sz) ist

9Tm Festkorper ist ein System von Differenzengleichungen zu 16sen, im Hohlraum dagegen ,nur* ein System von
Differentialgleichungen.
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Gm = \/ G T+ Ay + O

mit
qmi = % = %mz
bzw.
mi% =L
m; = 07 ]-7 ’m;nax

m ist also wiederum, wie im Falle der Photonen, als Tripel-Index m=(mg, m,, m.) zu verstehen.

m*** gehoert zur kiirzesten Wellenlénge, )\%” = m%_an, die vom Festkorper dargestellt werden

K2

kann; die Wellenldngen sind nach unten durch die Gitterkonstante begrenzt. Die m[*** werden

somit durch die BRILLOUIN-Zone festgelegt.

Zum anderen besteht die DEBYE-Ndherung in der Approximation der BRILLOUIN-Zone durch eine
Kugel. Dann lassen sich die Zustdnde N in der als DEBYE-Kugel approximierten BRILLOUIN-Zone
leicht auszéhlen. Je Polarisation gilt

V=YY 1= [dmadmydm.
wobei sich die Summe bzw. die Integration iiber alle Zustdnde innerhalb der Kugel erstrecken. Es

folgt
N = 477T/mmw dmm? = AT Minar =T
8 0 8 3 6 max

Zu Ehren von Debye wird statt des Index maxz der Index D bevorzugt und die DEBYE-Kugel durch

mp begrenzt:
o or 1/3
PoAN

Hier ist die Dispersionsbeziehung fiir alle drei Polarisationen (o = 1,2, 3) gleich. Jede Polarisati-
onsrichtung geht mit gleichem Gewicht ein. Somit kénnen Zustandsdichte und Zustandssummen
analog wie im Photonengas berechnet werden, wobei jeweils die endliche Zahl der Zusténde zu
beriicksichtigen ist. Exemplarisch folgt fiir die Innere Energie

Fuo(my, myy, my)
U=3 Z T (g, my,m2)

mg,my,m;, € T -1

4dn [P hvrEm
8 Jo e —1

Die Substitution x = ’L}:J—T”m liefert
U= §7T7L3 74 " dx z? = 3V 74 v dx z?
2 w3, e —1  2m2h3e3 J, er —1

mit
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und V = L3.
Uber
L_©
PTT
wird die DEBYE-Temperatur © eingefiithrt. Dann gilt
hv A
O =apT = - (67°)
B S 7

Sowohl die Atomkonzentration % als auch die Schallgeschwindigkeit v ist experimentell leicht

zugénglich. Zum Beispiel ergibt sich Oa, = 165 K, O, = 470 K, O¢ = 2230 K

Der Ausdruck fiir die Gesamtenergie U 14fst sich analytisch weiter auswerten fiir tiefe Temperatu-
ren: T <« ©. Dann ist zp > 1 und das Integral kann in guter Naherung bis co erstreckt werden.
Es wird benutzt

und es folgt

_ ™V oaa
u 10 h3v3 B
Mit V = 6m°N ()" 1kt sich U umschreiben in
37T4N k‘B 4
5 O3

Fiir die Warmekapazitidt der Phononen ergibt sich daraus in gleicher Naherung tiefer Temperaturen
(T < ©) das sogenannte DEBYE-T>-Gesetz

127N B(gf

Cy = 3

Die gesamte Warmekapazitat im Festkorper wird aber nicht nur von den Phononen getragen. Es
kommen zum Beispiel die Elektronen hinzu. Fiir Alkalimetalle hatten wir im Abschnitt 12 die
Warmekapazitit des FERMIgases der Elektronen bei tiefen Temperaturen zu
2
s T
Cy = —Nkp—
VT P
berechnet. Phononen und elektronische Fermionen ergeben fiir Alkalimetalle (Natom = NElektron)
dann zusammen

T 127* ((7;)3

2

s

Cv = = Nkp— + —— Nk
v e Ty
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15 Systeme mit Wechselwirkung

Bisher haben wir stets idealisierte Systeme betrachtet, d.h. insbesondere Gase ohne Wechselwir-
kung zwischen den Teilchen. Wichtige Beispiele waren

e Spinkette

Gittergas

Ideales Gas (klassischer Grenzfall)
e Fermigas

e Bosegas

Photonengas

e Phononengas.

Jetzt wird die Wechselwirkung zwischen den Teilchen mit einbezogen. Dadurch erdffnet sich eine
Vielfalt an neuen Phénomenen, insbesondere sind wir zur Beschreibung von Phaseniibergéngen
in der Lage. Die Beschreibung der Wechselwirkung erweist sich als sehr aufwendig, so daf man
es oftmals bei einem approximativen analytischen oder numerischen Zugang beldft. In diesem
Abschnitt beschranken wir uns auf zwei ausgewéhlte Beispiele.

15.1 Van-der-Waals-Gas
15.1.1 Zustandssumme

Zur Ermittlung der thermodynamischen Eigenschaften des VAN-DER-WAALS-Gases bendtigen wir
dessen Zustandssumme. Ausgangspunkt fiir deren Berechnung bildet das klassische Zustandsinte-
gral des Idealen Gases,

1 3N, 13N H(Bg)
Z:W/d pd qexp | — -

mit der HAMILTON-Funktion
2

3N v
H=) L4V,
; om + Vr
mit dem Randpotential Vi. Das Zustandsintegral berechnet sich dann bekanntlich zu

1 N

Die Beriicksichtigung der Wechselwirkung der Teilchen gelingt durch Mitnahme eines die Teilchen-
Teilchen-Wechselwirkung erfassenden Potentialterms V,,(q) # 0, so dak sich fiir das Zustandsinte-

gral die Form
1 Vw(q) + Ve
Z=—nd [ &N -
N1'e / ¢ exp T

ergibt. Das Wechselwirkungspotential ist jedoch i.a. nicht leicht aufschreibbar, und das Integral
kann nicht exakt berechnet werden.
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V e A
o0
|
0 o
4,~4/]
Vat
o 9~a,|

15.1.2 Berechnung von Z in der Hard-Core-Approximation

Wir treffen nun einige Voraussetzungen, die V,,(g) aufschreibbar und das Zustandsintegral ausre-
chenbar machen. Diese Voraussetzungen fiihren schlieflich zum VAN-DER-WAALS-GAS.

1. Wir betrachten ausschlieflich Zwei-Teilchen-Wechselwirkungen:
N
Vel =3 30 Ve (g - 0;) =2V (5~
i,j= i<y

2. Die Zwei-Teilchen-Potentiale sollen in einen abstofenden Hard-Core-Anteil fiir [¢, — gj| <o
und einen anziehenden Anteil langer Reichweite aufgespalten werden konnen:

Vi) =3 Vie (4, 9,) + > Var (0, — 0,
i<j i<J

Qualitativ sind V,; und V},. in den Abbildungen skizziert.
Damit erhalten wir fiir das Zustandsintegral

7 = ﬁ / d*N g exp 7Zi<j <th (gi _gj) + Var (gi _QJ)) + Ve
N! T
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Ve A

Es gilt die Naherung

)
T

/ d*Ngexp [ — =~ S ~(V -1)N
da durch endliches o fiir jedes Teilchen das Integrationsvolumen V — V{, zur Verfiigung steht.
Vo bezeichnet das von den N — 1 iibrigen Teilchen belegte Volumen; das Eigenvolumen b eines

Teilchens ist somit
Vo Vo

N-1" N

Bei langreichweitiger Wechselwirkung kann V,; durch den Mittelwert

b:

1 - 2a
Va (gz _QJ) - V/ dSqV“t (g) =V = _V

ersetzt werden. Es folgt

CN(N-1), _ N
Z;V“(qi%)z Var ==

Wir erinnern daran, daf », ; eine Doppelsumme bezeichnet.
Unser tatsdchliches Potential sieht nun aus wie oben skizziert.

Statt V; wollen wir die nun eingefithrte Abkiirzung a benutzen. Wir erhalten somit fiir das Zu-
standsintegral den Ausdruck

2~ (el %)})Nexp ()

N! Vr

Benutzung der STIRLING-Formel in niedrigster Ndherung

n- ()
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liefert

N 2
eng (V — Vo) NZa
Z = _—
( N P\ vy
15.1.3 Thermodynamische Funktionen

Die Ableitung thermodynamischer Grofen ist jetzt leicht moglich. Zunéichst bestimmen wir die
Freie Energie als thermodynamisches Potential:

eng (V—Vy) N2a

F=—-7lnZ=—-7N1 -
T1in T n N V

Die thermische Zustandsgleichung p = p(r, N, V') ist von der Form

__(9E) __TN_ _Na
P=m\av), v v-w Ve

N2
(p—|— Vv;) (V—Vo)ZTN

Die Innere Energie (kalorische Zustandsgleichung) ergibt sich zu

0 F 3 N2¢ 3 NZ2g
U=-72|== =2 (N2 )2 =N —
T (87' T)N’V T ( 27’) T V2 2 T \%4

Die Isothermen dieses Gases sind in der Abbildung skizziert:

Unterhalb der kritischen Temperatur
8a

27b’

Te =

definiert durch (Oyp)y , =0 und (9%p) ~.. = 0 existiert ein Bereich mit

op
] >0 ,
(3V>T
der instabil ist und im Experiment nicht beobachtet wird. In diesem Bereich wird vielmehr eine

Koexistenz von fliissiger und gasférmiger Phase beobachtet. Auf dieses Phéanomen werden wir im
néchsten Abschnitt noch néher eingehen.



15.2 Ising-Modell 131

~
.,

)
e e e e e e e
e e te s e e
e e et e e
e e s e e
B TR )
o e e e e e
I =

r A

[E—

— e e e a0 e

e e e s e
~ e e e e e e e

\J

=

15.2 Ising-Modell

(Ernst Ising, 1900-1998)

Wir betrachten nun ein Spin-System, das aus N miteinander wechselwirkenden Spins besteht.
Die Spins befinden sich auf festen Gitterplatzen z;, die mit dem Index ! gekennzeichnet werden.
Das Gitter kann i.a. ein-, zwei- oder dreidimensional sein. Die Spins haben nur zwei Einstellungs-
moglichkeiten, z.B. parallel oder antiparallel zur positiven z-Achse. Zur Energie des Systems tragen
nur die paarweisen Wechselwirkungsenergien der Form

1
H= —5 ;onlal/

bei, wobei Jy;; = Jy; die Austausch-Wechselwirkungskonstante zwischen zwei Spins ist. Der Pa-
ramater o; nimmt den Wert 1 an, falls der Spin in Richtung der positiven z-Achse orientiert ist;
fiir die entgegengesetzte Richtung gilt o; = —1. Man setzt J;; = 0, um die Summation iiber alle
1,1" zu erstrecken.

Bemerkung: Falls die Spins noch andere Einstellungsmdoglichkeiten haben, gilt

1
H= *5 ;Jll’glgl/ s

dieses Modell heifst HEISENBERG-Modell.

Das IsING-Modell ist eine Approximation zur Beschreibung des Ferromagnetismus (J;;r > 0) bzw.
des Antiferromagnetismus (J;;r < 0) wie die folgende Abbildung zeigt.
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15.2.1 Zustandssumme

Die Berechnung der Zustandssumme erweist sich i.a. als dufserst kompliziert. Das 1D-ISING-Modell
mit Wechselwirkung nur zwischen néachsten Nachbarn ist z.B. mit der sog. Transfermatrix-Methode
elementar exakt losbar. Die Erweiterung des Modells auf zwei Dimensionen ist mit speziellen
graphentheoretischen Methoden exakt 16sbar (ONSAGER, 1944). Fiir den dreidimensionalen Fall
konnte bisher noch keine exakte Losung gefunden werden.

Wir betrachten hier eine beliebige Dimension und beschréanken uns auf die Erfassung der Wech-
selwirkung néchster Nachbarn. Dies bedeutet, daf die Kopplungskonstante den Wert J;; = J # 0
hat, wenn zwei Spins unmittelbar nebeneinander liegen, anderenfalls jedoch verschwindet. Fiir die
HawmirToN-Funktion gilt also
1
H= 7§J Z aoy

Ly

Die Bezeichnung {I,1’'} symbolisiert, dafs ausschlieflich iiber Paare néchster Nachbarn summiert
wird.

Wir erweitern das Modell nun auf Spins, die einem &uferen Magnetfeld B ausgesetzt sind. Dann

gilt:
1 . 1
H = —§J Z ooy — Z,USB = —§J Z 010 — hZO'l
{11} ! {Lr} !
mit 1
B
pe =—g-8'
und 5
Sl = 50’[
Daraus ergibt sich
L_ _gHB,
Hs 9 Y1

up bezeichnet das BoHR-Magneton, g das gyromagnetische Verhéltnis und S* den Spin in physi-
kalischen Einheiten.
Weiterhin fithren wir die Abkiirzung

1
h=—= B
29#3

ein, die die Rolle des normierten Magnetfeldes spielt. Die Vorzeichenkonvention von h ist so ge-
wahlt, daf sich die o; parallel dazu orientieren. Damit gilt fiir die Zustandssumme

1 '
2o Y Y Y e HRenEn)

T
0‘1::|:10'2::tl 0‘]\]::‘:1

Fiir die spétere Diskussion bereiten wir vor:

onZ = Z Z Z Z7l_0le><p

0’1::‘:10'2::‘:1 O’N::|:1

(;Jz{l,l/} g oy + th Jl)
T

Wir ziehen die {-Summation nach vorne und erhalten:

OnZ
E <o >= T% =10 InZ = —On F
1
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15.2.2 Berechnung von Z in der Molekularfeld-N&herung

Die Molekularfeld-Naherung wird auch als Mean-Field- Approximation bezeichnet. Ausgangspunkt

ist die HAMILTON-Funktion
= —*J Z go; — hZUg
{1}
Wir greifen nun einen beliebigen Spin o; heraus. Auf diesen Spin wirkt einerseits das &ufsere
Magnetfeld h, andererseits das durch die anderen Spins oy erzeugte Magnetfeld. Zusammen wirkt
auf o; somit das Feld
=h+JY ov

{3
Die Summation erstreckt sich iiber alle ndchsten Nachbarn I’ von I, symbolisiert durch {I'}. In hy
steht J und nicht J/2, da in obiger Formel fiir H alle Paar-Wechselwirkungen doppelt erscheinen.
Ware h; vorgegeben, so konnte man Z ausrechnen. Leider hangt jedoch h; von den oy in der
Nachbarschaft von o; ab, und o; bestimmt wiederum die h; in der Nachbarschaft von o;. Als
Né&herung ersetzen wir daher h; durch das mittlere Feld

<My >=h+JZ<al/ >
{3
Dabei bezeichnet < o > die mittlere Magnetisierung am Gitterplatz . Da jedoch das Gitter
translationsinvariant ist, sind alle Gitterplatze gleichberechtigt und unabhangig von I’. Wir setzen
daher
<oy >=m

mit der mittleren (normierten)Magnetisierung m pro Spin. Somit ist

<h >=h+Jm

J=Y T
{3
Wir wollen nun H in der Molekularfeld-Ndherung berechnen, d.h. unter der Annahme, daff auf
jeden Spin ein mittleres Feld wirkt. Dazu spalten wir o; in den mittleren Anteil < o; >= m und
die Abweichung o; — m auf und vernachléssigen alle nichtlinearen Terme in den Abweichungen. Es
gilt also

mit

o = m+[o;—m]
ooy = (m+ [O’l — m]) (m+ [O’l/ — m])
ooy = m?+mlop —m]+mlo; —m]
ooy = —m? + moyp + moy
Somit ist
H = —fJZ m2+mol/—|—mal)—h2c;’l
{1,I'} l
CIEE S 35 WEED 3 SEETRES 9D DTO o
TG {1y 1)
m? = m ~ m =
H = TXZ:J—E;JOW—EZI:JG[—}LXZ:G[
m? - =
H = 7JJ\I—mJEl:al—hgl:o—l

H = %jN— (mj—&—h)zl:m
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Fiir die Zustandssumme ergibt sich im Rahmen der Molekularfeld-Theorie

%jN—(mj+@§;m

Y Y e - 7

o1=x1o05=%1 on==%1

was wir wie folgt vereinfachen kénnen:

m2JN mJ + h
exp(— 5 )H Z exp( - al>

l O'l:ﬂil

2JN J+h
Z = exp (_mQT ) H 2COShm T+
l

- - N
2JN
7 = {exp(—mQJ >2coshmj+h}
T T

Die Zustandssumme héngt somit von den Variablen 7, N und h ab. Fiir ein Ideales Gas gilt
dagegen Z = Z(7, N, V). Fiir das IsING-Modell wird somit das Volumen durch die verallgemeinerte
Koordinate & und der Druck durch die verallgemeinerte Kraft M = m - N ersetzt (vgl. Abschnitt
7.3, GiBBs-Fundamentalgleichung). Mit M wird die Magnetisierung des Spin-Systems oder auch
das magnetische Gesamtmoment bezeichnet (durch Umnormierung des Magnetfeldes B — h ist
M hier dimensionslos).

VA

15.2.3 Thermodynamische Funktionen

Wir bestimmen zunéchst die Freie Energie F' = —71n Z:

- 5 3
F=—-—7NIn <2cosh mJ+h> + m_JN
T

2

Daraus ergibt sich die Zustandsgleichung geméfs

Z <op>=— (gl;)

(vgl. Ende Abschnitt 15.2.1). Wir erhalten

Z<ol>:Zm:Nm:—(aF>
1 1 8h 7,N

und somit :
sinh 2L+
Nm=71N 7}% —
m
cosh e T
bzw. )
mdJ + h
m = tanh +
-

Dies ist eine implizite Gleichung fiir das magnetische Moment m pro Spin, die das Pendant zur
p(V')-Gleichung des VAN-DER-WAALS-Gases darstellt. Fiir die Isothermen findet sich eine eindeu-
tige Losung fiir 7 > J, fiir 7 < J ist die Losung mehrdeutig. J spielt hier die Rolle einer kritischen
Temperatur:
J =kgT.



15.2 Ising-Modell 135

/

T, heifst Curie-Temperatur.
Der Bereich

ist instabil, F' ist dort nicht minimal.

Betrachten wir insbesondere die Losung bei h = 0: Die Lésung m = 0 ist nicht stabil; statt-
dessen tritt m # 0 bei h = 0 als stabile Losung auf (Ferromagnetismus). Diese Situation stellt
einen Kompromifs zwischen maximaler Unordnung (Maximun der Entropie) und minimaler Ener-
gie (Minimum von U, F, G) dar. Bei T' = T, existiert ein Phaseniibergang zwischen Para- und
Ferromagnetismus, den wir im néchsten Abschnitt noch eingehend diskutieren werden.
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16 Phaseniibergange

Definition

Eine Phase ist ein Teil eines Systems, der in der Zusammensetzung gleichfor-
mig ist. Zwei Phasen kénnen nebeneinander koexistieren, aber mit einer defi-
nierten Abgrenzung dazwischen. Fiir das Vorliegen mehrerer Phasen ist i.d.R.
die Wechselwirkung zwischen den Teilchen des Systems notwendig. Ideale
Systeme sind meist einphasig, es gibt Ausnahmen wie die BOSE-EINSTEIN-
KONDENSATION.

Beispiele fiir das gleichzeitige Vorliegen mehrerer Phasen sind:

e Koexistenz einer fliissigen und gasférmigen Phase

Koexistenz einer fliissigen und festen Phase

Koexistenz einer normalleitenden und supraleitenden Phase

Koexistenz einer paramagnetischen und ferromagnetischen Phase
e Koexistenz einer normalfluiden und suprafluiden Phase

Koexistenz einer kubisch raumzentrierten und kubisch flichenzentrierten Phase

Ubergiinge von der einen in die andere Phase werden durch gewisse Variable wie Temperatur T,
Druck p, Magnetfeld B gesteuert, wenn sie sich in kritischen Bereichen befinden.

16.1 Thermodynamische Bedingungen fiir die Koexistenz zweier Pha-
sen

Wir betrachten die beiden Phasen als Teilsysteme eines Gesamtsystems.
Das Gesamtsystem sei vorerst isoliert!

Zunéchst wollen wir davon ausgehen, daff dieses Gesamtsystem von der Umgebung isoliert ist.
Im Gleichgewicht wird somit die Entropie des Systems maximal (also do = 0). Die Teilsysteme
stehen im thermischen, mechanischen und diffusen Kontakt. Es gelten deshalb die Gleichgewichts-
bedingungen
71 = T2, H1 = M2, p1 = p2-

Bei mehreren Sorten miissen die Potentiale derselben chemischen Sorte in den beiden Phasen gleich
sein, wenn die Phasen koexistieren. Man berechnet die Werte der chemischen Potentiale bei dem
gemeinsamen Druck p = p; = po und der gemeinsamen Temperatur 7 = 71 = 79, so dafs

pa(p, 7) = p2(p,7)

ist. Dies bedingt einen funktionalen Zusammenhang p = p(7).

Der Koexistenzbereich der Phasen 1 und 2 erstreckt sich niemals
iiber alle Werte von p und 7, sondern nur iiber einen bestimm- /
ten Abschnitt. Fiir einen beliebig herausgegriffenen Punkt der p-7-

Ebene mufs es also keine Koexistenz geben.
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Das Gesamtsystem sei nun durch Randbedingungen beeinflusst!

Bisher sind wir stets von einem isolierten Gesamtsystem ausgegangen. Wie verhélt sich jedoch
die Situation, wenn das Gesamtsystem durch vorgegebene Randbedingungen beeinflufst wird, z.B.
Vorgabe der Temperatur (Kopplung an ein Bad), des Drucks oder der Teilchenzahl?

Im Gleichgewicht wird dann das zugehorige thermodynamische Potential extremal. In unserem
Fall der Vorgabe von 7, N, p wird gerade die Freie Enthalpie minimal:

dG =0

Wegen
G = Nip1 + Najpio

mit N1 + No = N = const folgt mit dem LAGRANGE-Multiplikator A
Ony {N1p1 + Napio + A(N — N1 — Na)} =0

sowie
On, {N1p11 + Napia + A(N — Ny — Na)} =0

Unmittelbar ergibt sich daraus
A= = p2

Die entsprechende Bedingung fiir mehrere Komponenten i lautet p} = pb.

Abschliefend sei darauf hingewiesen, dafs die Unterscheidung zwischen den beiden betrachteten
Fallen (isoliertes bzw. nicht isoliertes Gesamtsystem) nicht zwingend notwendig ist. Die Situation
eines isolierten Gesamtsystems stellt gerade einen Spezialfall des zweiten Falles dar: Auch bei
einem isolierten System sind V, U und N vorgegeben! Dies sind aber gerade die kanonischen
Variablen von o, und die Bedingung ¢ — max fiihrt gerade auf

T = T2, M1 = M2, pP1 = p2-

Bei p1 < po existiert nur die Phase 1 stabil, denn es gilt

0= (o)., =

und der niedrigere Wert der Freien Enthalpie G ist der stabile.

Es konnen auch metastabile Phasen vorkommen, etwa beim Unterkiihlen oder Uberhitzen. Me-
tastabile Phasen haben eine voriibergehende Existenz und das bei Bedingungen fiir p und 7, bei
denen eine andere Phase derselben Substanz ein niedrigeres chemisches Potential hat.

16.2 CrLAUSIUS-CLAPEYRON-Dampfdruckgleichung

Wir betrachten die Koexistenz einer fliissigen und gasférmigen Phase und suchen die Koexistenz-
kurve, die als Funktion p(7) dargestellt werden soll. Bei pg, 79 sollen die fliissige (Index 1) und
gasformige (Index g) Phase zugleich existieren:

Ml(poﬂ'o) = Ng(PmTo)
Auch im Nachbarpunkt pg 4+ dp, 79 + d7 moégen die Phasen koexistieren, das heifit

w(po +dp, 70 + d7) = pg(po + dp, 70 + d7).
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Reihenentwicklung und der Grenziibergang dp — 0,d7 — 0 fiihren auf
(Opir) ~dp + (07 pu)pd7 = (Oppig)dp + (Or pig) pd T

und umgestellt auf
dp _ (Orpm)p — (Orpg)p
dr (Opig)r — (Optir)7

Nun werden die Eigenschaften des Potentials Freie Enthalpie G(7, N, p) benutzt (vgl. Abschnitt 8,
»,Thermodynamische Potentiale). Es gilt

G=Np,  (,G)n-=V, (0;G)np=—0.

Jetzt werden das Volumen je Molekiil

—
N
und die Entropie je Molekiil
o
=N
in jeder Phase eingefiihrt, und es folgt
1 v
@G = 5 = v = By},
1

o
N(aTG)N,p TN T (Orp)p-

Eingesetzt in die Gleichung fiir g—f ergibt sich

dpisg—sl

dr — vg—v’

sy — 81 bedeutet die Entropiezunahme des Systems, wenn ein Molekiil aus der Fliissigkeit in die
Gasphase gebracht wird und vy — vy ist die zugehorige Volumenzunahme.

S v

p = const T T = const p

Die Wérmemenge, die dem System zugefiihrt werden muff, um bei konstanter Temperatur ein
Molekiil von der Fliissigkeit in das Gas zu iiberfiihren, ist

0Q

N = 0qg =T1(sg — 51)-
Dem Molekiil wird keine kinetische Energie zugefiihrt, so daf man von einem quasistatischen
Prozeft spricht. Fiihrt man dem System bei diesem Prozeft von aufen keine Wérmemenge zu,
so wird beim Umsetzen des Molekiils in das Gas die Temperatur sinken. (vgl. Frieren in nassen
Klamotten)
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Definition

Die o.g. Warmemenge heiltt Latente Verdampfungswdrme je Molekiil und
diese ist festgelegt zu
lm = 7(sg — 51)

Mit der Beziehung Av = v, — v1, der Volumenénderung beim Uberfiihren eines Molekiils von der
fliissigen in die Gasphase, ergibt sich schlieflich die CLAUSIUS-CLAPEYRON-Gleichung

dp  lm

dr 1AV’

Eine besonders niitzliche Form ergibt sich unter den folgenden Ndherungen. Wenn das Molekiil-
volumen in der Gasphase sehr viel grofer als in der fliissigen ist (vg > v1), folgt Av ~ v,. Bei
p=1Dbar gilt * ~ 10 und die Néherung ist gerechtfertigt. Auferdem gelte fiir die Gasphase das
Ideale-Gas-Gesetz pV, = Ny7. Damit folgt

2
-
TAV R TVg = —

Damit wird die Dampdruckgleichung zu

@ _ lII]p

dr 72
- d(Inp) _ I
dr T2

Im
~ lnp:/dT—Q.
T

Ist fiir den interessierenden Bereich [, = l,,0 = const, so folgt

lmO

Inp=— + const
T
_ lmo
~ p=poe 7 .

Uberfiithren wir noch die Latente Verdampfungswirme je Molekiil I, in die je Mol Iy; vermittels
Int = Nalm, Na =6,023-10%% mol™! Avocapro-Konstante,

dann folgt
_ v
p=poe FoT.

Ry = Nakp = 8,314 JK~'mol~! ist die universelle Gaskonstante.

In Abbildung ?7? ist als Beispiel die Dampfdruckkurve des Wasser-Eis-Phaseniiberganges dar-
gestellt.

16.3 Tripelpunkt

Der Tripelpunkt einer Substanz ist der Punkt (p;,7¢) in der p-7-Ebene, an dem sich alle drei
Phasen Dampf, Fliissigkeit und Festkorper im Gleichgewicht befinden. Dann mufs gelten

Mg = U1 = Hs-
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Abbildung 16.1: Dampfdruck von Wasser und Eis aufgetragen als Funktion von % Die vertikale
Skala ist logarithmisch. Die gestrichelte Linie ist eine Gerade. (aus: KITTEL, Physik der Warme,
1973. Abbildung 20.3)

Die Tripelpunkt-Temperatur 7 ist nicht mit der Schmelztemperatur einer Substanz bei Atmosphé-
rendruck identisch. Schmelztemperaturen hdngen vom Druck ab. Die Tripelpunkt-Temperatur

ist die Schmelztemperatur unter dem gemeinsamen Gleichgewichts-
dampfdruck der beiden kondensierten Phasen. Insbesondere ist die
Temperatur des Tripelpunkts des Wassers

flissig C

T, = 273,16 K = 0,01 °C.

Er liegt um 0,01 K oberhalb der Schmelztemperatur bei Atmo- fest
sphirendruck. Der Tripelpunkt des Wassers wurde benutzt, um
die fundamentale Temperaturskala 7 zu eichen und die KELVIN- '
Temperaturskala einzufiihren. Ty T

gasférmig

Es gibt fiir HoO noch einen charakteristischen Punkt, den kritischen Punkt C. Dort ist die Unter-
scheidung zwischen Fliissigkeit und Dampf nicht mehr mdoglich. Die Dampfdruckkurve endet.

16.4 Klassifizierung von Phaseniibergingen

In unseren bisherigen Uberlegungen waren Phaseniibergéinge durch sprunghafte Anderungen des
Volumens und der Entropie gekennzeichnet, also durch Spriinge in den ersten Ableitungen der
Freien Enthalpie G, denn

dG = —od1 + pdN + Vdp

Derartige Diskontinuititen werden zweifelsfrei im Experiment beobachtet. Ausgehend von dieser
Tatsache wird der Begriff des Phaseniibergangs verallgemeinert.

Zur Klassifizierung von Phaseniibergéngen sind zwei verschiedene Schemata gebrauchlich. Das
altere Klassifikationsschema stammt von EHRENFEST und definiert einen Phaseniibergang n-ter



16.5 Ehrenfest-Gleichungen 141

Ordnung wie folgt:

Die Ableitungen von G bzw. u sind bis zur (n —1)-ten Ordnung (inklusive nullter Ord-
nung) stetig. Dagegen weist die Ableitung n-ter Ordnung eine Diskontinuitét (Sprung-
stelle) auf.

Ein neueres Klassifizierungsschema tragt der Tatsache Rechnung, dafs Sprungstellen in den zwei-
ten Ableitungen oder ggf. héheren Ableitungen hdufig nicht zweifelsfrei beobachtet werden. Zudem
werden oftmals Singularitdten anstelle von Spriingen beobachtet; deshalb werden Phasentibergénge
heute bevorzugt zwischen diskontinuierlich oder kontinuierlich unterschieden. Die diskontinu-
ierlichen Phaseniibergénge entsprechen gerade den Phaseniibergidngen erster Ordnung:

Als kontinuierlich werden Phaseniibergédnge bezeichnet, wenn die ersten Ableitungen
von G bzw. u stetig sind. Bei kontinuierlichen Phaseniibergéngen,/ Phaseniibergédngen
zweiter Ordnung ist mindestens eine der zweiten Ableitungen im kritischen Bereich
nicht-analytisch.

16.5 Ehrenfest-Gleichungen

Wir betrachten Phaseniibergéinge zweiter Art (kontinuierliche Phaseniibergénge). Fiir diese gilt
81—82:0, ’U1—1}2:0.

Die Beziehung
dp s1— 89

dr v — vy
wird somit unbestimmt. Zur weiteren Auswertung ist die L’HOSPITAL-Regel anzuwenden. Dies
kann auf zwei verschiedenen Wegen erfolgen:

Or:
d£ _ (0751)p — (0rs2)p _ (872—#2);17 - (872—#1);;
dr (arvl)p - (aTUQ)p (878PM1> — (878])“2)

Op:
dp _ (9ps1)r = (Opsa)r _ —(8p0rpn1) + (9p0rpi2)
dr (9pv1)r — (Gpv2)s (Opp1)r — (O5p2)r

Nun existieren Zusammenhénge dieser Ableitungen mit diversen Koeflizienten:

02 = _o ¢p spezifische Wérme je Teilchen
T
0-0ppt = vy ~  kubischer Ausdehnungskoeffizient
(“)12) b= —vK k isotherme Kompressibilitét

Damit 1aft sich schreiben

dp e —cp e

dr — vr(y2—m) ke — k1
Dies sind die EHRENFEST-Gleichungen. Nicht-Analytizitdten in den Koeflizienten kénnen Sprung-
stellen oder Divergenzen sein.

Zur Beachtung: cp, 7, k sind hier mit der fundamentalen Temperatur definiert. In kon-
ventionellen Einheiten kommen Konstanten hinzu.
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Ein Beispiel fiir einen Phaseniibergang 2. Art ist der Ubergang zur Suprafluiditit des He? bei tiefen
Temperaturen. Die spezifische Wérme ¢, zeigt bei T' = 2,18 K den in nebenstehender Abbildung
dargestellten \-Punkt.

Cp

A-P. T

Ergénzung: Definitionen der o.g. Koeflizienten

o Wirmekapazitét c,: Es gilt

zudem setzen wir

Cp = Ncp

Aus
dG = —od71 + pdN + Vdp
und
G = uN
folgt
(), )

or N or »

und somit

Oo %
(m)p =N (w)p

cp=—T (aZu)p

Wir erhalten

e Kubischer Ausdehnungskoeffizient +v: Dieser ist durch

_Lfovy (1o
’YiV or p7N7 v 0T »
(), (3)
8]) TN ap T
(), 5(2(5), o
or ), n or\op/)./,

ov
(57), =0
P

1
= -0,0
Y 1) pl

definiert. Mit

ergibt sich

bzw.

Somit gilt
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e Isotherme Kompressibilitdt x: Diese ist durch

L[y (o
VvV \op T’N_ v\0p/.

definiert. Mit

folgt
ov %
v - N[ Z=£
(0p>ﬂw» (0PQ)T
bzw.
oy _ (0
op), \op*),
Somit gilt

1
k=== (%n),

16.6 Systeme mit mehreren Komponenten und Phasen — GIBBS-Phasenregel

Wir haben bereits den Tripelpunkt eines Systems, das nur aus einer Komponente (zum Beispiel
H,0) besteht, kennengelernt. Fiir die drei Phasen g, 1, s gelten im Gleichgewicht genau am Tri-
pelpunkt die Beziehungen

tg(P,7) = pe(p,7) = ps(p, 7)

Die beiden Gleichungen fiir das chemische Potential legen p und 7 im allgemeinen eindeutig fest.
Zusatzliche Freiheitsgrade sind nicht vorhanden.

Wir betrachten nun ein System aus k verschiedenen Komponenten (im Abschnitt 5.3 haben wir
statt von verschiedenen Komponenten von verschiedenen Teilchensorten gesprochen) und ¢ Pha-
sen. Alle Phasen sollen alle Komponenten enthalten. Wenn wir die Phasen mit einem unteren
Index und die Komponenten mit einem oberen Index markieren, dann gelten im Gleichgewicht die
Beziehungen fiir die chemischen Potentiale

po= o= = g,
pio=ps o= = pg,

die alle beim gleichen Druck p und der gleichen Temperatur 7 erfiillt sein miissen. Es handelt sich
offensichtlich um % - (¢ — 1) Gleichungen. Chemische Reaktionen sollen nicht vorkommen, so dafs
keine weiteren Bedingungsgleichungen hinzukommen.

Die Anzahl dieser Bedingungsgleichungen wollen wir mit der Anzahl der unabhéngigen Variablen
im System vergleichen. Zunéchst sind p und 7 zwei unabhéngige Variablen, die fiir alle Phasen
gleich sind. In jeder Phase konnen nur die Konzentrationen ct,a =1,...,k; a =1,..., ¢, variieren.
Frei sind aber nur jeweils k — 1 Konzentrationen; die Konzentration der letzten Komponente ist als
Differenz zu 100% dann automatisch festgelegt, somit existieren - (k—1) Variationsmoglichkeiten
in den Konzentrationen insgesamt.

Die Zahl der tatséchlichen Freiheitsgrade f ergibt sich somit als Differenz aus den Anzahlen der
unabhéngigen Variablen und der Bedingungsgleichungen zu

f=24k-1p-klp—1)=2+k—¢.
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Dies ist die GiBBs-Phasenregel. Die Zahl f ist die Dimension der Mannigfaltigkeit, auf der die
Punkte
p, 7, ch la=1,...;k;a=1,...,9)

liegen diirfen, damit das System im Gleichgewicht bei ¢ Phasen existiert.
Beispiele

e k =1 (einkomponentiges System)

@ =1: f = 2; die Mannigfaltigkeit ist eine Fléche, in der p und 7 beliebig variieren
konnen.

p =2: f =1; die Mannigfaltigkeit ist eine Kurve, zum Beispiel p = p(7); wenn man
7 andert, muf sich auch p dndern, um auf der Kurve zu bleiben.

p = 3: f =0; die Mannigfaltigkeit ist ein Punkt = Tripelpunkt.

o k =2 (bindre Mischung)

@ =1: f = 3; es kbnnen p, 7 und die Konzentration variiert werden.

@ =2: f = 2;es kbnnen p und 7 variiert werden; die Konzentrationen, die sich ein-
stellen miissen, damit beide Phasen im Gleichgewicht existieren, sind durch p
und 7 festgelegt.

Bisher haben wir chemische Reaktionen ausgeschlossen. Werden chemische Reaktionen betrach-
tet, kommen weitere Bedingungsgleichungen hinzu. Thre Zahl sei R. Die moglichen Freiheitsgrade
werden reduziert und als Phasenregel folgt

f=2+k—-¢p—-R.

16.7 Phaseniibergang im Van-der-Waals-Gas

Im VAN-DER-WAALS-Gas liegt ein Ubergang zwischen einer fliissigen und einer gasférmigen Phase
vor. Es handelt sich dabei um einen Phaseniibergang erster Ordnung,/ diskontinuierlichen Phasen-
iibergang, da

Av = vy — v

eine Sprungstelle aufweisen wird. Unser Ziel ist eine quantitative Diskussion dieses Phaseniiber-
gangs.

Ausgangspunkt fiir unsere Uberlegungen ist die in Abschnitt 15 berechnete Freie Energie des
VAN-DER-WAALS-Gases,

— 2
F(r,N,V) = fNT(ln M + 1) - an

Diese Beziehung nutzen wir nun zur Bestimmung der Freien Enthalpie GG. Unser Ziel ist dabei die
Bestimmung des chemischen Potentials 4 = G/N. Mit

G=F+pV
und
2q
(p+ 2 )V —bN)=71N
folgt
TNV N? ng(V —bN)
N =——— —2¢g— - Nrlln———=> +1).
G NV) =gy ~ 205 (in N +1)
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In diesen Variablen stellt G kein Potential dar. Benotigt werden die kanonischen Variablen von
G: 7, N, p. Aus der VAN DER WAALS-Zustandsgleichung 14t sich V (7, N, p) iiber die Losung einer
kubischen Gleichung finden und damit auch G(7, N, p). Die Audriicke sind nicht leicht handhabbar
und wir bevorzugen deshalb eine numerische Losung. Fiir das Chemische Potential gilt

i G TV N (ln nq(V —bN)

— 20— —
a T N

TNT VoW W +1),

wobei wir uns V (7, N, P) als Losung der kubischen Gleichung eingesetzt vorstellen. Fiir eine nu-
merische Diskussion ist die Einfithrung normierter Grofen i, V', p, 7 vorteilhaft:

V=V3Nb=V1g,

— a = 5
P =P 5o =DPc;
B
T=To =TT
fASi :A
Folglich erhilt man
7V N V3Nb—bN
Bo BNy TV gy N Bao () ne(VENDZON)
27b 27b 3NbV — bN V3Nb  27b N
und somit

V91 o1
mit V = V(7,p) aus der VAN-DER-WAALS-Gleichung. Die normierte Form der VAN-DER-WAALS-

Gleichung lautet

. 8a

T o2

. a n a N?
Yo T D232

(P %)3Nb<‘7—1) = N7 28

)(‘7—3Nb—Nb):N

27h2 3 T o2

Sl B

Das ist die bereits erwahnte kubische Gleichung fiir ‘7(?, D)

Die Abbildung ?? zeigt ii(p, 7). Bei hinreichend grofien p und 7 gibt es nur einen Wert des Che-
mischen Potentials und damit auch nur eine Phase. Beip=1,7 =1 (p = pc, 7 = 70) wird f
mehrdeutig; es existieren drei Werte. Nur das niedrigste Chemische Potential ist stabil. Andere
Werte kénnen hochstens metastabil sein. Entlang der Schnittebene der beiden unteren Flachen
koexistieren beide Phasen (fliissig und gasformig).

Besonders deutlich wird der Phaseniibergang im p—p-Diagramm fiir 7 = const. Die beiden stabilen
Zweige fiigen sich stetig aneinander, jedoch ist die Ableitung von p unstetig. Wegen

(), ()
ap T, N N ap 7,N

folgt das V' — p-Diagramm unmittelbar. Der u-Knick korrespondiert mit dem V-Sprung.
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0.9 T/Tc

Abbildung 16.2: Die Grafik zeigt das normierte Chemische Potential ;i in Abhéngigkeit von p und
7. Die grokte Losung ist nicht eingezeichnet, um besser auf die Schnittlinie sehen zu konnen.
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Genauer untersuchen wollen wir nun noch die Koexistenzlinie zwischen beiden Phasen. Wahrend
das chemische Potential dort stetig ist, weisen die ersten Ableitungen einen Sprung auf: Zum einen
ist

p=const ~ (0:i); x —0 ~» springt!

P
zum anderen gilt
7 =const ~ (Opfi). <V ocv~»  springt!

Somit liegt ein Phaseniibergang erster Ordnung vor.
Untersucht werden soll nun der Volumensprung an der Koexistenzlinie. Dort gilt p, = p; bei

7 = const, d.h. im p(V)-Diagramm entspricht die Koexistenzlinie einer Horizontalen (p = py =
p1 = pp), die durch die Isotherme 7 = const eingegrenzt wird.
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p

Pp [ ‘ gasformig

Koexistenzlinie

S o

Ve |4

Wegen
tg(PD,T) = i (pD, 7)

muss
(vg, 7) = p(vr, 7)

gelten. vy, vg sind die spezifischen Volumina der jeweiligen Phasen. Bei v; sind alle Teilchen in der

flissigen Phase, bei vy sind alle Teilchen in der Gasphase. Es handelt sich also um die gleichen

Teilchenzahlen. Unter Benutzung von

folgt 10
0= (v ) = plon7) = [ (G)

(GG (G, e

=0

= [vp] Zg:vl - /vg p(v)dv = (vg — v1) pp — /vg p(v) dv.

1 ]

(vg —v1)pp stellt die Rechteckflache in obiger Abbildung dar, fvﬁg pdv die Flache unter der Isother-
men. Beide Flichen miissen somit gleich sein. Dieses Verfahren heiftt MAXWELL-Konstruktion.

16.8 Phaseniibergang im Ising-Modell

Das IsiNnG-Modell erméglicht die Beschreibung von Phaseniibergéngen in einem Ferromagneten.
In einem solchen System konnen zwei ferromagnetische Phasen (111 bzw. |J) koexistieren. Wie
wir sehen werden, ist der Phaseniibergang von erster Ordnung,/ diskontinuierlich. Ausgangspunkt
flir die thermodynamische Behandlung ist einerseits die Freie Energie, die wir aus Abschnitt 77

zu
mr, + h)

T

r_ m27.N

— 7N ln (2 cosh

iibernehmen. Zum anderen hatten wir die Zustandsgleichung

mt. + h
T

m = tanh

hergeleitet. Die normierte Curie-Temperatur berechnet sich aus der Kopplungskonstanten (7. = J ).
Skizziert ist die Zustandsgleichung in Abbildung ??. Fiir 7 < 7. wird m mehrdeutig.

10Dje Integration iiber v hingt vom konkreten Weg ab, da v keine kanonische Variable von p ist.
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Abbildung 16.3:

Das magnetische System verhilt sich analog zum VAN-DER-WAALS-Gas, wenn man die folgenden
Ersetzungen vornimmt:

h<p und meV
Wir bestimmen die Freie Enthalpie G des Systems:

2
N
G=F+mNh="T¢

+mNh

— 7N 1n (2 cosh W)
-

wobei m iiber die Zustandsgleichung zugunsten von h zu eliminieren ist. Explizit ist dies jedoch
leider nicht moglich. Das Verhéltnis G/N entspricht gerade dem Chemischen Potential, dessen
Benutzung in der Festkorperphysik jedoch nicht gebraduchlich ist.

Wir erinnern an die Zustandsgleichung des Systems, deren Mehrdeutigkeit fiir 7 < 7. sich auf
G(7, N, h) iibertrigt. Dies wird an Abbildung ?? noch einmal verdeutlicht:

Bei A = 0 findet ein Phaseniibergang erster Ordnung statt. Die beiden magnetischen Phasen mit
mg und —mg koexistieren.

Analog zur Behandlung des VAN-DER-WAALS-Gases erfolgt dann die MAXWELL-Konstruktion
durch Verbindung von mg mit —mg. Dies ist in Abbildung ?? veranschaulicht.

Abschlieftend soll noch kurz diskutiert werden, wie sich die Situation in einem realen Ferromag-
neten verhélt. Die Magnetisierungskurve ist dann durch das Auftreten von Gedéchtnis-Effekten
charakterisiert; bei der Ummagnetisierung konnen metastabile Zustdnde (Hysterese) auftreten.
Abbildung ?? zeigt den Plot zum theoretischen Verhalten eines realen Ferromagneten.

Vergleicht man dies mit Abbildung 7?7, so erkennt man die Unterschiede, welche sich im sog. Verzug
infolge der Ummagnetisierung ergeben:

Abbildung 7?7 zeigt schematisch das Verhalten eines realen Ferromagneten. In diesem Bild wiére
allerdings M = % zu setzen. Dies ist fiir die Darstellung des magnetischen Verhaltens realer

Ferromagneten tiblich.

Abbildung ?? zeigt (quasi als Zusammenfassung) noch einmal das Ising-Modell in Molekular-
feldndherung im Phasendiagramm (also m-T-Diagramm).
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T<TC
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Abbildung 16.4:

T<T¢

//

Abbildung 16.5:
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T<T,¢

Abbildung 16.6:

‘ P

Abbildung 16.7:

Abbildung 16.8:



16.9 Bose-Einstein-Kondensation als Phaseniibergang 151

16.9 Bose-Einstein-Kondensation als Phaseniibergang

Zunachst soll an die wichtigsten Eigenschaften des BOSE-Gases erinnert werden: Die Teilchenzahl

im Grundzustand ist durch 1

eXp(fT’“) -1

Ny =

gegeben, fiir die angeregten Zusténde gilt

21/2

2 (o0
2\ 3/2 77 do dz exp () exp(z) -1
N.=N () 3

¢(3)

Te
Die kritische Temperatur des Systems bestimmt sich zu:

2/3

2mh? n R 5

Te = 7 <C(3)> = 3.31En /
2

wobei n = N/V die Teilchendichte bezeichnet. Aus der Bedingung Ny + N, = N lafst sich das
chemische Potential in der Form p’ = p/(7, N, V) gewinnen. Die numerische Losung fiir 1/ bzw. fiir
die Fugazitit exp(p//7) ist nochmals in der folgenden Abbildung dargestellt. Die Besetzungszahl

exp('/7)
1 771_077 ---------------

ng/n
1/¢(3/2 Q
exp(p'/7) [

Te

des Grundzustandes sinkt bis zum Erreichen der kritischen Temperatur streng monoton ab. Fiir
T < T, haben sowohl Ny als auch N, endliche Werte. Dies ist ein deutliches Indiz fiir die Koexi-
stenz des Kondensats (Ng, dquivalent zu einer fliissigen Phase) und der angeregten Teilchen (N,
Gasphase).

Unser Ziel ist nun die Konstruktion der thermischen Zustandsgleichung p = p(7, V) fiir das Bose-
gas. Unser Interesse gilt —analog zur Behandlung des VAN-DER-WAALS-Gases— insbesondere den
Bereichen mit dyp = 0. Ausgangspunkt fiir unsere Uberlegungen ist das Groflkanonische Potential

' om\3/2 oo )
J=7ln <1—CXp <,u)> _V2<Zl) / d€/€/3/2—/ 7
T 6 h 0 exp (6’*# ) 9

T
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No/N

T/Te

das tiber die Beziehung J = —pV mit dem Druck verkniipft ist. Es gilt also

J T ,u’ 1 2m 8/2 > 7 13/2 1
p=-d = om (1 (2)) g (22 [Tacn— L
\%4 \%4 T 67‘(’2 h2 0 eXp(E:_'u>_1

wobei das Chemische Potential in der Form p' = p/(7, N, V) einzusetzen ist. Aus dieser Bezie-
hung kann der Druck in den Variablen 7, N und V bestimmt werden, was jedoch wiederum nur
numerisch mdéglich ist. Die Abbildung zeigt das p(V)-Diagramm des BOSE-Systems bei konstanter
Teilchenzahl.

p

Einphasengebiet
(Gas, Ny =~ 0)

Zweiphasengebiet (N # 0, N #0) T5 = const
Ty = const
v

Im Zweiphasengebiet verlaufen die Isothermen horizontal. Eine Verkleinerung des Volumens be-
wirkt keine Druckerhohung, sondern erhoht die Teilchenzahl Ny im Kondensat auf Kosten der
Besetzungszahl N, der angeregten Zusténde. Ein vergleichbares Verhalten zeigt sich auch im Ko-
existenzgebiet des VAN-DER-WAALS-Gases.

Zumindest ndherungsweise soll die Zustandsgleichung im Zweiphasengebiet analytsich ausgewertet
werden. Wir beschréinken uns dabei auf 7 < 7. aus und betrachten ein asymptotisch grofes Gebiet

V — 0. Es galt
1

exp (%‘“) -1

Diese Beziehung losen wir nach dem Chemischen Potential p/ auf und erhalten

! In{1+ L
= —T _—
J No

Im Bereich 7 < 7, fiihrt der Grenziibergang Ny > 1 auf

Ny =

Somit ergibt sich fiir den Druck

1 1 (2m\*? = 1
p:—Tln(l—cxp<>>+2<Zl) da 2®/? ™2
4 No 6m= \ I 0 exp ( ) exp(z) — 1

E‘H

0
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womit sich im Grenzfall V' — oo, Ny > 1 die folgende Beziehung fiir den Druck ergibt:

L (2m\*? e 3/2 1 5/2
P‘w(nz) | amatr— r/
0 exp (m) exp(z) — 1

Somit bestatigen wir, dafs der Druck nur von der Temperatur, nicht aber vom Volumen abhéngt.
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17 Wiederbesuch der Gesamtheiten

Der Begriff der Gesamtheit wurde in Abschnitt 3 eingefiihrt. Dabei wurden die Begriffe Gesamt-
heit, GiBBs-Gesamtheit, Ensemble und statistisches Ensemble synonym verwendet. Eingefiihrt
wurde die Gesamtheit, um den statistischen Aspekt der Thermodynamik zu erfassen: Mittels der
Gesamtheit sind Aussagen iiber das thermodynamische Verhalten im Gleichgewicht moglich. Zu-
dem konnen Mittelwerte zur Beschreibung des Verhaltens von Observablen angegeben werden.
Eine Gesamtheit besteht aus sehr vielen geklonten Kopien des Originalsystems (insgesamt Ng
Stiick). Einerseits sind die Klone identisch. Andererseits konnen gewisse Parameter durch das
Wirken eines statistischen Elementes unterschiedliche Werte annehmen. Die Klone befinden sich
dann in unterschiedlichen Mikrozustédnden bzw. Quantenzustinden.

Der Vorteil des Konzepts der Gesamtheit besteht darin, dass die statistische Analyse durch gleich-
zeitige Betrachtung des Ensembles der Klone anstelle der wiederholten Betrachtung des Originals
bewerkstelligt werden kann (d.h. Zeitmittel = Scharmittel).

17.1 Phasendichte

Wir betrachten nun ein thermodynamisches System vom Standpunkt der klassischen Physik. Die
N Teilchen haben die Impulse und Koordinaten
b= (pla v 7p3N)7

q= (CI17~~»(I3N)7
die allesamt von der Zeit abhingen: p; = p;(t), ¢; = ¢;(t). Das System verfiigt somit iiber 3N
Freiheitsgrade. Falls die Bewegung der Teilchen eingeschrankt ist, sind die Freiheitsgrade entspre-

chend reduziert, und p und ¢ sind dann die geeigneten generalisierten Impulse und Koordinaten .
Mit der hier nicht explizit zeitabhéngigen Hamilton-Funktion

H=H(p,q)
gelten die HAMILTON-Bewegungsgleichungen

pi=—0,H, =08, H  i=1,...,3N.

FEin mikroskopischer Zustand des Systems zu einer bestimmten Zeit ¢ wird durch einen Punkt im
I'-Raum représentiert. Abbildung ?? symbolisiert die Gesamtheit.

Verschiedenen Anfangswerte ¢(t = 0) und p(¢t = 0) fiihren zu verschiedenen Punkten im I'-Raum
zur Zeit t. Die geklonten Systeme des Ensembles diirfen sich in verschiedenen mikroskopischen
Zusténden befinden, also in verschiedenen Punkten des I'-Raums. Die Verschiedenheit der Mikro-
zustande kommt durch das Wirken eines statistischen Elementes zustande, das in thermodynami-
schen Systemen immer vorhanden ist.

Weitere Definitionen

e Ortsvektor R: im I'"Raum

R=(p,q) = (P1,---,P3N, q1,---,G3N)

Dem Symbol R sind zwei Bedeutungen zugeschrieben. Zum einen kann es sich um die I'-
Raum-Koordinaten handeln, die sich in dieser Zuschreibung natiirlich zeitlich nicht veran-
dert. Zum anderen kann es sich um den momentanen Ort eines Systems handeln, der sehr
wohl verénderlich ist.
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Abbildung 17.1:

e Geschwindigkeitsvektor :
LB=R=(p,q) = (P1,.- ., P3N, d1,---,d3N)
Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn Ji den Ort eines Systems darstellt.

e Volumenelement d€2:
dQ=dpy - dpaydqr - - dgsn

e Trajektorie im I-Raum: Zur Zeit ¢ befinde sich eines der geklonten Systeme im zustand R. Im
Laufe der Zeit kann sich dieser Ort des Systems im I'-Raum &ndern. Das System durchlduft
dann eine Trajektorie im I'-Raum, auch genannt Phasenraum-Trajektorie. Nochmal deutlich:
Nicht der Punkt R des I'-Raumes durchléuft eine Trajektorie, sondern das System, das sich
zu einer bestimmten Zeit in R befindet.

e Es wird eine Dichtefunktion p(fR, t) eingefiihrt, die die Verteilung der Systeme der Gesamtheit
im Phasenraum zur Zeit ¢ beschreibt. Wir definieren die Phasendichte p:

p(R, 1) ist die Anzahldichte der geklonten Systeme der Gesamtheit
am Ort R zur Zeit t.

p(R, 1) dQ ist die relative Anzahl der Systeme im Volumenelement d(2
bei R und ¢.

p(R,t)dQ N ist die absolute Anzahl der Systeme im Volumenelement d2.

Fiir die Phasendichte sind verschiedene Interpretationen moglich. p d$2 kann auch
als Wahrscheinlichkeit dafiir aufgefaft werden, ein einzelnes System zur Zeit ¢ bei
R in A2 anzutreffen. p ist dann die entsprechende Wahrscheinlichkeitsdichte. An
p wird folglich die Normierungsforderung

/de:l
r

gestellt. Der Mittelwert einer physikalischen Grofe B ist dann
(B(e) = [ B p(ot0) dc

Die auf diese Weise errechneten Mittelwerte sind i.a. zeitabhéngig. Die Einzelrealisierung dieser
physikalischen Grofie in einem ausgewéhlten System aus der Gesamtheit, also B(fR) ist nicht
zeitabhangig, da R die Koordinaten einer Position im I'-Raum darstellt. Mit welchem Gewicht
diese Einzelrealisierung zur Zeit ¢ in den Mittelwert eingeht, wird durch die Phasendichte p(fR, t)
gesteuert. Wenn z.B. dieser I'-Raum-Punkt von keinem System der Gesamtheit besetzt wird, ist
dort p = 0.
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17.2 Liouville-Gleichung und Liouville-Theorem

p kann als Dichte einer Fliissigkeit im Phasenraum aufgefalt werden, der sog. Phasenfliissigkeit.
Fiir p gilt die LIOUVILLE-Gleichung:

mit der PoissoN-Klammer

3N
{p,H} = Z(apiHaQip — 0g,H Op,p) = OpH 9qp — agHagp)

i=1

Aquivalent zur Liouville-Gleichung ist die Aussage

d
e _ 0 bzw. p = const

dt

Dies ist leicht einzusehen, denn Anwendung der Kettenregel liefert

dep(p, g t) = Orp + Oppp + 0gp

Einsetzen der HAMILTON-Gleichungen und Benutzung der Definition der PoissoN-Klammer liefert

dann
dip = Op — agp agH + 810 82H =op+{p. H}

Machen wir uns klar, was p = const bedeutet. Da nach dieser Rechnung die totale zeitliche
Ableitung d; als konvektive oder mitgefiihrte Ableitung zu verstehen ist, bedeutet d:p = 0 die
Konstanz der Phasenraumdichte entlang einer Trajektorie im I'-Raum. Die Trajektorie entsteht
durch die Markierung eines Mikrosystems bei ¢ = 0 und die Verfolgung seiner Bahn im I'-Raum
fiir ¢ > 0. Verschiedene Trajektorien haben i.d.R. verschiedene Werte dieser Konstanten. Nimmt
das konstante p einen grossen Wert an, dann befinden sich viele Systeme in der infinitesimalen
Umgebung der Trajektorie, ist p = 0, keines.

Eine Weitere Aquivalenz zur Liouville-Gleichung formuliert das Liouville-Theorem oder auch ge-
nannt Liouville-Satz. Es besagt, dass ein zur Zeit ¢ = 0 willkiirlich markiertes Phasenvolumen €2
seine Grofse fiir ¢ > 0 nicht dndert. Die Form des Volumens kann sich &ndern. Somit gilt:

Q= dQp :/ d€),
Qo Q

Fiir den Beweis des Liouville-Theorems verweisen wir auf unser Skript der Theoretischen Mecha-
nik Gleichungen (IV.218) bis (IV.240). Hier erinnern wir nur an den Grundgedanken des Beweises.
Betrachtet werden die moglichen Mikrosysteme auf dem Rand von €2, wobei 2 als einfach zusam-
menhingend angenommen werden kann. System aus dem Inneren von 2 kénnen nicht auf den Rand
gelangen, da sonst ein Widerspruch zur eindeutigen Losbarkeit der Hamilton-Gleichungen entste-
hen wiirde. Innere Punkte bleiben immer innen, analog &ussere Punkte immer aussen. Die Dy-
namik der Randpunkte wird als kanonische Transformation aufgefasst und die zugehorige Jacobi-
Determinante berechnet. Diese erweist sich als eins, wodurch sich die Grofe des Volumenelements
dS) nicht &ndert.

Mit dem Beweis des Liouville-Theorems ist wegen der dargelegten Aquivalenz auch die Liouville-
Gleichung bewiesen.

Die Phasenfliissigkeit kénnen wir uns immer als dicht gepackt in einem einfach zusammenhéngen-
den Gebiet vorstellen. Dies gilt auch fiir die folgenden scheinbar abweichenden Formen:
(a) Q kann, wie Abbildung ?? zeigt, eine Vakuole enthalten.



17.2 Liouville-Gleichung und Liouville-Theorem

157

dicht gepackte Phasenraum— Punkte von p

keine Phasenraum— Punkte ; alsop=0

Abbildung 17.2:

Q einfachwegzusammenhdngend

Abbildung 17.3:
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Qdicht gepackt

Abbildung 17.4:

L2 einfach wegzusammenhdngend

Abbildung 17.5:

Durch bildhaftes ’Aufschneiden’ von €2 (Abbildung ?7?) ldsst sich daraus ein einfach zusammen-
héngendes Gebiet erzeugen.

Dies Vorgehen gilt auch analog fiir mehrere Vakuolen!

(b) Q besteht aus getrennten Bereichen.

Zur Riickfithrung dieser Form auf die eines einfach zusammenhéngenden Gebietes, werden die
beiden Teilbereiche mit einem 'unendlich diinnen Schlauch’ verbunden, wie in Abbildung ?7?-?77
gezeigt.

17.3 LI1OUVILLE-Gleichung und thermodynamisches Gleichgewicht

Damit die thermodynamischen Mittelwerte stationdr werden, geniigt mit Blick auf die Berech-
nungsgleichung fiir Mittelwerte das Verschwinden der expliziten Zeitunabhéngigkeit von p, das
heifst

8tp =0
bzw. {H,p}=0.
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Obige Gleichung ist nun wiederum erfiillt, wenn p nur iiber H von den I'-Raum-Variablen R
abhéngt:

p=p(HR))

Beweis: p(H (ﬁ)) wird in eine Potenzreihe nach H entwickelt:

p= Z cH
k=0
Wegen
{H, Hk} = Z(apin 5‘qu - aquk 8101:H)

und

Op, H* = 0y H" 0,,H = kH""' 0, H,

O, H" = kH" 10, H
gilt

{H,H*} = kH*'(0p,H 0y, H — 04, H 0,,H) = 0
‘ =0

und es folgt {H, p} = 0. O

17.4 Dichteoperator und Von-Neumann-Gleichung

Wir betrachten nun ein thermodynamisches System vom Standpunkt der Quantenmechanik. Das
Originalsystem, das aus N Teilchen besteht, wird durch einen Zustandsvektor [¢(¢)) im HILBERT-
Raum beschrieben. Das klassische Analogon dazu ist gerade der Ortsvektor 2(¢) im I'-Raum. Der
HAMILTON-Operator H des Systems sei nicht explizit zeitabhéngig, also O.H = 0. Die Dynamik
des Systems wird durch die SCHRODINGER-Gleichung

ihduy (1)) = H|(t)

beschrieben. Formale Integration liefert
i
0(0) = exp (~ 1) [0

mit ) = (¢t = 0)). Diese Gleichung zeigt, dass verschiedene Anfangszustéinde i) zu verschie-
denen Zustanden zur Zeit ¢ fithren.

Die Gesamtheit wird nun als quantentheoretisches Ensemble betrachtet. Die geklonten Systeme
kénnen sich zur Zeit ¢ in verschiedenen Zusténden |I(t)) befinden, wenn sie sich anfangs in |I(0)) =
|I) befunden haben. Um welche Art Zustdnde kann es sich bei den |! > handeln? Im Rahmen
dieser Vorlesung spielten bisher die Energie-Zusténde eine zentrale Rolle. Um diese kann es sich
auch in unserer jetzigen Betrachtung wieder handeln. Die |l > sind dann die Eigenlésungen des
Hamilton-Operators. Es kann aber auch eine andere Observable ins Interesse riicken, etwa der
Drehimpuls. Dann kénnen die |I > ebenso die Eigenlosungen dieser anderen Observablen sein.
Diese Verallgemeinerung auf beliebige Zusténde soll deutlich hervorgehoben werden. In jedem
Falle konnen wir davon ausgehen, dass die |l > eine Orthonormalbasis bilden und dies zu jeder
beliebigen Zeit t. Der Beweis ist schnell erbracht.
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Bei t = 0 sollen die Zusténde |I) eine Orthonormalbasis bilden. Dann bilden die |I(¢)) ebenfalls
eine Orthonormalbasis, denn es gilt

AOW©) = ewp () oxw (~ 1) 11) = ) = av

sowie

LGOI

l

;exp (;Ht> 1)(1] exp (
= exp <_;m) El: 1)(1] exp (

= exp (—;ﬁt) exp (;ﬁt) =1

Es sei nun P, der relative Anteil der Systeme der Gesamtheit, die bei t = 0 im Zustand |!) vorliegen.
Bei ¢ > 0 liegen die Systeme dann im Zustand |I(¢)) vor. Man beachte, dass P; im Gegensatz zu
p(R, t) keine Zeitabhéngigkeit aufweist. Fiir die P; gibt es keine dynamische Gleichung, wohl aber
fiir die |l >, eben die Schrédinger-Gleichung.

:HN :HN
vv

Offensichtlich gilt P, > 0 sowie

Sr-
l

Somit kann P, alternativ als Wahrscheinlichkeit dafiir interpretiert werden, dass ein System sich
im Zustand |I(¢)) befindet. Wir fithren nun den Dichteoperator

= > lHENA{IE)
l

ein. Dieser unterliegt der Normierungsbedingung

Spp(t) =1

Es gilt nimlich in einer beliebigen Basis'' |1 >

Spp(t) = Z< a1
ZZH WUONUGLY)
ZB Z M)
= ZPZ HI()

Da alle P, reell sind, handelt es sich bei p um einen hermiteschen Operator.

Welchem Zweck dient die Einfilhrung von p? Zur Klirung dieser Frage betrachten wir eine Ob-
servable B des Systems. Dann ist (I(¢)|B]l(t)) der quantentheoretische Erwartungswert fiir ein
System im Quantenzustand |I(¢)), und der Ensemble-Mittelwert folgt zu

< B(t) >=5p (B®)i))

11Es sei daran erinnert, dass die Spur eines Operators invariant unter Basistransformationen ist.
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Es gilt nédmlich
sp(Ba(t)) = S EBAOI )
ZZPZ DBl U (0)
= ZBZ O @) (1) Bl(1))
ZP; )[Bli(t)) =< B(t) >

Fiir den Dichteoperator gilt die VON-NEUMANN-GLEICHUNG (manchmal auch Quanten-LIOUVILLE-
Gleichung genannt):

JUNE S e
0+ — {/LH} =0
Der Beweis gelingt durch Riickfithrung auf die SCHRODINGER-Gleichung:
ihayl(t)) = HII(t))

bzw.

—ihd,(I(t)| = ()| H

Einsetzen der Definition des Dichteoperators,
p=_ &) Pil(t)
1

ergibt

S PN} U]+ D Pl o (k)] + %Zﬂll(t» H——ZBH\I -
l l l

1 - N
=S5 oy g aol + o) {aeors o <t>|H} -
0—|—0—O

+

17.5 Von-Neumann-Gleichung und thermodynamisches Gleichgewicht

Damit die thermodynamischen Mittelwerte von Observablen, d.h. die Ensemble-Mittelwerte, sta-

tiondr werden und damit das Gleichgewicht beschreiben, wird 9;p = 0 und damit [ﬁ,ﬂ'} =0

gefordert. Dies ist dann erfiillt, wenn der Dichteoperator von der Form p = ﬁ(ﬁ ) ist. Nur der-
artige Gesamtheiten sind interessant, da sie zu zeitunabhéngigen Ensemble-Mittelwerten fiithren,
d.h.

< B>=Sp (Bﬁ)

anstelle von

< B(t) >=sp (B®)i))

17.6 Mikrokanonische Gesamtheit

Jedes thermodynamische System der Gesamtheit ist isoliert, d.h. es gelten die Nebenbedingungen

U=const , N=const , V =const
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u;

u+A

Abbildung 17.6:

Diesen Ansatz werden wir nun geringfiigig modifizieren: Es ist nicht immer sinnvoll und méglich
(insbesondere in einem quantisierten thermodynamischen System), einen Energiewert U exakt
zu realisieren. Deshalb wird, wie in Abbildung ?? dargestellt, eine geringe Energietoleranz A
zugelassen im Intervall [U, U 4+ A], wobei allerdings A < U gelten moge. Im Bedarfsfall kann der
Grenziibergang A — 0 ausgefiihrt werden.

Der klassische und der Quantenfall werden parallel betrachtet Mit H bezeichnen wir die HAMIL-
TON-Funktion des klassischen Systems, H sei der HAMILTON-Operator des Quantensystems mit
den Eigenwerten Uj:

U<HR) <U+A

bzw.
U<U<U+A

Wir konstruieren nun die Phasendichte p(R) bzw. den Dichteoperator p aus dem Postulat, dass
alle Mikrozustande, die vertraglich mit den Nebenbedingungen sind, gleichberechtigt sind:

.. < <
p(fﬁ){po fir U<SH®R) <U+A,N,V

0 sonst
bzw.
{ Py fir U<U<U+A,N,V
Pl =
0 sonst
Somit gilt

p=>>_ Poll)(l| = PoI
l

Der Einheitsoperator wirkt im Hilbert-Raum, der durch |I) mit U < U; < U + A aufgespannt
wird.

Die Konstanten pg und Py wollen wir nun darstellen unter Benutzung der uns vertrauten Entar-
tungszahl g, d.h. die unter den Nebenbedingungen moglich sind. Klassisch bedeutet dies

1 / 1
g=— 1dQ = —Q
B3N () 13N

fiir alle R, die U < H(R) < U + A erfiillen. A3 ist das je System eingenommene Phasenraumvo-

lumen. Somit folgt
1

POZW

Die Giiltigkeit der Normierung kénnen wir leicht verifizieren:

1 9
de:/de:f/dQ:le
/1“ Q 0 gh3N Jq g
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Im Fall eines quantisierten Systems gilt

g=>1

l

fir alle [, die U < U; < U + A erfiillen. Somit ist

und

Die Normierung ist erfiillt, denn

1 .
Spﬁ:fSpI:gzl
g g

Die Anzahl g der allesamt gleichwertigen Mikrozustdnde kann als mikrokanonische Zustandssumme
Zy aufgefafit werden:

9=Zu
Der Anschlufs an die thermodynamischen Grofien erfolgt iiber die Definition der Entropie
c=Ing=1InZy

Aus den Nebenbedingungen folgt, dass g bzw. Z; von den Variablen U, N und V abhéngt. Somit
gilt dies auch fiir die Entropie: o = o(U, N, V).

In den Abschnitten 4 und 5 haben wir jeweils neue thermodynamische Gréfen eingefiihrt, um das
Gleichgewicht als den wahrscheinlichsten Zustand zu charakterisieren (also den Zustand, in dem
die Entropie maximal wird). Wir hatten dabei die Grofen

()
S\ )y

und

eingefiihrt. Desweiteren kommt

do
i (&;) _ (uw
oV N,U (al)N,
zur Charakterisierung des Gleichgewichts hinzu.

Abschliefsend wollen wir ein konkretes Beispiel zur Berechnung und Anwendung der Phasendichte p
in der mikrokanonischen Gesamtheit betrachten: den klassischen, linearen harmonischen Oszillator.
Es gilt N = 1 sowie R = (p, ¢); der [-Raum ist also zweidimensional. Fiir die klassische HAMILTON-
Funktion gilt

2
_ P 1 2 2
H(R) = o + 5w
und somit ist Q(R) durch
p* 1
U<H®R) =——+ -m?¢P <U+A

— 2m 2
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FZ) P
u+A
N~
'Ave
T 7
Z q
q
74
/
q:

Abbildung 17.7:

gegeben.

Der I'-Raum hat die in Abbildung ?? skizzierte Belegung. Das Gebiet € ist somit durch die
Differenz der Ellipsenflichen gegeben:

0= 7T(P2f12 - P1(I1)

mit
2U
p=v2mU , q=\/—73
mw
sowie
200+ A
= VIO TR) , q=y 20t
mw
Es ist also 5 9
QO="T"(U+A)-U) = UWA
Somit ist ) Lo
T
=—0=-——A
I= BN T Ry
und
_ 1 . w
PO~ ZmA T oA

Damit ergibt sich fiir die Phasendichte

© fir U<H®R)<U+A N,V
— 2w A — =) = ’ ’
PR) _{ 0 sonst

Dieser Ausdruck findet bei der Berechnung der Mittelwerte von Observablen Anwendung, z.B.
die mittlere kinetische bzw. die mittlere potentielle Energie. Diese Grofen sind aus der Vorle-
sung "Theoretische Mechanik” gut bekannt. Sie wurden dort {iber den Virialsatz zur je halben
Gesamtenergie berechnet.
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Betrachten wir zunéchst den Mittelwert < T > der kinetischen Energie. Es gilt

<T> = /pTdQ
r

P2
= dQ
fors

Wir berechnen zunéchst nur das Integral im zweiten Summanden:

) B VomU Vo
p~dpdg = dqdp
H(p,q)<U 2’”U ?
m
R 2U
- p 2 2 2,2 dp
—V2mU mw mw

9 V2mU
—/ p2\/2mU — p2 dp

mw J_/amU
Die Stammfunktion findet sich in géngigen Formelsammlungen zu

4

/xQ\/QQ—xdezg@xQ—aZ) aQ—x2+%arcsin£+c ,
a

so dass man mit a? = 2mU erhalt:
4

/ r*Va? — 22 dr = a— (arcsin(+1) — (arcsin(—1)) = a—(z + z)
“a 8 82
Somit ist 5
/ p?dpdg = —E(QmU)Q = Ty
H(p,q)<U mw 8 w
Entsprechend gilt
/ p*dpdg = Z2(U + A)?
H(p,q)<SU+A w
Fiir den Mittelwert der kinetischen Energie gilt also
w 1 m™m U A
T>=——— A)? —U?) = 2UA + A2 —+ —
= A w (WA U = RQUAT AT =5+ 7

Im Grenzfall A — 0 ergibt sich somit < T >— U/2.

In analoger Weise gilt fiir den Mittelwert der potentiellen Energie V'

<V> = /deQ
r

2
/ ,omuéq2 dQ)

9) 2
= /—m—q dpdg

2rA

m(JJ3
= A / q* dpdq — / ¢* dpdq
4 H(p,q)<U+A H(p,q)<U
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Einsetzen der Grenzen liefert fiir den zweiten Summanden
) 7332 ) v/ 2mU —mw?2q?

q¢"dpdg = q /
*/H(PaQ)<U *1/% —+/2mU —mw?q?

e

= ¢?2/2mU — mw2q2dg
/_2U
- 7?'11,02

dpdq

Somit gilt

mw3 ™

_ 2 72y b 2y _
<V>_47rAmw3(<U+A) U?) (2UA +U?)
Fir A — 0 gilt wiederum < V >— U/2. Dies bestétigt die aus dem klassischen Virialsatz

ableitbare Aussage

Uu U
= =U

<T>4+<V>=—
+ 2 2

Zusammenfassend halten wir fest:

Wenn es gelungen ist, die Phasendichte zu konstruieren, lassen sich die Mittelwerte
beliebiger thermodynamischer Grofien iiber eine Phasenraum-Integration berechnen.

17.7 Kanonische Gesamtheit

Jedes System der Gesamtheit wird den Nebenbedingungen
T=const , N =const , V =const

unterworfen. Derartige Nebenbedingungen lassen sich durch thermische Ankopplung jedes Systems
an ein thermodynamisches Reservoir mit der Temperatur 7 realisieren. Wiederum wollen wir
die Phasendichte p bzw. den Dichteoperator p konstruieren. Zu diesem Zweck fithren wir die
Situation auf eine mikrokanonische Gesamtheit zuriick: Wir betrachten das Ubersystem, das sich
aus unserem System und dem Reservoir zusammensetzt, als abgeschlossen.

Der T-Raum des Ubersystems wird durch &, (Phasenpunkte des Uberraumes) aufgespannt. Der
Teilraum, der die Zustdnde des Reservoirs beinhaltet, wird durch 53 (Phasenpunkte des Reser-
voirs) erzeugt. Die Zusténde des Systems werden durch & (Phasenpunkte des Systems) beschrie-
ben. Das Aufspannen von R, ist in Abbildung 7?7 schematisch dargestellt.

Das Ubersystem wird durch den Index ,0’ markiert, so dass im klassischen Fall
Uo < Ho(Ry) <Up+ A

und im quantenmechanischen Fall
Up <Up <Up+ A

gilt. Die HAMILTON-Funktion des Systems spalten wir wie folgt auf:

Ho(Ry) = Ho(R,Rp) = Hr(Rg) + HR) + Hww (Rp, R)
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Ry

I

System:U , N

Reservoir :
U,=U,~U
Ny=N,—N

=

Abbildung 17.8: Der Index 0 symbolisiert das Ubersystem, Index R das Reservoir. Die System-
grofsen sind ohne Index dargestellt.

Der Wechselwirkungsanteil (WW) ist nur fiir die Entwicklung zum Gleichgewicht hin von Bedeu-
tung, im oder nahe dem Gleichgewicht gilt

Hy(Ry) = Hr(RR) + H(R)
sowie
Uy <Ur+U<Up+ A

Fiir den quantenmechanischen HAMILTON-Operator fiihrt eine analoge Uberlegung unmittelbar zu
U <Ur+U <Us+A |,

wobei U; den Eigenwert des HAMILTON-Operators H des Systems zum Eigenvektor |I) bezeichnet.
Die Phasendichte fiir das Ubersystem koénnen wir unmittelbar angeben:

fiir Uy < Hp(Rp) + HR) < Up + A, N,V

1
= gOhSNO
Po(Ry) { 0 sonst

Damit kénnen wir die Phasendichte fiir das System berechnen. Zunéchst ist durch einfaches Um-
gruppieren der Komponenten des I'-Raum-Ortsvektors zu schreiben:

po(Ro) = po(R, Rpg)

Die Phasendichte p(R) fiir das System ergibt sich nun durch Abintegration des Reservoirs:

P(ﬁ):/Po(ﬁ,ﬁR)dQR ,

denn zur Phasendichte p(9) des von R aufgespannten Teilraums tragen alle Zustéinde des Ubersy-
stems bei, die ebenfalls die Teilraum-Koordinate Ji haben. Da jedoch iy beliebig ist, mufl somit
iiber alle R aufsummiert werden. Veranschaulicht ist dies in Abbildung ?7?.

Es folgt

p(R) = !

= — dQpg
goh?No /UO—H(%)SHR(mR>§Uo+A_H<m)

Zu integrieren ist dabei iiber alle Reservoir-Koordinaten Ry, die bei gewdhltem R der Nebenbe-
dingung

Up— H(R) < Hr(Rp) <Uo+ A - H(R)
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[~
=

=

p(R)

Abbildung 17.9:

gentigen. Wenn bei gewéhltem R die Nebenbedingung fiir kein R erfiillbar ist, gilt dort p(R) = 0,
da der entsprechende Integrationsbereich null ist. Die Wahl eines R entspricht im iibrigen auch
der Wahl einer Energie U des Systems, da H(R) = U und somit

1

P(%) = 90h3N0 dQR

/UO—UgHR(mR)gUo+A—U

ist. Das Integral beschreibt gerade das Phasenraumvolumen des Reservoirs bei gewéhlter Energie
U und somit auch die Anzahl der Zusténde im Reservoir gg:

1

gR:]l?)TR dQr = gr(Up —U)

/UOU<HR(9%R)<U0+AU
gr hangt auch von A ab, was aber nicht angeschrieben wird. Folglich gilt

x gr(Uo — U)
Wir fiihren nun vermoge

c=0Uy—U)=Inggr(Uy—U)
die Entropie des Reservoirs ein. Wegen U < Uy folgt

oo

Ingr(Uo —U) = a(Up) — U

UZO'()—*
U=0 T

U U
gr =exp(op)exp| —— | xexp | ——
T T

Mit U = H(R) konnen wir somit

und daher
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bestétigen. Die Normierungskonstante legen wir durch

v exp (222

VA4S

p(R) =

mit der kanonischen Zustandssumme

= b fern (1) a0

fest. Das Integral erstreckt sich dabei iiber den I'-Raum des Systems (nicht des Ubersystems!).
Wir bestétigen die Normierung

/p@)dﬂz ih% exp <_H(T%>) a0 =1

Es sei noch darauf hingewiesen, dass mitunter auch eine modifizierte Phasendichte p betrachtet

wird, die durch
1 H
ﬁ:h&Np:eXp(— (m)>
ZK T

/h:sLngzl

definiert ist und die der Normierung

geniigt.

Bemerkung: Klassische Teilchen sind hier als unterscheidbar behandelt, denn sie sind numme-
riert. Jedes Teilchen erscheint an einer bestimmten Position im Phasenraum R. Wenn die Teilchen
als ununterscheidbar zu betrachten sind, ist zusétzlich der Gibbs-Faktor N! zu beriicksichtigen.

Dieselbe Situation wollen wir nun vom Standpunkt der Quantenmechanik betrachten: Das System
werde durch den Hamilton-Operator H beschrieben, der die Eigenwerte U; hat. Es gilt

Uy <Up+Ui <Up+ A

Das System befinde sich im Zustand |I) mit der Energie Uy, |1) ist wiederum die Energie-Eigenfunktion.
Die Anzahl der Zusténde des Ubersystems unter dieser Annahme ist mit der Anzahl der Zusténde
des Reservoirs identisch:

90(Uo) = gr(Uo — U))

Alle diese Zusténde sind gleichberechtigt, also gleich wahrscheinlich. Je mehr Zustande gr(Uy—U;)
existieren, desto hoher ist die Wahrscheinlichkeit, ein System im Zustand |I) anzutreffen:

Py < gr(Uo — Up)

Fiir die Entropie des Reservoirs erhalten wir

0
oc=Ilngr(Uy—U;) =0(U) — 7

oUg Ui

U=0

und somit
U,
Ingr =09 — —
.

gr Xexp | ——
T

Wie zu erwarten, gilt also
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P, < exp <—Ul)
-

Fiir den Dichteoperator des Systems gilt entsprechend
U
7 —— ) |D{
poc e (<) 0
Auf dieses Ergebnis wenden wir die folgende Umformung an:
Uy 1/ U\"
—— )|y = — | == |D.
e (-2 =35 (%) W

Anwendung des Funktionalkalkiils fiir hermitesche Operatoren liefert damit unmittelbar

uilly = A1)

bzw.

analog
UE|l) = HUll) = H?|I)

exp (=) 1) = ex (—H> i

H H
p o exp (v) ; 1)(1] = exp <—T>
Die Proportionalitdtskonstante wird wiederum durch Normierung festgelegt:
(1)
Sp exp (— g)

Diese Form ist unabhéngig von der gewahlten Basis. Wie wir bereits erkannt hatten, ist der
Dichteoperator ausschlieflich eine Funktion des HAMILTON-Operators.

usw. Somit ist

und

Fiir die Zustandssumme der kanonischen Gesamtheit erhalten wir

H
Zk = Spexp <—> )
T

was wiederum unabhéngig von der gewéhlten Basis ist. In der Eigenbasis des HAMILTON-Operators
bekommt die Zustandssumme folgende Form:

Zic = Y lexp (—H) =Yoo (-2)
l

l

also das bekannte Ergebnis. Ebenfalls in bekannter Weise erfolgt der Anschluss an die thermody-
namischen Gréfen:
F=—-71InZz K

Allgemein werden Mittelwerte thermodynamischer Funktionen geméfs
<B>= [ B a0

bzw.
< B>=Sp (Bﬁ)

berechnet.
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17.8 Grofikanonische Gesamtheit

Jedes thermodynamische System der Gesamtheit wird den Nebenbedingungen
T=const , pm=const , V = const

unterworfen. Die Realisierung derartiger Nebenbedingungen erfolgt durch thermische und diffuse
Ankopplung jedes Systems an ein thermodynamisches Reservoir mit der Temperatur 7 und dem
chemischen Potential p.

Die Phasendichte p bzw. den Dichteoperator p konstruieren wir durch Riickfiihrung auf die mikro-
kanonische Gesamtheit. Die Vorgehensweise ist vollig analog zur kanonischen Gesamtheit; lediglich
die Variabilitdt der Teilchenzahl ist zu ergénzen. Fiir die Phasendichte gilt somit

1 (Nu—H(mm)

73N €Xp pa
Za

Im Rahmen der klassischen Physik gilt fiir die Grofkanonische Zustandssumme

=1 Nu— H(R
ZG:ZhSN/eXp(w> dQn
N=0

Zu erfiillen ist die Normierungsbedingung

> o) day =1
N=0

P(NvﬁN) =

Fiir den Dichteoperator der Grofkanonischen Gesamtheit gilt
Nu—H

e ()

p=———"F < I~
Nu—H

Sp exp (%)

mit der Groffkanonischen Zustandssumme
Nu—H
Za = Spexp <M> ,
-

die wiederum unabhéngig von der gewahlten Basis ist. In der Energie-Teilchenzahl-Darstellung
ergibt sich fiir die Grofkanonische Zustandssumme

oo

o 3 S (MO0

wobei vorausgesetzt wird, dass [N H ] = 0, so dass ein gemeinsames Eigenfunktionensystem beider
Operatoren existiert.

In bekannter Weise erfolgt der Anschluff an die thermodynamischen Gréfen: Allgemein gilt

<B>= Y [ BOWAN Ry) dy
N=0
bzw. R R
<B>=Sp (B;S)
Der Zusammenhang zum Grofkanonischen Potential wird bekanntlich durch
J=—-71InZg

beschrieben.



Mikrokanonische Gesamtheit

Kanonische Gesamtheit

Grofskanonische Gesamtheit

U = const, N = const, V = const

(U = const, [U,U + A, A< U)

7 = const, N = const, V = const

T = const, 4 = const, V = const

U<H®R) <U+A

U<U <U+A

p
q
_J po USH<U+A P(R) = Py U<UU+A
1 0 sonst N2~ 0 sonst
p =3 Pollo){lo| = Polo
lo

1 1

~ ==
buZQ 0 g

1 «
H?w‘z % HQDH.Q NNQHHMUHH.QHWUNO
Q(R) lo

<B>=$Sp Awmv

Q.H_HHN\,\N

hohere
p Wahrscheinlichkeit U?
q
geringere
Wahrscheinlichkeit
exp AI EMBVV exp AIWV
R = —>r——=+ h= —— 7
. H® "
NNH‘?wZHm T dQ Zg=Spe T

<B>=[B®)p®)dQ < B>=Sp Aw@

F=—7lnZg

geringere U —Np

‘Wahrscheinlichkeit
—_—

M W m
hohere
‘Wahrscheinlichkeit

(S}

exp A:ZMEV

Za

exp —

EAZQ&ZVH \stNQ m”

A:zé@zvv

1 H .:N@IMN
Je TdQ

2

N=0

Za = n3N

Zg =Spe T

< B >= [ B(R)p(R) dQ

<B>=$Sp Awmv

J=—-71InZg



18 Transportprozesse und BOLTZMANN-Gleichung

In unseren bisherigen Uberlegungen standen Systeme im Gleichgewicht im Vordergrund. Die Sy-
steme konnten isoliert (abgeschlossen) oder thermisch, diffusiv und mechanisch an ein Reservoir
gekoppelt sein. Das Gleichgewicht entspricht einem stationdren Zustand; die Zeit t taucht in den
Gleichungen praktisch nicht auf.

In diesem letzten Abschnitt wollen wir ein System im Nichtgleichgewicht betrachten. Die dabei
auftretenden Transporte von Energie, Teilchen, Impulsen usw. wollen wir zumindest grob unter-
suchen. Zur Vertiefung dieses Themas sei auf die Fachliteratur verwiesen.

Wir stellen uns das System jetzt mit zwei Reservoiren gekoppelt vor, die sich nicht selbst im
Gleichgewicht befinden:

Reservoir 1 Reservoir 2
ol £  System £ Ty
251 H2
P1 D2

Gradienten in 7, i, p erzeugen im System Wiarmeleitung, Teilchendiffusion, Viskositéit und andere
Effekte. Die fundamentale Gréfse zur Beschreibung dieser Prozesse ist die Verteilungsfunktion f.
Wir kniipfen dabei an bereits bekannte Verteilungsfunktionen an:

1
FERMI-DIRAC-Verteilungsfunktion fle) = ——
e +1

1
BoOSE-EINSTEIN-Verteilungsfunktion fle) = ———
er —1

BovrrzMANN-Verteilungsfunktion fle) = e~

f beschreibt jeweils die mittlere Besetzungszahl eines Energiezustandes ¢, der thermisch und dif-
fusiv an ein Reservoir (7, 1) gekoppelt ist:

Wir betrachten jetzt den klassischen Grenzfall, der durch die BOLTZMANN-Verteilung reprasentiert
wird. Die NV Teilchen im System werden jeweils durch ihre Koordinaten z und Geschwindigkeiten
v markiert. Die Energie € eines Teilchens geht in die Ein-Teilchen-HAMILTON-Funktion {iber:

e=H(z,v)

Hier ist = (z,y, 2), v = (g, Uy, v;). Der durch (z,v) aufgespannte Phasen-Raum heifft y-Raum.
Ein Punkt im p-Raum représentiert die Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten eines Teilchens.
Stellt man sich das Teilchen als Molekiil vor, so bedeutet p-Raum nichts anderes als Molekiil-
Raum. Die Zusténde sind hier kontinuierlich verteilt. Die Verteilungsfunktion f wiirde damit die
mittlere Teilchenzahl im Phasenraum-Punkt (z,v) beschreiben. Dies ist aber wenig sinnvoll. Der
Ubergang zur Klassik ist auch mit dem Ubergang von diskret verteilten zu kontinuierlich verteilten
Energiezustdnden (bzw. Zustandsdichten) verbunden. Es ist jedoch sinnvoll, nach der mittleren
Anzahl von Teilchen im Element d3z d3v zu fragen, und damit

AN (z,v) = f(z,v) d*zd’v



einzufiihren. f ist somit eine Dichte.

Im Nichtgleichgewichtsfall gilt fiir f(z,v) die BOLTZMANN-Verteilung im allgemeinen nicht mehr.
Aufserdem wird f zeitabhingig:

H(z,v)

faot) £ e e

Wir wollen nun eine Gleichung zur Berechnung von f(z,v,t) finden.

18.1 Stolifreie Teilchen

Zunéchst sollen die Teilchen untereinander nicht wechselwirken, das heifst die Teilchen sollen sich
nicht so nahe kommen, daf sie wechselwirken; es mogen keine Stofle zwischen den Teilchen auf-
treten. Die Teilchen, die sich zur Zeit ¢ im Phasenraum-Volumen d3z d3v befinden, ergeben die
Anzahl
dN = f(z,v,t) d®zd®v.

Diese Teilchen unterliegen im stofefreien Fall nur duferen Einwirkungen (zum Beispiel Schwer-
kraft, elektromagnetische Felder etc.). Zur Zeit t+dt befinden sich die gleichen Teilchen bei (z’,v")
im Volumenelement d3z’ d3v’; das heifit

AN = f(2',v', t + dt) d®a’ d®0'.
Fiir die Koordinaten gilt

z=gz+dizdt =2+ vdt,

+
=v+divdt =v + adt.
a ist die Beschleunigung a = %, die von aufen auf die Teilchen einwirkt. Somit folgt
flz+vdt,v+adt, t +dt) Pz’ &> = f(z,v,t) 3z d3v.

Die Volumenelemente gehen durch eine Koordinatentransformation auseinander hervor. Die Ver-
mittlung ibernimmt die entsprechende JACOBI-Determinante

oz’ v

d3a’ d®' = o, v) d3z d3v.

I(z,v)

Die JAcOBI-Determinante ist aber Eins'?. Die Argumentation ist identisch der beim Beweis des
LiouvILLE’schen Satzes (vgl. Abschnitt ?7?), und im stokfreien System gelten auch die HAMIL-
TON’schen Differentialgleichungen. f(z’,v’,t + dt) wird nach d¢ entwickelt und es folgt

Of +v-0pf+a-0,f=0.
Dies ist die stokefreie BOLTZMANN-Gleichung oder auch VLASOV-Gleichung genannt.

Alternative Schreibweisen sind

0, = grad =V,

Oy = grad, = V,.

Bemerkung:

Die Teilchen gehoren zu einer Sorte. Bei mehreren Sorten gilt fiir jede Sorte eine eigene
Vw0LAsOV-Gleichung;:
atfa +v- a@fa +a, - agfa =0

a,, ist die Beschleunigung durch &ufiere Einwirkungen auf ein Teilchen der Sorte .

123treng genommen ist die Determinante 1 4+ O(dt?), wobei auerdem F nicht von v abhéingen darf.



18.2 Auftreten von Stofien

Beim Auftreten von StéRen gehen nicht alle Teilchen aus d3zd3v in d3z’ d3v’ iiber. Sie kénnen
herausgestreut werden. Ebenso kénnen Teilchen aus ganz anderen Volumenelementen in d3z’ d3v’
hineingestreut werden. Die detailierte Berechnung dieses Effektes ist duflerst schwierig und nur in
Approximationsstufen moglich. Auf jeden Fall kann man schreiben

Of +v-0uf+a-0uf = (0f)cou-

Dies ist die BOLTZMANN-Gleichung. Je nach Approximationsgrad kann man fiir den Stofiterm
(0t f)con verschiedene Formen berechnen.

18.3 Methoden der Stofsterm-Berechnung
18.3.1 BOLTZMANN-Stofiterm

e Es werden nur Zweierstofle betrachtet.
e Jeder Stofs erfolgt instantan.

e Die Wirkung &uferer Kréfte auf den Ausgang eines Stofses wird vernachléssigt.

Diese Betrachtung ist geeignet fiir diinne Gase.

18.3.2 KLIMONTOVICH-DUPREE-Methode
e Die endliche Dauer 7 eines Stofles wird berticksichtig.

Die Methode ist geeignet fiir schwache Wechselwirkungen und mehrfache Kleinwinkelstreuungen.

18.3.3 BALEscuU-Methode
e Es wird ein abgeschirmtes Potential statt des COUuLOMB-Potentials verwendet.

Dieses Modell ist geeignet fiir hohe Dichten und starke Wechselwirkungen zwischen den Teilchen.

18.4 Einige Losungen der BOoLTZMANN-Gleichung

Zeitabhangige Losungen beschreiben einen Transport von Teilchen; damit verbunden ist der Trans-
port von Masse, Impuls, Energie etc. Fiir t — oo wird im allgemeinen ein Gleichgewichtszustand
erreicht, der stationér ist.

Die wichtigste Gleichgewichtslésung in stéfebehafteten und homogenen Systemen (9, = 0) ist die
MAXWELL-Verteilung, die im wesentlichen die BOLTZMANN-Verteilung fiir ein freies Teilchen ist:

1 _vidvgtel
) = —=—e i

(V2rv,)3

mit  v=/—  (vel 17 = 1kpT = Imo?)
m



Auf den Beweis wird hier verzichtet. Die MAXWELL-Verteilung zeichnet sich durch maximale
Entropie aus!

In extrem diinnen Systemen treten keine Stofe auf. Derartige Situationen gibt es insbesondere im
Weltraum zwischen den massiven Objekten. Die extrem diinnen Gase sind ionisiert und stofiefrei.
Allerdings reagieren diese Systeme empfindlich auf elektrische und magnetische Felder. Stationére
Verteilungen (9; = 0) miissen dann die Gleichung

v-Opf +a-0uf =0

mit  a=--(E+uvxB)

4q
m
erfiillen.

Exemplarisch betrachten wir folgende Situation.

e homogen: 0, =0

e nur konstantes Magnetfeld B = B, = Bye,

Die BOLTZMANN-Gleichung reduziert sich auf

(v x By) - 0uf = 0.

Mit
Uy
v X EO = BO Vg
0
und
Uy O,
(g X BO) . 82 = BO — Vg . 8vy = Bo(’Uy 8% — Vg 8vy)
0 Oy,
folgt

(vy Oy, — vz 0y, f = 0.

Diese partielle Differentialgleichung 1. Ordnung wird mit der Charakteristiken-Methode geldst.
Die Charakteristiken ergeben sich aus

dve __dv, _df Gmﬂ
vy_vx_O 0

bzw. Vg dvgz +vydvy, =0, df =0, dv,=0.

Es folgen die ersten Integrale

2 2 _

Uy T Uy =1
Vy = C2
f=es

Die allgemeine Losung lafst sich somit in der Form

[= f(vi +’U§avz)



schreiben. Damit ist f rotationssymmetrisch um B,. Eine konkrete Realisierung von f ist eine
Bi-MAXWELL-Verteilung

1 1 viioZ w2
) 202,
f = e tL e t|

(V2mve1 )2 V2m vy

mit den thermischen Geschwindigkeiten vy , vy senkrecht bzw. parallel zum Magnetfeld By, bzw.

_ Ty _ /7
VL =4 —, Ve =4 -
m m

Die Temperaturen senkrecht und parallel zum Magnetfeld sind verschieden. Man sagt, die Ver-
teilungsfunktion ist anisotrop. Isoflichen der Verteilungsfunktion sind Rotationsellipsoide im v-
Raum:

Uz

Vg > Vil

Vg






ANHANG A

GRUNDAUFGABEN DER KOMBINATORIK

Grundaufgabe 1

Wieviele Permutationen z von n Elementen gibt es?
z=mnl!

Der Beweis der Formel erfolgt durch vollstdndige Induktion.

Grundaufgabe 2

Wieviele Permutationen z von n nicht génzlich verschiedenen Elementen gibt es?

ni,na,...,n, HElemente sind je gleich
n!

2=

n1! RQ! ce nk'

Eine andere Formulierung der 2. Grundaufgabe lautet:

n Elemente sind auf k& Késten so zu verteilen, dafs im ersten Kasten n; Elemente, im
zweiten Kasten no Elemente usw. liegen. Wieviele Moglichkeiten der Einsortierung gibt
es?

Vorbemerkung zu den Grundaufgaben 3 und 4: Man betrachte n Elemente und greife k& Ele-
mente heraus. Es kénnen folgende Fille unterschieden werden:

e Jedes Element wird nur einmal ausgewéhlt (ohne Wiederholung) und die Anordnung
der k Elemente spielt keine Rolle.

e Jedes Element wird nur einmal ausgewihlt (ohne Wiederholung) und die Anordnung
der k Elemente ist zu beriicksichtigen.

e Jedes Element kann mehrmals ausgewéihlt werden (mit Wiederholung) und die An-
ordnung der k Elemente spielt keine Rolle.

e Jedes Element kann mehrmals ausgewihlt werden (mit Wiederholung) und die An-
ordnung der k Elemente ist zu beriicksichtigen.

Grundaufgabe 3

Wie grof ist die Anzahl z der Kombinationen k-ter Ordnung von n verschiedenen
Elementen ohne Wiederholung



(a) ohne die Anordnung zu beriicksichtigen?

== (1)

Eine Riickfithrung auf die 2. Grundaufgabe ist méglich, wenn man umformuliert:

Es sind k nicht unterscheidbare Gegensténde so auf n Késten zu verteilen, daf jeder
Kasten hochstens ein Element enthélt.

Damit ist obige Formel fiir z sofort klar. Diese Grundaufgabe ist bedeutsam fiir die FERMI-DIRAC-
Statistik.

(b) unter Beriicksichtigung der Anordnung?

Fiir die k ausgewihlten Elemente gibt es k! Anordnungen. Folglich erhdht sich die Zahl der Mog-
lichkeiten von 3(a) um k!

Grundaufgabe 4

Wie grof} ist die Anzahl z der Kombinationen k-ter Ordnung von n Elementen mit
Wiederholung

(a) ohne die Anordnung zu beriicksichtigen?

Wir formulieren die Frage wiederum um:

k nicht unterscheidbare Gegensténde sind auf n Késten zu verteilen, wobei in jedem
Kasten beliebig viele Gegensténde sein kdnnen.

Somit folgt

z =

-

Diese Grundaufgabe ist bedeutsam fiir die BOSE-EINSTEIN-Statistik.

(b) unter Beriicksichtigung der Anordnung?

Aquivalent ist folgendes Problem:

k unterscheidbare Gegenstéinde sind auf n Késten zu verteilen, wobei in jedem Kasten
beliebig viele Gegenstédnde sein kénnen.

Z:’I’Lk

Der Beweis ist durch durch vollsténdige Induktion zu erbringen. Diese Grundaufgabe ist bedeutsam
fiir die MAXWELL-BOLTZMANN-Statistik.



ANHANG B

KORRESPONDENZ DER ENERGIENIVEAUS ISOLIERTER ATOME
UND DER BANDSTRUKTUR IN METALLEN

Wir betrachten weit entfernte wechselwirkungsfreie Metallatome. Der Einfachheit halber beschrén-
ken wir uns auf Alkalimetalle. Qualitativ ergibt sich fiir zwei isolierte Atome folgende Struktur
der Energieniveaus:

| Kern 1 r r Kern 2 |
\ Valenzelektron /

D — Potential "

\ Niveaus tieferliegender Elektronen /

(im allgemeinen entartet)

e}
I
-
e
i
5

Werden die Atome nahe aneinandergebracht, beeinflussen sich die von den Elektronen wahrge-
nommenen Potentiale gegenseitig und werden dabei abgesenkt.

_l Kern 1 r Kern 2 l_

Die ehemaligen Valenzelektronen gehdren
nicht mehr nur zu ,jhrem* Kern. Sie sind frei
und bilden ein FERMIgas im Leitungsband.

Die gebundenen Zustéande sind ohne Bedeu-
tung fiir den Leitungsvorgang im Metall.







ANHANG C

VERALLGEMEINERUNG DES GUGGENHEIM-QUADRATES

Vorbemerkung zu Anhang ?77:

Im Wintersemester 2009/2010 war Herr Alexander Adam Horer meiner Vorlesung. Er hat einen
Vorschlag zur Verallgemeinerung des Guggenheim-Quadrates unterbreitet. Die Ausarbeitung von
A. Adam ist im wesentlichen unverandert im Anschluss eingefiigt.

Die Grundidee ist die Variablen v € {N,o,V,7,p,u} =: V an die Ecken eines regelméfigen Ok-
taeders zuschreiben - genau so, dass sich (N, u), (p,V) und (o,7) gegeniiberstehen und somit
jeweils nicht iiber eine Kante verbunden sind. Jede Flidche a € A dieses Oktaeders wird genau
iiber drei Eckpunkte v, = (V40,va1,va2) € V3 begrenzt, den natiirlichen Variablen, denen wir
jeweils ein thermodynamisches Potential zuweisen konnen. Somit gibt es eine surjektive Abbil-
dung ¢ C (V3 — A). Wir indentifizieren den oberen Halboktaeder(N, o, p, 7, V) mit N und den
Unteren(y, o, p, 7, V) mit u. Da in der Vorlesung nur fiinf Potentiale direkt besprochen wurden,
bleiben drei weitere Flichen zundchst unbeschriftet:

N

Unsere bekannten Potentiale lauten also:

F = ¢(N,7,V)
U = o(N,V,0)
H = (N,o,p)
G = ¢(N,p7)
J U, V1)
Aus der symmetrischen Vervollstandigung folgen des Weiteren noch:
Yo = ¢(p,o,V)
Y1 = Y(wp,o)
Y2 = Y(w,7,p)

Eine Transformation der obigen Darstellung in die Ebene schneidet das Netz des Oktaeders auf,
so dass wir mindestens einen Eckpunkt vervierfachen miissen, da immer vier Kanten an eine



Ecke anschliefsen. Es ist praktisch, soviel wie moglich der bekannten Potentiale ohne entarteten
Eckpunkt in der Ebene zu erhalten, so dass wir zunéchst an p aufschneiden und dabei auf den
oberen Halboktaeder schauen:

7 o 1
P1 o
H U
P ¥ v
G F
(o J
7 T 7

Wir kénnen jetzt schon ablesen wie benachbarte Potentiale ineinander iibergehen. Dazu schaut
man sich einfach die beiden Variablen an, die nur in jeweils einem der beiden Potentiale vorkom-
men. So ist der Ubergang (U,F) und (G,H) mit einer Transformation von (o, 7) verbunden, (H,U)
und (G,F) mit (p, V) und (F, J) mit (p, N).

Der Ubergang benachbarter Potentiale wird iiber die Legendre-Transformation P, = Py —
2(0: Py)+ = Py F 20, P1 beschrieben. Da diese auf Grund des Vorzeichens nicht eindeutig ist muss
dieses zunéchst noch festgelegt werden. Es ist jedoch klar, dass wenn das positive Vorzeichen in
die eine Richtung gilt, das negative Vorzeichen in die andere Richtung gelten muss.

Wir kénnen nun die obige Darstellung um diese Information erweitern. Dazu legen wir in den
Oktaeder ein 3D-Orthogonalsystem, dessen Achsen genau die Knoten verbinden, welche nicht
schon durch den Oktaeder selbst verbunden werden. Die Pfeilrichtung, welche wir beliebig aber
fest wihlen koénnen, gibt dann das Vorzeichen an. Durch die Projektion in die 2D-Ebene wird die
N-p-Achse ebenfalls vervierfacht:

Damit konnen jetzt die partiellen Ableitungen +y = (9, FPy)+ der Potentiale nach ihren natiir-
lichen Variablen abgelesen werden. Dabei ist Py ein Potential, x eine natiirliche Variable und y die
natiirliche Variable des Nachbarpotentials, welche nicht in P vorkommt. Man findet x und y am
Anfang bzw. Ende des jeweiligen roten Pfeiles. Aus den Definitionen des Skriptes folgt dann, dass
+y =y, wenn y an der Pfeilspitze und +y = —y, wenn y am Pfeilschaft steht.

So ist beispielsweise +y = (0,U)+ = &7 = 7 und folglich P, =U — 0(0,U)x =U —oT = F.

Die Maxwell-Relationen folgen entweder implizit aus den partiellen Ableitungen oder aus dem
Graphen. Im Gegensatz zu den partiellen Ableitungen, wo wir nur entlang einer der Koordinaten-
achsen(roter Pfeil) von einer Variable zur anderen laufen, wechseln wir bei den Maxwell-Relationen
die Koordinatenachsen. Diesen Wechsel konnen wir so verstehen, dass wir nun auf dem Oktaeder



entlanglaufen. Dabei wird der Weg aus vier Kanten bestehen. Zwei Kanten fiir die jeweilige Ablei-
tung und zwei weitere Kanten fiir die konstanten natiirlichen Variablen der jeweiligen Ableitung.
Da die Maxwell-Relationen ebenfalls auf den partiellen Ableitungen beruhen bendtigen wir jetzt
diese Information auf den Kanten des Oktaeders. Dazu miissen wir fiir den Oktaeder eine Orien-
tierung wéhlen.

Dafiir verwenden wir die Richtung der Pfeile der Koordinatenachsen und die Definition des oberen
Halboktaeders. Stellen wir uns vor, dass wir senkrecht von oben auf diesen schauen und jemand
zunéchst entlang der p-V- und o — 7 — Achse entlang lduft, dann klettert derjenige die Kanten
0-N und p-N nach oben und die Kanten N-7 und N-V nach unten. Entsprechend fiir den unteren
Halboktaeder erst nach unten und dann nach oben. Oben und unten entspricht nun also dem Vor-
zeichen des Anstieges. Somit kénnen wir eine Abbildung sign(z,y) € (V2 — {+, —}) definieren,
die schon zwei Drittel der Kanten abdeckt:

Es fehlen jetzt noch die Vorzeichen des o-p-7-V Quadrates. Dazu miissen wir fiir einen Punkt
entscheiden kénnen ob dieser die Eigenschaft oben oder unten besitzt. Dies gelingt in dem wir die
Definition von oben beziiglich N verwenden. N definiert den oberen Halbokateder und folglich die
Pfeilspitze der N-u-Achse den unteren. Somit ist p und o oben und V und 7 unten. Da wir von o
nach N nach oben gehen, gehen wir folglich auch von ¢ nach p nach oben:

peooo—- T = p

Wiihlen wir uns jetzt eine beliebige Fliche a € A und zwei begrenzende Kanten cy # ¢; € V2
dieser Fliache - den konstanten natiirlichen Variablen. O.B.d.A. gilt im Folgenden cg1 = c19. ¢
und c¢; bilden dabei einen zusammenhéingenden Weg aus zwei Kanten, denen sich jeweils eine
Nachbarflache ag und a; zuweisen ldsst. Zu ¢g und ¢; gibt es dann eine Fortsetzung eg und ey, so
dass ep1 = coo, €10 = C11, €00 € Vg, Und €11 € vy, gilt.

Die Maxwell-Relationen koénnen dann als

5ign(c1)0eq; €00jc, = 5191(C0)0ey0€11c,

geschrieben werden.



Im Folgenden ist ein Beispiel gegeben:

a = F
co=(nV) = a=J = e=(,r)
c1=(V,N) = a;=U = e =(N,o)
= sign(c1)Oeq, €00)c, = —Orfi(v,N)
= 51g1(€0)0ey€11]c,
= ONO|(r,V)

Die Wiarmekapazititen c, und cy werden iiber den oberen Halboktaeder definiert. Da wir nach
7 ableiten, kommen als einzige Flichen U und H in Frage. Wegen p € vy bzw. V € vy gilt
¢p =0-H und cy =0, U.

Wegen der Homogenitit von U gilt U = 70 — pV + Nu. Wie oben erwdhnt sind die Poten-
tiale iiber die Lengendre-Transformation verbunden:

G = F+pV
F = U-70
U = H-pV
H = G+r7o
J = F—-Nu
o = U—=Np
Y1 = H—-Np
Yy = G—-Np
Damit folgt nun:
Yo = G—Np
= F+pV-Npu
= U—-710+4+pV —Npup
0

Aus 1o = 0 folgt zum einen mit diy; = 0 die Gibbs-Duhem-Relation, zum anderen erhalten
wir vier Basispotentiale in integrierter Form:

P2 = 0
= G—-Nu
=G = Np
Vv, = H—-—Npu=G+10—-—Npu=r70
J = F—-Nu=G—-pV —-—Nu=—-pV

Die restlichen vier Potentiale kbnnen als Addition der Basispotentiale geschrieben werden:

Yo = U—Nuy=H—-pV-G=10—pV =091+J
H G+10=G+Y

F U—-710=H—-pV —-170=G+J

U = H-pV=yy1+G+J



Wihlen wir als Repréisentant eines Basispotentiales jeweils eine Grundfarbe bzw. Schwarz = K
fiir die Null, dann kénnen alle Potentiale mit generischen Namen, geméft dieser Abbildung aus der
additiven Farblehre, umbenannt werden,

wobei wir ¥; = Rot, G = Griin und J = Blau setzen. Folglich erhalten wir noch ¢y = R+ B = M,
sowie 95 = K und alle Potentiale nur in Farben:

Y2 = K

1 = R

G = G

J = B

Y = R4+B=M

F = G+B=C

H = R+G=Y

U R+G+B=W

Mit dieser Identifizierung der gesamten acht Potentiale konnen wir jetzt unseren Oktaeder einfér-
ben:

Aus dieser Darstellung ist wegen der Farbadditivitdt sehr einfach zuerkennen, dass die Addition
paralleler Potentiale immer auf U fiihrt:

U = R+F
- G+M
— J+H



Ebenso ist zuerkennen, dass die Subtraktion des unteren vom oberen Halboktaeder beziiglich N —pu
immer auf G fiihrt,

G = H-R
= U-M
= F—-J
die Differenz beziiglich ¢ — 7 immer auf R,
R U-F
= M-J
= H-G
und beziiglich p — V' immer auf -J:
—-J = H-U
G-F
= R-M

Eine Instanzierung der Flichen des Oktaeders mit ihrem entsprechenden Potential erfolgt iiber
eine geeignete Wahl des Koordinatensystemes. Es existieren zwei grundlegende Varianten der Ko-
ordinatenwahl:

1. Globale Koordinaten
Da jedes Potential von drei natiirlichen Variablen abhéngig ist, eignen sich die schon einge-

fiihrten Achsen p—V, 0 — 7 und N — g mit der Erweiterung eines gemeinsamen Ursprunges
I' im Schnittpunkt der Achsen:

N

I

Das erhaltene Koordinatensystem besteht jetzt aus sechs Achsen und nicht mehr wie ur-
spriinglich aus drei, ist jedoch immer noch orthognal beziiglich der jeweiligen drei Achsen
eines Tetraders T, = (T',v,). Es wird zunéchst fiir jede Koordinatenachse ein geeignetes In-
tervall Tv C Dom(v) gewédhlt und dem Abschnitt (', v] zugewiesen. Das Volumen X7, eines
Tetraeders wird mit einer Projektion 77, auf Iv, abgebildet und mit amr, X7, ausgewertet.
Nehmen wir an, dass amp, X7, beschrankt ist, dann kann das Volumen V7, mit einem Farb-
gradienten eingefarbt und damit sichtbar gemacht werden.

Die Koordinatenebenen werden auf Grund des halboffenen Intervalles nicht betrachtet.



2. Lokale Koordinaten
Wiéhlen wir uns wieder ein Intervall Iv,. Dann kénnen wir jeder Fliche a auf Grund der
Geometrie folgendes Koordinatensystem zuweisen:

Va2
Ty T vgo
al Xa
a€ A
> Val
v, a
a0 IUal

X, ist dabei die Menge der Punkte in a, welche mit einer beliebigen Projektion 7, auf
Tv, abgebildet wird. Mit der Auswertung des Potentiales am, X, kann a auf X, eine Hohe
relativ zur Flachennormale zugewiesen werden, so dass wir eine Oberflichenmodulation des
Oktaeders erhalten.

Eine geeignete Wahl von I und 7, bildet charakteristische Eigenschaften der verwendeten
Potentiale auf dem Oktaeder ab und erméglicht so einen Vergleich mit anderen Potentialen.

Weiterfithrende Betrachtungen:

Die bestehende Regeln des Formalismuses auf die Struktur des Oktaeders zuiibertragen waren bis-
her eher empirischer Natur. Eine mathematische Variante wire es, eine Abbildung zwischen der
Symmetriegruppe der Geometrie und den Transformationen der physikalischen Gréfsen zufinden.
Fiir den Oktader ist es die Oktaedergruppe. Die duale Darstellung iiberfithrt Knoten in Flachen
und Flachen in Knoten. Da der Oktaeder ein platonischer Korper ist, ist das duale Bild der regel-
miéfkige Hexaeder. Wir erhalten eine Darstellung der natiirlichen Variablen als Potentiale, welche
nun von jeweils vier Variablen, den ehemaligen Potentialen, abhéngig sind. Eine Untersuchung
der Doménenstruktur in der dualen Darstellung, als auch wahrend der Transformation muss hier
durchgefiihrt werden. Fiir die Symmetriebetrachtung des Hexaeders eignet sich dann die Wiirfel-

gruppe.
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