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KAPITEL 0O

Strukturierung der Mechanik

Die Mechanik ist ein Teil der Physik, der sich mit den Bewegungsgesetzen materieller Korper
befafit.

Sie ist die Disziplin der Physik, in der es zuerst und in relativ durchgéngigem Mafle gelang,
die Zielstellung der Theoretischen Pysik zu verwirklichen,d.h.

1. die Aufstellung von Axiomen durch Verallgemeinerung von Erfahrungen und

2. die Ableitung spezieller Gesetze mit vielfdltigen Erscheinungen.

1 Strukturierung nach historischen Gesichtspunkten

| Klassische Mechanik |

AN

Relativistische Mechanik | | Quantenmechanik

~

| Relativistische Quantenmechanik |

Hier: Klassische Mechanik

Grundlegung der Klassischen Mechanik durch Newton (Newton-Mechanik)

Newton: Zusammenfassung der Leistungen von Galilei, Kepler, Descartes, Huygens u.a. und
seiner eigenen Leistungen zu einem einheitlichen System am Ende d. 17. Jh.

o Vielfiltige Weiterentwicklung in der Folgezeit

e Annahme bis ins 19. Jh., dafl gesamtes Naturgeschehen auf Newton-Mechanik zuriickzufiihren
sei

Klassische Mechanik stiefl zu Beginn des 20. Jh.an ihre Grenzen fiir

1. grofie Geschwindigkeiten (v — ¢) ~» Relativistische Mechanik

2. kleine Wirkung (s — %) ~» Quantenmechanik
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2 Strukturierung nach kompositorischen Gesichtspunkten

Mechanik

N

Punktmechanik K ontinuumsmechanik

e Bewegung eines Koérpers ist vollstéandig beschrieben, wenn die Bewegung aller seiner Teile
angegeben werden kann (schwierig!)

e Einfachster Fall: Idealisierung eines Kérpers zu Massenpunkt (ohne rdumliche Ausdehnung,
ohne innere Freiheitsgrade wie Schwingungen und Rotationen in sich)

e Zusammensetzung von Punktmassen zu Massenpunktsystemen, um kompliziertere Korper
zu beschreiben (z.B. Starrer Korper) ~» Punktmechanik (hier)

e Massenpunktmodelle fiir Fliissigkeiten, Gase und andere deformierbare Korper ungeeignet

e Auflosung der Massenpunkte zu einem Kontinuum ~» Kontinuumsmechanik (hier nicht)

3 Strukturierung nach Bewegungsabliufen

Mechanik

N\

Kinematik Dynamik

e Kinematik unterscheidet Bewegungsablidufe ohne Riicksicht auf ihre Entstehung (Kéfte wer-
den nicht betrachtet)

e Dynamik: zieht Ursachen der Bewegung in Betracht

e Sonderfall der Dynamik: Statik (Ruhezustand, Gleichgewicht)

4 Struktuierung nach zugrundeliegenden Prinzipien

Mechanik

Newton - Lagrange - Hamilton -
Mechanik Mechanik Mechanik




4 Struktuierung nach zugrundeliegenden Prinzipien

11

e Newton-Mechanik hier im engeren Sinne der Newton-Prinzipien

e Hier: Vorlesungsaufbau orientiert sich iiberwiegend an diesen Prinzipien
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KAPITEL 1

Kinematik eines Massenpunktes

1 Beschreibung der Bewegung

Die Kinematik untersucht die Bewegung eines Massenpunktes ohne Riicksicht auf ihre Entstehung.
Sie ist eine reine geometrische Bewegungslehre.

Vom Standpunkt der Kinematik aus ist die Bewegung eines Massenpunktes bestimmt, wenn zu
jedem Zeitpunkt die Lage des Punktes relativ zu einem anderen Koérper angebbar ist. Dieser an-
dere Kérper ist Bezugskorper und représentiert ein Bezugssystem (z.B. Labor, Erde, Sonne, etc.).
In diesem Bezugssystem spannen wir ein Koordinatensystem auf. Gewihlt werden kénnen z.B.
kartesische Koordinaten.

P (Lage des Massenpunktes)

I8

(Lage des Bezugspunktes) 0

€3

|

Ql | 7
|
|

_—— e e e e e e — o

Wir definieren den Ortsvektor x = 0? zu einem Massenpunkt bei P. In kartesischen Koordinaten
gilt dann

T = T1€6; + Taey + T3e3 (I.1)
Die e, , a =1,2,3 sind normierte Basisvektoren mit
€., = Oab- (1.2)

Die Bewegung von P wird dann durch die Zeitabhéngigkeit
z(t) = w1 (t)e; + wa(t)ey + w3(t)es (L3)

dargestellt. Die Bewegung ist bekannt, wenn z,(t) bekannt sind. z(¢) heift Bahnkurve oder Tra-
jektorie.
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Bahnkurve

|8

—~
~

=

Die Verriickung des Massenpunktes wahrend eines Zeitintervalles At ist gegeben durch

—
Az = PP (1.4)
P
0
Die Geschwindigkeit v ist die Tangente an die Bahnkurve. Somit gilt
d
v = @E—fzdtg (1.5)
AV .ozt + At) —z(t)
v S va— (L6)
In kartesischen Koordinaten schreiben wir
v = & =di(r1e; + T205 + T3E3) (L7)
v = @1e + ok + I3ey L.8)
Der Tangenteneinheitsvektor ¢ wird tiber
v = vt (1.9)
mit
[t = 1, v=|y| (1.10)
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eingefiihrt. Weiterhin definieren wir

t t
s(t) = /ds:/ |dz|
to to

(1.11)

als Bogenldnge der Bahnkurve zwischen P zur Zeit ¢t und einem geeignet gewéhlten Anfangspunkt

Py zur Zeit tg. Anwendung der Kettenregel ergibt

, ol da ds
T dt  ds dt
woraus wir ablesen
[ -
= ds
ds
= — =d;s.
Y a ~
Die Beschleunigung a ist definiert durch
d2
a = v=I= ﬁf = dfg
¢ = lm u(t + At) —v(t)
At—0 At

Speziell in kartesischen Koordinaten ergibt sich
a = Ii1€ + Zoey + I3ey.
Beachtung von Gleichung (1.9) fiithrt auf

a = dw=dy(vi)
= Ot + vt.
Wegen
t?=t-t=1

folgt bei Differentiation nach der Bogenlidnge s

dt
0 = di®>=2t-—
- ~ ds
Somit stehen ¢ und d,t senkrecht aufeinander,
dt
t1l —.
- ds
Es wird definiert
k = |dst|] Kriimmung der Bahnkurve bei P
1 1
R = — =-— Kriimmungsradius bei P
ko |dst]
dit 1 L
n = a.t] = —dst = R-ds,t Hauptnormaleneinheitsvektor.
st K

Dann folgt
i dt ds v

b= @ @ @ rR™

(L.12)

(1.13)

(L14)

(115)

(1.16)

(1.17)

(1.22)

(1.23)

(L.24)

(1.25)

(1.26)
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sowie

2

a = v-t+—-n (1.27)

Die Beschleunigung enthilt einen Anteil, der von der Betragséinderung der Geschwindigkeit (o v)
herrithrt und einem Anteil, der von der Richtungsénderung (o &) herriihrt.

Erlduterung:
Bahnkurve bei P wird durch einen Kreisbogen approximiert

— As
(1) Ap=% At [At] 1 1.28)
A—‘AJ AsiAsiR ’
(2) Ap="7F
o |dot] = % — ok (1.29)

Die durch t und n in P aufgespannte Ebene heifit Schmiegebene. Der Beschleunigungsvektor liegt
immer in der Schmiegebene und zeigt in Richtung der konkaven Seite der Bahnkurve.

Der in P auf der Schmiegebene senkrecht stehende Einheitsvektor heifit Binormaleneinheitsvektor
b. Es gilt

1Lt , bln (1.30)

X n. (1.31)

IS I
IS

Die Vekoren {t, n, b} bilden dann das begleitende Dreibein und definieren das natiirliche Koor-
dinatensystem fiir v und a.

Weitergehende Charakterisierungen von Bahnkurven, wie etwa die Torsion, folgen durch die Frenet-
Formeln.

2 Krummlinige Koordinatensysteme

Kartesische Koordinaten mit geraden Koordinatenlinien sind zwar besonders einfach, aber fiir vie-
le Probleme sind krummlinige Koordinaten besser angepafit. Krummlinige Koordinaten kénnen
schiefwinklig oder orthogonal sein. Wir betrachten den allgemeinen Fall schiefwinkliger krummli-
niger Koordinaten. In diesem allgemeinen Fall lassen sich zwei Arten von Koordinaten und Basis-
vektoren unterscheiden, die durch hoch- bzw. tiefgestellte Indizes unterschieden werden.
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Fiir die folgenden Uberlegungen wird davon ausgegangen, da der Raum durch ein kartesisches KS
beschrieben werden kann. Dies ist zwar nicht immer méglich, z.B. kann auf der Kugeloberfliche
kein zweidimensionales kartesisches Koordinatensystem eingefiithrt werden, aber davon wollen wir
hier absehen. Fiir Rdume in denen dies somit moglich ist, werden jedem Punkt P die kartesischen
Koordinaten zi,z9,x3 zugeordnet. Weiterhin sind in jedem Punkt P die gleichen kartesischen
Basisvektoren e, e, und e definiert. Damit kann im kartesischen KS (und wir tun dies nur in
diesem!) jedem Punkt P der “Ortsvektor”

T =T18) + T2ey + T3E3 (1.32)
zugeordnet werden.

Fiir ein allgemeines KS, werden jedem Punkt P die Koordinaten {¢!,£2, €3} zugeordnet. Variie-
ren wir ¢! und lassen &2 und £ konstant, dann entsteht eine Kurve, die wir £!-Koordinatenlinie
nennen (analog fiir £2, £3).

Beispiel Zylinderkoordinaten:
(1.33)

2.1 Kovariante Basis und kontravariante Basis

P (¢ ¢%,8)

Zwei Arten von Basisvektoren sind naheliegend.
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1. Kovariante Basisvektoren b, , a=1,2,3

3xb
b= o Z et (1.34)

Die b, schmiegen sich an die Koordinatenlinien an. Die b, sind i.a. nicht normiert.
Beispiel: Polarkoordinaten (§2 =)

oz
|by| = \%\ #1 (1.35)

da 8—1 ldingendimensioniert ist und schon aus Dimensionierungsgriinden keine Normierung
auf 1 Vorhegen kann.

2. Kontravariante Basisvektoren b , a=1,2,3

Die b* werden durch Gradientenbildung auf der Fliche

&% = const. (1.36)
durch
3
& oL

b = VE* = 9,8 = = — 1.37
Ve = 0.€" = 51 ; o (L.37)

gebildet. b steht auf der Fliche £€* = const senkrecht.
Y (€2 = const)

? &2 (&' = const)

Die b® sind i.a. ebenfalls nicht normiert.
Bemerkung:

1. Fiir orthogonale Koordinaten gilt offenbar

5" lb,. (L38)

2. Sowohl die b* als auch die b, dndern sich, wenn sich P #ndert; die Betrachtungen sind immer
lokal.
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2.2 Metrischer Fundamentaltensor

Das Skalarprodukt
Gab = bu 'bb (139)

heiflt metrischer Fundamentaltensor. Offenbar gilt

Jab = Gba- (1.40)
Desweiteren wird das Skalarprodukt
g = pr.pb =g (L41)
eingefiihrt sowie
gh = b0 (L42)

Dann gilt bei Anwendung der Kettenregel
p  Ox ol _ ol

. _— —_— b
9o = afa ag aga 5(1 (143)

wobei 6% das Kronecker-Symbol darstellt. Nach Konstruktion der ko- und kontravarianten Basen
ist sofort klar, daf3

by Lo

usw. gilt.

Ein beliebiger Vektor v im Punkt P kann sowohl nach der kovarianten als auch nach der kontra-
varianten Basis zerlegt beschrieben werden. Man schreibt:

yzZv“~Qa=Zva-Qa (1.44)

Wir vereinbaren die sog. Summenkonvention (auch Einsteinsche Summenkonvention genannt),
wonach iiber zwei gleiche Indizes automatisch zu summieren ist ohne das Summationszeichen
explizit aufzuschreiben, also

— vy - b° (1.45)

v® heiflen die kontravarianten und v, die kovarianten Komponenten von v.
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Darstellung von v in kovarianter Basis und kontravarianten Komponenten.

52

Darstellung von v in kontravarianter Basis und kovarianten Komponenten.
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Es gilt:
v? v- b (1.46)
Vg v-b, (1.47)

Beweis:
veb® = bbb (1.48)
v-b, = vbbb~ba:vb~5(2:va (1.49)

——

Kovariante und kontravariante Komponenten eines Vektors v lassen sich ineinander umrechnen.

Es gilt

vt = b = v, 0 b = g vy

und analog

Damit kann man schreiben

Insbesondere gilt fiir v = b*

bzw. fir v = b,

b, = (by-b.)b" = gve-b".

Wegen

6;[)1 = ba-bb=g“d-bd'gbc-bc
= g™ gpeby - b°
—

5 = g gue- 85

ac

folgt

d.h. ¢*¢ und g als Matrizen aufgefafit verhalten sich invers zueinander.

Bemerkung: Prinzip des richtigen Indexbildes

" - )by, = g™ by

(1.50)

(L51)

(L52)

(L53)

(L54)

Der Indexkalkiil ist so konstruiert, dafl links und rechts der Gleichung das gleiche Indexbild auftre-
ten muf. Summationsindizes (“geséttigte Indizes”) sind nicht mitzuzéhlen, sondern nur die freien

Indizes!!!
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2.3 Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren v und w im Punkt P berechnet sich zu

veow = veb*-wh b, (1.60)
vow = vguwd 0p = vg w" (1.61)
bzw. analog
veow = v w,. (1.62)
Dies kann auch geschrieben werden als
veow = v%gapw’ = g vt w® (1.63)
bzw. analog
v-w = g%u,wy. (1.64)
Man beachte, daf i.a.
v*w®  F# vw #E vg W, (1.65)

gilt.

2.4 Vektorprodukt

Das Vektorprodukt zweier Vektoren v und w im Punkt P ist definiert durch:

1. Der Betrag von v x w ist das Produkt der Langen von v und w und dem Sinus des einge-
schlossenen Winkels.

2. v X w steht senkrecht auf v und w, wobei v, w und v X w ein Rechtssystem bilden.

Die Formel
U X W = /g €apcb V" w° (1.66)
erfiillt gerade die Definition. Dabei sind

g = det(gab) (1.67)
die Determinante des metrischen Fundamentaltensors und

1
€abe = 0 (1.68)
-1

das Levi-Civita-Symbol. Es ist vollstéindig antisymmetrisch in den Indizes mit €193 = 1. Vollstéindig
antisymmetrisch bedeutet, dafl beim Vertauschen zweier Indizes das Vorzeichen wechselt, also z.B.

€13 =—1 , €31 =1 (1.69)
ez =0, €20 =0 (1.70)
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Wenn v und w selbst Basisvektoren sind, gilt z.B.:
v b, w—b (L.71)
by = 1-0,+0-b;,+0-04 (1.72)
~ b, (L73)
und somit
by Xby = \/G€ape %55 (1.74)
= \/§€a12 ba (175)
= Vgesib® (1.76)
by xby = gb’ (L.77)
¢ (€%,€° = const)
€% (€', €% = const)
by X by zeigt in die Ebene hinein und stimmt mit der Richtung von bg iiberein.
Analgog gilt
by xby = /gb' (1.78)
by x by = gb' 1.79)
Weiterhin folgt
by xby = gb® |-by (1.80)
(by X by) by = \/Eb?’ by =+/g (1.81)
—_————
Spatprodukt,

gemischtes Produkt

sowie analoge Formeln durch zyklische Vertauschung der Indizes. Offensichtlich handelt es sich bei

/g um das Volumen des von den kovarianten Basisvektoren aufgespannten Parallelepipeds.

Es soll zur Verifikation der Formel fiir das Vektorprodukt noch gezeigt werden, dafl das gemischte
Produkt der kovarianten Basisvektoren tatséchlich die Wurzel aus der Determinante des metri-
schen Fundamentaltensors ergibt. Wir benutzen dazu die Laplace-Multiplikationsregel fiir zwei
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gemischte Produkte

Ql’bl Ql'bz a;-o
a

(a1 X ag)ag-(by X by)bs =1 ag-by by ay by (1.82)
Qg'b1 as 'bz Qg'b?,

Im Spezialfall a, = b, folgt bereits

{(by x 92)93}2 = |gab| = det(gan) = g. (1.83)

2.5 Gradient

F(EY,€2,€3) = f(£9) sei eine skalare Funktion im Punkt P : (£1,£2,¢3). Beim Ubergang von P zu
einem infinitesimal benachbartem Punkt P’ mit

—
PP =dx (1.84)
dndert sich f um das Differential df in P. Dann definiert die (koordinatenfreie) Relation

—gdx

df = 1.85
f = G (1.85)
den Gradienten
of
—=Vf=9 1.86
L =vr=o (1.86)
von f auf P. Andererseits gilt die (koordinatenbehaftete) Relation
of
df = dge. 1.87
f o= e (L87)
Stellt man nun dz auch in Koordinaten dar, also in der kovarianten Basis, so gilt
dz = b, dE°. (1.88)
Damit folgt
of of
df = —b,de* = dge. 1.89
f o= Gebadst= oL (189
Koeffizientenvergleich fiir beliebige d¢® liefert
of of
— b, = . 1.90
5 b= i (1.90)
Diese Relation wird genau dann erfiillt, wenn gilt
of of
— =p°. 191
oz Y g (1.91)
Beweis:
of , o 0f, _Of . _Of . Of 192)

Beispiel: 2-dimensional f(£, £2)
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2.6 Geschwindigkeit und Beschleunigung

Fiir die Anderung da des Ortes z gilt

dz = b, - de® = b* d&,. (1.93)

Die rechte Gleichung fiihrt d¢, ein.

Fiir die Bogenldnge folgt die metrische Fundamentalgleichung

ds® = dz-dz =1, b,d¢"de’ (1.94)
ds* Gap dE@ dE° (1.95)
ds®> = ¢dg, d& (1.96)
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Die Geschwindigkeit ergibt sich aus Gleichung (I.93) durch Division durch dt zu

=b, £ (1.97)

Die Beschleunigung berechnet man zu

a=1b=~E, +£%,. (1.98)

Die weitere Auswertung spezialisieren wir auf orthogonale Koordinaten, d.h. in jedem Punkt des
Raumes gilt

b,by = 0, fiira#b. (1.99)

Wir hatten bereits festgestellt, dafl fiir orthogonale Koordinaten auflerdem

b

b, I b (1.100)
gilt. Der metrische Fundamentaltensor wird damit diagonal, d.h.

Gab = N Oap (1.101)
woraus

ds® = h? (de")? + h3 (d€?)? + h3 (de®)? (1.102)

folgt, wobei wir jetzt und im folgenden die Summenkonvention aufheben. Es folgt:

3
ba = Zgab bb = hi be. (1'103)
b=1
Uber
- 1 o g0
by = -by=hab"=b (1.104)

fithren wir umskalierte Basisvektoren ﬁa(: éa) ein. Diese sind jetzt normiert, denn es gilt

a 1
b = b hab=b b =1 (1.105)

|

a

Fiir die Geschwindigkeit und Beschleunigung ergibt sich damit

3
v o= &= & hb, (1.106)
a:l |
a = &= (d(€ ha)b, + & hab,). (1.107)
a=1

Die Berechnung der éa kann auf der Basis ihrer Definitionsgleichungen erfolgen, ist aber i.a. recht
umsténdlich. Fiir die unten diskutierten speziellen Koordinatensysteme greifen wir auf ihren Zu-
sammenhang mit kartesischen Koordinaten zuriick und vereinfachen damit die Berechnungen.
Spéter werden wir mit den Lagrange-Gleichungen 2. Art eine sehr elegante Methode kennenler-
nen, um g in beliebigen krummlinigen Koordinaten zu berechnen.
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2.7 Zylinderkoordinaten
=p, =9 =2
T3
| € |
| |
| i H e -~ __ |
'/:: _____________ . ____\_\_\'
:\ | T ¥
| T~ |
| , ! 7
I ! I
| | | =p
I ! I
I ! I
I ! I
| oz |
I ! I
I e mmm T T T T T 2 S ——_— I
-7 _ : T~ "
() S R
| |
| |
T
Der Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten ist gegeben durch
1 = pcose (1.108)
X9 = psing (1.109)
x3 = =z (I.110)
Die Differentiale berechnen sich zu
dry = cospdp— psinpdyp (I.111)
dre = sinpdp+ p cospdy (I.112)
des = dz. (I.113)
Es ergibt sich die metrische Fundamentalgleichung zu
3
ds* = Y (dw,)? =dp® + p? dp® + d2”. (1.114)
a=1
Hieraus ist abzulesen
hl = 1 hg =p hg =1 (1.115)
Die normierten Basisvektoren éa des Zylinderkoordinatensystems benennen wir um zu
by=e, . by=e,,by=ce, (1.116)
Die Basisvektoren und ihre Ableitungen ergeben sich aus den Gln. (1.34) und (1.104) zu
oz
() gy~ Cova + sin pe, (I.117)
10z Oe,
e, = ——=—-=—sinpe; +cosype 1.118
) P 8()0 8()0 1 2 ( )
e, = %2_, (1.119)

z Oz =3
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und
€, = —sinppe Fcosppe, =ype,
€, = —Cosppe —sinppe,=—pe,
e, = 0.

Fiir die Geschwindigkeit folgt aus (1.93), (I.115) und (I.116)

_dz ; .
vo= = he, T e, Tt i,

und fiir die Beschleunigung

€+ (@Bpteple, +ope, +ie,
p—p¢P)e, +(@Pp+2¢p)e, +Ze..

IS
|
<
I
:
|
hs)
_l’_
s

—~

IS

2.8 Kugelkoordinaten

51:T7§2:9a€3:§0

€3

T2
x
Der Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten ist gegeben durch
1 = 7 sinf cosy
To = rsinfsing
r3 = 71 cosb.
Die Differentiale berechnen sich zu
dry = sin€ cospdr +r cosfcospdf — r sinf sin pdy
dre = sinf sinpdr+r cosfsinepdf +r sinf cospdy
drs = cosf@dr —r sinfdf.

Es ergibt sich die metrische Fundamentalgleichung zu

3
d52 = Z(dwa)Q = d’r‘2 + 7’2 d92 + ’I"2 Sin2 edQOQ

a=1

(1.120)
(1.121)
(1.122)

(1.123)

(1.124)
(1.125)

(1.126)
(1.127)
(1.128)

(1.129)
(1.130)
(1.131)

(1.132)
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Hieraus ist abzulesen

hy = 1 , hg=r , hz=rsinb. (1.133)

Die normierten Basisvektoren 61 =e.,by=¢,b;=¢
wieder aus den Gln. (I1.34) und (1.104) zu

, und ihre Ableitungen berechnen sich

0
e, = a—f =sinf cospe, +sinf sinpe, + cosfe; (radial gerichtet) (I.134)
10z . . de,. o .
€9 = g = 08 6 cospe; +cosf sinpe, —sinfe; = 20 (meridional gerichtet)(I.135)
1 Oz 1 Oe
= — — —gi 3 = T 1136
g r sinf Oy S e s pe, sinf Oy ( )
(entlang des Breitenkreises gerichtet)
und
e, = (cosf cospf —sin sinp@)e, + (cosb sinp b+ sinb cos pg) ey — sin b 6 e (1.137)
= fey+¢ sinfe, (1.138)
ey = —sinfcospfe, —cosbsingpe,
—sinf sinpf e, + cosf cosp @ e, (1.139)
—cosff ey
= —fe +¢ cosfe, (1.140)
e, = —cosppe —sinppe, (I.141)
= —¢sinfe, — ¢ cosley. (1.142)
Fiir die Geschwindigkeit folgt wiederum aus (1.93) und (1.133)-(1.136)
dr. . S ) R
yza:rgr—&-rgrzrgr—&—erge—i—gorsmegw (1.143)

und fiir die Beschleunigung

a = i=b=ie. +rie +d(0r)ey+0rey+di(prsinf)e, +prsinfe, (1.144)
a = e +di(07)ey
+d(prsind) e, +7 (O ey + ¢ sinbe,) + 07 (—fe, + ¢ cosbe,) (1.145)
+orsinf(—¢ sinfe, — ¢ cosley)
a = (F—60%r—@*rsin®0)e,
+(de(07) + 70 — $? 1 cos 0 sinh) e, (1.146)
+(dt(<,brsin9)+f¢sin9+9¢rcosﬁ)g¢
a = (F—60%r—¢*rsin®0f)e,

+(r + 207 — 2 rcosf sinh) e, (1.147)
+H(@r sind + 207 sinf + 207 cos ) e,,.

3 Grundlegende Typen von Bewegungen

Typische Fragestellungen in der Kinematik sind:

1. Die Bahnkurve eines Massenpunktes ist bekannt. Gesucht wird Geschwindigkeit und Be-
schleunigung.
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2. Die Geschwindigkeit eines Massenpunktes in Abhéngigkeit vom Ort und von der Zeit ist

bekannt. Gesucht wird seine Bahnkurve.

3. Die Beschleunigung eines Massenpunktes in Abhéngigkeit vom Ort, der Geschwindigkeit und

der Zeit ist bekannt. Gesucht wird seine Bahnkurve

Die letzte Aufgabe ist die hiufigste; sie schlégt bereits die Briicke zur Dynamik.

3.1 Gleichférmig geradlinige Bewegung

Es gilt
& = v =const.

Somit verschwindet die Beschleunigung

Integration liefert die Bahnkurve

Es handelt sich bei der Bahn um eine Gerade.

3.2 Gleichformig beschleunigte Bewegung

Es gilt
T = a=const
Integration in zwei Schritten liefert
(t) = a(t—to)+u,
2(t) = 5=t +u(t—to) +

(1.148)

(1.149)

(1.150)

(1.151)

(1.152)
(1.153)

Folglich liegt die Bahn in der durch g und v, aufgespannten Ebene; die gleichférmig beschleunigte

Bewegung ist eine ebene Bewegung.

Wir wollen diese ebene Bewegung in einem kartesischen Koordinatensystem beschreiben und span-
nen es so auf, dafl seine xx2-Ebene gerade die Bahnebene enthilt. Auflerdem drehen wir es so,

daf} die xo-Achse in a-Richtung zeigt. Dann gilt

a = ae

Vg = Vo1€; + Vo2 Es-

Einsetzen in z(¢) und Komponentenzerlegung ergibt

ry—xo1 = o1 (t—to)
a
Ty =Tz = 5 (t —to)? +wo2 (t — to)
Elimination der Zeit liefert
a Vo2
Ty —To2 = s (T1— 5501)2 + — (21 — z01)

2 ot Vo1

(1.154)
(L155)

(1.156)
(1157)

(1.158)
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Die Bahnkurve ist somit eine Parabel.

Beispiel: Wurf im Schwerefeld mit a = —9,81 m/s?

X2

a1
Mit obigen Gleichungen lassen sich leicht folgende Groflen berechnen: Steigzeit, Wurfdauer, Wurfhohe,

Wurfweite.

3.3 Gleichformige Kreisbewegung

Eine gleichformige Kreisbewegung ist gegeben, wenn sich der Massenpunkt auf einem Kreis mit
konstantem Radius R und konstantem Geschwindigkeitsbetrag v = |v| = const. bewegt.

Wir verwenden Polarkoordinaten und legen das System so fest, dafl die Kreisbahn in die Ebene
z = 0 fiillt. Die allgemeine Formel fiir die Geschwindigkeit in Zylinderkoordinaten (vgl. Abschnitt
1.2.7)

v = pe,t+ope,tze, (I.159)

reduziert sich wegen p=0, 2=0, p= R zu
v = ¢Re, (1.160)
lv] = v=¢R=const. (1.161)

Folglich muf} ¢ = w = const. gelten. w ist die Winkelgeschwindigkeit um die 2-Achse mit: w = 5.
Der Winkel ¢ berechnet sich zu

o = w(t—1t9)+ ¥o (1.162)
Die Beschleunigung
a = (P—pe, +(Pp+2¢p)e, + e, (L163)
reduziert sich auf
2
a = —RngQp:—Rngp:—%gp. (1.164)

Diese zum Mittelpunkt gerichtete Beschleunigung heifit Radialbeschleunigung.

Die Umlaufzeit T" des Massenpunktes ist festgelegt durch ¢ — ¢y = 27, also
2r=w- T (1.165)
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bzw.

27 1
T=—=-. 1.166
=2 (1.166)

Die Winkelgeschwindigkeit wird auch Kreisfrequenz und f Frequenz genannt.

Wir konnen die Geschwindigkeit v auch von der Darstellung in Zylinderkoordinaten in kartesi-
sche umrechnen. Dann gilt

v=wRe,=wR(—sinpe; +cospe,). (I.167)
Die Komponentenzerlegung ergibt
v = —wRsing (1.168)
vy = wRcosp, (1.169)
bzw.
1 = Rcosp =R cosw(t—tg) (I.170)
2y = Rsing=Rsinw(t—ty) = R cos (tft— g) (L171)

fir die Bahnkurve. Offensichtlich ist die gleichférmige Kreisbewegung eine Uberlagerung zweier
zueinander senkrecht stehender harmonischer Schwingungen mit der Phasendifferenz g

3.4 Periodische Bewegungen
3.4.1 Harmonischer Oszillator

Ein Massenpunkt moge sich linear periodisch bewegen. Es wird somit nur 1 Koordinatenachse
benotigt, die mit x bezeichnet wird. Die Bewegung erfolge um den Ursprung z = 0.

. . : T
0
Die periodische Auslenkung ist harmonisch, wenn sie in der Form
z(t) = A - cos(wt + ) (1.172)
geschrieben werden kann. Fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung folgen dann
&t = —Awsin(wt+ a) (1.173)
i = —Aw?cos(wt+a)=—w’. (1.174)

Die Beschleunigung ist proportional zur Auslenkung z. Somit gehorcht die harmonische Schwin-
gung der Dgl.

i+ wiz=0. (1.175)

Physikalische Objekte, die harmonische Schwingungen ausfiihren, heifien harmonische Oszillatoren.

Haufig ist es zweckméBig, harmonische Schwingungen komplex zu schreiben, also
z(t) = Be™' | B=Ae™. (L.176)

Der physikalische Prozefl wird nur vom Realteil représentiert (oder vom Imaginérteil). Bei linearen
Uberlagerungen und Prozessen setzt sich diese Reprisentation unmittelbar fort, und sie ist meist
sehr vorteilhaft. Bei nichtlinearen Vorgéngen werden Real- und Imaginérteile verkoppelt und es
ist sorgfiltig zu analysieren, welche Anteile dann den physikalischen Prozef reprisentieren.
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3.4.2 Uberlagerung harmonischer Schwingungen gleicher Richtung und gleicher Fre-
quenz

Die lineare Uberlagerung der beiden Schwingungen

i(t) = Be™t (1.177)
i(t) = Be™t (1.178)

ergibt
©(t) = T+7=(B+B)e“t (L.179)

Das Resultat ist wiederum eine harmonische Schwingung mit der gleichen Frequenz w und der
komplexen Amplitude B. Die Uberlagerung

(1.180)

o

B=B+
folgt dem Gesetz der Addition komplexer Zahlen.

Im

Die Ausbildung der Amplitude hingt insbesondere auch von den Phasenwinkeln ab. Bei A= /:1
und gegenphasiger Schwingung der einzelnen Anteile kommt es zur vollstdndigen Interferenz.

Im

ol

o3
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3.4.3 Uberlagerung harmonischer Schwingungen gleicher Richtung und unterschied-
licher Frequenz

Die Uberlagerung
2(t) = Beé® 4 Bt (L181)

ist nun ein komplizierterer Vorgang. Wir fithren Summen und Differenzgroflien ein:

w = %@+&), Aw:%@f@% (1.182)
a = %@+&), Aa:%@—&) (1.183)
Dann folgt
W=w+Aw , @=w— Aw, (1.184)
&=a+Aa , a=a-—Aa (1.185)

Wir beschriinken uns auf den Spezialfall A = f:l(z A) und erhalten

- A {ei(wt+a+Awt+A0¢) + ei(WtJFCV*AWt*AO‘)} (1186)
- 4 {ei(Awt+Aa) n efi(Atherz)} el(wtta) (1.187)
= 2A cos(Awt + Aa)e! @), (1.188)

Bei @ ~ @, also bei |Aw| < w kann der Kosinus der Amplitude zugeschlagen werden und es
entsteht eine Schwebung.

A NN I AN

Ts
Es gilt
TsAw = . (1.189)
Die Schwebungsfrequenz wg ergibt sich dann zu
27
ws = — =2Aw. (1.190)
Ts

Sind die periodischen Vorginge noch komplizierter, ist die Darstellung unter Anwendung des

2
Fourier-Theorems geeignet. Wenn die Periodendauer T' bzw. die Kreisfrequenz w = % ist, dann
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kann der periodische Vorgang in der Form einer komplexen Fourierreihe

> B! (1.191)
oder einer reellen Fourierreihe
o0
= ?0 z:: ay, cosnwt + by, sin nwt) (1.192)

dargestellt werden. Man spricht auch von einer Fourierzerlegung oder Spektralzerlegung des peri-
odischen Vorgangs.

3.4.4 Uberlagerung harmonischer Schwingungen verschiedener Richtungen und glei-
cher Frequenz

Die x1- und die zo-Komponente des Ortsvektors eines Massenpunktes in der x1 —xo— Ebene fiihrt
harmonische Schwingungen gleicher Frequenz w aus. Dann gilt

z1(t) = A cos(wt+ i), (1.193)
x2(t) = As cos(wt + ag). (1.194)

Wir ermitteln nun die Bahnkurve in der 1 — zo—Ebene. Dazu wird gesetzt

0= Qo — (1 (1195)
und es folgt
EI cos(wt + ay) (1.196)
Ay
% = cos(wt+ a1) cosd — sin(wt + ay) sind (1.197)
2
T2 1 2
4, A—l cosd — /1 — <Al) sin 4. (1.198)

Quadrieren ergibt

<jf122f112 6085>2 _ - <) } sin? § (1.199)

2 2
T T2 Ty T2
(Al) —+ (142> - 2 Ail A72 cosd = sin 6 (1200)

Diese Gleichung beschreibt i.a. eine Ellipse.
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<

X2

€

\_

W—J

A

In Abhéngigkeit von der Phasendifferenz 6 und vom Amplitudenverhéltnis A; /A5 lassen sich eine
Reihe von Extremfillen und verschiedene Umlaufrichtungen erzeugen. Die Ellipse kann zum Kreis
oder zu einer Geraden entarten.

3.4.5 Uberlagerung harmonischer Schwingungen unterschiedlicher Richtung und ver-
schiedener Frequenz

Die Bahnkurven werden sehr vielfiltig. Sie sind unter dem Begriff Lissajous-Figuren bekannt.
Wiéhrend die Parameterdarstellung der Bewegung des Massenpunktes

z1(t) = A cos(wit+ aq) (I.201)
xo(t) Az cos(wat + az) (1.202)

einfach ist, wird die Bahnkurve recht kompliziert und eine parameterfreie analytische Darstellung
ist wenig sinnvoll. Wenn die Frequenzen in einem rationalen Verhéltnis zueinander stehen, sind
die Figuren geschlossene Kurven. Nimmt das Frequenzverhiltnis einen irrationalen Wert an, sind
die Figuren und damit die Bahnkurven nicht geschlossen.



KAPITEL 11

Newton-Mechanik

Im vorhergehenden Kapitel wurde die Bewegung eines Massenpunktes rein geometrisch beschrie-
ben. Verschiedene Koordinatensysteme waren dazu ein geeignetes Hilfsmittel.

Im vorliegenden Kapitel werden die Ursachen der Bewegung mitbetrachtet; die Kinematik wird
durch die Dynamik ersetzt.

1 Newton-Prinzipien

Prinzipien stellen die Grundgesetze des Wissenschaftsgebietes dar bzw. erlauben die unmittelbare
Ableitung der Grundgesetze. Alle weiteren Gesetze folgen deduktiv aus den Grundgesetzen.

Prinzipien sind nicht ableitbar, sondern stellen das Kondensat vielfiltiger Erfahrungen dar. Sie
spielen die Rolle der Axiome in der Mathematik.

Newton formulierte in seinen “Principia” (1687) vier Prinzipien. Diese vier Prinzipien kénnen
komprimiert werden; das erste und das dritte konnen als Sonderfille des zweiten betrachtet wer-
den.

1.1 Tréagheitsgesetz

Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmig geradlinigen Bewegung, wenn
er nicht durch einwirkende Kréfte gezwungen wird, diesen Zustand zu dndern.

Bemerkungen:

1. Das Prinzip scheint im Widerspruch zu den konkreten Erfahrungen zu stehen, die wir auf
der Erde machen. Noch ist jede Bewegung, die wir sich selbst iiberlassen zum Stillstand
gekommen. Das Prinzip sagt nun, dafl die scheinbar unbeeinflufite Bewegungen eben doch
nicht unbeeinflufit sind und in allen solchen Fillen Krifte nachgewiesen werden kénnen.

2. Streng genommen ist das Prinzip in der angegebenen Formulierung unvollstéindig. Richtig
ist zu formulieren: Es gibt Bezugssysteme, fiir die ein kréftefreier Kérper in Ruhe oder in
gleichférmig geradliniger Bewegung verharrt. Diese Bezugssysteme heiflen Inertialsysteme.
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1.2 Grundgesetz der Dynamik

Die auf einen Massenpunkt (eines Kérpers) wirkende Kraft F ist gleich dem Produkt aus Masse
m und Beschleunigung a des Massenpunktes:

ma = F. (I1.1)

Unter Benutzung des Impulses

p=muv=mi (I1.2)

nimmt das Grundgesetz die Form der Impulsbilanz
p = F (IL.3)

an. Allerdings sind die beiden Formulierungen nur identisch, wenn die Masse m wéhrend der
Bewegung als konstant angesehen werden kann:

p = dimi)=mi=ma=F. (I1.4)

Bei sehr grofien Geschwindigkeiten, die sich der Lichtgeschwindigkeit ¢ annihern (v — ¢), zeigt
sich, dal m nicht mehr als konstant angesehen werden kann. Dann gilt

m= 0 (IL5)

2
v
1=

my ist die sog. Ruhemasse. Fiir v < ¢ gilt m — myg. Fiir v — ¢ verliert somit die klassische
Mechanik ihre Giiltigkeit, und sie muf8 durch die relativistische Mechanik ersetzt werden.

Auch bereits die Ruhemasse mg hat erstaunliche Eigenschaften (im weiteren lassen wir den Index
0 wieder weg, da wir uns auf v < ¢ und somit auf m = mg beschrénken). Zum einen offenbart sich
die Masse eines Korpers durch sein Gewicht G. Das Gewicht ist proportional zur Masse; die Masse
ist festgelegt durch die Schwere des Koérpers, und man nennt sie auch schwere Masse m,. Zum
anderen offenbart sich die Masse eines Korpers durch seinen Widerstand gegeniiber beschleunigten
Kriften, also als trage Masse my.

Die Erfahrung lehrt uns, dafl beide Massen gleich sind:
Mg = My = M. (I1.6)

Durch diese Gleichheit wird ein Zusammenhang zwischen zwei vollig verschiedenen Eigenschaften
der Materie hergestellt. Im Rahmen der klassischen Mechanik ist das hochst erstaunlich, zufillig
und daher im Grunde unversténdlich. Die Gleichheit von schwerer und triger Masse ist Ausgangs-
punkt fiir die Allgemeine Relativitéitstheorie.

Mafleinheiten:
[m] = kg
la] = m/s”

F] = Nmit 1 N =1 kg - m/s?.

1.3 Wechselwirkungsgesetz (actio = reactio)

Die von einem Massenpunkt (eines Korpers) auf einen zweiten Massenpunkt (des gleichen oder
eines anderen Korpers) ausgeiibte Kraft Fo, ist gleichgrofi und entgegengesetzt der Kraft F,, die
der zweite Massenpunkt auf den ersten Massenpunkt ausiibt:

Fiy = —Fy. (IL7)
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Die Bedeutung dieses Prinzips wird weniger in der Mechanik eines eizelnen Massenpunktes deutlich
als vielmehr in der Mechanik von Massenpunktsystemen.

1.4 Superpositionsprinzip

Unterliegt ein Massenpunkt gleichzeitig der Wirkung mehrerer Krifte F'y, Fy, - - -, so ist ihre Ge-
samtwirkung vollig gleichwertig der Wirkung ihrer vektoriellen Resultante F, d.h.

F=F +F,+- . (I1.8)

2 Bewegte Bezugssysteme

Das erste Newton-Prinzip enthélt eine Problematik. Das Trédgheitsgesetz gilt nur in bestimm-
ten Koordinatensystemen, die Inertialsysteme genannt werden. In diesem Sinne beinhaltet das
Tréigheitsgesetz die Existenzaussage, dafl es eben solche Koordinatensysteme gibt. In diesem Ab-
schnitt soll die Rolle von Inertialsystemen néher beleuchtet werden und zwar insbesondere dadurch,
daf sie Nicht-Inertialsystemen gegeniibergestellt werden.

2.1 Tragheitskrifte

Es wird angenommen X sei ein solches Inertialsystem und ¥’ sei ein anderes System, dafl sich
relativ zu ¥ beliebig bewegt. Wir kénnen uns im allgemeinen unter ¥ und Y’ zwei schiefwink-
lige Koordinatensysteme vorstellen. Da es hier aber auf die Bewegung der Koordinatensysteme
zueinander ankommt, wollen wir uns die Sicht auf das Wesentliche nicht durch Schiefwinkligkeit
erschweren und betrachten ¥ und ¥’ jeweils als kartesische Koordinatensysteme mit den Basen

{eo} und {e,}.

Nun wird die Bewegung eines Massenpunktes m vom einen (festen) Beobachter im Ursprung von
3 (also in 0) und von einem (festen) Beobachter im Ursprung von X’ (also in 0’) beschrieben. In
Y gelte

mdz = F. (11.9)

Herauszufinden ist das entsprechende Bewegungsgesetz in Y.
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In ¥ : Ort des Massenpunktes: z(t).
In ¥': Ort des Massenpunktes: z’(t).
Physikalisch handelt es sich natiirlich um den gleichen Ort.

Es gilt:
z=xzy+a' (I1.10)
mit
T =216 + T2 ey + T3€3 (I1.11)
o =l el + b el + ahel (IL.12)

Fiir den Beobachter in 0 148t sich die Geschwindigkeit des Massenpunktes folgendermaflen auf-
schreiben:

dt£ = dtgo + dtg’ (1113)
diz = dizg+di(> ) el) (I1.14)
= dizo+ Z dixl, - el + Z x diel,. (I1.15)

Die Basis {¢},} ist natiirlich mitzudifferenzieren, da sich das System X’ fiir den Beobachter in 0
i.a. drehen kann. Man nennt

v, = diz, Translationsgeschwindigkeit (11.16)
v = dyz Absolutgeschwindigkeit (I1.17)
vo= Z dix!, - ¢!, Relativgeschwindigkeit (I1.18)

Fiir die Relativgeschwindigkeit schreibt man auch

o= dig =) dle, (I1.19)

Der Strich am Differentiationssymbol soll zum Ausdruck bringen, dafi die Basis {e/,} nicht mit-
zudifferenzieren ist, da sie sich aus Sicht des Beobachters in 0’ nicht &ndert. Damit ergibt sich
zunéchst

dt& = dt&o + d;gl + Z J}; dtg/a. (IIQO)



2.1 Tragheitskrifte 41

Den letzten Term gilt es noch weiter zu bearbeiten. Er beschreibt eine Richtungséinderung der e,
aus Sicht des Beobachters in 0. Diese Richtungsénderung der e/, entspricht einer Rotation von ¥’
um eine Achse durch 0’. Diese Rotation ist wie folgt zu beschreiben.

Zunichst ist der Vektor der (momentanen) Winkelgeschwindigkeit w zu definieren. Dessen Rich-
tung ist durch die (momentane) Drehachse im Sinne einer Rechtsschraube gegeben und der Betrag
durch w = |w| = |¢|.

O/

Aus der Abbildung iibernehmen wir

|
|

|d0'B'| = |A'B'|-dy (I1.21)
ey ey
|d0'B’'| = |0'B'| sinydy (11.22)
A0 B| —— dy e
pr = |0'B'| siny P |0'B’| sin~y, (I1.23)
und unter Einarbeitung der genannten Richtungseigenschaft folgt
d0'B ——
7 = wx0B. (11.24)

Diese Rotation gilt fiir einen beliebigen Vektor in ', also insbesondere auch fiir die Basisvektoren
e!,. Dann gilt

diel, = wxe, (IL.25)
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und weiter fiir den oben betrachteten rechten Term:

Zxﬁldtg; = Zx;g X el (I1.26)
= wx Zw; e, (I1.27)

= wxX J (11.28)
Dies einsetzend erhélt man
diz = dizg+diz’ +wx (I1.29)
bzw.
vo= vy, +0 +wxa (I1.30)
oder mit ' =z — z,
diz' = djz’ +w x 2. (I1.31)

Wenn statt 2’ ein beliebiger anderer Vektor b’ = Zb; Q:I betrachtet wird, dndert sich an der
a

Herleitung obiger Formel nichts. So gilt
b = dp +wxl (11.32)

Dies gilt auch, wenn b’ nicht in 0’, sondern in einem anderen beliebigen Punkt angreift. Die kleine
Uberlegung zur Bestatigung dessen, nehme der Leser selbst vor.

Insbesondere gilt fiir b’ = w

dw = dw. (11.33)
Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit spielt eine besondere Rolle; seine zeitliche Anderung ist in
3 und ¥’ gleich. Dies sollte nicht iiberraschen, denn w ist parallel zur Drehachse in ¥’ und die

dreht sich nicht mit.

Wichtig ist weiterhin noch die Beschleunigung. Durch Differentiation von

vo= vy, +0 +wxa (I1.34)
folgt
div = dpw,, +div +w x dyx’ + dyw X 2. (I1.35)
Nun wird ersetzt
dp' = djp’ +w x v’ (11.36)
und
wXxdir' =wx (djz' +wxz)=wxv +wx (wxz) (11.37)

mit dem Ergebnis

dw = dpw,, +dv +2wx v +wx (wx )+ dw x 2. (I1.38)
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Folgende Begriffe werden verwendet:

Fiihrungsgeschwindigkeit: v, +w x '
Fiihrungsbeschleunigung:  dyv,, + w X (w x ') + dyw x 2’
Coriolisbeschleunigung: —2w x v
Zentrifugalbeschleunigung: —w X (w x ')

Fiihrungsgeschwindigkeit und -beschleunigung ergeben sich aus den jeweiligen allgemeinen For-
meln, wenn die Relativgeschwindigkeit formal null gesetzt wird (v = 0).

Wir kehren jetzt zu unserer urspriinglichen Annahme zuriick, dafl in 3 die Relation

mdiz = F (11.39)
gelte. Ersetzen wir nun d?z = dyv durch den eben abgeleiteten Ausdruck, so folgt
m (de,, +djv' +2w x vV +wx (wx 2') +dw x 2') =F (I1.40)
oder
md' =mdPz’ = F —mdw,, —mdwxz' —mwx (wxz')—2mw x v/ (I1.41)

3 _ _ U ! [
bzw. mit a,, = dv,, , diw = dyw , V' =diz

mdPz =F —ma,, —mdwxz' —mwx (wxz')—2mwx da' (I1.42)
Folgerungen:

1. In einem beliebigen System Y’ ist das Grundgesetz der Mechanik in seiner urspriinglichen
Form nicht mehr giiltig. Aufler der im Inertialsystem auftretenden Kraft F treten vier weitere
Krifte auf, die Trigheitskrifte.

Ist speziell F = 0, so wird mittels dieser vier weiteren Kréften gerade der Effekt der Trégheit
eines Massenpunktes beschrieben.

2. Die Grundgleichung der Mechanik kann in jedem beliebigen System ¥’ angewendet werden,
wenn zur Kraft F, die am Massenpunkt im Inertialsystem ¥ angreift, die Trégheitskréfte
addiert werden.

3. In einem Inertialsystem wirken keine Tragheitskrifte.
Zwei Tragheitskrifte haben eigene Namen:

o Zentrifugalkraft F, = —mw X (w x ).
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e Corioliskraft F, = —2mw x v'.

0/

Die Kraft F wird auch als eingeprigte Kraft und die Tragheitskrifte werden als Scheinkréfte
bezeichnet. Diese Bezeichnungen ergeben sich aus folgender Uberlegung.

Wenn man die an einem Massenpunkt angreifende Kraft als eine objektive Realitét ansieht, die
von umgebenden Koérpern bestimmt wird, dann kann diese von einem willkiirlich eingefiithrten
Bezugssystem nicht abhingen. Die Triagheitskrifte werden aber gerade durch das Bezugssystem
hervorgerufen, also werden sie Scheinkréfte genannt im Unterschied zur eingeprigten Kraft F.
Sind wir nach diesen Uberlegungen nun in der Lage, ein Koordinatensystem %", daf wir fiir
eine konkrete Situation antreffen oder konstruieren danach zu beurteilen, ob es ein Inertialsystem
(X" = %) oder ein beschleunigtes System (X" = ¥') ist?

Dazu ist die Gesamtkraft zu analysieren, die auf einen Massenpunkt wirkt. Zeigt sie Eigenschaften
der Tragheitskrifte, liegt kein Inertialsystem vor. Diese Beurteilung héngt natiirlich auch immer
mit dem Raumbereich zusammen, der von Interesse ist. Betrachten wir ein Beispiel. Ein Mensch,
der in einem Raum auf der ISS “schwebt”, umkreist die Erde unter dem Einflu} der Gravitation
der Erde, sowie der Fliehkraft und Corioliskraft. Er bewegt sich also mit Sicherheit nicht kraftefrei
und auch nicht geradlinig. Innerhalb der ISS kann er aber sehrwohl als kréftefrei betrachtet werden
und in guter Niherung handelt es sich beim lokalen ISS-Koordinatensystem um ein Inertialsystem.

2.2 Galilei-Relativitéitsprinzip

Das System X sei wiederum ein Inertialsystem. Dann gilt m d?z = F.
Das System Y/ bewegt sich nun nicht mehr beliebig beschleunigt in Bezug auf 3, sondern gleichférmig
geradlinig, d.h. es gilt,
z =2’ + zy mit dyzy = const. , w =0, (11.43)
bzw.
=z —u,t| v, =dix. (11.44)
Dann ergibt sich in ¥’ das Grundgesetz der Mechanik in der Form

md?zs = F, (I1.45)

d.h. es ist forminvariant. Dann ist auch ¥’ ein Inertialsystem, denn es treten keine Trigheitskrifte
auf.
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Schluifolgerung: Galileisches Relativitéatsprinzip
Die Grundgleichung der Mechanik ist gegeniiber Galilei-Transformationen

z = z—u,t, v, =const. (I1.46)
beim Ubergang von einem Inertialsystem zu einem anderen forminvariant.

D.h. auch, wenn es ein Inertialsystem gibt, gibt es beliebig viele!

Ausblick:
Wir haben stillschweigend vorausgesetzt, daf in den beiden Inertialsystemen ¥ und ¥’

t=1t (I1.47)

gilt. Das ist nicht universell giiltig. Fiir vy, — ¢ wird ¢t # ¢'. Dann ist das Galileische Relativitéts-
prinzip zu verallgemeinern, und an seine Stelle tritt das Einsteinsche spezielle Relativitéitsprinzip.
Gleichzeitig tritt an die Stelle der Galilei-Transformation die Lorentz-Transformation. Diese Si-
tuation wird in der Vorlesung “Elektrodynamik” behandelt (vgl. Skript zur Vorlesung Klassische
Feldtheorie, Kapitel IIT).

3 Dynamik eines Massenpunktes

Das zweite Newtonsche Prinzip ermoglicht die Losung von im wesentlichen zwei Arten von Pro-
blemen:

1. z(t) bekannt, F ist zu berechnen.

2. F bekannt, z(t) ist zu berechnen.

Aus praktischer Sicht sind beide Aufgaben gleichwertig. Aus theoretischer Sicht ist die erste Auf-
gabe trivial (reine Differentiation) und die zweite Aufgabe (Integration) interessant.

3.1 Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung fiir einen Massenpunkt m ist durch das zweite Newton-Gesetz zu

mi=F (I1.48)

gegeben. Unter F' ist die Gesamtkraft zu verstehen; im Fall eines beschleunigten Bezugssystems
also einschlieflich der Tragheitskrafte.

In der Mechanik setzen wir die funktionalen Abhéngigkeiten
F=F(z,,1) (11.49)

voraus. Eine beschleunigungsabhingige Kraft gibt es i.a nicht. Ein Ausnahmefall ist die selbstbe-
schleunigende Kraft auf ein geladenes Teilchen, das elektromagnetische Wellen abstrahlt.

Die Bewegungsgleichungen stellen ein explizites System von drei gekoppelten gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen dar. In kartesischen Koordinaten nehmen sie die Form

mi‘a:Fa(wl,aﬁg,l'g,.’]’;‘h.’iﬁg,ig,,t) ,a:L'“ ,3 (1150)



46 II. Newton-Mechanik

an. Die allgemeine Losung enthélt sechs Integrationskonstanten, z.B. den Anfangsort z, = z(to)
und die Anfangsgeschwindigkeit v, = &(to).

Die Integration der Bewegungsgleichungen kann héufig mit Hilfe geeignet einzufiihrender Grofien
(wie Impuls, Energie, Drehimpuls, Rotationsenergie) erleichtert werden.

3.2 Impulsbilanz

Fiir einen Massenpunkt ist die Impulsbilanz trivial. Sie ist identisch mit dem Grundgesetz:

p=F (I1.51)
mit
p=m-i&. (11.52)
Somit gilt bei £ = 0 die Impulserhaltung:
p=0 ~ p=const. (IL.53)

Dieses Ergebnis beinhaltet das bekannte Tréigheitsgestz:

mt=m-u, (I1.54)
v, (t—to) + zg- (I1.55)

IS
|

3.3 Drehimpulsbilanz

Das Grundgesetz wird vektoriell mit x multipliziert:

mxXi=xxF. (I1.56)
Wegen
di(zxi)=ixi+zxi=zxi (IL57)
folgt
di(max x &)=z X F. (I1.58)

M=zxF (I1.59)
und der Drehimpuls L
L=2xxp. (11.60)
So folgt die Drehimpulsbilanz
L=M. (11.61)

Folgerungen:

1. Drehimpulserhaltung
Fiir M = 0 folgt L = const.
Dies wird erzielt bei
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o

SRS

e Iz

2. Zentralkifte
Nimmt die Kraft F' die Form

(11.62)

an, heiflt sie Zentralkraft.

oder

Wenn sich der Massenpunkt unter dem Einfluf} einer Zentralkraft bewegt, bleibt sein Dre-
himpuls erhalten.

3. Flédchensatz

Als Flichengeschwindigkeit S wird die GroBe

1
P=-—L IL.
zxi=5—L (I1.63)

N | =

S =

eingefiihrt. Konstanter Drehimpuls L bedeutet somit konstante Flichengeschwindigkeit S.
Dieser Sachverhalt heifit auch Flidchensatz. Wir schlufifolgern weiter:

(a) Die Bewegung des Massenpunktes erfolgt in einer Ebene senkrecht zum Drehimpuls.

(b) Der Ortsvektor (Fahrstrahl, Radiusvektor) iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flichen;

dS = idt bzw. dS ~ dt. (11.64)
2m
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Diese Aussage beinhaltet das 2. Kepler-Gesetz. Die Aussage (a) des Flidchensatzes kann auch
anders formuliert werden als:

[y

(11.65)

mxxi& = |-z
mg(gxg) = Q'L=$1L1+1‘2L2+1‘3L3:O. (1166)

Da die L, konstant sind, handelt es sich um eine Ebenengleichung. Der senkrecht auf der
Ebene stehende Gradient ergibt sich zu:

L. (11.67)

8£(a:1-L1+x2-L2+x3-L3):L

3.4 Energiebilanz

L C
Am Massenpunkt greift die Kraft I’ an und verschiebt ihn entlang der Kurve C. Dann heif3t
W= / F-dzx (11.68)
c
die von F geleistete Arbeit. Fiir die infinitesimale Arbeit gilt
dW = F - dz. (11.69)

dW < 0 bedeutet, dal gegen die wirkende Kraft Arbeit zu leisten ist, um die Verschiebung zu
realisieren.
dW > 0 bedeutet, dafl die Kraft Arbeit leistet.

Als Leistung N wird
N=dW=F- i (I1.70)

bezeichnet.

Multiplikation der Bewegungsgleichung mit & ergibt

mik=Fi=d(;mii). (IL.71)
Die Grofle
1 1
T =g mii= §m§2 (11.72)

heifit kinetische Energie des Massenpunktes. Damit gilt die Bilanzgleichung fiir die kinetische
Energie

4T =F-i. (11.73)

Zur integralen Formulierung gelangt man durch Integration iiber die Zeit vom Zeitpunkt ¢; zum
Zeitpunkt ¢, wobei der Massenpunkt dabei von P, iiber den Weg C nach P» gelangt. So folgt

to ta
/ dtT:TQ—le/ E~@dt:/£-dg:W. (IL.74)
t t1 C

1
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Wir fithren nun den Begriff des konservativen Kraftfeldes ein.

Eine Kraft F heifit konservativ, wenn

1. F=F(z)

gilt, und wenn es eine skalare Funktion V' (z) gibt, so daf§
2. F=-9,V

gilt. Die Funktion V heifit Potential oder potentielle Energie.

Im Abschnitt 1.2.5 wurde der Gradient in beliebigen krummlinigen Koordinaten geschrieben als
Differentialoperator zu

Dy = b° - Oee (I1.75)

mit der kontravarianten Basis {b°} eingefiihrt. In kartesischen Koordinaten reduziert er sich auf
7]
Oz = | Ou, (I1.76)
7]
bzw.
0,V
0V =1 0.,V (I1.77)
02,V

und somit £, = -0, V.

Konservative Krifte haben bemerkenswerte Eigenschaften. Am wichtigsten ist wohl die Tatsa-
che, dafl die von einer konservativen Kraft geleistete Arbeit W lings der Kurve C' zwischen den
Punkten P, und P, unabhéngig vom konkreten Weg C' ist und nur vom Anfangs- und Endpunkt
P; und P, abhéngt.

(V2)
Py

Cl

O//
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Es gilt

W= /Edg:—/ 8,V dzx :f/dvz—wﬁjzvlfvg. (IL78)
C C SN—— C

mit Sicherheit
vollst. Differential

Dies ist dquivalent zu

[pie = [ ra=[ ra (I1.79)
C C/ 1

Insbesondere gilt fiir einen geschlossenen Weg C
W = j{ Fdx=0. (11.80)
c

Das Potential V fiir konservative Kraftfelder ' kann somit berechnet werden aus

Viz) = Vi(zo) —/QE-dz (Py=z , Pi=x). (11.81)

Zo

Der Integrationsweg C' ist frei wihlbar, z.B. ein Haken. Das Potential ist nur bis auf eine additive
Konstante bestimmt. Fiir konservative Kraftfelder 148t sich die Energiebilanz nun in der Form

dtT:E-iz—%~%:—% (11.82)

bzw.
d(T+V)=0 (11.83)

oder
T+V =U = const (I1.84)

schreiben. Die Integrationskonstante U ist als Summe aus kinetischer und potentieller Energie die
Gesamtenergie des Massenpunktes.

Bemerkungen:

1. Konservative Krifte sind spezielle Potentialkréfte.

2. Der Ausdruck
0,V -dx = 0,V dxy + 0.,V dzxo + 0.,V dws (11.85)
ist ein vollstdndiges Differential, also in der Form
dV =0,V -dz (11.86)
darstellbar. Der Ausdruck
F-dx=F, dri+ F5-dxo + F3-dzs (11.87)
ist nur dann ein vollstindiges Differential, wenn die F, in der Form

F, = const. 0.,V (11.88)
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darstellbar sind, also ein Potential existiert. Die Konstante wird -1 gesetzt, damit V als
potentielle Energie und U als Gesamtenergie interpretierbar sind.

Dann gilt aber unter Anwendung des Satz von Schwarz

Oz, Op, V. = 0g, 05,V (11.89)
Oz, Fy = Oy, Fy (11.90)
Op, Fop — 05, F, = 0 (11.91)
oder kompakt
O X F=VxF=rotF =culF =0. (11.92)
3. Konservative Krifte sind wirbelfrei.
4. Die Aussagen
e 0, x F=0und
e es existiert ein Potential V'
sind dquivalent.
5. Die Gleichung
V(z) = const (11.93)

beschreibt eine Aquipotentialfléiche. Fiir jede Aquipotentialfliiche gilt
0=dV =9,V - dz, (11.94)
also
dz 1 9,V. (11.95)

Da dz in der Aquipotentialfliche liegt, steht der Gradient 05V senkrecht auf der Aquipoten-
tialfléche. Folglich gibt es keine Kraftkomponente in ihr und ein Massenpunkt bewegt sich
kréftefrei in einer Aquipotentialfldche.

6. Der Stokes-Satz verbindet fiir einen geschlossenen Weg C' die verschwindende Arbeit mit der
Wirbelfreiheit:

0= /(aw «F)dS—=¢ F.dz—o0. (11.96)
s (8)
Der Rand (S) der Fliche S ist dabei mit dem geschlossenen Weg C' identisch.

Beispiele fiir konservative Krifte:

e Homogenes Schwerefeld

I~
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F=-m-ge;

V=m-g-z3
e Gravitationskraft zwischen zwei Massenpunkten M und m

Kraft auf m

m
Z
M
Gravitationskonstante
v =6,6210"1N- ;I;.

Das Potential berechnet sich zu

M- -m Mm Mm

sz _— N = -
! |z V«/:C%—kw%—kx% L

Beweis:
F, = -0,V
M M “
aIaV = v m 3224 = 'yign i
2\/x% + 23+ 123 |z|? |z
e Federkraft
L
Fr = —k-z
k
V = 5&2

(11.97)
(11.98)

(11.99)

(11.100)

(11.101)

(11.102)
(11.103)

(I1.104)
(11.105)

Nach den konservativen Kriften betrachten wir noch einige Beispiele fiir nichtkonservative Kraft-

felder.
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1. Nichtstationire Potentialkrifte

F(x,t) sei ein explizit zeitabhingiges Kraftfeld, das zu jedem Zeitpunkt wirbelfrei ist, also

O X F(z,t) =0. (I1.106)
Dann kann ein explizit zeitabhéingiges Potential V' (z,t) eingefiihrt werden {iber
F(z,t) = -0,V (z,1). (I1.107)

Dieses Kraftfeld ist nicht konservativ, denn

T = F-dix=-0,V -diz (I1.108)
T = —-diV+9o,V (I1.109)
wegen
diV =0,V - dvz + 0,V (I1.110)
und somit
di(T +V) =0, V. (I1.111)

Die Gesamtenergie des Massenpunktes bleibt nicht erhalten.

2. Eine weitere wichtige Gruppe nichtkonservativer Kréfte sind dissipative Kréfte. Sie sind nicht
wirbelfrei und die Arbeit ist damit wegabhingig. Typische Vertreter sind Reibungskréfte.
Wenn die Kraft zerlegt wird geméif

F = FCONS | pDISs _ —9,V 4 FPIsS. (IL112)
dann ergibt sich die mechanische Energiebilanz zu
di(T+ V) = FP™5 . d,z, (I1.113)

d.h. die zeitliche Verdnderung der mechanischen Gesamtenergie ist gleich der Leistung der
dissipativen Krifte.

1. Beispiel: Bewegung eines Massenpunktes im homogenen Gravitationsfeld unter dem Ein-
flufl einer Reibungskraft

Gravitationskraft: ECONS =-—m-ge;s

Reibungskraft (z.B.):FP™5 = —a . i
Energiebilanz:
dt(%zz—l—m-gar;g):—ozz2 (I1.114)

Die mechanische Energie des Massenpunktes nimmt also sténdig ab. Sie wird von der Um-
gebung als Wirme aufgenommen.

2. Beispiel: Geddmpfter linearer harmonischer Oszillator

_—
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Lineare Dimension: z =x¢;
Riicktreibende Kraft: FCONS = —kxe
Reibungskraft: EDISS =—ate

k
Potential: V = 5 22

k
Energiebilanz: dt(% 2+ 3 r?) = —ai?.

3.5 Integration der Bewegungsgleichungen bei Drehimpuls- und Ener-
gieerhaltung

Situationen, in denen Erhaltungssiitze gelten, sind besonders interessant. Die Erhaltung des Im-
pulses eines Massenpunktes ist bereits vollsténdig behandelt; sie fiihrt auf das Tragheitsgesetz.
Bei Drehimpuls- und Energieerhaltung 148t sich ein allgemeines Integrationsverfahren der Bewe-
gungsgleichungen angeben.

3.5.1 Eindimensionale Bewegungen

Wenn sich der Massenpunkt nur in einer Dimension bewegt, reduziert sich die vektorielle Bewe-
gungsgleichung auf eine skalare:

mx = F. (I1.115)
Drehimpulserhaltung ist hier immer garantiert, denn
L=xzxp=mzxi=0. (11.116)
z und Z sind wegen der Eindimensionalitdt grundsétzlich parallel.

Damit auch die Energie erhalten wird, muf3 die Kraft konservativ sein und das Potential

V(z) = —/ Fa') da’ (IL117)
o)
existieren. Dann gilt
d(T+V)=0 (I1.118)
bzw.
1
T+V = §m$2+V(9c) = U = const. (I1.119)

Dieser Energieerhaltungssatz ist ein erstes Integral mit U als Integrationskonstante.
Es verbleibt die Dgl. 1. Ordnung

dx

2
p=+4—(U-V = — I1.120
p=a|ZU-VE) =T, (IL.120)
die durch Separation losbar ist:

d
t= i/ — | const. (IL.121)
2



3.5 Integration der Bewegungsgleichungen bei Drehimpuls- und Energieerhaltung 55

Im Ergebnis der Integration liegt t(z) vor. Die Umkehrfunktion ergibt die Bahnkurve z(t) als
Losung des Problems.

Das beschriebene Verfahren ist immer mdoglich, jedoch kann es im konkreten Fall einfacher sein,
die Bewegungsgleichung direkt zu 16sen, anstatt obiges Integral und danach die Umkehrfunktion
x(t) zu berechnen.

Unabhéngig vom speziellen Potentialverlauf lassen sich einige allgemeine Aussagen zur Bewegung
des Massenpunktes machen. Wegen 7" > 0 muf

Viz)<U (I1.122)

gelten. Orte x mit V(x) > U sind fiir den Massenpunkt bei vorgegebener Gesamtenergie U nicht
erreichbar.

Mégliche Positionen des Massenpunktes sind hier also
a<z<b , x>c (I1.123)

Beiz = aoder x = boder x = cgilt V. =U und T = 0 bzw. © = 0. Diese Punkte sind
Umkehrpunkte, da die Geschwindigkeit ihr Vorzeichen umkehrt. Zwischen a und b ist die Bewegung
periodisch. Mogliche Ruhelagen sind dort moglich, wo keine Kraft auf den Massenpunkt einwirkt,
also bei

8,V =0, (11.124)

sofern sie energetisch erreichbar sind. Ein Potentialmaximum entspricht einer labilen Ruhelage
und ein Potentialminimum einer stabilen Ruhelage.

3.5.2 Dreidimensionale Bewegungen

Damit der Drehimpuls erhalten bleibt, mufl bekanntlich
Fllz (IL.125)

gelten, und damit die mechanische Energie erhalten bleibt, mufl das Kraftfeld konservativ, also
F(z) sein. Beide Bedingungen erfordern ein konservatives Zentralkraftfeld, wofiir der Ansatz nahe
liegt

(11.126)
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Die Wirbelfreiheit des Kraftfeldes F erfordert jedoch Einschrinkungen fiir F(z). Um diese her-
auszupriparieren schreiben wir den Ansatz in der Form

F=f(x)x , (11.127)

da die Normierung des Richtungsvektors fiir diese Uberlegung keine Rolle spielt. Wirbelfreiheit
erfordert

Op x F =0, x (fa) =fOy xaz+0:fxxz=0 . (I1.128)
Wegen
Or Xz =0 (11.129)
verbleibt
O fxz=0 . (I1.130)

Es erweist sich vorteilhaft, dieses partielle Differentialgleichungssytem fiir f in Kugelkoordinaten
umzuschreiben. Dann gilt

r = re (11.131)
Of = Orfe.+ 819f619+ ﬁsaf . (I1.132)
Damit folgt
Ofxxz=0fe, +t 0 SOf( 9) =0 . (I1.133)
Koeffizientenvergleich liefert
Opf=0,f=0 , f=f(r) . (11.134)

Schliefllich ist zu schlussfolgern, dass ein konservatives Zentralkraftfeld die funktionale Abhéingig-
keit

F=F(r) (IL.135)

= I8

haben muss. Das Potential berechnet sich dann aus
/ Fir

2/ - dx’ = |2'|-|da| - cosa = 71" - dr’ (11.137)

Uez

- / FO')dr = V(r), (I1.136)
da
gilt. Die obere Integrationsgrenze z konnte durch r ersetzt werden, da der Integrand nur eine

radiale Abhingigkeit ausweist und die Integration ( = Summation) dariiber fiir alle Richtungen
das gleiche Ergebnis liefert und damit V' ebenfalls nur radiale funktionale Abhéngigkeit aufweist.

Zur Ubung sei die Rekonstruktion der Kraft aus dem Potential angegeben:

=0,V =-0,V-0,r. (I1.138)
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Nun gilt
(11.139)

und somit bestatigen wir

(I1.140)

=R

Nun ist bekanntlich die Bewegung eines Massenpunktes im Zentralkraftfeld eben. Wir wihlen
Zylinderkoordinaten und positionieren das Koordinatensystem gerade so, dafl die Ebene mit z = 0
zusammenfillt. Dann gilt

r = p-e, (I1.141)
T = pe,tppe,. (11.142)
z
L
¥
p
L
Der Drehimpulserhaltungssatz liefert
L=m-zxi=mp*>pe, = const (11.143)
und der Energieerhaltungssatz
U=T+V = % (0* + p? $*) + V(p) = const. (11.144)
Elimination von
L
h— — I1.145
iy ( )
liefert
1 9 L?
—myp Vip)="U. I1.146
R iy (p) ( )
Mit dem sog. effektiven Potential
L2
Vet (p) = V(p) Tm 2 (11.147)

ergibt sich

% P Veg=U (11.148)
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und damit eine Dgl. der bereits bekannten Form
. 2
p== o (U — Vo) (11.149)

d
t=t [ —L 1 const. (IL.150)

2 (U = Vegr)

mit der Losung

Integration liefert ¢(p) und die Umkehrung p(t).

Vermittels des Drehimpulserhaltungssatzes 148t sich ¢(¢) berechnen. Anstatt o(t) ist auch ¢(p)
aus

L 1
flﬁ - L (I1.151)
PP £\ /2 (U ~ Ver)
zu
L d
wp) =+— P + const (I1.152)
A (U = Ver)
bestimmbar.
Bemerkungen:

1. Der Radialanteil der Bewegung kann als eindimensionale Bewegung im effektiven Potential
Vere aufgefalt werden.

2

2. Die zum Potential V' hinzutretende Gréfe 2 wird auch Zentrifugalenergie oder Zentri-

m p2
fqgalpotential genannt.
{UA vgl. mit Abschnitt I1.2.1, Trigheitskriifte }.
3. Die Grenzen des radialen Bewegungsbereiches sind durch p = 0 festgelegt. Dort gilt

L2
Vest (pu) = V(pu) + T U, (I1.153)

wobei p,, ein durch p = 0 festgelegter Umkehrpunkt ist.

3.6 Spezielle Probleme
3.6.1 Kepler-Problem (Planetenbewegung)

Wir untersuchen die Bewegung einer punktférmigen Masse m im Gravitationsfeld einer raumfes-
ten, punktférmigen Masse M. Dieses Problem ist grundlegend in der Himmelsmechanik und wegen
seiner Analogie zum Coulomb-Feld auch fiir die Bewegung geladener Teilchen von Bedeutung.

Wir identifizieren M mit der Sonnenmasse und m mit einer Planetenmasse. In allen Féllen gilt

m < M, (I1.154)
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und die Sonne kann in guter Ndherung als ruhend angenommen und zum Ursprung des Bezugs-

systems gewahlt werden.

Dann gilt die Bewegungsgleichung

mg:_ﬁy 5 .=
r r

(I1.155)

Die Gravitationskraft ist Zentralkraft und konservativ, es gelten Drehimpuls- und Energieerhal-

tung. Das Koordinatensystem wird wie in Abschnitt 11.3.5.2 gew#hlt, und dann gilt

x3
M
)
1 m
L = mngbgzzconst
m,.o 2.2 m M
U = —(p°+p°¢°)—v—— = const.
2 p
Elimination von ¢ liefert
moaey L _ M:U
2 2mp? P
mit dem effektiven Potential
m M L?
v — A
et (p) = —v PRy
Vers

U>0-+4

U <0-1

(11.156)
(I1.157)

(I1.158)

(11.159)
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Die Positivitdt der kinetischen Energie erlaubt dem Massenpunkt nur Aufenthaltsorte mit

Vet (p) < U. (11.160)
Somit sind gebundene Bewegungen bei U < 0 zwischen

p1 < p < p2 (I1.161)

moglich sowie ungebundene Bewegungen bei U > 0 mit p > pg. Die Umkehrpunkte pg, p1, p2
bestimmen sich jeweils aus

Ve (p) = U. (11.162)

Die verbleibende obige Differentialgleichung fiir p(t) kann z.B. nach dem im Abschnitt 11.3.5.2 an-
gegebenem Verfahren integriert werden. Alternativ soll hier fiir das spezielle Problem eine andere
Losungsmethode angegeben werden.

Wir suchen die Bahnkurve p(p) und substituieren

1
s(e) = —, (I1.163)
p
woraus
dos——tapo_ Lyl _pmpt_ pm (IL.164)
R LT A A '
bzw.
L
= ——d I1.165
p=—dys ( )
folgt. Der Energieerhaltungssatz geht iiber in
L? L?
7 (dys)* + o s2—ymMs=U. (11.166)
Differentiation d, ergibt
2
M
dps - dis+s-dys— o dys =0 (IT.167)
2
ym M 1
dis + 5= = (11.168)

Die Losung dieser inhomogenen Dgl. 2. Ordnung setzt sich zusammen aus einer speziellen Losung
der inhomogenen Gleichung und der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung. Als spezielle
Losung der inhomogenen Gleichung wihlen wir

1
P I1.169
si= (IL.169)
Fiir die homogene Gleichung
d2sp + s, =0 (I1.170)
fiihrt der Ansatz
sp = e (IL.171)
auf
A2 4+ 1= (I1.172)
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Die allgemeine homogene Losung ergibt sich als Superposition der Partiallosungen zu
Sp=1c1-€% 4 g0t (I1.174)
mit freien Konstanten ¢; und co. In reeller Darstellung entspricht dies
sp = dy cos p + dasin g (I1.175)

mit entsprechend anderen Konstanten d; und ds. Die Gesamtlosung schreibt sich damit als
. 1
s=s,+5s; =d; cos<p+dgsmcp+%. (I1.176)

Eine der beiden Integrationskonstanten d; und do legen wir durch die Forderung fest, dafl der
sonnennéchste Punkt, also wenn s am gréfiten ist, bei ¢ = 0 liegt:

d¢8|¢=0 = dg =0. (11177)
Somit folgt
1
s=dj cosp+ T (I1.178)

Da fiir ¢ > 0 s nicht zunehmen darf, ist d; > 0 zu fordern; dariiberhinaus bleibt d; zunéchst frei.
Dann ergibt sich die Bahnkurve des Massenpunktes zu

1 1 k

p(go)z;z dy cosp + 1 T 1+ecosg’

(11.179)

wobei d; durch
e=Fk-dy (11.180)

ersetzt wurde. € kann beliebige nichtnegative Werte annehmen. Die Losung des Problems

k

— I1.181
1+ ecosyp ( )

p

beschreibt Kegelschnitte als mogliche Bahnkurven, wobei bekanntlich

e=0 : Kreis
e<l1 : Ellipse
e=1 : Parabel
e>1 : Hyperbel

gilt. Planetenbahnen sind offensichtlich Ellipsen, aber auch Parabeln und Hyperbeln werden von
Himmelskorpern als Bahnkurven durchlaufen, z.B. von Kometen.

Die obige Darstellung der Kegelschnitte besagt, daf3

e cin Brennpunkt im Ursprung (Sonne) liegt,

e a,b Halbachsen darstellen,

e
e ¢ die numerische Exzentrizitat darstellt mit e = —,
a

e ¢ = \/a? — b? die lineare Exzentritéit darstellt,
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e k der Abstand des Massenpunktes (Planeten) bei ¢ = g ist, genannt Halbparameter,

e der Zusammenhang k = % besteht.

Interssant ist natiirlich noch, wie Drehimpuls L und Energie U die Bahn beeinflussen. Aus

L2

k= ——
ym2 M

(11.182)

ist unmittelbar abzulesen, dafl das Drehimpulsquadrat die “Breite” des Kegelschnittes bestimmt.
Den Energieerhaltungssatz schreiben wir fiir den sonnennéchsten Punkt der Ellipsenbahn mit

L2
— S ) = 11.1
p(0) TSIt p(0) =0 (IL.183)
zu
L? mM ym*Mk ~ymM
U = — = — 11.184
2 0) 0 2m 0 pl0) .
1
U = ymM - —). I1.185
920 o) R
Nun gilt
(0) = i =a—e=a—cea=a(l—¢) (11.186)
P =T e =7 - '
bzw.
SLE (I1.187)
p(0) '
und somit
1+e—2 e—1 ym M
— M— = = M =— . I1.1
U=aymM =y =M e =g 2a (IL.188)

Die Energie U bestimmt die grofie Halbachse a (“Lénge” des Kegelschnitts).

Die Umlaufzeit 7 eines Planeten um die Sonne 148t sich in einfacher Weise aus dem Fléchen-
satz berechnen. Nach Abschnitt I11.3.3 gilt fiir die Flachengeschwindigkeit S

: 1
S = %L = const. (I1.189)
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Dann folgt
S / "gar- L (I1.190)
= =—"T .
0 2m

Die Ellipsenfliache ist aber andererseits

S=m-a-b. (I1.191)
Somit ergibt sich
L
b = — 11.192
Ta 5 ( )
72 2mmab)® 2mmn)?a? 2mm)? L?

—- = - = —k-a= 11.193
a? L2a3 L2a3 “ L2 ym2M ( )
T AT onst (3.Kepler-Gesets) (I1.194)

R v cons Kepler-Gesetz). .

Zusammenfassung der Eigenschaften der Bewegung eines Massenpunktes im Gravitationspotential

Vip) = —7# : (I1.195)

Drehimpulserhaltung
e ebene Bewegung

e Flichensatz (2. Kepler-Gesetz)

Energieerhaltung

Kegelschnitte (insbes. Ellipsen, 1. Kepler-Gesetz)

o 72 ~ a3 (3. Kepler-Gesetz).

Qualitative Diskusionen der Bewegungstypen fiir einen Massenpunkt im Gravitationspotential

Vip) = —v # : (11.196)

Der Energieerhaltungssatz

L2 M
7 (I1.197)

m .o
2RVl =U . V=5
5 P+ Verlp) =U Ly P

erlaubt eine anschauliche Diskusion der Bewegungstypen &hnlich wie bei der eindimensionalen
Bewegung im Abschnitt 11.3.5.1.

Wir wollem jetzt zur Veranschaulichung mit M die Erde (Radius R) und mit m einen Satelli-
ten identifizieren. Betrachtet werden 3 verschiedene Drehimpulse und zwei Energiewerte (U; <
0, Uy > 0).
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Verr
Vers | Verri
: Li>0 : Ly > Iy
| L
R
| P
_ R A— vl
1 ) |
Abstulrz Abstmﬁ"z aus de.zm Orbit beil UisEptweichen bei Uy
ohne Orbit Entweichen bei Us. Orbit bei U,.

Der Beitrag des Drehimpulses zum Potential Veg wirkt wie eine abstoflende Kraft.

Kosmische Geschwindigkeiten
Um den Absturz des Satelliten zu verhindern muf

L2
= = II.1
Rt < p(0) 1+e ym2M(1+¢) (IL.198)
bzw.
L>\/ym2M(1+¢R (11.199)

gelten. Die rechte Seite ist von der numerischen Exzentrizitat e abhingig und erreicht ihr Minimum
offensichtlich fiir e = 0, was einer Kreisbahn des Satelliten entspricht. Im Grenzfall muf3 der Radius
dieser Kreisbahn mindestens R betragen. Dann gilt

L=mR2¢. (I1.200)
Wir fithren nun iiber
vy =R (I1.201)

die Tangentialgeschwindigkeit ein und erhalten

M
vy > 1/ % = 7,9km/s. (I1.202)

Graphisch veranschaulicht entspricht dies der dargestellten Grenzsituation.
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Vers

v, = 7,9km/s ist die 1. Kosmische Geschwindigkeit.

Die 2. Kosmische Geschwindigkeit ist notwendig, um die “gebundene” Bahn um die Erde zu
verlassen und nach p — oo zu entweichen. Dazu muf offensichtlich U = 0 gelten. Die Ellipsenbahn
reifft in eine Parabelbahn auf; dem entspricht ¢ = 1. Der Energieerhaltungssatz liefert dafiir

_ _ .2
0=U= e (I1.203)

woraus die 2. Kosmische Geschwindigkeit

M
Voo = /2 % =11, 2km/s (I1.204)

folgt. Es ist unerheblich, ob v, als reine Radialkomponente (p)) oder mit einer Tangentialkompo-
nente (p¢)und damit mit einem Drehimpulsanteil erzielt wird.

Vers =V Vers
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3.6.2 Erginzende Betrachtung: Formulierung des Kepler-Problems in einem
synchron mitrotierenden Bezugssystem

Problem: Im effektiven Potential

M2
mp t s (11.205)

entspricht der Anteil 27%—22 einem Zentrifugalpotential. Dieses ist nun aber typisch fiir ein beschleu-
nigtes Bezugssystem, das bisher explizit nicht betrachtet wurde.

Vorwegnahme des Ergebnisses:

Betrachten wir die Bewegung des Satelliten aus einem rotierenden Bezugssystem 3, dessen z-
Achse mit der z3-Achse zusammenfillt und gleichzeitig die Drehachse w ist und dessen a-Achse
standig zum Satelliten zeigt, dann tritt eine Zentrifugalkraft auf, die gerade dem oben erwahnten
Anteil des Potentials entspricht.

Dariiber hinaus kompensiert die Corioliskraft gerade den Kraftanteil, der durch die zeitliche Ande-
rung der Winkelgeschwindigkeit w(¢) entsteht.

Ableitung des Ergebnisses:

3 sei das bisher benutzte Inertialsystem fiir die Beschreibung der Bewegung des Satelliten m im
Gravitationspotential des Zentralkorpers M.
Y sei das rotierende Bezugssystem mit

e =e3llw (I1.206)
T2
9
/
x
rX‘) 1
1 =~ m
g p
¥
M ,’El
Nun liest man ab
z=ype, =z =pe, , (I1.207)
also
p=p , e =¢,=¢ , (11.208)
und des Weiteren
p=w , ¢=0, (11.209)
bzw.
w=e; . (11.210)
Wegen des Drehimpulserhaltungssatzes kénnen wir auch schreiben
L
wt)=—5—e;s . (I1.211)



3.6 Spezielle Probleme 67

Nun erinnern wir uns an die in Abschnitt 2 (? Bewegte Bezugssysteme”) fiir beliebig gegeneinander
bewegte kartesische Koordinatensysteme abgeleitete Beziehung

mdPy =F —ma,, —mwx (wx2')—mdwxz —2mw x d2’. (11.212)

Wir spezialisieren

mM mM
E = Sre-Trd (11.213)
4, = 0 (11.214)
' = pé (I1.215)
Pz’ = e | () steht jetzt fiir d, (I1.216)

Zunéchst werden die beiden duflerst rechten Terme diskutiert. Zum Einen gilt

djw x ' = 72m7p’3 plesxpel = 72m7p’2 pleg x ey . (I1.217)
Zum Anderen gilt fiir die Corioliskraft
L . L
2w x dyz’ = 2W§3 x ple) = QWp/gB xe) (11.218)

und somit heben sich beide Terme gegenseitig auf. Der Zentrifugalterm ergibt nun

L2
—-mwx (wxza) = —mmp’gs X (e5 x €}) (11.219)
L2
e Y —e! (eqe- 11.220
E e3 (eze]) —¢) (ezes) ( )
=0 =1
L2
Damit verbleibt in ¥’ die Bewegungsgleichung
o mM / L2 /
mpe; = —77,2 e+ 7mp’3gl (I1.222)
bzw. )
. mM L

Die Gesamtkraft l4sst nun genau aus dem oben einfithrten effektiven Potential ableiten:

mM L?
Fy=F-ey=—=0pVesr=—0y (—’7 o 2mp’2> ) (11.224)
wobei der zweite Anteil als Zentrifugalpotential identifiziert werden kann.
Bemerkung;: Im allgemeinen Fall ldsst sich das Zentrifugalpotential
Vo t) = 5 () x 2)’ (11.225)

einfithren, denn es gilt

F.=-0,V,=—-mwx (wxz') . (11.226)
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3.6.3 Freier Fall mit Reibung im homogenen Schwerefeld

Einem bewegten Korper in einem gasférmig oder fliissigem Medium tritt eine Widerstandskraft
entgegen. Diese dissipative Kraft FP hingt erfahrungsgemi$ von der Geschwindigkeit ab. Die
funktionale Abhéngigkeit kann recht kompliziert sein. Wir nehmen an, es gilt

FP = f(3)e.. (I.227)
Neben der Gravitationskraft
FS=—-m-ge, (I1.228)
wirkt auf den Korper auch die Auftriebskraft
F»= 4m,ge,, (I1.229)
wobei m,,, die Masse des verdringten Mediums ist. Somit gilt
mz=(my—m)g+ f(2) =-mg+ f(2) (11.230)

mit g = (1 — %) g. Mit der Substitution
m

(=2 (11.231)
folgt
: 1
C(=-g+ Ef((). (11.232)
Separation liefert
dg
dt = 11.233
IO -3 (11:233)
bzw.
z dC/
= _— 11.234
-], TR (11234

Im Ergebnis der Integration folgt ¢(2). Die Umkehrfunktion £(t) ist ein weiteres Mal zu integrieren,
um z(t) zu erhalten.

Wir betrachten nun zwei weitere spezielle Fille.
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1. Laminares Medium mit f(2) = —« 2,

2. Turbulentes Medium mit f(2) = +822 (2 <0).

Im Fall 1. folgt

t = _/Ozrgig mitF:% (I1.235)

t = —% (¢ +3) g (11.236)

¢ o= _% mFZ;g (I1.237)

Tt - LEF9 (IL.238)
K

;= —%(1—5“). (I1.239)

Ab t = 0 nimmt die Geschwindigkeit betragsmiflig zu. Fiir ¢ — oo wird die konstante Fallge-
schwindigkeit

g
o = —= 11.240
voe = — 4 (11.240)

angenommen. Diese Bedingung korrespondiert mit Z = 0, also —m g — a 2 = 0. Praktisch ist v,

1
bereits fiir t > — erreicht. Die Ausfithrung der noch ausstehenden Integration von Z bleibt daher

dem Leser iiberlassen.

Im Fall 2. folgt

1 s o ac
t = —:/ _4 mit k2 = 5~ (11.241)
g.Jo 1-r2¢? mg
I 1 1
t = —— ac’ 11.242
2@/0 (1+K§’+1—KC’> ¢ ( )
1 1 :
P S W s L (I1.243)
2gk  1—kz2
1+k2 —2gmt
= ® 11.244
1—-kz ¢ ( )
14Kz = e 29rt _gie20nt (11.245)
) 1 _1+e—2§f€t 1 egnt_e—gﬁt
P T R Tremint T mantgeint (I1:246)
1
Z = ——tanh(gkt). (11.247)
K
Fir t > 7R stellt sich wiederum eine konstante Geschwindigkeit
! gm (I.248)
Voo = —— = —4 [ ~— .
00 P 5

ein, was natiirlich sofort am Kraftgesetz verifiziert werden kann.
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4 Dynamik eines Massenpunktsystems

Wir betrachten ein System von N Koérpern, wobei jeder einzelne Korper als ein Massenpunkt
aufgefafit werden kann. Die Masse des v-ten Korpers ist m,,, sein Ortsvektor sei z,,.

Ein Ortsvektor hat in kartesischen Koordinaten die Komponentenschreibweise
X, = T1veq + Tov€o + T3v€3

Fiir die zwei Indizes tragenden Komponenten vereinbaren wir somit, dass der jeweilige linke Index
die Vektorkomponente markiert und der rechte Index fiir die Nummer des Massenpunktes steht.
Auf den Massenpunkt v wirkt die Kraft F',.

4.1 Bewegungsgleichungen

Fiir jeden einzelnen Massenpunkt (Korper) gilt das Grundgesetz der Dynamik (2. Newton-Prinzip):

myi,=F,; v=12...N. (11.249)

=)

Die Kréafte £, sind im allgemeinen nicht nur vom v-ten Massenpunkt und damit von z,,&
abhéngig, sondern auch von allen anderen Massenpunkten v. Wir schreiben dies in der Form

m

Ev :Eu(ll’ilagbibuwlN,iNat) (11250)
oder kurz

F,=F,(z, i,1). (I1.251)

S =
Somit stellen die Bewegungsgleichungen ein System von 3N verkoppelten Differentialgleichungen

dar, die es zu 16sen gilt.

Bemerkungen zu den Indizes in Gleichung (I1.250):
1. Der Index an den Kréften F (hier z.B. bezeichnet mit v) ist ein freier Index, der “nachein-
ander” die Werte 1 bis N durchléuft.

2. Den Index an den Ortsvektoren z (hier z.B. bezeichnet mit p) nennen wir einen Listenindex.
Er steht “gleichzeitig* fiir alle Indizes von 1 bis N.

3. Werden die Komponenten eines Vektors F, oder z,, betrachtet, so entsteht ein Doppel-
index. Wir vereinbaren, dass der Komponenten-Index (Komponente 1 oder 2 oder 3 oder
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allgemein a) immer links steht und der Massenpunkt-Index v oder p o.4. immer rechts. Der
Komponenten-Index ist praktisch immer vorhanden, deshalb schreiben wir ihn zuerst. Der
Massenpunkt-Index tritt nur hinzu, wenn mehr als ein Massenpunkt betrachtet wird, deshalb

schreiben wir ihn nachgestellt.

Haufig ist es zweckmaéfBig, die Krafte £, in zwei Klassen zu unterteilen,

1. in duBere Kriifte Fo*, die von auBen auf das betrachtete Massenpunktsystem einwirken und

2. in innere Kriifte I, , die zwischen zwei Massenpunkten v und p wirken.

4
Dann ergibt sich die Gesamtkraft F', auf den Massenpunkt v aus

F, =Ft4 XN: F .
v v —rvu
p=1

nFV

Vereinbaren wir eine Grofle F,,,, = 0, so kann man kiirzer schreiben

N

E,=F*+) F,
p=1

bzw.
N
ml/iy = EiXt + § Ey#'
p=1

Nach dem 3. Newton-Prinzip gilt
F,, =-F

v v

Beispiel: Interne und externe Gravitationskrafte

i Ly £o ma
i B AE LESND S
£y sy

ms3
ngt

Grofle Masse, die externes Gravitationsfeld erzeugt.

In sehr vielen Fillen sind die inneren Kréfte Zentralkrifte und es gilt

F :Fw.u

v

(11.252)

(11.253)

(11.254)

(11.255)

(11.256)
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Bemerkung: Fiir gravitative Kréfte gilt

MMy,

Fyy = (I1.257)

—y—r
‘zl/ 7£}l,|2

4.2 TImpulsbilanz (Massenmittelpunktsatz)

Die Bewegungsgleichungen werden iiber alle v aufsummiert, und es folgt
N N N N
domud, =Y FF+Y 3 F,,. (I1.258)
v=1 v=1 v=1 p=1

In der echten Doppelsumme treten alle Kombinationen von p und v auf, also z.B. F';5 + Fy;. Nun
gilt aber nach dem 3. Newton-Prinzip

E12 +E21 = 0 (11259)
Damit verschwindet die gesamte Doppelsumme.

Folgende Groflen werden eingefiihrt:

N N
Gesamtimpuls: P = ZBD = Z my &,
v=1 v=1

N
Gesamtkraft: F&' = Z Jaba

v=1

Damit folgt aus obiger summierten Gleichung die Gesamtimpulsbilanz
P =Fe, (11.260)

d.h. die zeitliche Anderung des Gesamtimpulses eines Massenpunktsystems ist gleich der Resul-
tante der duBeren Krifte.

Ein Massenpunktsystem heifit abgeschlossen, wenn keine dufleren Kréfte wirken, also wenn

F&' =0 (11.261)
und damit

EF™' =0 (11.262)
gilt. Dann bleibt der Gesamtimpuls erhalten:

P=0 bzw. P = const. (I1.263)

Der Erhaltungssatz entspricht den drei 1. Integralen, die im Gegensatz zum einzelnen Massen-
punkt nicht trivial sind.

Der Massenmittelpunkt X (Schwerpunkt) eines Massenpunktsystems wird definiert durch

1 N
X=— , 11.264
X m;mzy (11.264)
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mit der Gesamtmasse

N
m=>m,. (I1.265)
v=1
Offensichtlich gilt
N .
P=>"m, i, =mX (11.266)
v=1

Die Gesamtimpulsbilanz schreibt sich dann in der Form
P=mX =F>, (I1.267)

d.h. der Massenmittelpunkt bewegt sich so, als ob in ihm die gesamte Masse des Systems konzen-
triert wire und an ihm die Resultante der dufleren Krifte wirkt.

Folglich fiihrt in einem abgeschlossenen System der Massenmittelpunkt eine gleichférmige ge-
radlinige Bewegung aus.

4.3 Drehimpulsbilanz

Wir definieren fiir den v-ten Massenpunkt den Drehimpuls

L,=z,%xp, (I1.268)
und das Drehmoment
M,=z,xF, (I1.269)
Aus
p, =L, (11.270)

folgt durch vektorielle Multiplikation mit z, die Drehimpulsbilanz des v-ten Massenpunktes
L,=M,. (I1.271)

Wir summieren iiber alle v zu

N N
Si=Y M, (1L.272)
v=1 v=1

und definieren den Gesamtdrehimpuls

(11.273)

I~

I
WE
I~

sowie das Gesamtdrehmoment

N N
M= M,=> z,xF,. (IL.274)
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Letzteres 148t sich umformen zu

N N
M = ) z,x (F‘;"t +> Fm> (IL.275)

v=1 p=1
N N
M o= ) o, xE*+ Y z,xE, (I1.276)
v=1 v,u=1
Die Doppelsumme ergibt
al 1
doaxF, = 5> (@,xF,+z,xF,) (I1.277)
v,u=1 v,u=1
N
= 3> (@&, xE,—z,xE,) (11.278)
v,u=1
1
= 5 Z (gy - gp.) X Eu#‘ (11279)
v,pu=1

Wir setzen nun voraus, dafl die inneren Kréfte zwischen den Massenpunkten Zentralkrifte der
Form

= (11.280)

M=> "z, xE*, (11.281)

d.h. das Gesamtdrehmoment ist die Resultante der Drehmomente der dufleren Krifte.

Die Gesamtdrehimpulsbilanz folgt dann zu
_ N
L=M=Y z, xF* (11.282)
v=1

Die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses ist gleich dem Gesamtdrehmoment der duferen
Krifte, wenn die inneren Krifte Zentralkréfte sind.

Der Gesamtdrehimpuls bleibt erhalten, wenn keine dufleren Kréfte wirken oder wenn die Re-
sultante ihrer Drehmomente verschwindet.

Einfluf des Bezugssytems auf den Drehimpuls

Der Drehimpuls héngt i.a. von der Wahl des Bezugssystems ab. Wir betrachten zwei Bezugs-
systeme ¥ und Y'.

E/
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Fiir jeden Massenpunkt v gilt

z, =y + 1, (I1.283)

Wir betrachten den Fall gegenseitiger Bewegung von ¥ und ¥’, ohne daf§ die Systeme gegenein-
ander rotieren (w = 0). Die relative Bewegung wird also durch z(t) beschrieben. Dann gilt

N

L= ) my(x,+m) x (i, + i) (IL.284)
v=1
N N N N

L = Zm,,gi, X &, + xy X Zm,,@i,—i—Zmygfj x@o—l—Zmygo x &y (I1.285)
v=1 v=1 v=1 v=1

L = L'+zyx P +mX' xi+mzx i (11.286)

Besonders interessant ist nun der Fall, wenn ¥’ gerade das Schwerpunktsystem (Massenmittel-
punktsystem) darstellt. Dann liegt der Massenmittelpunkt im Ursprung 0’ von ¥’ und es gilt

X'=0, P=0, X=uz, (I1.287)
woraus
L=L'+mXxX=L'+XxP (11.288)

folgt. Im Nicht-Schwerpunktsystem ¥ ist der Drehimpuls L gleich dem Drehimpuls im Schwer-
punktsystem L’ plus dem Drehimpuls der Schwerpunktbewegung.

4.4 Energiebilanz

Ausgangspunkt sind die Bewegungsgleichungen fiir einen Massenpunkt v. Die Gleichungen
my &, =F, (I1.289)

werden skalar mit &, multipliziert und es folgt

a (Gril) = F, i, (11.290)
Mit
T, = %gi (I1.291)

ergibt sich

T, =F,- i, (11.292)
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Summation iiber alle Massenpunkte liefert

N
4T=>F, i, (11.293)
v=1
mit
N
T=>T, (I1.294)
v=1
als kinetischer Gesamtenergie.
Sind die Kréfte F,, konservativ, d.h.
F, = F,(z,), (11.295)
0, xF, = 0, (I1.296)
dann existiert ein Potential
V(z,)=V(zy,z9,...,2x), (11.297)
so dafl
F,=-0,V (I1.298)
gilt. Fiir die totale zeitliche Anderung von V ergibt sich nun
N N
4V (@) (1), 25(t), . an(t) =Y 0V -dix, ==Y F, &, (11.299)
v=1 v=1
und die Bilanz der kinetischen Energie schreibt sich in der Form
T = —diV (I1.300)
aWT+V) =0 (11.301)
T+V = U = const. (11.302)

Fiir konservative Systeme gilt Erhaltung der mechanischen Gesamtenergie U.

Die Struktur des Potentials V'(z,,) soll noch etwas genauer analysiert werden. Die auf den Mas-
senpunkt v wirkende konservative Kraft I, zerlegen wir gemafi Abschnitt I1I1.4.1 in externe und
innere Anteile, wobei letztere konservative Zentralkréfte sein sollen. Dann gilt

N
, — X
EV = E‘;Xt + E :FVN(|£V - gp,|) — — . (11303)
p=1

|£u - £M|

Das Gesamtpotential V' kann dann in ein dufleres Potential V*** und das Wechselwirkungspotential
Vint zerlegt werden, wobei gilt

Vo= Vet (IL.304)
N 1 N
Vo= ) Vielze) + 5 > Veullz, —z,)) (11.305)
k=1 K,p=1
mit
F = =0, Vi, (IL.306)
F,, = =0, Vi, (I1.307)

Vl//J, = VHJ/' (11308)
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Es sei betont, dafi die Schreibweise Vi (z,) besagt, dafi der dulere Potentialanteil V,; des x-ten
Massenpunktes auch nur von genau dessen Ortsvektor z,; abhéingt. Analoges gilt fiir V., (|z,,—z,,|).

Zum Beweis der Richtigkeit obiger Darstellung von V' bilden wir einfach

E,=-0, V. (11.309)

Die Differentiation nach z, selektiert aus dem dufieren Anteil V' sofort den gewiinschten Term
F°*. Fiir den inneren Anteil gilt

N
in 1
Ou, V'™ = 01,5 D Veullz, — z,)). (I1.310)

K,pu=1

Die Doppelsumme auf der rechten Seite bricht in zwei Einfachsummen zusammen, da nur Terme
mit v = k oder v = p nichtverschwindene Anteile ergeben. So folgt

w1 1
0, V™ = 3 > 0 Viu+ 5> 0, Vi (11.311)

Unter Ausnutzung der Symmetrie der Potentiale (V,,, = V,,,) und Umbenennung des Summati-
onsindex erhélt man

: 1< 1<
aﬁy Vlnt = 5 Z 8£VVW + 5 Z (9£V Vyu (11312)
p=1 pn=1
N N
= Y 0z Viu=->_F,, (I1.313)
p=1 pn=1
Damit ist die Darstellung
F,=—0, (V™' + V™) (IL.314)
bestatigt.
Bemerkung:

In einem abgeschlossenen System (FS** = 0) gibt es nur innere Krifte. Diese sind in der Re-
gel Zentralkrifte. Wenn es sich sogar um konservative Zentralkrifte handelt, dann existiert ein
Potential V = V' und das System ist konservativ.

Einflul des Bezugssystems auf die kinetische Energie
Die kinetische Energie hingt i.a. von der Wahl des Bezugssystems ab. Wir betrachten zwei Be-

zugssysteme Y und ¥, die sich gegeneinander translatorisch bewegen, aber nicht gegeneinander
rotieren.
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Mit z,(t) = zo(t) + z/,(t) berechnet sich die kinetische Energie in ¥ zu

N N
. my .o my . L1N2
T = V; - &= 25 (2o + 1) (I1.315)
N N o N
o v .2 v .12 . ./
T = ; i+ ; S+ ; my, i, i, (11.316)
m.q / . /
T = Eio“‘T + &y P (I1.317)
Wihlen wir nun speziell ¥ als Schwerpunktsystem, dann gilt
X'=0 , P=0, X=1z, , X=4i (I1.318)
und somit
T=T + % x° (I1.319)

Die kinetische Energie des Massenpunktsystems setzt sich also zusammen aus der kinetischen
Energie im Schwerpunktsystem plus der kinetischen Energie der Translationsbewegung des im
Schwerpunkt vereinigt gedachten Systems.

4.5 Virialsatz

Bei Bewegungsvorgingen von Massenpunkten und Massenpunktsystemen findet sténdig eine Um-
wandlung von kinetischer in potentielle Energie statt. Der Virialsatz macht eine Aussage wie grof3
im zeitlichen Mittel die Beitrage von kinetischer und potentieller Energie zur Gesamtenergie sind.

Das Virial des Massenpunktsystems ist definiert als das zeitliche Mittel des Terms

N
z, -0, V. (11.320)

v=1
Offensichtlich muf ein Potential V' existieren, also
F,=-0, V. (I1.321)

Zur Ableitung des Virialsatzes multipliziere man die Bewegungsgleichung des v-ten Massenpunktes
skalar mit x,; es ergibt sich

myz, -, = z,-F, (11.322)
de(myz,, - &,) —my i, = -z, 0, V. (11.323)
Summation liefert
N N N
S odi(myx, i)=Y myil=—Y xz,-0.V. (I1.324)
v=1 v=1 v=1
Wir definieren nun den zeitlichen Mittelwert < f > einer zeitabhéingigen Grofie f(t) als
1 T
< f>= lim - / f(t)dt (I1.325)
T—=o0 T Jo
und bilden
N |
<N di(myz, @,) >= Jim > myz, [ (11.326)

v=1 v=1
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Wir beschrianken uns auf gebundene Bewegungen, fiir die m, - z, - &, stets endlich bleibt; dann
verschwindet die rechte Seite. Die verbleibenden Terme obiger Formel ergeben nach Mittlung den
Virialsatz

N N
<> my il >=< Y z,-0, V> (11.327)
v=1 v=1
bzw.
1 N
<T>=: < ;gy 0y V> (11.328)

Die zeitlich gemittelte kinetische Energie ist gleich dem halben Virial des Massenpunktsystems.

Der Virialsatz 148t sich weiter vereinfachen, wenn das Potential eine homogene Funktion vom
Grade k ist.

W ist eine homogene Funktion vom Grade k, wenn die Ahnlichkeitsrelation

W(azi,axe,...,ax,) = aF W(z1,za,...,x,) (11.329)
gilt.
Beispiele:
1. Beispiel:
W) = 2? (11.330)
W(az) = (ax)?=a2%=a?>W(z) (I1.331)
~k = 2. (I1.332)
2. Beispiel
1
W(x) = - (11.333)
1
w = —=a'W 11.334
(02) = —— =o' W) (11.334)
N (11.335)

Fiir homogene Funktionen gilt der Euler-Satz:

N
> wq- 00, W=k-W. (11.336)

a=1

Beweisidee: Definition nach a ableiten und « = 1 setzen.

Wir nehmen an, V(z,) ist eine homogene Funktion vom Grade k. Dann schreibt sich nach dem
Euler-Satz

N
a0, V=kV (I1.337)
v=1
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und der Virialsatz vereinfacht sich zu
k
<T>= 5 < V>. (I1.338)

Wegen < T >+ <V >=< U > folgt

k 2
<T>—k—+2<U> , <V>—m<U>. (11.339)

Fiir konservative Systeme ist bekanntlich die Gesamtenergie U erhalten. Dann gilt offensichtlich
<U>=U.

Beispiele:

1. System harmonischer Oszillatoren

Das Potential ist eine homogene Funktion vom Grade k = 2. Dann gilt
1
<T>=<V>= 3 U. (I1.340)

2. System gravitativ wechselwirkender Massenpunkte

Das Potential ist eine homogene Funktion vom Grade k¥ = —1. Dann gilt
1
<T> = —3 <V> (I1.341)
<T> = -U (I1.342)
<V> = 2U (11.343)
Bemerkungen:

1. Der Virialsatz gilt auch fiir N = 1.

2. Plausibilitét fiir das Kepler-Problem und harmonischen Oszillator (selbst!).

4.6 Integration der Bewegungsgleichungen bei Impulserhaltung, Dre-
himpulserhaltung und Energieerhaltung

Fiir einen einzigen Massenpunkt kénnen im Fall der Drehimpuls- und Energieerhaltung die Bewe-
gungsgleichungen bis auf die Berechnung von Integralen vollstéindig gelost werden (vgl. Abschnitt
I1.3.5). Fiir ein Massenpunktsystem ist das i.a. nicht méglich.

Fiir ein abgeschlossenes System gehen wir davon aus, dal Impuls, Drehimpuls und Energie erhalten
sind. Diese Erhaltungssétze entsprechen 10 Integrationskonstanten: 6 Orts- und Geschwindigkeits-
komponenten des Massenmittelpunktes, 3 Komponenten des Drehimpulses und die Energie.

Die Gesamtzahl der Bewegungsgleichungen ist aber 3N und die Losung ist durch 6/ N Integra-
tionskonstanten bestimmt.

N = 2 (Zweikorperproblem):
12 Integrationskonstanten - 10 Erhaltungsgréfien = 2 noch fehlende Integrationskonstanten; kénnen
einfach bestimmt werden.
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N = 3 (Dreikérperproblem):
18 Integrationskonstanten - 10 Erhaltungsgrofien = 8 noch fehlende Integrationskonstanten; nicht
mehr allgemein bestimmbar. Das Dreikérperproblem ist nicht geschlossen integrierbar.

Bemerkung: N = 1:
6 Integrationskonstanten - 10 Erhaltungsgréfien = -4
Losung: Hier liegt ein Sonderfall vor. Beim Einkorperproblem

mi = F (11.344)

treten zunéchst die 6 Integrationskonstanten
zo =zt =0) (I1.345)
vy =&(t =0) (I1.346)

auf. Im Falle von Drehimpulserhaltung L = const und Energieerhaltung U = const sind aber L
und U bereits durch z, und v, bestimmt und kommen nicht als weitere unabhéngige Integrati-
onskonstanten hinzu. Denn es gilt

L(t) = L(t = 0) = mz, x v (I1.347)
Ut)=U(t = 0) = %gg +V(z) - (IL.348)

4.7 Spezielle Probleme
4.7.1 Zweikorperproblem

Wir betrachten ein abgeschlossenes Zweikorpersystem.

my

Somit wirken keine dufleren Kréfte und Gesamtimpuls und Gesamtdrehimpuls sind erhalten. Die
inneren Kréfte sollen konservative Zentralkriifte sein. Damit ist auch die Gesamtenergie erhalten.
Dann gelten die Erhaltungssétze:

P = mX = const (11.349)
L = const (I1.350)
U = T+V =const . (I1.351)

Die Bewegungsgleichungen fiir m; und ms lauten:

my il = E12 = Fy ———= (11352)

mo i2 = EZI = Fy % = —F12 . (11353)
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Folglich mufl Fi5 = F5; gelten (3. Newton-Prinzip).

Es ist zweckméBig, die weitere Rechnung im System Y/, das wir mit dem Schwerpunktsystem
identifizieren wollen, durchzufiihren. Der Massenmittelpunkt X in ¥ ergibt sich zu

mi1xy + Mg Xy

X = (IL.354)
mi + meo
Der Massenmittelpunkt in ¥/ ist dann
!/ !/
x = Mt meLy (I1.355)
mi + mo
Weiterhin gilt die Transformation
z, = X+ (I1.356)
z, = X+ (11.357)
Fiir die Ortsvektoren im Schwerpunktsystem X’ folgt dann
T+ Mo mo
g = gz - & 2 — T, — 11.358
g o= g- I (g ) (11358)
/ my Ty + Moy mq
= — = — . 11.359
i) Lo e F 1z M1 + o (2o —21) ( )
Wegen z; — z, =z} — 24 gilt auch
ma
;= T (2 — ab) (11.360)
mq
Ty = P (5 — 1) (11.361)
Aufgrund der Impulserhaltung gilt fiir den Schwerpunkt
X = ¢, = const (11.362)
und es folgt
X(t) = ¢t +co, (11.363)

also die erwartete geradlinig gleichformige Bewegung.

Wenn X ein Inertialsystem ist, ist auch ¥’ ein Inertialsystem. Die Grundgleichungen sind somit
invariant und wir kénnen schreiben

mi iy = Fio——— (I1.364)

moil, = Flg —2—=L (11.365)
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Diese Gleichungen konnen natiirlich auch explizit aus den Grundgleichungen, die in X giiltig sind,
abgeleitet werde. (UA, selbst!).

Die Dgln. in ¥’ werden nun gelost. Dazu wird die erste Gleichung mit mo, die zweite mit my
multipliziert und die Differenz gebildet mit dem Ergebnis

mi-me ., . ThH — )
—— (&5 — =Fy - ————. 11.366
my + mo (lQ ll) 21 |£/2 . g/1 ( )
Mit den Abkiirzungen
gy = - (IL.367)
[T % (reduzierte Masse) (11.368)
my + Mm2
schreibt man obige Gleichung als
), = Fy - 221 I1.369
K- Zgy = 21'|x/ | ( : )
Loy

Damit ist das Zweikorperproblem formal auf das Einkorperproblem zuriickgefiihrt. Die Bewegung
von my und my relativ zueinander ist offensichtlich einem Einkoérperproblem dquivalent, bei dem
sich ein Massenpunkt mit der Masse p im Zentralkraftfeld F'y; bewegt.

Die verbleibende Dgl. fiir 5, kann unter Ausnutzung des Drehimpuls- und Energieerhaltungssat-
zes gelost werden.

Die Erhaltungssiitze (I1.349) bis (11.351) gehen damit iiber in

P=P +mX=const |, (I1.370)
somit
P=0 . (I1.371)
L=L+ X x P =const |, (11.372)
somit
L' = const (I1.373)
wegen X X P =¢; X ¢y = const.
T+V=T+ %Bg +V =const (I1.374)
somit
T +V' = const (11.375)
wegen V =V,

Die Konstanz von Gesamtimpuls P’, Gesamtdrehimpuls L' und Gesamtenergie 77 + V' ist auch
ohne die gerade vorgefiihrte explizite Rechnung ohnehin klar, da ¥’ mit ¥ iiber eine Galilei-
Transformation verkniipft ist und sich an der Abgeschlossenheit des Systems und der Zentralitét
und Konservativitéit der inneren Kréfte nichts dndert.
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Der Drehimpulserhaltungssatz liefert
L' =mq ) x &} + moah x &), = const. (I1.376)

Es folgt wegen z || b

&
B

58
I
)

L'z, =0. (I1.377)

Die Massenpunkte bewegen sich also stindig in jeweils zu L’ senkrechten Ebenen. Die Ebenen
miissen jedoch fiir beide Massenpunkte identisch sein, da auch der Differenzvektor in einer senk-
rechten Ebene liegen muss. Wir kénnen L’ auch umformen zu

2 2
mimsy ’ . mo my ’ .
L' = ———2 b xih + xh X & 11.378
= (ml + m2)2 =21 221 (ml T m2)2 =21 £21 ( )
L' = pah x iy, (I1.379)

was folgerichtig im dquivalenten Einkorperbild zu interpretieren ist.

Fiir die kinetische Energie T" gilt

T = % &2+ % 2. (11.380)

Ersetzung von &} und &5 durch i}, liefert analog

1 my m2 me m? .
T = = 2 1 2 11.381
2 | (my + mg)? + (mq 4+ mo)? L1 ( )
T = % 2. (I1.382)

Nennen wir das Wechselwirkungspotential V' aus dem sich die Kraft F,; iiber
Foy = —0y, V' (11.383)
ableitet, so nimmt der Energieerhaltungssatz die Form
T'+VvV' =U (11.384)
an.

Als konkretes Beispiel fiir ein Zweikorperproblem betrachten wir das Kepler-Problem ohne je-
doch eine (grofie) Masse als Zentralmasse zu fixieren. Beide Massen my (Sonne) und msy (Planet)
bewegen sich um ihren gemeinsamen Schwerpunkt. Es gilt die Gravitationskraft

mo-my Ty — T)

F,, = —v : (I1.385)
. 2 — 24 o — ]
mymy Th
F - (11.386)
- |25 2 2]
und es folgt
o mimy Th
BTy = —F ——— (11.387)
2 251 [z,
bzw.
/
ity = —yp L2 L (I1.388)

25, > 2 |
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Vergleichen wir mit der Grundgleichung aus Abschnitt 11.3.6, so ist die Sonnenmasse M durch die
Summe m; + ms aus Sonnenmasse und Planet sowie m durch die reduzierte Masse p ersetzt. Dies
ist auch konsistent mit den Darstellungen

T = gg@l, (I1.389)
L' = pah xa'y. (I1.390)

Damit ist das Zweikorperproblem vollstindig gelost. Zu erledigen verbleibt die einfache Aufgabe
der Riickiibersetzung der reduzierten Gréflen in die urspriinglichen.

Wir fassen die wichtigsten Analogien und Aussagen zusammen:

em—u , M—mp+me

e 1), beschreibt Ellipse (mz um m; bzw. m; um msy)

o 1) = _m2 25, beschreibt Ellipse (“kleine” Ellipse um Schwerpunkt bei mq > mo)
mi + Mo
° 2, = oM 25, beschreibt Ellipse (“grofie” Ellipse um Schwerpunkt bei m; > my)
mi + mo
M .
e Wegen U = _yme _7,u(m21 +m2) = _’ym; "2 Pleibt die grofle Halbachse a der
a a

a
xh,-Ellipse unverindert

e 1. Kepler-Gesetz bleibt unveréandert

/

e Wegen S=— — 35 gilt das 2. Kepler-Gesetz unveréndert
m - 2p
2 4 2 4 2 4 2
e Wegen 7—3 =T i = T 7 wird 3. Kepler-Gesetz um O <mQ>
a v M y(mi+me)  yma (14 722) my
modifiziert.

4.7.2 Eingeschrinktes Dreikérperproblem und Hill - Gleichungen

1. Allgemeines Dreikorperproblem als Ausgangspunkt

e beliebiges Inertialsystem, beliebige Massen
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e nur Dgl. fiir m3 aufschreiben (mq, mo analog)

m3Zs=F3 + Fa (11.391)
Fy = —y—2M BT (11.392)

|z — ) |23 — 24
ms3msa L3 — Lo

Fiy = —v (I1.393)

z3 — 2o |25 — 2o

By =—y(m + mg){ LS Lk~ S I3_I23}(II.394)
mytmy gy — 2|0 M1t M2 [z — 2|

Relativ - Massen

mi ma
=— = —=1- 11.395
i mi + ma Hz my + Mo H ( )

Umskalierung der Ortsvektoren

z, = a-y., a = const (I1.396)

{2

. Y Y
ay, = -9 (m1 +mo) {Ml ) —3 1 p2 = ‘3 } — (11.397)

Wahl von «, so dass

1(matma) — q (I1.398)
a = {/v(my +ms) (I1.399)
=, )
Z3 <1 =3 =2
e Einheiten von o und y:
Nm? g kgm3 5
_ . _ . 401
o] N e ] (L1o01)
o] = 5 (11.402)
s3
2] m 2 2
= = = 5= 11.403
b = s (11.403)

e Weitere Umskalierung zu einheiten - freien Ortsvektoren £ und einheiten - freier Zeit =

y = B-§,  B=const (11.404)
1
t = é Q=const, [0) =" (I1.405)
d dr d d
= I ddr Q e (11.406)

e Abkiirzungen fiir Differentiations - Symbole

() = Q( Y (I1.407)
——
Differentiation nach t Differentiation nach
= QQﬁég = {—Ml §37§13 — M2 = 623} % (I1.408)
s-af f6-g
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e Einheiten von 8 und §

@PFE =1 = =05, [g
Wegen [y] = s3 & 8] = s}
= € =1

e Normiertes Drei - Koérper - Problem

£, —¢& §,— ¢
§;,/ - 2 13 gy 23 723
‘és —& ‘gg -5,
mit
pr = mi + mo
e = 1
T = Ot
Yz
e
_ Z;
V7 (my+mg) Q75
= T v (ma+ma)
o Test:
_2 _
s7% s

2. Eingeschrinktes Drei - Korper - Problem

(a) Annahme: m3 < my, mo

= my und mso bewegen sich eben um ihr gemeinsames Massenpunktzentrum

(Schwerpunkt), i.a. auf Ellipsen

(I1.409)

(11.410)
(I1.411)

(I1.412)

(11.413)

(11.414)

(I1.415)
(11.416)
(I1.417)

(I1.418)

(I1.419)

(11.420)

(11.421)

(b) Verschérfung der Annahme: m; und mo bewegen sich nicht allgemein auf Ellipsen, son-

dern cirkular um den Schwerpunkt S
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£
e Wahl des Koordinatensystems, so dass 0 =5, £ = | n
¢
! N
mao
§
£, 0=29 g
ml".
N
e my, mo in & — n— Ebene
) §1‘ = const, ‘ég‘ = const
e Schwerpunkt
my & +ma§
g — 21 22 _ =0 11.422
S p—— pr €+ p2é, ( )
x
e Wahl eines mit - rotierenden Koordinatensystems r = | y

z
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my
v =n71=nt (spiter wird n ) = w = Orbitperiode gew&hlt)

13 x cosp —sing 0
n|l=D |y D= |sinp cosp 0 (11.423)

¢ z 0 0 1
&€ = cos(nt)xz—sin(nt)y (11.424)
n = sin(n7T)z+cos(nt)y (11.425)
¢ = =z (I1.426)

e Schwerpunkt im rotierenden System

S=0= miry tmaly P Ty A+ p2 Ty (11.427)

Wahl der Rotationsgeschwindigkeit des Koordinatensystems so, dass die x - Achse
ZU my zeigt

T2
= Ty = 0 mit z > 0 (11.428)
0
T
= ry = 0 = z1 <0 (I1.429)
0
= H1T1 + o To = 0 (11430)
= Lo OX fi1 To = C- iy (11.431)
T1 OC — g T1 = —C- [l (11.432)
mit
¢ = const, ¢>0 (11.433)
—CH2
r, = 0 (11.434)
0
+
ry = 0 (11.435)
0
e Bemerkung: Es kann z.B. ¢ = 1 gewéhlt werden. Dann gilt
|z1] + |z2| = c(p1 +p2) =c=1 (11.436)

d.h. der Abstand zwischen m und ms ist mit dieser Wahl von ¢ auf 1 normiert.
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o Abstidnde zwischen den Korpern sind invariant gegen Drehung des Koordinaten-

systems

= £,—&| = Irg—ri

\/(!133 +cp)? +y3 + 23

[
w

|
|
-

Il

£, & = \/(I3—CM1)2+Z/§+Z§

Vi(ws —21)2+ (Y3 — y1)2 + (23 — 21)2

(11.437)
(I1.438)
(11.439)

(11.440)

e Der Index “3“ fiir den 3. Korper wird im weiteren weggelassen, da nur dieser
nichttrivial ist. Die Koordinaten der 3 Korper im rotierenden System lauten dann

X
rs = r = Yy
z

C 1

ro = 0

0

—clio
rs = 0
0

e Zahler der rechten Seiten von (I1.403)

&&= {Sin(n7’)l’+c08(n7’)y}7{811’1(7@7’)3’1 +Cos(n}7)y1}
cos(nt)(x+cuz) —sin(n7) (y —0)

§,—¢& = [sin(n7)(@+cps) JBCOS (n7)(y—0)
cos(nt)(x—cpy) —sin(nt)(y—0)

&—§& = sin(nT)(xfcul)JrOcos(nT)(ny)

e Umrechnung der linken Seite von (I1.403)

x
& = r(=r)=|y

z
& = cos(nT)x—sin(nTt)y
ng = sin(nt)x+cos(nt)y

(s = z

{cos(nT)x —sin(n7)y} — {cos(n7)z; —sin(n7)ys}

(I1.441)

(11.442)

(11.443)

(I1.444)

(I1.445)

(I1.446)

(11.447)

(11.448)
(11.449)
(11.450)
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& = -nsin(nt)z—ncos(nt)y (11.451)
+cos(nt)x’ —sin(nt)y
= cos(nt){z' —ny} —sin(n7){y +nz} (I1.452)
Y = —nsin(nt){z' —ny} —ncos(nt){y +nzx} (11.453)
+cos(nt){z" —ny'} —sin(n7){y +nz'}
= cos(n7){z” —2ny —n’az} (I1.454)
—sin(n7){y” +2na’ —n?y}
ny = mncos(nT)r—mnsin(nt)y (I1.455)
+sin(n71)2’ +cos(nt)y’
= cos(nt){y +nz} (I1.456)
+sin(n7) {2’ —ny}
ny = cos(nT){y" +nz'}+sin(n7){z" —ny'} (I1.457)
—nsin(n7){y +nz}+ncos(nt){z’ —ny}
= sin(n7){2” —2ny —n’z} (I1.458)
+cos(n7){y’ +2nz’ —n’y}
7=z (I1.459)
o Kompakt geschrieben ergibt sich
4 cosnT —sinnT 0 " —2ny —n’x
ny | =|sinnt cosnt 0 y'+2n2’ —n?y (I1.460)
{ 0 0 1 2"

e Grundgleichungen im rotierenden Schwerpunktsystem ergeben sich durch Gleich-

setzen von (I1.403) und (I1.454) zu

cosnt —sinnt 0 ' —2ny —nlx
sinnt cosnt 0 y' +2n2’ —nly | =
0 0 1 2"

(x+cps) cosnt —y sinnTt

- s 5 | (@ +cpa) sinnt +ycosnt
V(@ +cp)? +y2 + 22 z
(x —cpy) cosntT —ysinnTt
- o s | (@ —cpr) sinnT+ycosnt
V(@ —cu)?+y? + 22 2
" cosnt —sinnTt 0 T+ C o
= — sinnt cosnT 0
T2 20 Y
V(E+cu)? +y2 + 2 0 0 1 p
cosnTt —sinnt 0 T —cl
— ,u22 - =] sinnt cosnt 0 Y
V(@ —cm)?+y?+z 0 0 1 P
e Multiplikation mit inverser Drehmatrix von links
2 3 i (z + cpo) B p2 (x —cp)

(I1.461)

(I1.462)

/
2 —2ny —n‘zx =

p1y B p2y

3 3
Ve tem)? +y>+227 (e —cm)? +y? + 22

y//+2nx/7n2y _

" . M1z _ Mo Z

o 3 3
Ve t+cemw)?+y>+227 (o —cm)?+y?+ 22

3 3
Vi +eu)2+y2+227  J(m—cm)?+y2+ 22

(I1.463)
(I1.464)

(11.465)
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e Einfithrung eines Potentials U

2

n 1751 H2
U = ?(m2+y2)+\/(m+cu2)2+y2+z2+\/(x—cu1)2+y2+z2
~ oU = nla— i (z+cpa) B P2 (z —cp)
’ \/(x+cu2)2+y2+z23 \/(x—cu1)2+y2—|—223
o,U = n2y— H1y - Moy .
Vi +tepu)2+y2+227  J(z—cm)?+y2+ 22
M1z _ U2 z

0.U =

3 3
V@ tep)? +y? +22 ((z—cm)? +y? + 22

= 2'-2ny = +0,U (I1.470)
y'+2na’ = +9,U (I1.471)
2= +0.U (I1.472)

3. Hill - Gleichungen

e Bewegung von mg3 nahe an mo

e Vollstindige Gleichungen des eingeschrinkten 3 - Korper - Problems néhern fiir Umge-
bung von msy & fiir me < my

e Einfithrung eines neuen Koordinatensystems

T x
vyl — |y
z z
(I1.473)
mit
T =x9—X
Erinnerung: ¢ = |z1]|+ |z2| = const (Abstand my — ms)
To = cu1 >0 , T1=—cu<0 , x2=c+ux;
C
T
| |
g® 1
| |
L4 ® ®
m4 B2 0 a1 ™
| |
|1 ] sehr klein
mo mao
= 22 )= 2 (c— 11.474
oal = 22 o] = 22 (e ) (IL474)
|21 | miC _ m ms)* (IL.475)
x| = =—c—|—]) ¢ .
! 1+ % mq mq

T=1y+7T (I1.476)

(11.466)
(11.467)
(11.468)

(11.469)
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= U:n2{(x2+x)2+y2} - a
2 V(@2 +T+cpz)? + y? + 22
+ _ M2
V(@ +T —cp)? +y? + 22
Togt+cup =2 — T1=C
To—cpuy=cpur — cpu1 =20
n? 2,2 H1 H2
UQ{(szrI) er} + \/(C+f)2+y2+z2+\/§2+y2—|—z2
= *”—2ny = 05U
"+2n7 = 9,U
2 = 0,U
U = n®(ws+7)— w1 (c+7@) o H2 T i
Vie+z)2+y2+227 B 4+y2+22
o,U = ny — K1y - B2y .
Vie+z)2+ 2 +22 T +y2+22
.U = - iz 3 — fa? 3
Vie+z)2+y2+22 T y2+22

e Bisher gelten obige Gleichungen noch
Problem

e Jetzt: Niherung bis zu Termen ~ =

xg ’

nung gegen lineare oder const # 0

allgemein fiir das eingeschriankte 3 - Korper -

% Vernachldssigung von Termen hoherer Ord-

1 1 1
5 = 3 _ (IL.487)
=2 02 & 22 — f
Vie+z)2+ 7 +2 Vit2Z 18+ %1%
1
- 5 (1—3 ) (I1.488)
@:
1 _ _
T —2ny = n2(x2+m)—,u1(c+m)3(1—3x>—u2xg (I1.489)
C C /§2+y2+z2
7' —2ny = n’zy+n? x,ﬂcfﬂerMg,,W; (I1.490)
3 3 3 - 3
/T +y2+z2
' —2ny = n212—$§+<n2—/§+3l§>x—u2$3 (I1.491)
C C C ’§2+y2+22
Firn=1,c=1, u; = 1 verbleibt
_ T
7 =2y = 3Ty ————— (11.492)
VI +y2? + 22
@:
y' 20T = nly-2L (1—3”“") y— — 2V (I1.493)
c c 1P+ 2
Y +2nT = (anM—;) y— —2Y (I1.494)
& /EQ_’_yQ_i_ZQ
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Firn=1,c=1, u; = 1 verbleibt

DT A — (I1.495)
/Ez + y2 + 2’2
®):
oo— il (1 3 jj) S L (11.496)
c V42 + 22
. R (11.497)
C /f2 +y2 + 22
Firn=1,c=1, u; = 1 verbleibt
P (I1.498)

3
VT 4y + 22

Der Gleichungssatz (I1.483), (I11.486), (I1.489) stellt die Hill-Gleichungen dar.

4.7.3 Raketengleichung

Eine Rakete ist ein Kérper mit verdnderlicher Masse. Die Raketenmasse wird durch den Ausstofl
von Treibmittelmasse verdndert. Raketenmasse plus ausgestoflene Masse sind als Massenpunkt-
system auffafibar. Aufler der Massenerhaltung gelten keine Erhaltungsséitze, denn es wirken i.a.
duflere Kréfte und in der Rakete wird chemische Energie in Bewegungsenergie umgewandelt und
die ist nicht mit einem mechanischen Potential verbunden.

Wesentliche Bilanzgleichung ist die Impulsbilanz
P=F> (11.499)

fiir den Impuls der Rakete P = m v. Wir betrachten den Impuls zu zwei Zeiten: t und t + At.

t: P(t) t+AL: P(t+At)=P+AP
~{am] mFim}—
[

<
+
>
IS
+
&
S
_I_
>
<

1€

)‘ Inertialsystem

Am ist negativ zu sehen. w ist die relative Austrittsgeschwindigkeit der ausstromenden Masse von
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der Rakete aus gesehen. Dann gilt bei ¢t + At:

Pt+At) = P+AP=(m+Am)(w+ Av) —Am (v+ Av +w) (I1.500)
= muv+mAv+Amv+AmAv—Amv—AmAv—Amw  (I11.501)
= muv+mAv—Amw (I1.502)

AP = mAv—Amw (I1.503)
: . AP .
P = AHIE}O Ap =ML mw. (I1.504)
Diese Relation setzen wir in die Impulsbilanz ein und erhalten die Raketengleichung
mo—mw = £ (11.505)
Mit
mv =di(mv) —1mv (I1.506)
schreiben wir auch
di(mv) = F™* +1m (v + w), (I1.507)

d.h. die Impulsinderung der Rakete wird verursacht durch die #uere Kraft F**' und die Schub-
kraft m (v + w).

Wir betrachten jetzt den senkrechten Aufstieg einer Rakete im homogenen Schwerefeld der Erde
bei konstanter Ausstrémgeschwindigkeit. Dann gilt

v o= ‘e, (I1.508)
w = —-we, (w>0) (I1.509)
F*t = _ge. (g=9.81m/s%) (I1.510)
o= —g- "y (IL511)
m
m(t)
= —g(t—ty)—wl I1.512
2 g(t—to) —w mito) (11.512)

Ist beim Brennschlufl ¢; der Treibstoff verbraucht, wird die Endgeschwindigkeit

m(to)

m(ty)

erreicht. vy ist grofl, wenn in kurzer Zeit mit hoher Geschwindigkeit viel Masse ausgestoen wird.

vp=—g(ty —tg) +wln (Ziolkovski, 1898) (I1.513)

Abschétzung:

Wieviel Masse muf3 ausgestoen werden, um in unendlich kurzer Zeit die erste kosmische Ge-
schwindigkeit zu erreichen?

Typische Ausstromgeschwindigkeiten sind w = 2...3 km/s bei chemischem Triebwerk:

to
w=2km/s: 7,9 10° = 2. 10% " 4Le)
m(ty)

m(to)
m(ty)
=51/52 Treibstoff

e"92 x 52 (I1.514)

>

2% Nutzlast
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w =3 km/s:
mto) 193 4 14 (IL515)
m(ty)
=13/14 Treibstoff = 7% Nutzlast
Tonenwerk: w = 100 km/s:
mito) - 7.9/100 4 g (IL516)

4.7.4 Starrer Korper bei fester Drehachse

Ein starrer Korper ist ein Massenpunktsystem mit zeitlich unverdnderlichen Abstédnden zwischen
den Massenpunkten:

|z, (t) —z,(t)| = Cupu (IL.517)

Die systematische Theorie wird im Kapitel 5 dargestellt; hier soll einstimmend die einfache Situa-
tion untersucht werden, in der eine Translationsbewegung und eine Rotationsbewegung um eine
feste Achse erfolgen soll. Die wesentlich kompliziertere Situation einer im Raum und im starren
Korper veranderlichen Rotationsachse erfolgt im Kapitel 5.

Wir erinnern uns zunichst an die beiden kartesischen Koordinatensysteme ¥ und ¥’ aus Ab-
schnitt 2.2. Wir identifizieren jetzt ¥ mit einem raumfesten und ¥/ mit einem korperfesten (fest
im starren Korper verankerten) Bezugssystem.

starrer Korper
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zy = z,(t) = zao(t) &, (IL518)
z, = z,0)=xzu.(t)e, (I1.519)
z, = z,, e, (I1.520)
Somit gilt jetzt
v, =dyz;, =0 (I1.521)
und die im Abschnitt 2.2 abgeleitete Beziehung (I1.30) wird zu
v, = U, twXz, (I1.522)
mit
v, = diz, , v, =dx,. (I1.523)
w wird hier in diesem Abschnitt als fest vorgegeben und durch 0’ gehend betrachtet.
o Trigheitsmoment ©
Es ist definiert durch
N
0= m, (11.524)
v=1

wobei [, der Abstand des Massenpunktes v von der Drehachse ist.

starrer Korper

Fiir kontinuierliche Massenverteilungen betrachten wir Massenelemente Am,, statt m, und
erhalten

N
@:J\}Eanzi Amﬂz/ 12 dm:/vﬂpdv (11.525)
p=1 m

Zur Formulierung von Drehimpuls und kinetischer Energie wihlen wir ein raumfestes Be-
zugssystem Y und ein korperfestes Bezugssystem Y, das sich um eine im Raum und im
Starren Korper feste Drehachse

(11.526)

I3
Il
glle
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dreht. Dariiberhinaus sei ¥’ das Schwerpunktsystem, also X’ = 0,

Kinetische Energie

In ¥ gilt

T= ;; ml,dtﬁ,.

Umschrift auf ¥/ vermittels

diz, dizg + diz),
diz, = dtl-ﬁ-@-ﬁ-gxfy
=0
t, = X+wxa

ergibt

Der erste Term ist gerade die Translationsenergie T3, des Schwerpunktes

Tt'r' = ﬂXQ

und der dritte Term verschwindet wegen

Zmyg;:mglzo.

Der zweite Term schreibt sich vermittels

(wx 2))? = Wle) sina,)? = @1,)?

als

1 ACEER 2 20 4
izV:mV(QXL,) —§ZV:mVlvw = 3w

Dieser Term ist als Rotationsenergie T.,; zu interpretieren. Somit gilt schliellich

T:

mit

Trot

| Do 3

Ttr + Trot

<

S

X =x.

(I1.527)

(I1.528)
(11.529)

(I1.530)

(IL.531)

(I1.532)

(I1.533)

(I1.534)

(IL.535)

(I1.536)

(IL.537)

(I1.538)
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e Drehimpuls

Im ¥ gilt

|~
Il

>z, xp, (I1.539)

= > my(z, x diz,). (I1.540)

Umschrift auf ¥/ analog zur Behandlung der kinetischen Energie ergibt

L = Y m(X+a,)x (dX +wxa) (I1.541)
= mXxX+ Zm,,gi, X (wx ) (11.542)
+> T myal, x X+ my, X x (wx z).

Der erste Term ist der Drehimpuls des Schwerpunktes Lg und der dritte und vierte Term
verschwinden wegen X' = 0. Den zweiten Term formen wir um vermittels der Regel a x (b x

c)=blac)—c(abd)

z, X (wx ) =wz) -z, (wz)) (11.543)
zu
=3 m{wa ~ (wz) )} (I1.544)
Der Gesamtdrehimpuls L ergibt sich dann zu
L=Ls+L . (I1.545)

Nun ist bei fester Drehachse n gerade die Drehimpulskomponente in diese Richtung von
Interesse. Wir projizieren

1
L'n = EV: my {w’s)} — (wa)*} ~ (I1.546)
= Y m {w?z) [ - w? ) | cos? ay } 5 (I1.547)
- XV: m, |2, |” sin® o, w (I1.548)
_ XV: my 12w (11.549)
L'n = @Vw. (I1.550)

Drehimpulsanteile senkrecht zu n werden von der Lagerung der festen Drehachse aufgenom-
men.

4.8 Historischer Blick auf den freien Fall

Wichtige Etappen zum Versténdnis der Dynamik von Massenpunkten und Massenpunktsystemen
haben wir hinter uns. Zum Test wollen wir folgende auch unter historischem Aspekt wichtige Frage
erortern:
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Wie schnell fallen verschieden schwere Kérper?

Lassen wir historische Personlichkeinten antworten.

Aristoteles von Syracus:
Schwere Korper fallen schneller als leichte!
Galileo Galilei:

Alle Korper fallen gleich schnell.
Er widerlegt Aristoteles mit seinem berithmten Gedankenexperiment.

Isaak Newton:

myZ = —7y m§2M
Es gibt keinen Unterschied zwischen triiger (m;) und schwerer (m;) Masse: my = mgs =
m.
- Z=-—v ZMQ
Da die Masse m nicht eingeht ist die Beschleunigung fiir schwere und leichte Korper
gleich.

Albert Einstein (Vorgriff auf spétere Vorlesungen):

Er entwickelt die Newton-Theorie weiter zur allgemeinen Relativitdtstheorie (ART).
Die Schwerkraft wird darin durch die Kriimmung des Raumes ersetzt; die schwere
Masse m, wird “abgeschafft®.



KapriTEL II1

Lagrange-Mechanik

1 d’Alembert-Prinzip

1.1 Freie und gebundene Systeme

Bisher haben wir Systeme freier Massenpunkte untersucht. Jeder Massenpunkt unterlag dabei
dufleren und inneren Kréften, die jeweils im einzelnen angegeben wurden wie Gravitationskrifte,
Federkrifte, Reibungskrifte etc. Zusétzliche Nebenbedingungen traten i.a. nicht auf.

Wir wenden uns jetzt Systemen zu, wo die Bewegungsfreiheit eingeschréankt ist. Betrachten wir
beispielsweise einen Kérper (Massenpunkt), der unter dem Einflul der Schwerkraft auf einer schie-
fen Ebene reibungsfrei hinabgleitet.

xs3

-
o)

Er unterliegt der Gravitationskraft und Kriften, die die schiefe Ebene auf ihn ausiibt, so dafl
er nicht eindringen oder hindurchfallen kann. Im Detail sind diese Kréfte komplizierte atoma-
re Krifte, die nicht leicht angegeben werden konnen und im einzelnen auch nicht interessieren.
Wir bezeichnen diese Kraft als Zwangskraft, die den Massenpunkt zwingt, sich ausschliellich auf
der schiefen Ebene zu bewegen. Der Massenpunkt kann sich damit nicht mehr frei bewegen, son-
dern nur eingeschrinkt oder gebunden an eine Nebenbedingung. Fiir die schiefe Ebene ist diese
Nebenbedingung offensichtlich

T

tana = x3 [ 1. (II1.1)

Der Massenpunkt kann nur solche Koordinaten x4 (t), z2(t), z3(t) annehmen, die obige Bedingung
erfiillen. z1(¢) und z3(¢) sind von vornherein miteinander verbunden.

Weitere Beispiele:

1. Kugelpendel
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0
l
m
NB: z1(t)% + 22(t)? + z3(¢)% = 12
2. Hantel auf horinzontaler Ebene (z1 — z2-Ebene)
T3
o)
l m2

o /

my

my und mo sind mit einer massenloser Stange verbunden.

1. NB: T3l = 0
2. NB: T32 = 0
3. NB: (zll - I12)2 + (1‘21 - I22)2 = 12.

1.2 Nebenbedingungen

Die Nebenbedingungen, die die freie Bewegung eines Massenpunktes einschrinken, kénnen recht
unterschiedlich sein. Sie lassen sich nach verschiedenen Gesichtspunkten klassifizieren.

1.2.1 AuBere und innere Bindungen

AuBere Bindungen: Bindungen an feste Fliichen oder Kurven im Raum.
Innere Bindungen: Bindungen, die die gegenseitigen Lagen von Massenpunkten einschrianken.

1.2.2 Holonome und anholonome Nebenbedingungen

Holonome Nebenbedingungen lassen sich in der Form von Gleichungen der Art
k(21,29 2N, ) = gz, ) =0 , k=1,2,...r (I11.2)

formulieren. Gleichung (II1.2) wird als integrale Formulierung der Nebenbedingungen bezeichnet.
Die Gesamtzahl r der unabhingigen Nebenbedingungen kann sinnvollerweise die Zahl der Bewe-
gungsgleichungen 3N nicht tibersteigen. Die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems ist dann 3N —r.
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d
Durch Differentiation () gelangt man zur differentiellen Formulierung der holonomen Neben-

dt
bedingungen
N
> 0w gr-d, +Oge=0 , k=1...r (II1.3)
v=1
bzw.
N
> 0w gk dz, +Ohge-dt =0 , k=1, (I11.4)
v=1

Damit ist die linke Seite der Gleichung ein vollsténdiges Differential dgy.

Anholonome Nebenbedingungen lassen sich nur in differentieller Formulierung

N
S (@ t) i, +aro(z, t) =0, k=1,...r (IIL5)
v=1
bzw.
N
ngu'dgu—’_ak()'dt:o ) ]f:17...77' (1116)
v=1

angeben. Es existieren keine Funktionen g, so dafl
Ay, = Og, G (IT1.7)
geschrieben werden kann; d.h. es gibt kein vollstédndiges Differential.

Ein Beispiel fiir eine anholonome Nebenbedingung ist die Bedingung fiir die Bewegung eines
Schlittschuhes auf einer horizontalen Eisfliche. Als vereinfachtes Modell eines Schlittschuhs neh-
men wir eine (kurze) Gerade, die wir als Massenpunkt mit einem inneren Freiheitsgrad (Einstell-
winkel ¢ der Schneide) ansehen konnen. Die Bewegung des Schlittschuhs ist nur in Richtung der
Schneide moglich, nicht aber senkrecht zu ihr, d.h.

d.]?g
O 111.8
anp = 22 (L)
bzw.
dze —tang - dx, = 0. (I11.9)
X2
P

X
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Die Bedingung ist anholonom. Andernfalls wére sie dquivalent zu einer Bedingung der Form
g(x1,22,0) =0 (I11.10)
bzw.
dg = 0y, g - dx1 + Ogyg - dxa + 0pg - dp = 0. (I11.11)

Der Term proportional zu dp verschwindet aber, so daB sich die Aquivalenz nicht herstellen lift.
Es kann keinen integrierenden Faktor geben.

1.2.3 Skleronome und rheonome Nebenbedingungen

Nebenbedingungen heiflen skleronom, wenn sie nicht explizit von der Zeit abhéngen, also
Oigr =0 (I11.12)
oder
Oay, =0 , Owago =0. (111.13)

Wenn mehrere Nebenbedingungen auftreten (r > 1), kénnen ihre Typen vermischt sein.

1.3 Zwangskrifte

Entsprechend dem zweiten Newton-Prinzip geniigen die Massenpunkte eines Massenpunktsystems
den Gleichungen

myi,=F, , v=12,...N. (I11.14)

Fiir gebundene Systeme setzen sich die Krifte aus eingepriagten Kriften und Zwangskréiften zusam-
men. Eingeprigte Krifte sind solche Krifte, die in einem Inertialsystem auch im Falle des freien
Massenpunktsystems wirksam sind. Die Zwangskriifte sind diejenigen Kréfte, die Bewegungsfrei-
heit der Massenpunkte durch die Nebenbedingungen einschrénken. In der Bewegungsgleichung soll
dies durch F', + Z,, anstelle von F',, zum Ausdruck gebracht werden:

m,t,=F,+2Z2,, (I11.15)
wobei
F, eingeprigte Krifte
Z, Zwangskréfte.

Zu diesen 3N Bewegungsgleichungen kommen r Nebenbedingungen hinzu. Im weiteren wollen wir
bevorzugt holonome Nebenbedingungen betrachten, die sich differentiell als

N
> 0w gr-dr, +Ogedt =0 , k=121 (I11.16)

v=1
schreiben.
Um die Losung der Bewegungsgleichungen zu finden, die den Nebenbedingungen geniigen, mufl

ein Zusammenhang zwischen den bisher noch unbekannten Zwangskréften Z, und den Neben-
bedingungen hergestellt werden mit dem Ziel, die Zwangskréifte in geeigneter Weise durch die
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Nebenbedingungen auszudriicken.

Eine Eigenschaft der Zwangskrifte Z, ist sofort klar. Bei der Bewegung von Massenpunkten
entlang vorgegebener Raumkurven oder in vorgegebenen Flichen stehen die Zwangskrifte immer
senkrecht auf diesen. Betrachten wir dazu exemplarisch den wieder auf einer schiefen Ebene rei-
bungsfrei abgleitenden Massenpunkt.

xs3

NN

F'=—-mge;

X1

Die Hangabtriebskraft F, wird nur durch die entsprechende Komponente der Schwerkraft

F = —mgey gebildet. Thr Betrag ist F|j = —mg sina. Wiirde die Zwangskraft nicht senkrecht
auf der schiefen Ebene stehen, wiirde sie eine Zwangskraftkomonente parallel zur schiefen Ebene
enthalten, die den Massenpunkt zusétzlich zu F beschleunigt oder bremst. Das ist jedoch nicht
sinnvoll.

Zwangskrifte anderer Art, wie etwa ein fester Abstand zwischen Massenpunkten sind schwieri-
ger zu behandeln. Dieser und damit der vollstindige Zusammenhang der Zwangskrifte mit den

Nebenbedingungen wird durch das d’Alembert-Prinzip hergestellt. Dazu ist es notwendig, den
Begriff der virtuellen Verriickung einzufiihren.

1.4 Virtuelle Verriickungen

0z, heifit virtuelle Verriickung des Massenpunktes v, wenn gilt:

1. dz,, ist eine infinitesimale Auslenkung,

2. 0z, ist mit den Nebenbedingungen vertriglich, d.h. der Massenpunkt v befolgt bei der
virtuellen Verriickung die Nebenbedingungen,

3. 6z, geschieht momentan, d.h. 6t = 0.

Fiir den Massenpunkt auf der schiefen Ebene stellt sich eine virtuelle Verriickung dann so dar:

Zs3

T
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Diese virtuelle Verriickung dz 148t sich von einer realen Verriickung dz nur durch den zeitlichen
Ablauf unterscheiden, der fiir §z instantan und fiir dz endlich ist.

Ein anderes Bild ergibt sich fiir eine rheonome schiefe Ebene, bei der sich der Neigungswinkel
mit der Zeit dndert, a(t):

xs

dt

dxﬂ/

ox

Ty
Die Vertraglichkeit der virtuellen Verriickungen mit den Nebenbedingunen fordert, daf fiir
gr(z,,t) =0 (I11.17)
auch
gr(z, +0z,,t) =0 (IT1.18)

gilt. Dann folgt durch Reihenentwicklung

N
k(@ + 02, 1) = g(z,,t) + > O, g(z,,.t) 62, (111.19)
v=1
und somit
N
> 0 gk - 0z, = 0. (I11.20)
v=1

Diese Beziehung beschreibt die gegenseitigen Abhéngigkeiten der virtuellen Verriickungen dz,,
bzw. der Komponenten der virtuellen Verriickungen dz,, (a = 1,2,3; v = 1,..., N) voneinander,
die dem System der Massenpunkte durch die Nebenbedingungen auferlegt sind.

Bemerkungen:

1. Fir N =1 und r =1 gilt

glz,t)=0 (I11.21)
und somit

029 -0z =0 (I11.22)
und

Opg L oz (II1.23)

d.h. der Gradient der Nebenbedingung steht senkrecht auf der Nebenbedingung. Wenn g = 0
eine dussere Bindung beschreibt - was bei einem Massenpunkt sowieso die einzige Moglichkeit
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darstellt - dann war plausibel, dass die Zwangskraft Z senkrecht auf der Nebenbedingung
(=Fliche oder Kurve) steht. Da dz aber in der Fliche oder Kurve liegt, folgt

09 || Z (I11.24)
oder

Z = A\dyg (I11.25)
mit einer geeigneten skalaren Funktion A(z, &, t).

2. Fir N > 1 und r = 1 wird dies zu

g(Zy,2y...,2N,t) = 0 (I11.26)
N
> Oy g-dx, = 0 (I11.27)
v=1
Mathematische Kompaktifizierung wird erreicht iiber die Einfithrung des Vektors (= 3N-
Tupel)
T11
L21
£y 31
Lo T12
y=1.|= R (I11.28)
LN 1N
L2N
T3N
Dann schreibt sich
9(y,t) = 0, (I11.29)
Oygdy = 0. (I11.30)

Es gilt also gleichfalls: Der Gradient der Nebenbedingung steht senkrecht auf der Nebenbe-
dingung. Die durch den Gradienten beschriebene Richtung im 3N-dimensionalen Raum ist
eindeutig (bis auf das Vorzeichen). Eine Nebenbedingung nach Gleichung (I11.26) beschreibt
eine (3N-1)-dimensionale Hyperfliche auf der die Gradientenrichtung festliegt. Weiterhin
schreiben wir

Z = \0yg. (I11.31)
Dann ist klar, dass Z zerfillt in
Z, 8&9
Z= Z:Z = a%g . (I11.32)
AN (]

3. Fiir r > 1 gibt es mehrere Nebenbedingungen. )
Die gesamte Zwangskraft Z,, auf dem v-ten Massenpunkt wird durch die Uberlagerung der
anteiligen Zwangskréfte der jeweiligen Nebenbedingungen erzeugt:

Z,= Z Ak O, Gk- (I11.33)
k=1

Kompaktifiziert konnte wiederum geschrieben werden:

Z=> M0y (111.34)
k=1
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1.5 Grundgleichung des d’Alembert-Prinzips

Die Dynamik von Massenpunktsystemen unter dem Einflufl von Nebenbedingungen kann allgemein
durch das d’Alembert-Prinzip formuliert werden:

N
> 2, 6z,=0, (I11.35)
v=1

d.h. Zwangskrifte leisten bei virtuellen Verriickungen keine Arbeit am Gesamtsystem.

Das d’Alembert-Prinzip ist eine Erfahrungstatsache; es kann nicht abgeleitet werden. Es hat den
Status eines Axioms.

Bemerkung;:

Fiir Bewegungen von Massenpunktsystemen entlang vorgegebener Raumkurven oder in vorge-
gebenen Flichen ist das d’Alembert-Prinzip sofort klar, da die Zwangskrifte senkrecht auf den
Kurven und Fliachen und damit auch auf den virtuellen Verriickungen stehen. Bei inneren Nebenbe-

dingungen liegt eine einfache Interpretation nicht auf der Hand; das Prinzip ist jedoch erfolgreich.

Ersetzen der Zwangskréifte liefert eine andere Darstellung des d’Alembert-Prinzips:

> (my,i, -~ F,) 0z, =0. (I11.36)

1.6 Spezielle Probleme

1.6.1 Massenpunkt auf schiefer Ebene

X3

—mges

o) .

Nebenbedingung;:
g(z) =x3 — 21 -tana =0 (I11.37)
Virtuelle Verriickungen:

09 - 0x = dx3 — dx1 - tana = 0. (II1.38)
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d’Alembert-Prinzip:
T10x1 + T dxo + (353 + g) ox3 =0 (111.39)
51’3 — 51’1
[Z1 + (23 + g) tana] 1 + Z2 dz2 =0 (I11.40)

Damit sind die Nebenbedingungen vollstdndig eingearbeitet und die verbleibenden virtuellen
Verriickungen dz; und dxo sind vollig frei:

Losung;:

1. 9 = vzo(t — to) “+ X2

1+ (&3 + g) tan«

T2 =

2. I3 = Z1 tan a benutzen, um Z3 zu eliminieren

1
1
I
x1
Zs3
Zwangskraft:
bzw.

T3

IN

Zo
Z3
Z3

#1 tan® o +gtana =0
1

cos?a

—g sina cos o

tan? o =

—g sina cosa (t — to)* + vig (t — to) + 210

x1 -tana

= mi—-F=mi+mge,

—m g sina cos a
= 0
= mIz+mg=ma tana+mg

—mg sin?a +mg=mgcos® o

71 = —F| sina
Z3 = F| cosa

(TT1.41)
(I11.42)
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Z=-F, (I11.55)

1.6.2 Kreispendel

T2

F=mges=mgcospe,—mgsinpe,

Nebenbedingungen:
z=0 , p=l (I11.56)
bzw.
0z=0 , 0p=0 (I11.57)
~ oz =dpe,+pipe,+ize, =pope, (I11.58)

d’Alembert-Prinzip:

(mi—F)dz=0 (IT1.59)

(mi&—F)pdpe, =0 (IIL.60)

€ e, =—sinyp (111.61)

[m(pp+209) +mgsing|pdp =0 (I11.62)

~ po+200+gsinp =0 (I11.63)

p=101 , p=0 (I11.64)

- G % sing = 0 (I11.65)

G+wising=0 , wy= % (I11.66)

Losung fiir kleine Elongationen: sinp ~ ¢

P+ w% ¢ =0 (Harmonischer Oszillator) (I11.67)

Losung fiir beliebige Elongationen:

Ausnutzung der 1. Integrale und Separation entsprechend Abschnitt (I1.3.5)
~> Elliptische Integrale
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Zwangskraft:
e, m(p—p¢?) —F,=-mlp® —mg cosp (111.68)
e, + m(pp+2p9)—Fo=mlp+mgsing=0 (s.0.) (I11.69)
e. : mi-F,=0-0=0 (I11.70)

Die Zwangskraft besitzt nur eine e ,-Komponente:
Z =-—ml($* 4+ wi cosyp) €, (ITI1.71)

Speziell fiir den Umkehrpunkt einer Pendelbewegung gilt ¢» = 0 und dann der spezielle Wert der
Zwangskraft

Z(p=0)=—-mgcosp-e,=—F, ¢ (I11.72)

’

2 Lagrange-Gleichungen

Das d’Alembert-Prinzip liefert die Bewegungsgleichungen nicht explizit. Zunéchst sind abhéngige
von unabhéngigen virtuellen Verriickungen zu unterscheiden. Die » Nebenbedingungen machen r
virtuelle Verriickungen abhéingig von den verbleibenden 3N — r unabhiingigen (freien) virtuellen
Verriickungen. Nach Elimination der » abhéngigen virtuellen Verriickungen kénnen die Bewegungs-
gleichungen aus den “Koeflizienten” der unabhingigen virtuellen Verriickungen abgelesen werden.

Andere Sprechweise: Die unabhéngigen virtuellen Verriickungen bilden einen Satz aus 3N — r
linear unabhéngigen Basisvektoren. Die Bewegungsgleichungen folgen aus dem Koeffizientenver-
gleich.

Die Auswertung des d’Alembert-Prinzips kann aber auch durchgehend formalisiert werden, so
dafl explizite Bewegungsgleichungen in allgemeiner Form angegeben werden kénnen. Dies fiihrt
auf die Lagrange-Gleichungen.

2.1 Lagrange-Gleichungen 1. Art

Ausgangspunkt ist das d’Alembert-Prinzip

N
> (my i, — F,)bx, =0. (I11.73)

v=1

0.B.d.A. betrachten wir holonome Nebenbedingungen
gr(z,,t)=0 , k=1,...,m (I11.74)

Damit vertrégliche virtuelle Verriickungen dx, miissen bekanntlich die Beziehungen
N
> 0u gr-0z,=0 , k=1,...r (IT1.75)
v=1

befolgen. Diese Gleichungen werden je mit dem s.g. Lagrange-Multiplikator \; multipliziert, iiber
alle k aufsummiert und von der Grundgleichung des d’Alembert-Prinzips subtrahiert. Es folgt

N r
> {mui, —F, =Y A0 g} oz, =0. (II1.76)
v=1 k=1
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Von den 3N virtuellen Verriickungen 0z, sind nach den obigen Uberlegungen 3N — r linear un-
abhéngig und damit frei wihlbar, und r virtuelle Verriickungen sind linear abhéngig und damit
nicht frei wéhlbar.

Betrachten wir zunéchst die r abhingigen virtuellen Verriickungen. Die )\, werden gerade so
gewihlt, dafl die entsprechenden Vorfaktoren { } verschwinden. Dann verbleibt eine Summe,
die nur noch unabhingige virtuelle Verriickungen enthélt. Somit miissen die diesen virtuellen
Verriickungen entsprechenden Vorfaktoren { } ebenfalls verschwinden. Zusammengefafit folgen
die Lagrange-Gleichungen 1. Art ( auch Lagrange I oder L I)

T
myi, =F,+> MO g , v=1,...,N (LI). (IIL.77)
k=1

Unter Hinzunahme der Nebenbedingungen
gk(z,, ) =0 , k=1,...,r (NB) (I11.78)

liegt ein Gleichungssystem aus 3N +r Gleichungen fiir die Koordinaten z, der Massenpunkte (3N
Unbekannte) und die Lagrange-Multiplikatoren A, (r Unbekannte) vor. Es ist abzulesen, daf sich
die Zwangskrifte aus den Nebenbedingungen und Lagrange-Multiplikatoren iiber

Z,=> M\0s gk (IIL.79)
k=1

berechnen.

Bemerkung:

Der Preis, der fiir die allgemeine Auswertung des d’Alembert-Prinzips zu zahlen ist, besteht offen-
sichtlich in der zusétzlichen Bestimmung von Lagrange-Multiplikatoren, d.h. es sind 3NV + r statt

3N Gleichungen zu 16sen.

Die Losung von L I einschliellich der NB ist nach folgender Strategie moglich:

1. Zweimalige totale zeitliche Differentiation der NB liefert

N

S 0w gi-d, + Ogr=0 (IT1.80)
v=1

N N N

S On ki, + Y Ou On ki, i, +2Y 005 gk i, +07gr =0 (IIL81)
v=1 v,pu=1 v=1

2. &, ist vermoge L I zu ersetzen. Es folgt

N r N
1 . .
Z miy 'z, Gk (£, + Z oy az,,gl) + Z 5'£M Ox i &,Z, + (I11.82)
v=1 =1 =1
N
+ 2D 00u, 0 d, + ok =0

v=1

Es handelt sich um ein lineares Gleichungssystem aus & = 1,...,r Gleichungen fiir die
r Lagrange-Multiplikatoren Ag. Die Losung ergibt, wie leicht zu sehen, die funktionalen
Abhéngigkeiten

A = Ai(Z,, 2,0 1). (I11.83)
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3. In den Zwangskréften Z, sind nun die Lagrange-Multiplikatoren eliminiert. Es gilt

Z)\k (Z,,,,,,t) O, G- (I11.84)

4. Die Zwangskrifte Z,, werden in L I eingesetzt und es verbleiben 3N Gleichungen, die dann
Bewegungsgleichungen im {iblichen Sinn der Newton-Mechanik darstellen. IThre Losung liefert

z, ().

Zur Verdeutlichung wenden wir diese Strategie fiir den reibungsfreien Massenpunkt auf der skle-
ronomen schiefen Ebene an.

I3
o)
I
Dann gilt
NB: g¢g(z) = z3—xtana=0 (I11.85)
0 —tana
LL mi& = F+X0,9= 0 + A 0 (111.86)
—-mg 1
1.
%3 — 1 tana =0 (111.87)
2.
. A
¥ = —— tana (IT1.88)
m
i3 = —g+ — (IT1.89)
m
AA
g + =+ = tan’a=0 (I11.90)
m m
mg 2
3.
—tan o
Z = XN-0,9=mgcos’a 0 (I11.92)
1
—cosa sina
Z = myg 0 (I11.93)

0082 «
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4.
mi; = —mgsina cosa (I11.94)
mis = 0 (IIL.95)
miz = —mg-+mg cos®a (II1.96)
T = —g sina cosa (t — to)? +vio (t — o) + 210 (IIL.97)
x2 = v (t—to) + x20 (I11.98)
x3 = T tana (111.99)
Bemerkung;:

L I sind auch fiir anholonome NB formulierbar. Folgende Ersetzungen sind vorzunehmen:

Oz, Gk = Qs (I11.100)
Qg —  axo. (I11.101)

2.2 Generalisierte Koordinaten

Die Auswertung des d’Alembert-Prinzips vermittels L I dehnt die urspriingliche Anzahl von Be-
wegungsgleichungen (3N) auf 3N + r aus, wobei die Anzahl der tatséichlichen Freiheitsgrade des
Systems f = 3N — r betrigt. Wenn N grof ist und r an 3V heranreicht - also f klein ist - kann
das Verfahren recht aufwendig sein.

Wir suchen nun nach einem Losungsverfahren, bei dem die Nebenbedingungen einmal eliminiert
werden und im Ergebnis f Bewegungsgleichungen fiir exakt f Variable entstehen, d.h. Bewegungs-
gleichungen, die nach Art und Anzahl genau den Freiheitsgraden des Systems entsprechen. Ein
solches Verfahren ist fiir holonome Nebenbedingungen moglich, und es fithrt auf die Lagrange-
Gleichungen 2. Art.

Wir betrachten ein System aus N Massenpunkten, das durch r holonome Nebenbedingungen
gr(z,,t) =0 , k=1,...,r (I11.102)

eingeschréinkt ist. Wir fassen diese Nebenbedingungen als Bestimmungsgleichungen fiir die z,, auf.

Da es sich um 3N Koordinaten bei nur r» Gleichungen handelt, héngen die Losungen von 3N —r = f
freien Parametern ¢,(a =1,..., f) ab, also

z,=z,(q, -,q5t) =2,(qast) , p=1,...N. (I11.103)

Die ¢, konnen natiirlich auch ein Teil der Koordinaten selbst sein bzw. Kombinationen von diesen.
Man bezeichnet

do als generalisierte Koordinaten und
Go als generalisierte Geschwindigkeiten.

Die generalisierten Koordinaten unterliegen nach obigen Uberlegungen keinerlei Nebenbedingun-
gen.

Fiir bevorstehende Umformungen stellen wir einige Beziehungen bereit. Es gilt

!

) oz, . Oz

i,=Y —aq: o (II1.104)
a=1
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und somit

0, 0
e T (I11.105)
94 Oqp

Oz
da z,, und a;” nicht von den generalisierten Geschwindigkeiten abhéngt.
9o

Ohne sie so zu benennen, haben wir schon mehrfach generalisierte Koordinaten verwendet.

Beispiele fiir generalisierte Koordinaten:

1. Kreispendel (f =1):

qg = ¢ (I11.106)
oderq = lp(=s). (I11.107)
2. Schiefe Ebene (f = 2)
T T3
« a1 (w1, 73) cosa  sina (=) ( )
@ = o (IT1.109)
T3
T2 = (42
q1
[0
I

2.3 Lagrange-Gleichungen 2. Art

Wir verwenden
z, = 2,(qa,t) (I11.110)

und driicken die virtuellen Verriickungen dz,, durch virtuelle Verriickungen dq, aus, also

!
5%:2 ERE (IL.111)

Einsetzen in das d’Alembert-Prinzip liefert

N /
> (myi, —F,) Y 04,2, 00, =0 (I11.112)
v=1 a=1
bzw.
f N
Z (my2v—F,) 0,2, 0q, =0. (111.113)

a=1rv=1
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Da die f virtuellen Verriickungen dq, linear unabhéngig sind, folgen die f Gleichungen

N
> (myi, —F,) 0,2z, =0 , a=1,...f (I11.114)

v=1

Umschreiben des ersten Terms liefert

N N N
va iu aQOcll/ = dt(z my iu 6(Iagu) - Zmy i1/ aﬂkxiy (111115)
v=1 v=1 v=1
N N
= dt(z my iIJ 64(}@,/) - Zmy $V aqail, (111116)
v=1 v=1
N m N m
— . T2y My .2
= di 0, (; 5 ) 8qa(yz_:1 5 &) (I11.117)
= 0, T—0,.T, (ITL.118)

wobei die kinetische Energie als Funktion der generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten
sowie der Zeit angesehen werden kann,

T =T(qa, Ga, 1). (111.119)

Der zweite Term definiert die generalisierten Krifte @, iiber

N
o= F, 04z, (I11.120)
v=1
Damit ist zunéchst zu schreiben
dy 04, T =05, T =P , a=12,...,f (I11.121)

Besitzen die eingeprigten Krifte I, ein Potential V = V(z,,t) mit

F,=-0,V, (I11.122)
so kann &, als
N
Po == 0V 04,2, =05,V (111.123)
v=1

umgeschrieben werden, wobei die potentielle Energie V' als Funktion der generalisierten Koordi-
naten und der Zeit anzusehen ist,

V =V (qa,t). (I11.124)
Folglich gilt
04,V =0 (I11.125)
bzw.
&, =—0,,V +d:i0;, V. (111.126)

Einsetzen dieses Ausdrucks fiir @, liefert

de 04, T = 0, T = dy 04,V — 0g, V. (I11.127)
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Die Grofie
L(Qou (jou t) =T-V (111128)

wird als Lagrange-Funktion des Systems definiert und es ergeben sich die Lagrange-Gleichungen
2. Art ( auch Lagrange II oder L II)

dy 9y, L —0,, L =0 (LII). (IT1.129)

Wie beabsichtigt entspricht die Anzahl der Gleichungen genau der Anzahl der Freiheitsgrade f,
und die Nebenbedingungen treten nicht mehr explizit auf.

Bemerkung;:

Wenn die eingeprigten Krifte kein Potential besitzen, werden auch die bereits o.a. Gleichungen
di 04, T — 04, T = ¥y (I11.130)

als Lagrange-Gleichungen 2. Art bezeichnet.

Parallel zu den generalisierten Koordinaten ¢, werden die generalisieten Impulse p,, iiber
Do = 04, L (I11.131)
eingefiihrt. Eine bestimmte generalisierte Koordinate gg heifit zyklisch, wenn

8y, L =0 (IT1.132)

as

und damit
04, L = const (111.133)

gilt.

Zur Vertrauensbildung betrachten wir nun ein ungebundenes Massenpunktsystem, d.h. es exis-
tieren keine Nebenbedingungen, wobei sich die Kréfte aus einem Potential V'(z,,,t) ableiten lassen
sollen. Bei einem derartigen freien System konnen als die generalisierten Koordinaten die urspriing-
lichen Koordinaten z, angesehen werden. Die Lagrange-Funktion hat hier die Form

N N 3
my . my .
L=) iy =Vig,t)=) > it~ V(zawt). (I11.134)
v=1

v=1 a=1

Die generalisierten Impulse berechnen sich daraus zu

0

Tap

L= my ia;t = Pau (111135)

und stimmen hier erwartungsgeméf mit den gewohnlichen Impulsen {iberein. Gleiches gilt fiir die
generalisierten Krafte

N
Z 0,2, = Fup, (I11.136)

die ebenfalls in die gewohnlichen Krifte iibergehen. Die L II liefern hierfiir
di 03, L — Op,, L = di(my £ap) + Og,,V = (I11.137)
woraus wie erwartet die Bewegungsgleichungen des freien Systems folgen, also
my &, = —0; V=F, (T11.138)

Fiir die L IT im allgemeinen Fall ist nach folgender Losungsstrategie zu verfahren:
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1. Die kinetische Energie und die potentielle Energie des Systems der N Massenpunkte, den r
holonome Nebenbedingungen auferlegt sind, sind durch f generalisierte Koordinalen ¢, und

generalisierte Geschwindigkeiten ¢, auszudriicken.

2. Die Lagrange-Funktion L = T — V ist aufzustellen.

3. Die f Lagrange-Gleichungen 2. Art sind aufzustellen und zu 16sen. So folgen die g, (t).

4. Gegebenenfalls sind aus den ¢, (t) die urspriinglichen Koordinaten x., = au (¢ (t),t) und

die Zwangskréfte Z,, = my, £q, — Fu, zu bestimmen.

2.4 Spezielle Probleme

Die L II stellen in Bezug auf Anwendungen eine der weitreichensten und brauchbarsten Metho-
den dar, die in der Mechanik bekannt sind. Die Stéirke des Formalismus wird insbesondere bei
schwierigen technisch-mechanischen Problemen deutlich, aber auch bei relativ einfachen Problem-

stellungen ist die Methode von betréchtlichem Vorteil.

2.4.1 Massenpunkt auf einer schiefen Ebene

T3
T2
g1 =S T1 = (1 COSCx
T2 = (q2
@2 =122 | T3=q sinq
S
8
x
m . .
T:5(52+9¢§)
V=m-grs=mgsina-s
L:%(S'2+:b§)fmgsina~s
diOsL — 0L = mé+mg-sina=0
dtaz'zL—aw2L = mfé2:0

x9: zyklisch, 0;,L = const = m &2 = po

(I11.139)
(I11.140)
(IT1.141)

(I11.142)
(I11.143)
(I11.144)

Mit z1 = s-cosa und x3 = s-sin « ist die Identitéit zur Betrachtung der L T in Abschnitt I11.1.6.1

hergestellt.

2.4.2 Kreispendel




2.4 Spezielle Probleme

119

T = —(P+p2¢) =10
2 2
V. = —-mgzr;=-mglcosy
= %l2¢2+mglcos<p

dt8¢L73¢L:mlng+mgl sinp =0

¢+%sin<p=0

2.4.3 Ebenes Doppelpendel (Sympathisches Pendel)

(I11.145)
(I11.146)
(I11.147)

(I11.148)
(I11.149)

my und mso hingen an masselosen gleichlangen Pendelstiben. Als generalisierte Koordinaten

wéhlen wir ¢; und . Es gilt

my . . ma . .
T = 7(%1‘”531)"'7(?2‘*‘33%2)
V. = —mig -x21 —mag- T2
mit
11 = Ilsing;
o1 = l cos ©®1
12 = x11+1singy =1 (sing; + singsy)
ZTog = o1+ 1 cospa =1(cosyr + cosya)
B = Pooster
i3 = [sin? ¢
L.U%Q = 2 (cos 1 - 1 + cos pa - <,b2)2
@2, = [%(sing; - p1 +sings - po)?
m i m . ) .
L:711290§ + 7212(80¥+<P§+QCOS(<P1*802)'801@2)
+ myglcospr +magl(cospr + cosps)
folgen
dt 8¢1L — 84,01[/ = (m1 l2 + mo lz) (,51 + mo l2 COS((p1 - @2) @2

—ma % sin(p1 — 2) (P1 — ¢2) - P2

+my 12 sin(pr — 2) @1 P2 + (M1 gl +magl) sing; =0
dyDpy L= 0o, L = mal® o+ msl® cos(er — ¢2) $1

—my I? sin(p1 — p2) (¢1 — 92) P1

—ma % sin(p1 — p2) $1 P2 + ma gl sinpg = 0.

(I1.150)
(ITL.151)

II1.159

N N N /N

—

—

—

—

Ut

~
= L o=

(111.160)

(I11.161)

(111.162)
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Die weitere Auswertung beschrénken wir auf kleine Auslenkungen und linearisieren zu:

(m1 + mg) 12 P11+ mo 2 P2 + (m1 + mg) gy 0 (111163)
mal® o +mal® 1 +maglos = 0 (I11.164)
bzw.
. g ma .
7 = - I11.165
901+Z<P1 m1+m2¢72 ( )
P2+ %802 = —¢1 (I11.166)

Die Gleichungen beschreiben zwei linear verkoppelte harmonische Oszillatoren, die mit dem Ansatz
Pro=A1ze""! (I11.167)

zu 16sen sind.

2.4.4 Massenpunkt auf rotierender Stange

T2

Z1

Ein Massenpunkt gleitet reibungsfrei auf einer Stange, die sich mit der konstanter Winkelgeschwin-
digkeit wp in der ;1 — x3o-Ebene dreht.

qg = p (IT1.168)

T = S+ ¢ =5 (" +p"w) (111.169)

1% 0 (I11.170)

L = (IIL.171)

diOyL — 0, L=mp—mwip= baw. p—wip=0 (1I1.172)

Ansatz

p = Ae®t ~ WP —wi=0 ~ w=4wy (I11.173)

p = Apel 4 A e w0t (I11.174)

Betrachtung zweier Anfangssituationen

IL.t=0 , pP=Ppro p:O

p0:A++A7 5 0:A+—A,
p — % (eth +e—w0t) RN %GUJQt

t>>w51
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(exponentielles nach auflen fliegen)

2.t=0 y P=Po p:_POWO

—pPowWy = A+ wo — A_ wo ~ A+ =0 y A_ = Lo (111176)
p = poe “°t (IIL.177)

(Bewegung zum Zentrum hin)

2.4.5 Beschleunigung in krummlinigen Koordinaten

Wir betrachten die Bewegung eines Massenpunktes m in beliebigen krummlinigen Koordinaten
€%, a = 1,2,3 (vgl. Abschnitt 1.2). Der Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten des
Massenpunktes sei durch

za = 2a(£',6%,6%) = 24(£) (IIL.178)

gegeben. Offensichtlich kénnen krummlinige Koordinaten £* als spezielle generalisierte Koordina-
ten g, aufgefafit werden.

Aus Abschnitt 1.2.6 rufen wir die Darstellung von Geschwindigkeit und Beschleunigung des Mas-
senpunktes in Erinnerung:

|<
|

b, (I11.179)
a = £, +£b,. (111.180)

Es gilt die Summenkonvention. Die Berechnung der Beschleunigung ist umsténdlich, da die zeit-
liche Ableitung der kovarianten Basis b, mitberechnet werden muf. Wir werden sehen, da8 L II
ein elegantes Instrument ist, um die Rechnung zu verkiirzen.

Wir gehen aus von L II fiir einen Massenpunkt in den generalisierten Koordinaten &% in der
Form

di Og T — Oge T = . (T11.181)
Die Definition der generalisierten Kraft ergibt fiir N =1
b, =F - Ocazx. (111.182)
Nun ist J¢az aber genau der kovariante Basisvektor, also
by, = O¢e (111.183)
wie in Abschnitt 1.2.1 eingefiihrt. Somit folgt
®,=F-b,. (IT1.184)

Ersetzen wir

&>
Il
3

[S]

(I11.185)

so ergibt sich

(dt agaT - aEaT)

Il
IS}
Sy

1
. II1.186
m @ ( )
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Aus dieser Beziehung koénnen leicht die Komponenten der Beschleunigung ausgerechnet werden,
ohne b, ausrechnen zu miissen.

Wir fithren dies konkret fiir Zylinderkoordinaten vor. Aus Abschnitt 1.2.7 iibernehmen wir

by = b =e, (I11.187)
by = pby=rpe, (I11.188)
by = by=e, (I11.189)
v o= %, =pby +pby+ by (IT1.190)
= pe,+ope,+ze,. (111.191)
Damit ergibt sich die kinetische Energie in der Form
T= %QQ = % (5% + @2 p* + ). (I11.192)
Setzen wir dies in (II1.186) ein, so folgt:
a=1(¢"=p):
p—@’p=a-b =ae,=a, (I11.193)
a=2(&=0y)
di(pp*) —0=¢p* +2ppp=a-by=ape, =pa, (ITL.194)
Pp+2¢p=ua, (I11.195)
a=3(=2):
2—0=ga-by=ae, =a,. (111.196)
Zusammengefafit finden wir
a=(p—@*ple,+(Bp+2pp)e, +ze.. (I1.197)

Man vergleiche die Rechnung mit der des Abschnitts 1.2.7.

2.4.6 Beschleunigung in bewegten Bezugssystemen

Im Abschnitt I1.2 (“Bewegte Bezugssysteme”) haben wir die Bewegung eines Massenpunkt eben-
falls durch zwei Koordinatensysteme Y und ¥’ beschrieben. Diese sind zwar beide kartesisch, dafiir
aber beliebig gegeneinander bewegt. Die Bewegungsgleichung in ¥’ aufzuschreiben erforderte ei-
nige Rechnung.

Wir wollen jetzt die Koordinaten 2z’ im bewegten System als generalisierte Koordinaten betrachten
und die Bewegungsgleichung in ¥’ aus den L II ableiten.

Als Ausgangspunkt bendtigen wir lediglich den Zusammenhang der Geschwindigkeiten in ¥ und
3/, um die kinetische Energie aufschreiben zu kénnen.

Aus Abschnitt I1.2 {ibernehmen wir die Transformationsformel zwischen den urspriinglichen z
und den generalisierten Koordinaten z’ zu

z Ty + 2’ = zo(t) + 2 €1 () + 25 65(t) + 2h €5(t) = z(2], 25, 25,¢)  (IIL.198)

dix = dizg+diz’ = dpwg +diz’ +w x 2. (I11.199)
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Wir wollen die Schreibweise rationalisieren und schreiben die zweite rechte Gleichung in der Form
diz =v,, +2' +wxa, (I11.200)
d.h. es wird d} = (") abgekiirzt.
Aus der kinetischen Energie in &
T =3 ()’ (IIL.201)

ergibt sich die kinetische Energie in ¥’ und damit in den generalisierten Koordinaten z’ bzw.
Geschwindigkeiten @’ zu

T = %ﬁr n %@/2 + % (w x )2 (111.202)

+mu,, & +mu,, (wxz')+mi (wxz').

Die Lagrange-Funktion folgt unmittelbar:

L,i't) = T-V (IT1.203)
- %Qgr i % i 4 % (wx )2 +mu,, &' (111.204)

+mu,, (wxz')+mi' (wxz')—V(,t).

Bevor wir L II ableiten, stellen wir notwendige Hilfsformeln bereit:

© Oy vy (wxu):

8% Vb €Eped We 33:1 =  Vp €ped We 5da = Vp €pca We (111.205)
=  —€qch We Vp (I11.206)
Oy (w X ') = —w XV, =, Xw (I11.207)
o 0,(wx 2')?
8211 €Eped We SL':i €bef We :E/f = €ped We 5da €vef We SC} (111208)
+€pbcd We Iii Ebef We §fa
= —€ach We Ebef We Tp — €ped We Ty €ach We  (111.209)
Opwxa)=-wx(wxz)—wx(wxa)=2wxz)xw

o div,, = dv,, +w X vy, = Uy, +w X v, (vgl. Abschnitt 11.2).

Die in den L II vorzunehmende totale zeitliche Differentiation hat natiirlich im System der gene-
ralisierten Koordinaten - also hier in ¥’ - zu erfolgen, und wir schreiben dafiir d} bzw. (*). Dann
folgt

9T = mi'+mu, +mwxz (I11.210)
dy0yT = mi'+mi, +mwxz' +mwx i’ (I11.211)
OpT = mwxa)Xwt+muy, Xxw+mi' xw (I11.212)
dy 0T — 0y T = mi +m(by, +wXv,)+mwxz' +2mwx i (I11.213)
0
—l—mgx(gxx’):@:F—g:F

T =Ly 5
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Verwendet wurde 0z/0z’ = 1, was wegen x = 2’ + z,, offensichtlich ist. Wir bestéitigen damit das
aus Abschnitt I1.2 bekannte Resultat

mi' = F—mdw,, —mwxz' —mwx (wxz)-2mwx i (II1.214)

Bemerkung;:

Dieses Beispiel ist auch deshalb besonders interessant, weil in den Zusammenhang zwischen den ur-
spriinglichen Koordinaten  und den (neuen) generalisierten Koordinaten z’ eine explizite Zeitabhingig-
keit eingeht, die durch z(t) und w(t) vorgegeben ist.

2.4.7 Mehrdeutigkeit der generalisierten Koordinaten

Die Einfithrung der generalisierten Koordinaten ist mit einer gewissen Willkiir behaftet. Die gene-
ralisierten Koordinaten sind dementsprechend nicht eindeutig einfithrbar. Statt eines bestimmten
Satzes von generalisierten Koordinaten ¢, kénnte auch ein anderer geeigneter Satz (), verwendet
werden. Die LII haben in beiden Féllen die gleiche Form. Diese bereits jetzt glaubhafte Tatsache
soll trozdem noch einmal explizit untersucht werden.

Dazu stellen wir den einen Satz generalisierter Koordinaten in Abh#ngigkeit vom anderen Satz
dar, also z.B.

Qo = Qalgs,t) - (I11.215)
Dann folgt
f
Qo= 04,Q0 s+ 0:Qu (I11.216)
B=1

Die Lagrange-Funktion L(gg,qs,t) geht dann {iber in eine neue Lagrange-Funktion L(Qa, Qa, t).
Nun gilt

!
E(Qa, th) = L <Qa(qﬂ’t)v Z 8%@04((]&15) “qy + 8tQa(Qﬁvt)a t) (111'217)

y=1
= L(QB? qs; t) . (II1.218)
Differentiation vermittels Kettenregel ergibt
f — — .
0l = Y (aQaL 04, Qa + 05 L -0y, Qa) : (I11.219)
a=1
f — . f —
05, L = > 05 L-04,Q0 = 05 L-05,Q0 ; (I11.220)
a=1 a=1

£

h

|
M~

ds (aQQE : aqﬁQa)

Q
Il
—

Il
M-

{(005,L) - 00,Qu + 04, L 9,,Q0 } (IT1.221)

Q
Il
N

und folglich

f
0y L~ 0gy L =) 04,Qa (dt%ai - 8QQE) : (111.222)
a=1

Wir kénnen nun schlufifolgern: Wenn die LII in den generalisierten Koordinaten @, gelten, also

didy L =09, L=0 (I11.223)
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dann gelten sie auch in den ¢, also
di04, L — 0y, L =0 . (111.224)

Welcher Satz generalisierter Koordinaten als Ausgangspunkt und welcher als Ergebnis der Trans-
formation betrachtet wird, ist dabei vollig unerheblich; so kénnte ebenso statt Qn = Qu(gs,t) die
inverse Transformation ¢, = ¢o(Q3,t) betrachtet werden.

Lokal muf} die Transformation natiirlich eindeutig sein. Garantiert wird dies durch eine nichtver-
schwindende Jacobi-Determinante, also

det {9,,Qa} #0 . (IIL.225)

Schreiben wir kompakt
di0g L — 0g, L

A= : (I11.226)
diOy4; L — Og; L
bzw _ _
di0y, L — 0q, L
A= : (IIL.227)
dtanE — 8in
und
J = (04,Qa) (I11.228)
so nimmt Gl. (I11.222) die Form B
A=JA (111.229)
an. Daraus folgt B
A=J'A (I11.230)
was die Symmetrie beziiglich beider Schlufirichtungen noch einmal verdeutlicht:
A =0 impliziert A =0 und umgekehrt. (111.231)

Beispiele fiir {go} und {Qg}:

1. Ein Korper ohne Nebenbedingungen ( N =1, r=0 , f = 3) kartesisch und zylindrisch:

q2 = X2 Q2= (111.233)
g = x3 Qs ==z (111.234)
= da = ¢a(@s,%) Qa=Qalgs, k) (T11.235)
T1 = pcosp p=/2?+ 23 (I11.236)
xe = psing = arctan 2 (111.237)
T
x3 = =z z = x3 (I11.238)

2. Ein Kérper ohne Nebenbedingungen (N =1, 7 =0, f = 3) in ¥ und X’ , siehe Abschnitt
” Bewegte Bezugssysteme ~ (I11.2.2):
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e z=uz,+a
® ¢, Qp sind Koordinaten (ohne Basisvektoren)

o Zeitliche Differentiation betrifft dann im weiteren nur die Koordinaten und nicht die
Basisvektoren, so dass nicht zwischen d; und d; unterschieden werden muss.

@ = T2 Q2 = 14 (I11.240)
3 = T3 Q3 = a4 (I11.241)

e Beschreibung der Verdrehung von ¥ und ¥’ gegeneinander durch Drehmatrix D(t).
Eigenvektor von D ist w(t).

¢ =Dae, , Die =c (I11.242)

ca =a =C

e z=uxy+2
Mit Summenkonvention schreibt sich

TaC, = T0a€,+TpE) (TI1.243)
= Zoae, + T, Dpce, || eq (I11.244)
Tq = Xoq+ xg Dypy (111245)

bzw.
g = x0a(t) + Dyl (t) ), (I11.246)
= a = (IQ(Qﬂ s t) (111247)

[ ]

Daita = Dagoq+ Daa Dy i, (I11.248)
2y = Dad2a — Daaoa (I11.249)
= Qo = Qalgs, 1) (I11.250)

e Die explizite Zeitabhéingigkeit der Koordinatentransformationen wird durch z,(¢) und
D(t) (bzw. w(t)) bewirkt.

e Fiir die Darstellung des genauen quantitativen Zusammenhangs zwischen D(t) und w(t)
verweisen wir auf den spéteren Abschnitt © Drehungen ~ VI.2.2.

2.4.8 Mehrdeutigkeit der Lagrange-Funktion

Abschlieflend soll die Ein-/Mehrdeutigkeit der Lagrange-Funktion fiir einen festen Satz von gene-
ralisierten Koordinaten g, untersucht werden. Sofort klar ist, dafl L nur bis auf eine Konstante
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bestimmt ist, da V nur bis auf eine Konstante festgelegt ist. Die Unbestimmtheit von L ist jedoch
noch weitgehender. Wir betrachten zwei Lagrange-Funktionen L(¢a, u,t) und L'(¢a, u,t) mit

L' = L+ diR(qa,1), (IT1.251)

wobei R eine beliebige Funktion von ¢, und ¢ ist. Wir zeigen zunéchst, dass mit diesem Ansatz
fiir L’ und L die gleichen L II folgen. Es gilt

L' —-L=dR= zf: g R+ 4o + OiR (I11.252)
04 (L' — L) = 8(::]% (I11.253)
dy 04, (L' — L) = d0,, R = 0,, dtR = 9, (L' — L) (I11.254)
bzw.
di 0y, L' —0,, L' =d;0;,L —0,_L. (I11.255)

Fiir L und L’ folgen also die gleichen L II. Damit ist die Lagrange-Funktion eines Systems nur bis
auf die totale zeitliche Ableitung einer beliebigen Funktion der generalisierten Koordinaten und
der Zeit bestimmt.

Wir zeigen jetzt umgekehrt, dass die Differenz L’ — L immer als totale Ableitung einer Funktion
R(qa,t) darstellbar ist, wenn fiir L' und L die L II erfiillt sind. Ziel ist es, (L' — L)dt als totales
Differential dR(¢a,t) nachzuweisen, denn dann existiert auch R(qq,t). Dazu fithren wir ein

G(qarGast) =L — L . (I11.256)

Die funktionale Abhéngigkeit von den ¢, und die funktionale Abh#ingigkeit von den ¢, sind i.a.
verschieden und unabhéngig voneinander. In diesem Sinne sind die generalisierten Koordinaten
g~ und die generalisierten Geschwindigkeiten ¢, als unabhéingig zu betrachten, und die L II sind
Bestimmungsgleichungen fiir die generalisierten Beschleunigungen ¢, bei Vorgabe der g, und .
Wenn die L II fiir L' und L gelten, so gilt fiir G

A9, G — 0, G=0 . (I11.257)
Folglich ist
f f
0103,G+ > 04,04,G s + > 04,04,G s — 03,G =0 . (I11.258)
B=1 B=1

Diese Vorschrift besagt, dass G keine beliebige Funktion der ¢,, ¢, und von ¢ sein kann; G
muss dieser Vorschrift geniigen. Im Grunde ist die allgemeine Losung dieser partiellen Differen-
tialgleichung zu bestimmen, wobei g,, ¢, und ¢ die Variablen der gesuchten Funktion G sind.
Zur Losung wird die partielle Differentialgleichung in einen Differentialausdruck iiberfithrt. Das
im Hintergrund liegende Differential muss vollstdndig sein, denn nur dann existiert eine “wegun-
abhéngige Zustandsfunktion” als Losung.

Umschrift durch Multiplikation mit d¢ und Benutzung von

dge = qodt (I11.259)
djo = Gadt (I11.260)
liefert
/ f
0104, Gdt + > 04,05,Gdgs + Y 03,04,G dgs — 0,,Gdt =0 (I11.261)

B=1 B=1
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Wegen der Unabhéngigkeit der ¢, und ¢, lige nun ein Koeffizientenvergleich nahe. Allerdings
kénnten in den Termen proportional zu dt noch ¢, oder §, versteckt sein, die die Koeffizienten
neu zuordnen. Wir gehen deshalb sukzessive vor und beginnen mit dem Null setzen der Terme
proportional zu dq,, denn §, kann in den anderen Termen nicht enthalten sein:

0;,05.G =0 . (I11.262)

Folglich kann G nur linear von den ¢, abhéingen:

f
G(Gas Gu,t) = Z F5(qast) ds + H(qa,t) - (I11.263)
B=1
Damit folgt
0,04, Gdt = O, F,dt (I11.264)
84,04.Gdgs = 9y,Fadqs (I11.265)
!
04, Gdt = 0y, Fp s dt + 0, H dt (I11.266)
pB=1
f
= Y 04, Fpdgs + 05, Hdt . (I11.267)
B=1

Einsetzen dieser Terme ermoglicht nun den vollstdndigen Koeffizientenvergleich zu

OF,—0, H = 0  (dt) (I11.268)
8qﬁFa—8ang =0 (dqg) . (111.269)

Dies sind gerade die Integrabilitétsbedingungen (Verschwinden einer verallgemeinerten Rotation)
fiir die Existenz einer Funktionen R(qa,t) mit

Fo=0,R , H=0R , (I11.270)

denn der Satz von Schwarz
(9t6un - aqa 615R = O (111271>
04504, R — 04,04, = 0 (111.272)

ist automatisch erfiillt. Anders ausgedriickt ist

f
dR =Y Fadqe + Hadt (I11.273)
B=1

ein vollsténdiges Differential, wenn die obigen Integrabilitéitsbedingungen erfiillt sind. Wegen
dR = Gdt = (L' — L)dt (I11.274)

ist die Lagrange-Funktion nur bis auf die totale Ableitung einer Funktion R(g.,t) als additiven
Term festgelegt. Damit ist der Beweis abgeschlossen.

Die Mehrdeutigkeit der Lagrange-Funktion hat Konsequenzen fiir die generalisierten Impulse p,,
die in Gleichung (II1.131) {iber

Do =0, L (I11.275)
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definiert wurden. Da L’ gleichberechtigt zu L ist, kann auch L’ zu Festlegung der generalisierten
Impulse benutzt werden. Da sich ein Unterschied ergeben wird, schreiben wir

P = 04, L (I11.276)
und berechnen
P, = 04 L+ 8 diR(qs,t) (I11.277)
Po = Dot 03, (BR+_04,R gps) (I11.278)
Po = Pat 04 R i (I11.279)

Die Mehrdeutigkeit der Lagrange-Funktion vererbt sich auf die generalisierten Impulse. Diese sind
somit nicht eindeutig durch die generalisierten Koordinaten festgelegt. Anderseits sind sie natiirlich
nicht frei wihlbar, sondern doch an die generalisierten Koordinaten gebunden.
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KAPITEL IV

Hamilton-Mechanik

Bisher haben wir die Newton-Prinzipien und das d’Alembert-Prinzip kennengelernt. Daraus folg-
ten die Lagrange-Gleichungen 1. und 2. Art, mit denen sowohl freie Systeme als auch Systeme mit
Nebenbedingungen zu behandeln waren.

Wir lernen jetzt das Hamilton-Prinzip kennen, werden dieses aber nicht als weiteres Axiom betrach-

ten. Es wird sich als dquivalent zu den bisherigen Prinzipien erweisen, obwohl der Ausgangspunkt
vollig verschieden ist.

1 Hamilton-Prinzip

Ausgangspunkt ist die Lagrange-Funktion

L(qa; o> t) (IV.1)

des betrachteten Massenpunktsystems in den f generalisierten Koordinaten ¢, und den f genera-
lisierten Geschwindigkeiten ¢.

Konfigurationsraum:
Der von f generalisierten Koordinaten ¢, aufgespannte Raum heifit Konfigurationsraum. Die

Dynamik des Massenpunktsystems wird dann durch eine Kurve ¢,(t), « = 1,..., f - genannt
Bahnkurve - im Konfigurationsraum charakterisiert.

Bahnkurve
s o

131
da (Konfigurationsraum)

Vergleichsbahnen:
Wird die vom Massenpunktsystem im Zeitintervall ¢t; < ¢ < t5 durchlaufene Bahnkurve ¢, (¢)

virtuell verriickt, gelangt man zu einer s.g. Vergleichsbahn ¢, (t) = ¢ (t) + dga (t). Die Verriickun-
gen bei t; und ¢5 miissen allerdings verschwinden, d.h.

5qa(t1) = 6qa(t2) =0. (IVQ)
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Virtuelle Verriickung g, (t)
ty +
'} Bahnkurve g.(t)
Vergleichsbahnen G, (t) = qa(t) + dqa(t)
ty
da
Wirkung;:
Die Grofe
to
s= [ Llaat)date).t) (IV.3)
ty

heifit Wirkung (auch Wirkungsfunktion oder Prinzipalfunktion). Die Dimension der Wirkung ist
offensichtlich

[S]=[U]-[t] = Is. (IV.4)
Man vergleiche mit dem Planck-Wirkungsquantum
h=1,055-10"%* Js.

Die Wirkung kann sowohl entlang der Bahnkurve ¢, (t) berechnet werden als auch entlang der
Vergleichsbahnen ¢, (t). Die Wirkung entlang verschiedener Bahnen wird i.a. natiirlich verschie-
den sein.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, das Hamilton-Prinzip zu formulieren. Es besagt,
daf} sich die Bahnkurve des Systems gegeniiber den Vergleichsbahnen dadurch auszeichnet, dafl
die Wirkung extremal wird. Meist ist das Extremum ein Minimum, weshalb das Hamilton-Prinzip
auch das Prinzip der kleinsten Wirkung genannt wird. Also gilt dann:

S = Minimum. (IV.5)
Man schreibt auch
0S8 =0, (IV.6)

da die Variation von S an ihrem Extremum verschwindet.

Wir zeigen nun, dafl das Hamilton-Prinzip die Lagrange-Gleichungen 2. Art liefert - ebenso wie
das d’Alembert-Prinzip. Die Lagrange-Funktion fiir die Vergleichsbahnen ergibt

L(Ga:Gart) = L(a + 0qa;da + 0da,t) (IV.7)
f
= L(qarGart) + Y _(9gsL - 0qs + 04, L - 6p). (IV.8)
B=1

Fiir die Differenz der Wirkungen der tatséichlichen Bahnkurve und der Vergleichsbahnen folgt

2}

08 = {L((joquavt) - L(Qaa(jaat)}dt (Ivg)

t1

08

to [
/ S (O, L+ 05 + 04, L - 6ds) d. (IV.10)
t1 B=1
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Partielle Integration des rechten Terms im Integral liefert

to [ f
5S = / S (94, L - a5 — dida, L - as) dt + " 9y, L oqsi2. (IV.11)
15— B=1

Da die virtuellen Verriickungen bei t; und t5 verschwinden miissen, verbleibt

to [
08 = [ > (9g,L — iy, L) Og5) dt. (IV.12)
t 5

Das Hamilton-Prinzip fordert nun, dafl die Variation der Wirkung verschwindet, also

ta f
08 = [ Y (9g,L — di0;,L) Sqp) dt = 0. (IV.13)
t1 le

Da fiir 1 < t < ty die virtuellen Verriickungen dqg(t) frei sind, folgen zwangsléufig die Lagrange-
Gleichungen 2. Art

Ogs L — dy0y, L = 0. (Iv.14)
Bemerkung;:

1. Das Hamilton-Prinzip ordnet sich ein in weitere Extremalprinzipien, die in der Mathematik
und Physik betrachtet werden. Vom mathematischen Standpunkt aus gesehen handelt es sich
um ein s.g. Variationsproblem: Eine bestimmte Grofle soll extremal werden, wenn gewisse
Parameter variiert werden.

Beispiele:
e Oberfliche einer Seifenhaut zwischen Réndern eingespannt wird immer minimal (vgl.
UA); variiert wird die Form.
e Der Lichtweg zwischen zwei Punkten stellt sich so ein, dafl das Photon die kiirzeste Zeit

braucht (Fermat-Prinzip).

2. Die Zuordnung der in der Physik gepréigten Sprechweise zur mathematischen Begriffswelt ist
in der Tabelle zusammengefaflt.

Physik Mathematik
Hamilton-Mechanik Variationsrechnung
Hamilton-Prinzip Extremalprinzip
Lagrange-Gleichungen 2. Art Fundamentallemma der Variationsrechnung
oder Euler-Gleichungen der Variationsrechnung

2 Aquivalenz des d’Alembert- und Hamilton-Prinzips

Im vorhergehenden Abschnitt IV.1 wurde gezeigt, dafi sich d’Alembert- und Hamilton-Prinzip
zumindest bei den Lagrange-Gleichungen 2. Art treffen. Jetzt soll das Hamilton-Prinzip aus dem
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d’Alembert-Prinzip abgeleitet werden. Dabei wird deutlich werden, dafl das d’Alembert-Prinzip
einer differentiellen Formulierung und das Hamilton-Prinzip einer integralen Formulierung ent-

spricht.

Wir gehen vom d’Alembert-Prinzip aus,

N

Z(mV il/ - Eu) 6£V =0.

v=1

Aus Gleichung (IIT.111) iibernehmen wir die Beziehung

N
Z my i]/ 6£V = Z mu Z G Ly 5QO¢
v=1

= Z(dt 93, T — 8, T) 6a
a=1

sowie

N
S E oz, = =Y 0., V-bz,
v=1 u;l ;
—Z@LV-Z 4oLy * 0
v=1 a=1

= =) 04,V iqa.

Beides mit dem d’Alembert-Prinzip verbunden ergibt

N f
> (myi, —F,)oz, = Y (di04,T — 03, T+0,,V)0qa

v=1 [

Il
_

[
R

(di 04, L — 0y, L) 6g0 =0,

I
-

(e

woraus bekanntlich L II folgte. Jetzt formen wir die rechte Seite weiter um, indem wir
di 04, L 6qe = di (04aL - 8q) — 04, L - 04a
schreiben und folglich die rechte Seite des d’Alembert-Prinzips umformen zu

f
> {di (04, L - 6qa) — 04, L 0o — Dg, Ldga} = 0

a=1

Z (04, L 0g0) — [L(ds, s, t) — L(gp, 4, )] = 0.

Die Differenz der Lagrange-Funktionen wollen wir mit

0L = L(dﬁv(jﬁ%t) - L(QB»%J)

abkiirzen und schreiben damit

f
SL =Y di(94,Ldqa).

a=1

(IV.15)

(IV.16)

(IV.17)

(IV.18)

(IV.19)

(IV.20)

(Iv.21)

(IV.22)

(IV.23)

(IV.24)

(IV.25)

(IV.26)

(Iv.27)



3 Hamilton-Gleichungen 135

Integration ergibt
ta f
/ SLdt =" 0;,L-5qali? =0, (IV.28)
t1 a=1
da voraussetzungsgeméf gilt
(5qa(t1) = (Sqa(tz) =0. (IV29)

Die linke Seite kann auch geschrieben werden als
ta
5/ Lt =0, (IV.30)
t1

da 0L einer Differenz entspricht. Somit erhalten wir die Aussage des Hamilton-Prinzips

55 =0. (IV.31)

3 Hamilton-Gleichungen

3.1 Ableitung aus den Lagrange-Gleichungen 2. Art

Wir haben kennengelernt, dafl die Dynamik eines Massenpunktsystems durch die Lagrange-Funktion
beherrscht wird. Die Lagrange-Funktion hingt von den generalisierten Koordinaten g,,, den gene-
ralisierten Geschwindigkeiten ¢, und der Zeit ¢ ab, also

L = L(Gu, Gast)- (Iv.32)

Die Lagrange-Gleichungen 2. Art liefern f gekoppelte gewthnliche Dgln. 2. Ordnung fiir die gq.
Die Losung fiithrt auf eine Bahnkurve g, (t), fiir die die Wirkung S extremal ist.

Fiir bestimmte Aufgaben ist es zweckméfig, nicht die generalisierten Geschwindigkeiten ¢, son-
dern die generalisierten Impulse

Pa=05L , a=12,...,f (IV.33)
zu verwenden. Mit dieser angestrebten Ersetzung
da = Pa (IV.34)

ist es aber auch zweckméflig, die Lagrange-Funktion L durch eine transformierte Systemfunktion
H(qqa, pa,t) zu ersetzten, d.h.

L(ga,dast) = H(qa,Pa,t)- (IV.35)

Dazu wird die Hamilton-Funktion

f

H(qoupomt) = Z%pﬁ 7L(Qaaqa7t) (IV36)
pA=1

eingefiihrt. Die ¢, auf der rechten Seite sind durch die p, auszudriicken. Das wird durch Auflésen
der Gleichung

Pa =04, L(qp,ds,1) (IV.37)
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nach den ¢g, d.h.

qﬂ = QB(qavpavt)a (IVSS)

erreicht.

Nun ist abzuleiten, in welche Gleichungen die L II durch die vorgenommene Transformationen
iibergehen. Dazu fithren wir folgende Rechnung durch. Das totale Differential der Lagrange-
Funktion lautet

f
= (9g,Ldqs + 03, Ldds) + O, L dt. (IV.39)
B=1
Wir ersetzen
94 L g (IV.40)
0qy L di 04, L = dypp = pp (Iv.41)
und erhalten
f
dL = Z Ppdgs + ppdip) + O Ldt (IV.42)
f
dL = Z Pp das + d(ps 4s) — dp dps] + OrL dt (IV.43)
bzw.
f
d> ppis—L) = > (~padas +dsdps) — O Ldt (IV.44)
— =
f
dH = Y (—ppdgp + 4p dps) — O, Ldt (IV.45)
B=1

Damit wurde aus dem totalen Differential von L unter Verwendung der generalisierten Impulse
Po und der L IT ein Ausdruck fiir das totale Differential von H(qq, pa,t) gefunden. Andererseits
1&8t sich das totale Differential von H auch unmittelbar ausrechnen zu

f
= (04, H - dqg + 0, H dps) + 0, H dt. (IV.46)
B=1

Da beide Ausdriicke fiir dH gleich sein miissen, folgt durch Koeffizientenvergleich

bo = —0,.H , a=1,... (IV.47)
o = OpH , a=1,...,f, (IV.48)
oL = —0,H . (IV.49)

Die ersten beiden Gleichungssiitze heiflen Hamilton-Gleichungen oder auch kanonische Gleichun-
gen. Sie bilden ein System von 2 f gekoppelten gewohnlichen Dgln. 1. Ordnung fiir die Unbekannten
da(t) und p,(t). Sie sind dquivalent den L II, die f gekoppelte gewdhnliche Dgln. 2. Ordnung dar-
stellen.
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3.2 Ableitung aus dem Hamilton-Prinzip

Zum Abschlul des Abschnitts sei gezeigt, dass die Hamilton-Gleichungen auch direkt aus dem
Hamilton-Prinzip ohne Benutzung von L II abgeleitet werden kénnen. Zur Ubung sei diese Rech-
nung vorgefiihrt:

to
6S = 4 / Ldt (IV.50)
t1
5 = 0 Zm Gs — H(qo Past) | dt (IV.51)
ty
to | S
6S = / Z (0ps 4 + ps 0dp — 8%H5q5 — 3pﬁH5p5) dt (IV.52)
t1 B=1

to f !
6S = / Z (ps dqp) + 2(513/3 s — P dqs — Oqy H 6qp — 9y, H 6pg) | dt (IV.53)
t1 B=1 B=1

ty J
58S = Zpﬁ dqslt? + / Z — 8y, H) Spg — (9 + By, H) dqp) dt (IV.54)
t1 B=1
S = / By, H) 65 — (95 + 04, H) 6q5] dt. (IV.55)
t1 ﬁ 1

Nun muf nach dem Hamilton-Prinzip fiir beliebige virtuelle Verriickungen der generalisierten
Koordinaten und Impulse die Variation der Wirkung verschwinden. Somit folgen aus

05 =0 (IV.56)
die Hamilton-Gleichungen
o =0p ,H |, Do=—04H. (IV.57)

Allerdings sind wir mit der Reproduktion der Hamilton-Gleichungen noch nicht restlos zufrieden.
Die virtuellen Verriickungen der generalisierten Koordinaten und der generalisierten Impulse wur-
den unabhénig voneinander betrachtet, wobei doch in der urspriinglichen Lagrange-Beschreibung
nur die virtuellen Verriickungen frei und damit unabhéingig sind. Die Losung dieses Problems liegt
in folgendem:

Zunéchst wird das Problem aufgeblédht, indem man zu den f generalisierten Koordinaten ¢, weite-
re f Koordinaten k, einfiihrt, allerdings diese Erweiterung mit f Nebenbedingungen beaufschlagt,
die effektiv zum urspriinglichen f-dimensionalen Problem zuriickfithren. Allerdings stellen die ein-
zufithrenden Langrange-Parameter weitere f unbekannte Variable dar, so dass schliesslich ein 3f-
dimensionales Problem vorliegt. Mathematisch ist also ein Variationsproblem mit Nebenbedingun-
gen zu l6sen.

Als Nebenbedingungen werden gefordert:
o — ko =0 , a=1,2,...,f (IV.58)
Mit Einfiihrung der Lagrange-Multiplikatoren A\, geht das urspriingliche Variationsproblem iiber

zu

to f

0 | {L(gas k' t)+ > Ag(ds — kg)} dt = 0. (IV.59)
t1 ﬂ:l
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Da 3f Unbekannte (2f Koordinaten, f Lagrane-Multiplikatoren) vorliegen, gibt es auch 3f LII, wobei
die Lagrange-Funktion als die gesamte geschweifte Klammer anzusehen ist, die wir mit

f
f’(Qa» kav >\om QOM kom Ao ) t) = L(qav kom t) + Z/\,B (Q5 - kﬁ) (IVGO)
B=1

abkiirzen. Das 3f-dimensionale Problem hat folglich keine Nebenbedingungen mehr.

Die ersten f LII fiir die f Koordinaten k, ergeben nun
Oy L — dy0j L = O, L — \g = 0. (IV.61)

Die Lagrange-Multiplikatoren

Ag = O, L (IV.62)
werden eingesetzt und ergeben damit
to f
5 / (LG o 1)+ 3 O, L (g — kp)} it = 0. (IV.63)
t1 -1

Die Lagrange-Mulitplikatoren Ag werden nun iiber
g = Ok, L (=045 L) (IV.64)

in generalisierte Impulse pg umbenannt. Diese Gleichungen liefern nach Auflésung nach den &,
die Abhéngigkeiten

ks = kg(da , Pa s t)- (IV.65)

Die k. werden somit durch die p, substituiert. Die so erhaltenen kg werden in das Variationspro-
blem eingesetzt und es folgt

to

f
d {L a5 Pa s Z Pp q',B —Pp kﬁ(th y Pa s t)]}dt = 0. (IV66)
B=1

t1

Mit der Hamilton-Funktion

f

H(Qa y Pa s t) = Zpﬁ kﬁ(Qa y Py t) - L(QQ y Pa s t) (IV67)
B=1

wird umgeformt zu

to (S
5/ {Zpﬁdﬁ—H(qa,pa,t)}dtZO. (IV.68)
t1 =1

Die zweiten f LII fiir die f Koordinaten g, und die dritten f LII fiir die f Langrange-Mulitplikatoren
Ao (mittlerweile umbenannt in p,,) liefern schlielich

(degy — O, {ZP;?QB qa,pa,t)} = P+ 04,H=0 (IV.69)

(dt Ps {Zpﬂ Qﬂ - Qa ; Pa s t)} = —Qﬁ + aﬁDBH =0. (IV?O)
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Die Hamilton-Gleichungen sind damit gerade die LII fiir das Problem, in dem die g, und die p,
als unabhéngig anzusehen sind.

Bemerkung;:
In mathematischer Sprechweise entspricht der Ubergang L4, Gas t) = H(qo, Pa, t) einer Legendre-
Transformation. Diese Transformationen werden in der Thermodynamik-Vorlesung eine wichtige

Rolle spielen, da der Ubergang zwischen den thermodynamischen Potentialen durch sie vermittelt
wird.

3.3 Interpretation der Hamilton-Funktion:

e H hat die Dimension der Energie, da

H=Y 4305,L—L=> 4sd4,L—T+V (IV.71)
B B

e H steht sogar im engen Zusammenhang mit der Energie, dazu:

H = > 4305,L—L (IV.72)
8

H = > 430,T-T+V (IV.73)
B

e Beschrinkung auf skleronome Nebenbedingungen:

gr(z,) = 0 {keine expl. Zeitabhiingigkeit }(TV.74)
= z, = 2,(4a) (IV.75)
= £, = Y 04,1, da (IV.76)
nicht expl. Zeitabhéngig
= T nicht expl. zeitabhéngig
& T = Z% i2 (IV.77)

v

v

2
ml) .
=) 5 {Zaaxy~qa} (IV.78)
ist homogene Funktion 2. Grades in ¢,

= > 4p0;,T=2T (IV.79)
B

nach dem Euler-Satz iiber homogene Funktionen (vgl. Abschnitt 2.4.5)
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e H=2T-T+V=T+V=U

= Unter den angegebenen Bedingungen
(skleronome Nebenbedingungen, 3 V)

kann H mit der Gesamtenergie U identifiziert werden.

e Spezialfall:
konservatives System
= Energieerhaltung, U = const,
also

dU = d,H = 0. (IV.80)

Nun erweist es sich, dass fiir die Energieerhaltung bereits ausreichend ist, wenn H nicht
explizit von der Zeit t abhéngt,

H = H(qo , Pa)s (IV.81)
denn es gilt generell
diH = 0,H. (IV.82)
e Beweis:
A H(qa(t), pa(t) 1) = > (9. H o + Op, Hpo) + O H (IV.83)
= Y (Poada+iapa) +OH=0H O  (IV.84)
Beispiel:

System gekoppelter harmonischer Oszillatoren ohne Nebenbedingungen mit

m .o 1,
B B
k
Vo= > §q§. (IV.86)
B

Als die generalisierten Koordinaten und Impulse kénnen hier die urspriinglichen kartesischen Ko-
ordinaten und Impulse betrachtet werden. Es folgt:

H

1 k
B

Do = —04,H =—-kqa, (IV.88)
. 1
o = apaH = Epa' (IV89)



4 Poisson-Klammern 141

Einsetzen der ersten in die zweite Gleichung ergibt

o = ——Ga bzw. Go +wg Ga =0 , wg - - (Ivgo)
m m
Zum Vergleich schreiben wir L II auf:
_ _ m oo ko
L=T-V = §(§qﬁf§qﬂ) (IV.91)
di 04, L — 0, L = mio+kga =0. (IV.92)

Natiirlich erhalten wir das gleiche Ergebnis.

4 Poisson-Klammern

Die hier einzufiihrenden Poisson-Klammern iiberfithren die Hamilton-Gleichungen in eine andere
Schreibweise. Motiviert ist dies zum einen aus formalen Griinden. Die Hamilton-Gleichungen sind
zwar sehr &hnlich, jedoch bricht das Vorzeichen die Symmetrie. Die Poisson-Klammern fithren
auf eine symmetrische Darstellung. Zum anderen erméglichen die Poisson-Klammern einen sehr
eleganten Ubergang in die Quantenmechanik. Letztere ist die eigentlich wichtige Motivation fiir
die Einfiihrung der Poisson-Klammern, auch wenn sie im Rahmen der Mechanik-Vorlesung noch
keine rechte Wiirdigung erfahren kénnen.

Poisson-Klammern werden wie folgt eingefiihrt. A und B seien zwei Funktionen der generalisierten
Koordinaten und Impulse und der Zeit, also

A = A(qa;Past), (IV.93)
B = B(qa,Past)- (IV.94)

Dann wird die Poisson-Klammer {4, B} zweier Gréfien A und B durch

f
{A,BY = (94,4 0,,B—0,,A-0,,B) (IV.95)
B=1

definiert.

Wir bilden nun die totale zeitliche Ableitung einer Grofe, z.B. von A. Dann gilt

f

dd = Z (0g5 A+ dp + Opy A~ Pp) + 0, A (IV.96)
f

A = ) (9y,A0p,H — 8,,A0,,H) + A (IV.97)
A=1

A = {AH}+0A (1V.98)

Fiir A = g, sowie A = p,, folgen die Hamilton-Gleichungen im Poisson-Formalismus zu

do = {4qa,H}, (IV.99)
ba = {pa,H}. (IV.100)

Setzen wir A = H, so folgt die bekannte Relation
dH = {H,H} + 0,H = 0, H, (IV.101)
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da die Poisson-Klammer zweier identischer Grofien verschwindet.

Fiir Poisson-Klammern gelten folgende Regeln:

{A,B} = —{B,A,} (IV.102)
{(A+B),C} = {AC}+{B,C} (IV.103)
{AB,C} = A{B,C}+{A,C}B (IV.104)
{Apa} = 9,4 (IV.105)
(Aq) = -0, A (IV.106)
{A,{B,C}} + {B,{C,A}} + {C,{A,B}} = 0 (Jakobi-Identitdt)  (IV.107)
{da,p8} = dap (IV.108)
{098} = {pa,ps}=0 (IV.109)
0{A,B} = {0,A,B}+{A, 0,B} (Iv.110)
di{A,B} = {diA,B}+{A,d;B} (Poisson-Theorem). (Iv.111)

Den Beweis kann der Leser jeweils leicht selbst erbringen.

5 Kanonische Transformationen

Koordinatensysteme sind von Mathematikern und Physikern eingefiihrte artifizielle Hilfsmittel.
Wirkliche Grundgesetze der Natur sollten imgrunde davon nicht abhingen.

Im Abschnitt I1.2.2 “Galilei-Relativitétsprinzip” wurde festgestellt, daf} alle Inertialsysteme gleich-
berechtigt sind, da das Grundgesetz der Mechanik (2. Newton-Prinzip) forminvariant ist. In
Nichtinertialsystemen treten Trégheitskrafte auf. Werden diese zu den eingeprigten Kréften hin-
zugezéhlt, bleibt die Form des Grundgesetzes der Mechanik wiederum invariant.

Im Abschnitt II1.2.2 wurden generalisierte Koordinaten ¢, eingefiihrt. Nach ihrer Konstruktion
als freie Parameter bei der Auflosung der Gleichungen der Nebenbedingungen nach den urspriing-
lichen Koordinaten z,, ist klar, da8 die ¢, nicht eindeutig bestimmt sind. Eine andere Wahl der
generalisierten Koordinaten, also ¢/, = ¢/, (¢« ), ist ebenso gleichberechtigt und alle vorgenommenen
Uberlegungen und Ableitungen miissen fiir diese q., in gleicher Weise gelten; also insbesondere L
II und die Hamilton-Gleichungen.

Im Abschnitt 111.2.4.7 wurde diese Forminvarianz der L II bei Wahl verschiedener Sétze der ge-
neralisierten Koordinaten explizit bewiesen. Die ¢/, waren im genannten Abschnitt I111.2.4.7 mit
Q. bezeichnet. Da in der Hamilton-Beschreibung zu den generalisierten Koordinaten jeweils die
generalisierten Impulse als kanonische Partner zugeordnet sind, ist die gewisse Wahlfreiheit der
generalisierten Koordinaten mit zwangslaufigen Konsequenzen fiir die generalisierten Impulse ver-
bunden. D.h., wihrend im f-dimensionalen Konfigurationsraum die Transformationen zwischen
den ¢, und den ¢, beliebig gewihlt werden konnen solange Eineindeutigkeit gewéhrleistet ist, gilt
diese freie Wahl von Transformationen im durch die ¢, und p, aufgespannten 2f-dimensionalen
Raum (Phasenraum, siehe néchster Absatz) nicht mehr. Hier muss die Transformation durch einen
Algorithmus erzeugt werden. Unten werden wir dann auf die “Erzeugenden” zu sprechen kommen,
die die erlaubten Transformationen vorgeben.

Ausgehend von diesen Uberlegungen wollen wir nach allgemeinen Transformationen

GasPa = Qo Doy (IV.112)

fragen, die die Hamilton-Gleichungen forminvariant lassen. Dies leisten gerade die nun zu bespre-
chenden kanonischen Transformationen.
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Phasenraum:

Der von den generalisierten Koordinaten ¢, und den generalisierten Impulsen p, aufgespannte
2 f-dimensionale Raum heif3t Phasenraum des Massenpunktsystems. Der Konfigurationsraum ist
damit ein Teilraum des Phasenraums. Die Bewegung eines Massenpunktsystems ergibt eine Trajek-
torie im Phasenraum. Eine Parameterdarstellung dieser Trajektorie ist g, (t), pa(t); a=1,..., f,
mit ¢ als Kurvenparameter.

Beispiel:

Phasenraumtrajektorie eines lineraren harmonischen Oszillators: Ellipse

)
ST

1 k
H = Lo P IV.113
5P+ 54 ( )
p = —0,H=—kq (IV.114)

. 1

g = 0p,H= P (IV.115)
~q = acoswyt (IV.116)
p = bsinwgt (IV.117)
wy = k/m (IV.118)

Kanonische Transformation:

Kanonische Transformationen sind Transformationen des Phasenraums, die den ¢, und p, in
eindeutiger Weise neue Variable

7 = q.(gs,ps,1) (IV.119)
P Pal(as,pp,1t) (IV.120)

zuordnen, wobei gilt:

e zu H(qqa,pa,t) existiert eine neue Hamilton-Funktion H'(q., pl,,t)

o mit p, =~y H' , ¢, =3, H'.

Mit anderen Worten, kanonische Transformationen lassen die kanonischen Gleichungen forminva-
riant.

Konstruktion kanonischer Transformationen:

Wenn sowohl fiir die g, p, als auch die ¢/, p,, die Hamilton-Gleichungen gelten sollen, dann muf
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auch das Hamilton-Prinzip in beiden Fillen aufschreibbar sein, also

to f
68 = 5/ > psds — H(qa,past) ¢ dt =0 (IV.121)
ty B=1
sowie
to f
68 = 5/ > phds— H'(dh, Do t) p dt = 0. (IV.122)
t1 B=1

Daraus ist zu schlieffen, dafl sich die Integranden hoéchstens um eine totale Zeitableitung einer
beliebigen Funktion R(qs,q),,t) unterscheiden diirfen, was zu

f f

S ppds—Hp =8> phds—H p =diR(qa, ) t) (IV.123)

B=1 B=1

fithrt. Wir priifen
to
§ | diR(qa,qh:t) dt = 6[R(a, b, 1)) (IV.124)
ty

= O[R(ga(t2), ¢ (t2),t2) — R(qa(t1), g5 (t1), t1] (IV.125)

f
= {040 Rlez 0qa(t2) + Ogy Rls, 0q4 (t2) — Og, Rlr, 0qa(tr) — Ogy Rlr, 9qq,(£1)} (IV.126)
a=1
=0
wegen

(5qa(t1) = 6qa(t2) = (Sq(/l(tl) = 6qg‘(t2) =0. (IV127)

Damit kénnen wir zum einen schreiben

/
diR=> (psds —psdy) —H+H' (IV.128)
B=1
und zum anderen ist aber auch
f
AR =" (04R-ds+0q R-ds) + O R. (IV.129)
p=1
Koeflizientenvergleich liefert

Pa=04,R , po=—0yR , a=1,..,f (IV.130)

Diese 2f Gleichungen stellen gerade die gesuchten Transformationsgleichungen fiir den Ubergang
von den py, ¢, zu den p! , ¢!, dar. Die beliebige Funktion R(qq, ¢,,t) heiit Erzeugende der Trans-
formation.

Auflsen der 2f Gleichungen nach g, p,, liefert

Ga = GalGnsPhst) (IV.131)
Pa = DPalla,Posrt): (IV.132)
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Benutzen wir noch die weitere Beziehung
OR=H —H (IV.133)

die aus obigem Koeffizientenvergleich folgt und setzen qa (g}, P, ), pa (a5, P, t) ein, so folgt

H'(q0, P> t) = H(qa(q5: P ) Paldp: P t)5 1) + 0: R(qa(qs, D5 1), d0r t)- (IV.134)
Beispiele:
1.
R = Z qs q/’B (IV135)
—pa = O0,.R=d, (IV.136)
P = -0y R=—qu (IV.137)

Durch diese kanonische Transformation werden generalisierte Koordinaten und generalisierte
Impulse bis auf ein Vorzeichen vertauscht.

Das Beispiel unterstreicht, dafl generalisierte Koordinaten und Impulse mit den urspriingli-
chen Koordinaten und Impulsen nichts mehr zu tun haben. Um sich von den Bezeichnungen
“Koordinate” und “Impuls” zu 1sen, spricht man bei den g, p, bzw. ebenso bei den ¢/, , p’,
jeweils von kanonisch konjugierten Variablen.

2.
R = qq¢ —¢?-—— (1-dimensionale Bewegung eines Teilchens) (IV.138)
= 9,R=¢ (IV.139)
/
by = —aq,R:—quth (IV.140)
o= (IV.141)
/
¢ = L1y (IV.142)
m
bzw.
/ p
Jo= g+ Py (IV.143)
m
g = p (IV.144)

Anwendung dieser Transformation auf ein freies Teilchen (V' = 0); zunéchst in (p, q):

1

H t) = — 1V.145
(P, a1 2mp ( )
i = 0,H= P = g¢= @t—i—qo (IV.147)

m m

Ubergang zu (p', ¢'):

p = —q—|—£t=—@t—%+@t=—% (IV.148)

m m m
= p=np (IV.149)
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Folglich:
In den transformierten Variablen p’ , ¢’ wird die Bewegung des freien Teilchens durch die
Konstanten p’ = —qp und ¢’ = py beschrieben, also durch den Anfangsort ¢ und den An-

fangsimpuls pg, der hier konstant bleibt. Diese spezielle Erzeugende beschreibt offensichtlich
eine sehr geeignete kanonische Transformation fiir ein freies Teilchen. Weiterhin lisst sich
eine Folgerung fiir die Hamilton-Funktion ziehen. Fiir das transformierte Problem gilt:

po= —0yH =—Go=0 (IV.150)
¢ = O0yH =py=0 (IV.151)

H’ ist damit offensichtlich konstant. Diese Konstante kann zu 0 gewihlt werden:
H =0. (IV.152)

Offen bleibt an dieser Stelle noch, wie die Erzeugende zu konstruieren ist. Beantwortet wird
diese Frage durch die Hamilton-Jacobi-Theorie im folgenden Abschnitt.

3. Bewegung als kanonische Transformation
Es ist interssant zu bemerken, dafl die Anderung der GréBen g (t), pa(t) bei der Bewegung
selbst als kanonische Transformation angesehen werden kann. Um dies einzusehen machen
wir folgende Uberlegung:

Wir betrachten die kanonisch konjugierten Variablen zu zwei verschiedenen Zeiten to + 7
und t + 7. tg und ¢ seien fest und 7 variabel angenommen. Als Funktion von 7 geniigen die
Ga(to+7),pa(to+7) ebenso wie die g (t+7), po(t+7) den kanonischen Bewegungsgleichun-
gen. Demzufolge ist die Transformation

QQ(tO + T) y Pa (tO + T) - Q(x(t + T) ) pa(t + T) (IV153)
kanonisch. Setzen wir 7 = 0, so folgt, dal der Ubergang
qa(to) , Pa(to) = qa(t) , Pa(t) (IV.154)
ebenso eine kanonische Transformation darstellt, denn mit den Umbenennungen
Ga(to) = @ Pa(to) = py, (IV.155)
entspricht der Ubergang formal einer Transformation
Qos Vo = Gas Par (IV.156)
bzw.
da = 4alqp:Ps.t) = dalas(to), ps(to),t), (IV.157)
/ /
Pa = DPalqs;Ps:t) = palgs(to), ps(to),t). (IV.158)
Bemerkung:

Es kann zweckmiflig sein, als Erzeugende nicht eine Funktion der ¢, ¢, zu wihlen, sondern eine
Kombination anderer alter und neuer kanonisch konjugierter Variablen. So sind auch Erzeugende
mit den funktionalen Abhéngigkeiten

R(qa, Py 1), (IV.159)
R(Pas 4 t), (IV.160)
R(pas s t) (IV.161)

konstruierbar. Der Ubergang von einer Erzeugenden zu einer anderen wird mittels Legendre-
Transformation realisiert.
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6 Hamilton-Jacobi-Theorie

6.1 Hamilton-Jacobi-Gleichung

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die kanonischen Transformationen kennengelernt, mit
deren Hilfe man die kanonischen Gleichungen von “alten™ kanonischen Variablen ¢, , p, auf "neue”
kanonische Variablen ¢/, , p/, umschreiben kann. Die alte Hamilton-Funktion H geht dabei in eine
neue Hamilton-Funktion H’ iiber. Die kanonische Transformation wird z.B. durch die erzeugende
Funktion

R(qas ¢4, t) (IV.162)
vermittels
Pa = Og R (IV.163)
P, = —9gR (IV.164)
H -H = OR (IV.165)

realisiert. Besonders raffiniert wéire nun gerade eine solche kanonische Transformation, fiir die die
neue Hamilton-Funktion H’ verschwindet:
!

H =0 (IV.166)

Dann wiirden die kanonischen Gleichungen in den neuen kanonischen Variablen ¢/, , p/, ndmlich
trivial:

P = —0gH =0 (IV.167)
i, = Oy H =0 (IV.168)

Die simple Losung der Bewegungsgleichungen wére dann

q¢, = const (IV.169)
p,, = const. (IV.170)

Lésst sich eine solche kanonische Transformation finden? Wie miisste die entsprechende erzeugen-
de Funktion R(q., ¢, , t) aussehen?

Es ldsst sich tatsédchlich eine erzeugende Funktion konstruieren, die die urspriingliche Hamilton-
Funktion H(qu , pa , t) in die neue Hamilton-Funktion H' = 0 {iberfiihrt. Diese sehr spezielle erzeu-
gende Funktion wollen wir S(¢q, ¢, , t) nennen statt der allgemeinen Bezeichnung R(g, , ¢, , t)-
S wird sich als die bereits bekannte Wirkungsfunktion erweisen, aber zur Interpretation kommen
wir spiter. Zunéchst ist diese spezielle erzeugende Funktion S zu konstruieren. Mit H' = 0 gillt
dann

Do = 04,5 (Iv.171)
o = =048 (IV.172)
WS+ H(qo  pa,t) = 0. (IV.173)
Einsetzen von p, liefert
S+ H(qo, 04,5, t) =0. (IV.174)

Dies ist bereits die Bestimmungsgleichung fiir die gesuchte spezielle erzeugende Funktion. Sie heif3t
Hamilton-Jacobi-Gleichung. Es handelt sich um eine partielle Differentialgleichung. Sie ist von ers-
ter Ordnung, d.h. es treten nur erste partielle Ableitungen auf. Allerdings ist sie i.a. nichtlinear
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und nicht immer leicht zu 16sen. Eine mathematische Losungstheorie existiert; wir gehen unten
exemplarisch darauf ein. Wir nehmen schon einmal an, wir hétten die Hamilton-Jacobi-Gleichung
gelost und damit S(qq , t) gefunden. Es ist naheliegend, dass im Losungsverfahren diverse Integra-
tionskonstanten auftreten. Es ist sinnvoll, diese Integrationskonstanten mit ¢/, zu bezeichnen und
S(qa s ¢, , t) zu schreiben. Man erkennt die notwendige Variablenliste einer erzeugenden Funktion
wieder und ¢/, = const ist auch konsistent, denn fiir das transformierte Problem gilt ja gerade

B = 0y H =0 (IV..175)
i, = Oy H =0 (IV.176)
und damit
p,, = const (IV.177)
¢, = const. (IV.178)

Diese Konstanten erweisen sich z.B. als Anfangsbedingungen:

P, = pa(t=to) (IV.179)
¢, = qa(t=tp). (IV.180)

Gleichung (IV.174) ist eine Bestimmungsgleichung fiir die Wirkung S(gq,t). Diese Gleichung ist
eine weitere dquivalente Formulierung zur Beschreibung der Dynamik des Massenpunktsystems,
dquivalent zu L IT bzw. den kanonischen Gleichungen.

Hier handelt es sich offensichtlich um eine einzige Gleichung anstatt der f L II bzw. 2f kanoni-
schen Gleichungen. Allerdings ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung keine gewohnliche Dgl., sondern
eine partielle. Sie ist von 1. Ordnung, da nur erste partielle Ableitungen auftreten und i.a. nicht-
linear. Derartige Dgln. werden mit der Charakteristiken-Methode gelost. Die dabei auftretenden
Charakteristiken sind gerade die kanonischen Gleichungen.

Wiirde die Hamilton-Jacobi-Gleichung ausschlieBlich die beschriebene Aquivalenz enthalten, wiire
sie nicht sonderlich interessant. Dem ist jedoch nicht so. Sie schligt sowohl die Briicke zur Elektro-
dynamik, insbesondere zur geometrischen Optik, als auch zur Quantenmechanik. Die als Grundglei-
chung in der Quantenmechanik einzufiihrende Schrédinger-Gleichung hat weitgehend die gleiche
Struktur wie die Hamilton-Jacobi-Gleichung und ist nach ihrem Vorbild gefunden worden. Fiir
Details verweisen wir auf unser Skript zur Vorlesung “Quantenmechanik”.

Auf einen Punkt ist noch hinzuweisen. In der Variablenliste der Hamilton-Jacobi-Gleichung (IV.174)
stehen die “alten” generalisierten Koordinaten ¢, und die Zeit t. Es ist klar, dass diese Variablen-
liste an die zu findende Erzeugende vererbt wird, also S(qq,t) gilt. Allerdings muss die Erzeu-
gende zusétzlich von den “neuen” generalisierten Koordinaten ¢/, abhéngen, also S(¢a,q.,,t) wie
oben erortert. Wie gelangen die ¢/, in die Erzeugende? Beim Losungsprozess der Hamilton-Jacobi-
Gleichung treten Integrationskonstanten auf. Die nichttrivialen Integrationskonstanten sind gerade
mit den ¢/, zu identifizieren, denn die ¢/, sind ja bekanntlich tatséchlich konstant.

6.2 Interpretation der Erzeugenden Funktion S als Wirkungsfunktion

Wir betrachten jetzt die Wirkung nur fiir tatséichliche Bahnkurven; Vergleichsbahnen spielen hier
keine Rolle. Stattdessen sollen Bahnkurven - und damit Massenpunktsysteme - unter verschiede-
nen Anfangsbedingungen untersucht werden.

Die Anfangszeit sei ty. Die Anfangslage (Anfangskoordinate) ist damit g, (to). Wir betrachten
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jetzt Bahnkurven, die alle durch diese Anfangslage ¢ = qu(to), @ = 1,..., f, gehen, aber ver-
schiedene Endlagen g, (t) haben. Das ist dann der Fall, wenn die Anfangsgeschwindigkeiten bzw.
Anfangsimpulse p,,(to) verschieden sind.

to -

Die verschiedenen Endlagen (generalisierte Koordinaten bei t) bezeichnen wir mit ¢, (t); einen
extra Index, der die verschiedenen Endlagen durchnummeriert, fithren wir nicht ein; er wird nicht
benotigt. Die Wirkung wird damit abhiingig von gerade diesen Endlagen ¢, (t), also

S = S(galt). 1) = / L(ga(7), da(r), 7) dr. (IV.181)

to

Wir leiten nun eine Differentialgleichung ab, mit der man S berechnen kann. Totale zeitliche
Differentiation der linken Seite liefert

f
dpS =" 0q,5 - 4p + 04, (IV.182)
=1
und der rechten Seite
dtS = L(qa (t)a q.OL (t)a t)' (IV183)
Also folgt
f
S+ 04,545 = L. (IV.184)
B=1

Aus dieser Gleichung sind die generalisierten Geschwindigkeiten zu eliminieren. Dazu ist 9,,S
auszurechnen und zu ersetzen. Partielle Ableitung von S nach den generalisierten Koordinaten ¢g
bedeutet aber, daf§ diese Operation bei festgehaltener Zeit ¢t durchzufiihren ist. Dazu ermitteln wir
die Anderung von S bei festgehaltener Zeit. Es ist mathematisch exakt dafiir wieder 6.5 und dgs zu
schreiben, ohne daf jetzt jedoch Vergleichsbahnen im Spiel sind; insbesondere ist jetzt dgs(t) # 0.
Dann gilt zum einen

f
08 =7 0y,5 - 64 (IV.185)
B=1
und zum anderen
t t
08 = / Ldr :/ > (04, 65 + 04, L 6) dr, (IV.186)
to to g—1
t f
05 = / > {05 L — dr 04, L) bqs + d- (D4, L dqp)} dr. (IV.187)
to



150 IV. Hamilton-Mechanik

Einarbeitung von L II liefert

t f f
68 = | Y dr(94,L0q5)d- = 94, Lqs(t), (IV.188)
to g—1 B=1

da an der unteren Integrationsgrenze nach wie vor dgg(to) = 0 gilt. Somit folgt durch Koeffizien-
tenvergleich

0qsS = 04, L = pg. (IV.189)
Dies eingesetzt fiithrt zu
f
S+ ppds=1 (IV.190)
B=1
bzw.
¢S + H(qo, Py t) = 0. (Iv.191)

Wenn p,, eliminiert wird, erhalten wir die Hamilton-Jacobi-Gleichung
0:S + H(qa, 04, 5,t) = 0. (IV.192)

Damit ist der Zusammenhang zwischen der speziellen erzeugenden Funktion S und der Wirkungs-
funktion hergestellt.

6.3 Zur Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung

Wir wollen jetzt skizzieren, wie man zu einer Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung und zu den
Bahnkurven ¢, (t) des Systems gelangt. Dazu stellen wir folgende Begriffe bereit.

Vollstandiges Integral:

Eine Losung heifit vollsténdiges Integral, wenn sie f unabhéngige Integrationskonstanten ¢/, enthélt,
also

S = S(qa,q,t)- (IV.193)

Somit liegt dann die notwendige Variablenliste einer Erzeugenden Funktion korrekt vor und die
Gleichungen (IV.130) und (IV.133) ergeben Sinn, wobei R hier in S umbenannt ist und fiir S ja
gerade H' = 0 gilt.

Wir wollen die Hamilton-Jacobi-Theorie auf das Beispiel eines kréftefreien Massenpunktes an-
wenden. Die Hamilton-Funktion lautet

1
H=o- (p? +p3 +13) (IV.194)

und die Hamilton-Jacobi-Gleichung entsprechend
1
QS+ 5 {(00,S)? + (04 S)? + (0455)%} = 0. (IV.195)

Als die generalisierten Koordinaten ¢1, ¢o, g3 sind hier die kartesischen Koordinaten geeignet. Da
es sich um ein konservatives System handelt, ist die Hamilton-Funktion gleich der Gesamtenergie,
also

H=U=-08 (IV.196)



6.3 Zur Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung 151

und somit
S=-U-t+W(q,q2,q3)- (IV.197)
Der Separationsansatz
W =Wilq) + Wa(g2) + Wisl(gs) (IV.198)
fihrt auf
o (00 1) + (00, W2)? + (94, W5)?) = U (1V.199)
Hieraus ist zu folgern, dafl
Wi =qy =const , Wi=4¢ aq, (TV.200)
0. Wa = ¢ = const , Wa=q)-qo, (IV.201)
Dy W3 = ¢ = const , Wiz =} gs. (IV.202)

Die drei Integrationkonstanten miissen

1
%(Qf +47 +q7)=U (IV.203)
erfiillen. Damit folgt das vollsténdige Integral
1
S=dia+6ha+das— o (0’ +d +a)t. (IV.204)
Die Gleichungen (IV.130) liefern nun
0.5 = ¢ = Pa, (IV.205)
1
aq{lS = Q4a— E q‘/l t= piu (IV206)
bzw.
4 P
Qo= "2t+p,="t+p, , a=1,23. (IV.207)
m m

/
Offensichtlich sind p/, die Anfangslagen, ¢/, die Anfangsimpulse und da _ Pa giq Anfangsgeschwin-
m m
digkeiten.

Es bleibt noch auf eine sehr interessante Eigenschaft der Wirkungsfunktion hinzuweisen. Es ist
klar, dal die Massenpunktgeschwindigkeit p/m systemcharakteristisch ist. In der Wirkungsfunk-
tion ist jedoch noch eine zweite charakteristische Geschwindigkeit enthalten. Dazu betrachten wir
die Ausbreitung einer Wirkungsfliche S = const. Dafiir gilt mit ¢’ = (¢}, ¢5, ¢%)

q/2 q/
dS=0=¢q -dg— =—dt=q (dg— = dt (IV.208)
= = 2m =\~ 2m
bzw.

/

oot _d _p

=7 dt T 2m - 2m
Somit breitet sich eine Wirkungsfliche mit einer Geschwindigkeit aus, die gerade der halben Mas-
senpunktgeschwindigkeit entspricht.

(IV.209)

Hier gibt die klassische Mechanik einen deutlichen Fingerzeig auf die Wellentheorien der Elek-
trodynamik und Quantenmechanik. Die Massenpunktgeschwindigkeit findet ihr Gegenstiick in der
Phasengeschwindigkeit einer Welle und die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wirkungsfliche in
der Gruppengeschwindigkeit.
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7 Liouville-Gleichung

Im Abschnitt IV.5 {iber kanonische Transformationen wurde der Phasenraum eingefiihrt, der von
den kanonisch konjungierten Variablen g.,ps,a = 1,...,f, aufgespannt wird und damit 2f-
dimensional ist. Zum Zeitpunkt ¢ nehmen die kanonisch konjungierten Variablen, die das zugrunde
liegende System aus N Massenpunkten beschreiben, die Werte ¢4 (1), po(t) an. Der Zustand des
N-Massenpunktsystems bildet damit einen Punkt im Phasenraum. Die Lage des Punktes hiangt
von der Hamilton-Funktion H(qu,Pa,t), die die Dynamik des Systems beschreibt, und den An-
fangsbedingungen ¢, (t = 0),p.(t = 0) ab. Die Anfangswerte ¢, (t = 0),po(t = 0) sind mit den
aktuellen kanonisch konjungierten Variablen gq(t), po(t) durch die Phasenraum-Trajektorie ver-
bunden, die die Dynamik des N-Massenpunktsystems beschreibt.

p
t>0

/ q
t=20

Es wird jetzt wiederholt das gleiche N-Massenpunktsystem betrachtet unter immer wieder leicht
verdnderten Anfangsbedingungen. Auf diese Weise entstehen zwei Punktwolken, eine entspricht
den Anfangsbedingungen ¢ = 0, die andere dem System jeweils bei t.

D
St >0

=0

Die Trajektorien, die je einen Punkt der Wolke bei t = 0 mit einem Punkt der Wolke ¢ > 0 verbin-
den, seien der Ubersicht halber nicht gezeichnet. Wichtig ist dabei, daf zu keinem Zeitpunkt ¢ zwei
Phasenraumtrajektorien den gleichen Phasenraumpunkt belegen. Dies folgt aus der eindeutigen
Losbarkeit von Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen bei vorgegebenen Anfangsbedin-
gungen, und die Hamilton-Gleichungen fiir die ¢4, po stellen bekanntlich ein System gewohnlicher
Differentialgleichungen dar.

An dieser Stelle sei die Motivation fiir unsere Betrachtung eingefiigt, warum das N —Massenpunkt-
system denn wiederholt unter verdnderten Anfangsbedingungen betrachtet werden soll. Sehr grofle
Systeme (N ~ 10?3) erlauben es i.a. nicht, Anfangsbedingungen exakt vorzugeben; bei t = 0 kann
die Gesamtheit aller kanonisch konjungierten Variablen des Systems nicht prizise erfafit werden,
wohl aber innerhalb einer gewissen Schwankungsbreite. Trotzdem sind derartige Systeme noch mit
Erfolg auswertbar. Die gesamte klassische statistische Thermodynamik beruht auf diesen Uberle-
gungen.

Wir betrachten nun ein beliebiges Gebiet im Phasenraum mit dem Phasenraumvolumen AQ.
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AS)

Im Falle eines quaderférmigen Volumens ldsst sich A2 besonders leicht berechnen zu

/
AQ =[] Adalpa - (IV.210)
a=1
Infinitesimal gilt entsprechend
f
A = | [ dgadpa (IV.211)
a=1

AQ #ndert sich mit der Zeit durch die Bewegung der Punkte im Phasenraum, insbesondere der
Punkte auf dem Rand von AQ. Innere Punkte kénnen dabei nicht auf den Rand von AQ) gelangen
oder gar nach auflen. Wiirde ndmlich ein innerer Punkt auf den Rand gelangen, dann beféinde sich
das System zu dieser Zeit im gleichen Zustand wie das System, das aus anderen Anfangsbedin-
gungen hervorgegangen ist. Dies widerspricht aber der eindeutigen Losbarkeit. In gleicher Weise
kann kein dulerer Punkt ins Innere von Af2 gelangen.

Liouville-Satz:

Wenn sich die Punkte der Begrenzung von AQ entsprechend der Hamilton-Gleichungen bewe-
gen, dndert sich die Gréfle von A€ nicht, nur seine Form:

AQ = const . (Iv.212)
Den Beweis erbringen wir am Ende des Abschnitts.

Zunichst schreiben wir den Liouville-Satz in eine dquivalente Formulierung um. Dazu betrach-
ten wir ein infinitesimales Volumen df2 und fithren die Phasenraumdichte p(qq, pq,t) ein:

_ # Punkte in df2

0 Do, t) 1= V.21
P(das Past) 10 (Iv.213)

Liouville-Satz in dquivalenter Formulierung:
Die Dichte der Punkte im Phasenraum in der Umgebung eines mitbewegten Punktes ist konstant:
p =const . (Iv.214)

Da keine Punkte in d2 zu- oder abwandern kénnen und df2 selbst gleich bleibt, ist diese Formu-
lierung klar.
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Aus dem Liouville-Satz ldsst sich nun die Liouville-Gleichung folgern. Nach Gleichung (IV.98)
gilt fiir eine beliebige Funktion p(qq, Pa,t)

dip={p,H} + Op. (IV.215)
Die Konstanz der Phasenraumdichte

dip=0 (IV.216)
fithrt direkt auf die Liouville-Gleichung

Op+{p,H}=0 . (Iv.217)

Wir kommen nun zum Beweis des Liouville-Satzes. Es gibt grundsétzlich zwei Varianten. Die eine
Variante konstruiert eine Kontinuitétsgleichnung im Phasenraum. Einarbeitung der Hamilton-
Gleichungen fiithrt auf die Konstanz der Phasenraumdichte. Diesen Weg verfolgen wir nicht. Die
andere Variante untersucht das infinitesimale Phasenraumvolumen df) zu verschiedenen Zeiten.
Wir markieren die Anfangszeit ¢ = 0 als Index 0 und die beliebige Zeit t > 0 als Index t. Zu
beweisen ist dann

sy = dSy. (IV.218)

Wir fithren zunéchst die Abkiirzungen

Qoo = qa(t =0) , Ppoa =pa(t=0) (IV.219)

ein und beriicksichtigen, daf ¢, (t), p(t) natiirlich auch von der jeweiligen Anfangsbedingung
abhéngt. Also ist fiir die kanonisch konjungierten Variablen bei ¢ zu schreiben

Pa = palqos,Pos,t). (IV.221)

Diese Gleichungen kénnen formal als Koordinatentransformation
qoas Poa = oy P (IV222)

aufgefaft werden, insbesondere sogar als kanonische Transformation, denn die kanonischen Glei-
chungen gelten sowohl bei ¢ = 0 als auch spéter (¢ > 0). Ein Volumenelement des Phasenraums
transformiert sich bei einer Koordinatentransformation vermittels der Jacobi-Funktionaldeterminante
A zu

Ay = A - dQ (IV.223)
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mit

0
A = (q1> 7qf7p17 7pf)

. 1v.224
3(‘]01a-~-v‘10f7p01a---aPOf) ( )

Zu zeigen ist somit A = 1. Zunéichst wird A = const tiber d;A = 0 gezeigt. Wir fiihren fiir die
kanonisch konjungierten Variablen die zusammfassende Schreibweise

ri = (q,---.q5P1,---0f) (IV.225)
Toi = (qo1,---,GofsPo1,---Pof) 5 E=1,...,2f (Iv.226)
bzw.
0
Az O ray) (IV.227)

6(7’017 .. .,Togf) '

ein. Nach dem Entwicklungssatz fiir Determinanten gilt

2f
A= Z aix Dir,  (Entwicklung nach der i-ten Zeile) (IV.228)
k=1
mit
87"1- .
air = 5 (Elemente der Determinante) (Iv.229)
Tok
D;;  (adjungierte Unterdeterminante). (Iv.230)

Behélt man die D;; bei, d.h. die Unterdeterminante der i-ten Zeile, benutzt statt der a;; jedoch
a;i, d.h. die j-te Zeile (i # j), so folgt

2f
0= ajk Di. (IV.231)
k=1

Dazu dquivalent ist, dafl i-te und j-te Zeile gleich sind. Somit kénnen wir schreiben

2f
Adij = Zajk Di. (IV.232)
k=1
Da A = A(ay) ist, folgt
2f
0A |
d,A = Z Fas ik (IV.233)
i,k=1
Wegen des Entwicklungssatzes gilt aber
0A
= Dj. IV.234
Baik F ( )
Folglich erhalten wir
2f
diA = Z Dk Gige. (IV.235)
ik=1

Weiterhin ist

. 2f . 2f .

81",- 87"@ 87”2' 87’1 a’l’i

i = = => => . V.2
@ik dt aTQk 87"0k —1 87“; 8’1"0k @ ( 36)
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Somit folgt

= or; 2f OF
A= D; C= ) Adu V.2
d; Z ik Qlk o, Z it or, (Iv.237)
i,k,l=1 il=1
2f . f . )
(97’1 aQQ 3pa
wh o= 8 =4 e V.2
t ; Iri az::l (8% M 3pa> (Iv.238)
f 5 5
0°H 0?H
ha o= A N =Y V.2
t az:: (3% Opa  Opa 6qa> 0 (IV.239)
Folglich ist A = const. Da bei t = 0 gilt A = 1, folgt generell
A=1 qed. (IV.240)

Bemerkungen:

1. Umfangreiche Anwendungen finden die Phasenraumdichte und die Liouville-Gleichung in der
statistischen Thermodynamik.

2. Das quantentheoretische Gegenstiick zur Liouville-Gleichung lautet

1
Owp + o [, H] =0, (Iv.241)
wobei p den Dichte-Operator, H den Hamilton-Operator und [...] den Kommutator darstel-

len. Diese Gleichung heifit dann von-Neumann-Gleichung.



KAPITEL V

Erhaltungssitze in der Sprache der
Lagrange-und Hamilton-Mechanik

Bilanzgleichungen und Erhaltungsséitze werden sich natiirlich auch in der Lagrange-Mechanik wie-
derfinden. Die Gestalt wird jedoch i.a eine andere als die bisherige sein.

1 Symmetrien und Erhaltungsséitze

Im Abschnitt 2.3 wurde der Begriff der zyklischen Koordinate eingefiihrt. Demnach wurde eine
generalisierte Koordinate gg zyklisch genannt, wenn

04y L =0 (V.1)

gilt, was unmittelbar auf
04y L = const (V.2)

fithrt. Wenn L also nicht von gz abhéngt, hat dies einen Erhaltungssatz zur Folge. Man sagt auch,
daB L dann eine gewisse Symmetrieeigenschaft hat, die darin besteht, sich bei Anwendung der
Operation 9,, nicht zu dndern.

Diese Eigenschaft gilt ganz allgemein, nicht nur fiir die g,,, sondern auch fiir t: Wenn die Lagrange-
Funktion eine bestimmte Symmetrie besitzt, ist damit eine Erhaltungsgrée verbunden. Heraus-
gefunden wurde dieser Zusammenhang von Emmy Noether (1882-1935) und ist bekannt als das
Noether-Theorem.

Symmetrietransformationen

Im folgenden sollen allgemeine Transformationen fiir beliebige Systeme betrachtet werden, deren
Lagrange-Funktion L(qq, §a,t) dann natiirlich in generalisierten Koordinaten gegeben ist. Es sei
daran erinnert, dafl die generalisierten Koordinaten nicht eindeutig wihlbar sind.

Die Losung der Bewegungsgleichungen sei nun

da = 4o (t) » o = qa (t) . (V3)

Wir bilden diese generalisierten Koordinaten ¢, und die Zeit t jetzt eineindeutig auf neue Koor-
dinaten ¢, und ¢ ab. Es gelte die Transformation

t = FO(t7Q5aE) ) (V4)
ijoz = Fa(t7qﬂ76) ) Oé,ﬁ = 1a af } (V5)

wobei € ein kontinuierlicher, i.a. reeller Parameter sei, der die Abbildung charakterisiert. Es ist
sogar moglich, eine Gruppe von unabhéngigen Parametern €1, ..., €, zu betrachten, ohne daf sich
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an den Uberlegungen prinzipiell etwas &ndert. Statt e wiire dann das n-Tupel € = (€1, ..y €n)
anzuschreiben. Wir bleiben aber bei e.

Zunichst sind £ und G, mathematische Konstruktionen, und die ¢, miissen auch nicht neue ge-
neralisierte Koordinaten sein. Durch Einsetzen der ¢, (t) in die Transformationsgleichungen erhélt
man

tt) = Fo(t.qs(t),e) (V.6)
Galt) = Falt,gs(t),e) - (V.7)

Die Umkehrfunktion zu #(t) ergibt ¢ = ¢(f) und eingesetzt in ¢, (t) folgt
Qa(t(g)) = qa (E) = Fa(ta qB(t)v 6)‘t:t(f) : (V-S)

Somit bildet die Transformation die Losung ¢, (t) des Bewegungsproblems auf die Funktionen g, (t)
ab.

Nun sollen die Transformationen Fy, F, so eingeschrinkt werden, daB G, () auch wieder eine
Losung des gleichen Problems darstellt. Wir fordern also, dafl mit

2]
/ L(gp(t),qs(t),t)dt = Extremum (V.9)
t1
auch simultan _
fa S
:I:/~ L(Gs(t), qs(t),t) dt = Extremum (V.10)
i

erfiillt ist und zwar fiir die gleiche Lagrange-Funktion. Das negative Vorzeichen ist bei Zeitumkehr
anzuwenden. Die Auswertung dieser Forderung stellt gewisse Bedingungen an die o.g. Abbildung,.
Eine Abbildung, die eine Losung g, () des Problems wieder in eine Losung g, (%) iiberfiihrt, heifit
Symmetrietransformation.

Zum Auffinden der Bedingung fiir eine Symmetrietransformation wird zunéchst die transformierte
Geschwindigkeit ¢, (t) bestimmt. Wir wollen die Punktierung () sowohl fiir d; als auch fiir dj
verwenden, wenn die Variablenabhéngigkeit ( ¢ oder ¢ ) der g, bzw. g, klar ist. Man findet

Lo PO . dt
Ga(t) = diGa(t) =  OFu + ZanFa - qp i (V.11)
B
und ~
dt .
i :atFO+;aq3FO'QB . (V.12)
Somit folgt
. . OF,+ 04 Fu - G
Ga(f) = = 2 9y P 5 (V.13)

 OFy+ Y504, F0 - s

In die rechte Seite ist fiir t noch ¢(f) einzusetzen, und wir schreiben
Qo) = Galtig (0.4, (0.9 (V.14)

Ol + 3504, Fo - 4p

— . ) V.15
8tF0 + Zﬁ 8% FO *qg t:t(f) ( )

Das Wirkungsintegral in den transformierten Gréfien g, ¢ fithren wir nun schrittweise auf die
GroBen ¢q,t zuriick. Zum Vergleich der Integrale (V.9) und (V.10) stellt man zunéchst gleiche
Integrationsgrenzen her, indem man in Gl. (V.10) ¢(¢) substituiert:

+ / 2L((jﬁ(f(t)),(jg(f(t)),f(t))%dt: Extremum . (V.16)

t1
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Die Substitution #(¢) im Integranden macht die Substitution ¢ = #(f) in den Argumenten von F
und F, riickgdngig, also
Ga(t(t) = Falt, qs(t),€) (V.17)
und )
a(t(t)) = Galt,qs(t),4s(t)e) (V.18)
Damit ergibt sich

:t/2L(Fa(tvQﬁ(t)’6)7Ga(tvqﬁ(t),(jﬁ(t)aG)aFO(t’qﬁ(t)aG))‘

: <8tF0(t,q[3(t),e) + Y 9g, Folt, qs(t), ) ~qv(t)> dt = Extremum (V.19)

und das Variationsproblem der transformierten Bewegung g, (%) ist auf das Variationsproblem
fiir die Originalbewegung ¢, (t) zuriickgefiihrt. Beide Integrale miissen simultan zum Extremum
werden. Hinreichend dafiir ist, dafl beide Integranden bis auf die totale Zeitableitung einer Funktion
R(qq,t) gleich sein miissen. Die letztgenannte Bedingung ist im Abschnitt 2.4.8. “Mehrdeutigkeit
der Lagrange-Funktion“ gezeigt. Somit ist zu fordern

L(qa’q.a7t) =
L (Fa(t, q5(t),€), Galt,qp(1),4s(1), €), Fo(t, gs(t), €)) -

(&sFo(t qs(t +Z<9 Fo(t, qs(t), )-%(ﬂ)

+diR(qa(t),t) . (V.20)

Eine Transformation Fy, F,, fiir die sich eine Funktion R finden l4ft, so daf} die Relation erfiillt
ist, ist eine Symmetrietransformation.

2 Noether-Theorem

Untersucht werden Symmetrietransformationen

t = Fo(tase) (V.21)
Go = Falt,qp,e) (V.22)
mit
t = Fylt,qs(t),e=0)=t , (V.23)
da(t) = Falt,qp(t),e=0)=qa . (V.24)

Fiir den Parameter € = 0 soll somit die identische Transformation vorliegen. Taylor-Entwicklung
liefert

N F,
i e+ 0() (V.25)
de |._,
dF,
Go = qat ——| -e+0() . (V.26)
de e=0

Nun wird die Bedingung fiir die Symmetrietransformation nach e differenziert:
oL ng OL dGg 0L dFy .
= + — 4+ — - < O F 04 Fi
Z{apﬂ d oG, de T oF, de} { t ”*%:q” @ 0}

, dFy, ddR
+L (at + quaqw> d—: o (V.27)
vy
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Anschlieflend wird € = 0 gesetzt und dabei eingearbeitet, dafl gilt

a1EFO|€=0 = 1
aq"/FO|e:O =0 ’
atFoclezo = 0 ;
aq’yFﬁLz() = 5’Yﬁ
sowie
dy = 8t+2q78q7 ;
¥
O Fy + 1v0q., F d:F,,
Gal(t,qp,4p€) atFa ZW% AR ;
WFo+ 2, 440q, Fo  diFp
Ga(tv(Iﬁvq.ﬁaezo) = (joz
Zudem ist
dGo| _ ddR.| _ 4F. | d Ry
de | _q T dt de o (deFp)? | _y dt de | _,
_ ddF| . ddFfy
Todt de |, ™ dt de |,
Es verbleibt
dFyg d dFg d dFy
0 = Oy L —— Os, L | — —— —q4g— —
Z{ st e | _, T {dt de |, P at de |,
ﬁ € € €
dFy d dFy d dR
oL — L— — - —
TR e | T e |y T @ de |

Das £-Vorzeichen kann der Funktion R zugeschlagen werden. Einarbeitung der LII,

0y, L = dy0y, L

die ja entsprechend der Voraussetzung fiir ¢, (t) gelten, liefert

d dFgs ) d dFy
- o 1 228 _ L= 220
dFy d dFy d dR
oL — - — - —
TR e T e | @ de |,
bzw.
d dFgs ) d dFy
- o, [ 228 L — N il
0= 2 (6‘15 de _0>+ 2 o0l | G »
B €= B e=
dFy d dR
oL — - —
LA Sl
Wegen
dL . .
7 =2 (0, Lds + 04, Lijp) + L
B
kann umgeformt werden zu
d dFg . dFy dR
— 04, L ——= L— 04, L | — — =0
at ; (il ;qﬁ Cl Bl Rl

(V.33)

(V.34)

(V.35)

(V.36)

(V.37)

(V.38)

(V.39)

(V.40)

(V.41)

(V.42)
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Der Klammerausdruck ist somit erstes Integral der Bewegung. Wir fithren noch die Abkiirzungen

dFgs
5 = _F : 4
qp de |, (V.43)
ot = @ (V.44)
de |._,

ein, die hier im Unterschied zu vorangegangenen Kapiteln jedoch keine infinitesimalen Grossen
sind, und schreiben das erste Integral in der Form

= const . (V.45)
e=0

. dR
I=2 04,L-0q5+ (L= dsdy,L | ot+—-
B B
Diese Aussage wird als Noether-Theorem bezeichnet.

Bemerkung;:
Fiir eine weitergehende Behandlung des Problems verweisen wir auf http://www.marcothiel.de/Physik/Lagrange2/.

3 Die 10 klassischen Erhaltungsgrofien

Wir betrachten nun ein abgeschlossenes, konservatives N-Teilchen-System mit der Lagrange-Funktion

N
L(z,.&,) =) W;“ i —-Viz,) . (V.46)
pn=1

Das Potential soll nur von den Absténden zwischen je zwei Massenpunkten abhéngen, also
Als innere Krifte sind somit nur Zentralkrifte zugelassen. Nebenbedingungen bestehen nicht.

Aus unseren bisherigen Untersuchungen wissen wir, daf§ fiir dieses System 10 Erhaltungsgréfien
existieren:

e Da keine duleren Krifte wirken, bleibt der Gesamtimpuls P erhalten (1-3).
e Da keine dufleren Drehmomente wirken, bleibt der Gesamtdrehimpuls L erhalten (4-6) .

e Der Schwerpunkt des Systems bewegt sich auf einer Geraden durch den Anfangspunkt X,
(7-9) .

e Die Konservativitit des Systems bedingt die Erhaltung der Gesamtenergie U (10).

Wir wollen nun diese Erhaltungssétze vermittels des Noether-Theorems mit den im System ent-
haltenen Symmetrien in Verbindung bringen.

3.1 Translationsinvarianz und Impulserhaltung

Das System wird einer rdumlichen Translation um den Vektor ed unterworfen, also

z, —>Z,=z,+ted (V.48)
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(V.49)
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N

mit d = const. Somit lesen wir ab
oz, =d , v=1,..
(V.50)

Auflerdem gilt 6t = 0. Man sieht leicht, daf§ die Lagrange-Funktion invariant unter dieser Trans-

I, =1,
(V.51)

lation ist, denn

und damit ~
T=T .
Zudem ist
,—2,=2,—1, (V.52)
und damit }
V=V (V.53)
dR=L—-L=0 (V.54)
(V.55)

Folglich erhélt man fiir R
=0

=y

und wir konnen
withlen. L steht hierbei als Abkiirzung fir L(z,,, L/) Die hier auftretende Integrationskonstante

fallt ohnehin wieder weg.
Dann berechnet sich das erste Integral zu
N N
I=>0; L-d=>» mui,-d=P-d (V.56)
p=1 p=1

Die Gesamtimpulskomponente in d-Richtung ist Erhaltungsgrofle.
Da Translationsinvarianz fiir alle d-Richtungen vorliegt, ist der Gesamtimpuls P vektoriell erhalten

3.2 Rotationsinvarianz und Drehimpulserhaltung
(V.57)

Dz,

Das System wird einer Rotation unterworfen:
z,=>z,=D

wobei wir mit D = D(e) die Matrix bezeichnen wollen, die eine Drehung um den Winkel € be-
(V.58)

2(620):£ )

schreibt. Fiir € = 0 ist somit

wobei I die Einheitsmatrix darstellt .
(V.59)

Reihenentwicklung fiithrt zu
z, =1z, +dD|_, ex,+O()
(V.60)

Hieraus lesen wir ab
oz, = d.D| _, z,=Qz,
AuBerdem ist 6z = 0. Die Lagrange-Funktion ist unter der Drehung D invariant, denn es gilt

iy =1, -r, =&, D' Di,=i,&, =i, (V.61)
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und

|z, —1,| = \/(iu ~z,)" (3, -, (V.62)

=2z, -Dz,)" (D2, - D) (V.63)

=(z,~z,)" D" D (z, - x,) (V.64)

V(- )" (.- 2) (V.65)

= |z, —z, (V.66)

Dabei haben wir ausgenutzt, dafl die Matrix D orthogonal ist. R ist somit ebenfalls zu 0 zu wéhlen.

Nun wollen wir dz,, bzw. ) etwas genauer betrachten. Wegen

I = D'D
= (I+Q7c+0(?) (I+Qe+0O(?))
= I+(Q"+Q) e+ 0()

folgt

Also sind nur die Nichtdiagonalelemente von 2 zu besetzen. Wir schreiben

0 —Ws w2
2 = w3 0 —W1
—W9 w1 O
Folglich gilt die Darstellung
oz, =Qr, =wxz,
mit
w1
W = w2
w3
Das erste Integral ergibt sich somit zu
N
I = > 0 Loz,
pn=1
N
- Z mudy, (w x Qu)
p=1
N
= Z muw (gﬂ x iu)
p=1
= w-L

(V.67)
(V.68)
(V.69)

(V.70)

(V.71)

(V.72)

(V.73)

(V.74)

(V.75)

(V.76)

(V.77)

Demnach ist die Komponente des Drehimpulses in Richtung von w eine Erhaltungsgrofie. Da w
beliebig ist, bedingt die Invarianz der Lagrange-Funktion L die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses

L.



164 V. Erhaltungssitze in der Lagrange- und Hamilton-Mechanik

3.3 Galilei-Invarianz und Schwerpunktsatz

Das System wird einer Galilei-Transformation unterworfen, wobei wir die Transformationsge-
schwindigkeit in der Form ev schreiben:

z,—>%,=z,+et . (V.78)
Mit dz,, = vt und 6t = 0 ergibt sich
&R = L(glﬂiv) - L(iu’iu) (V79)
N
m . . 2
= Y-’ (V.50)
p=1
al 1
= — Z my, <iuv €+ 2’()262) . (V.81)
pn=1
Somit ist
N
ddcR|_y = =Y mui,v (V.82)
pn=1
N
= dER‘e:O = - Z muz,v . (V.83)
pn=1

Die auftretende Integrationskonstante wurde 0.B.d.A. Null gesetzt. Es folgt das erste Integral

N N

I o= muiot—Y muz, (V.84)
p=1 p=1

= (Pt—mX)v . (V.85)

Also ist die Komponente von Pt —mX in Richtung von v eine Erhaltungsgrofie. Da die Richtung
von v beliebig gew#hlt werden kann, ist

Pt —mX (V.86)
eine Erhaltungsgrofie. Wir schreiben
Pt—mX =-mX, (V.87)
bzw. 1
X=X,+ gﬂt . (V.88)

Dieses Ergebnis entspricht gerade dem Schwerpunktsatz: In einem abgeschlossenen System fiihrt
der Massenmittelpunkt eine gleichférmig geradlinige Bewegung aus. Die Konstante der Bewegung
ist die Anfangslage X des Schwerpunktes.

3.4 Zeitliche Translationsinvarianz und Energieerhaltung

Das System wird einer Zeitverschiebung um er unterworfen, wobei 7 eine bestimmte Zeiteinheit
ist. Dann folgt:
t—=t+er (V.89)

und man liest ab 6t = 7,z,, = 0. Die Funktion R verschwindet, da d;R =L — L = 0.
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Somit folgt das erste Integral zu
N
I = {TVZ%T%}T (V.90)
pn=1
X om
- ¥ {7@3 m#xﬂgﬂ} r—Vr (V.91)
p=1
N
S, won
p=1
= —(T+V)r=-Ur (V.93)

Erhaltungsgrofle ist die Gesamtenergie U des Systems .

Bemerkung:

In obiger Ableitung wurde dcR|,_, mit Riickgriff auf die Definition der Symmetrietransformation
ausgerechnet. Folgender kiirzerer Weg ist ebenfalls moglich:

Totale zeitliche Differentiation von L ergibt

N
dtL(iv?gy) = Z {aiuLgﬂ + GQHLQH}

Einarbeitung der LIT liefert

;L

diL

bzw.

p=1

“x, + 6§ML.£

m

Vergleich mit dem Noether-Theorem unter Benutzung von

ergibt

oz, =&

T

m

dR|_y=L-7

.“} ;

(V.94)

(V.95)

(V.96)

(V.97)

(V.98)

(V.99)

(V.100)

Diese Formulierung gilt fiir alle Systeme mit einer Lagrange-Funktion der Form L(qa, do)-
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3.5 Zusammenfassung

Fiir ein abgeschlossenes System sind die Erhaltungsgrofien und ihr Zusammenhang mit der jewei-
ligen Symmetrieoperation in der Tabelle zusammengefaft.

Symmetrietransformation Erhaltungsgrofe

raumliche Translation Gesamtimpuls

rdumliche Drehung Gesamtdrehimpuls
Galilei-Transformation Anfangslage des Schwerpunktes
zeitliche Translation Gesamtenergie




KAPITEL VI

Starrer Korper

1 Definition

Bisher haben wir Systeme von N Massenpunkten untersucht, deren Bewegung eingeprigten Kréften
und Zwangskréften unterlag. FEin starrer Korper ist auch ein System von N Massenpunkten, wo-
bei N i.a. sehr grofl ist und die Zwangskrifte zwischen den N Massenpunkten gerade so wirken,
dafl deren Absténde zueinander absolut starr sind. Dies ist natiirlich wiederum eine Idealisierung
- ebenso wie ein Massenpunkt eine Idealisierung darstellt. Jeder ausgedehnte Koérper hat eine
gewisse Elastizitét, so daf sich die Abstidnde zwischen seinen Teilchen (Massenpunkten) &ndern
konnen. Sind diese Anderungen aber klein gegeniiber den durch die Bewegung des Korpers selbst
bedingten Verschiebungen, ist die Approximation als starrer Korper gerechtfertigt. Bewegungen
der Teile des Korpers, die diese Bedingung nicht erfiillen, werden in der Mechanik deformierbarer
Medien - der s.g. Kontinuumsmechanik - untersucht und liegen auflerhalb des Rahmens dieser
Vorlesung.

Das ein starrer Korper in jedem Fall eine Approximation darstellt und kein Korper tatséchlich
absolut starr sein kann, ist auch ein Gebot der Relativitédtstheorie. Danach breiten sich Wirkungen
grundsétzlich mit endlichen Geschwindigkeiten aus, maximal mit Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c.
Greift an einen Teil des Korpers eine Kraft an und fithrt zu einer Bewegung, vergeht eine endliche
wenn auch ggf. kleine Zeit, bis andere Teile des Korpers davon “erfahren” und sich ebenfalls in
Bewegung setzen. Dieser Prozef} ist mit einer Deformation verbunden. Im weiteren setzen wir aber
immer voraus, daf} diese Deformation vernachlédssigbar ist.

Der allgemeine starre Korper hat 6 Freiheitsgrade; 3 Freiheitsgrade der Translation und 3 Frei-
heitsgrade der Rotation. Seine Bewegung im Raum ist vollstdndig bekannt, wenn wir den Ort
eines beliebig gewéhlten Punktes des starren Korpers kennen und wissen, wie sich der Kérper um
diesen Punkt dreht.

Dem allgemeinen starren Korper kénnen zusétzliche Nebenbedingungen auferlegt werden, so dafl
sich die Freiheitsgrade reduzieren. Wichtige Félle enthélt die Tabelle.

Korper Nebenbedingung | Freiheitsgrade
allgemeiner starrer Korper keine 6
Kreisel ein Punkt fest 3

Physisches Pendel eine Achse fest 1
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Je nach Art des vorliegenden Problems sind 6, 3 oder 1 generalisierte Koordinate einzufiihren.

2 Kinematik des starren Korpers

2.1 Raumfestes und korperfestes Koordinatensystem

Zur Beschreibung der allgemeinen Bewegung eines starren Korpers fithren wir ein raumfestes Ko-
ordinatensystem 3 ein, das i.a. ein Inertialsystem sein wird, sowie ein fest mit dem starren Korper
verbundenes Koordinatensystem Y.

E/

/
75>

3 kann vollig willkiirlich im starren Koérper platziert werden. Zweckmiifig ist aber hiufig eine
ganz besondere Auswahl; etwa wenn 0’ dem Schwerpunkt des starren Kérpers entspricht und die
Koordinatenachsen in Richtung der Hauptachsen des starren Korpers orientiert werden.

Wesentliche Uberlegungen kénnen wir aus Abschnitt 11.2 iiber bewegte Bezugssysteme iiberneh-
men. Fiir einen beliebigen Punkt P des starren Korpers gilt offensichtlich

z(t) = zo(t) + 2. (VL.1)
Hier ist zu beachten, daf§ z’ in ¥’ fest ist. Somit ist nach Gleichung (II.18)
v =diz' =0 (V1.2)
und es gilt nach Gleichung (I1.30)
v=v,, twxa, (VL.3)
wobei die Translationsgeschwindigkeit entsprechend Gleichung (I1.16)
Ve = dyzg (VL4)

und der Vektor der Winkelgeschwindigkeit w eingehen. w beschreibt die (momentane) Drehung
des Systems ¥’ und damit des starren Korpers.
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Wir wollen als erstes die Frage beantworten, wie sich die Translationsgeschwindigkeit v, und
die Winkelgeschwindigkeit w #ndern, wenn statt 0’ ein anderer Punkt 0’ als Nullpunkt von X’
gewahlt wird.

Es gilt

~
~

(VL5)

T =z +a

und nach Gleichung (I1.30) folgt

[
€

V=10, + 0 x . (VL6)

Da die Geschwindigkeit v des Punktes P nicht vom korperfesten Koordinatensystem abhéngt, gilt
Uy twxz =0, +@xT (VL.7)

und weiter
Vyptwxz =0, +foxa+@xz. (VL8)

Diese Gleichung muf fiir alle 2’ gelten, da P ja ein beliebiger Punkt des starren Kérpers ist. So
mufl gelten

w = @, (V1.9)

V. = Uy twXa. (VI.10)
Die Winkelgeschwindigkeit hingt nicht von der Wahl des Bezugssystems 0’ ab; sie ist eine reine
FEigenschaft der Bewegung des Korpers. Dagegen dndert sich die Translationsgeschwindigkeit bei
einem Wechsel des Nullpunktes des korperfesten Systems.

2.2 Drehungen

Die Beschreibung der Translationsbewegung eines starren Korpers unterscheidet sich im Grunde
nicht von der eines herkommlichen Massenpunktes. Die Rotationsbewegung erfordert jedoch einige
neue Uberlegungen. Wir wollen deshalb jetzt die Rotation genauer betrachten und dabei von einer
Translation absehen. Der Ursprung von ¥’ soll mit dem von ¥ zusammenfallen.
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X
\
\\ E/
/ N el °

\ //

§3 \Qg — -

\ 7

\| .-~

&

/=2

€ /

Die Basis {¢/,(t)} ist zeitlich verénderlich. Bei ¢ = 0 mogen beide Koordinatensysteme deckungs-
gleich sein, also

e(t=0=¢, , a=1,...,3. (VI.11)

Fiir ¢ > 0 gehen die €/, (t) durch eine orthogonale Transformation aus den e, hervor und wir
schreiben unter Verwendung der Summenkonvention

e, (t) = Dab(t) e (VL.12)

a

D,y ist eine orthogonale Matrix. Kompakt schreiben wir dafiir D. Es gilt

D-D"=1 (VIL.13)

bzw.

Day - DL. = Dyy - Doy = 4. (VIL.14)
Ein beliebiger Punkt P des starren Korpers kann in beiden Basen dargestellt werden, also

2(t) = 2a(t) €, = o, €, (8). (VL15)

Elimination von e/, ergibt

zo(t) e, = 2 - Dap(t) - - (VI.16)
Wegen
€, €. = 0qc (VL.17)
liefert die skalare Multiplikation mit e,
To(t) 6ae = Dap(t) Spe (VI.18)
z.(t) = ) Da.(t) = DL (t) (VL.19)
Dye(t) ze(t) = Dye Dy}, = b, (VI1.20)
x, = Dpe(t) z.(t). (VI1.21)
Wegen
24(0) = !, (V1.22)
gilt auch



2.2 Drehungen 171

Eine allgemeine Eigenschaft von Drehungen wird durch den Satz von Euler festgestellt. Er besagt
daf ein in einem Punkt festgehaltener starrer Korper - also ein Kreisel - aus einer beliebigen An-
fangslage in eine beliebige Endlage durch eine einzige Drehung um eine bestimmte Achse - also
die Drehachse - um einen bestimmten Winkel gebracht werden kann.

Beweis:

Wir betrachten einen beliebigen Punkt P des starren Kérpers, der in ¥ die Anfangslage z(0) =
24(0) e, und die Endlage z(t) = z,(t) e, haben soll. Nach obiger Vorarbeit gilt aber

z4(t) = DL, 4(0). (V1.24)
Es gibt somit eine orthogonale Matrix, die die Uberfiihrung von der Anfangs- in die Endlage vor-

nimmt.

Existenz der Drehachse n: Alle Punkte auf der Drehachse bleiben invarinat, also muf} gelten

ng = DX ny,. (V1.25)
Somit ist zu zeigen, dafl ein Eigenwert A\ = 1 existiert. Dies ist gezeigt, falls
det(D" — 1) =0 (VI.26)
gezeigt ist. Zunéchst gilt
l=det] = det(D"D)=detD" detD = (det D), (VI.27)
det D = £1. (VI.28)

Die negative Wurzel schlieflen wir aus, da sie keine stetige orthogonale Transformation beschreibt,
sondern eine Spiegelung. Dann gilt weiter

det(D" —I) = det(D" — D" D) =det D" det(I — D) (V1.29)
= det(I — D) =det(I - D") = —det(D" - I). (V1.30)

Folglich muf3
det(D" —I) =0 (VL31)

gelten und die Existenz der Drehachse ist bewiesen.Zu berechnen ist die Drehachse als Eigenvektor
von QT zum Eigenwert A = 1.

Drehwinkel: Wir wihlen eine neue Basis {€/,}, so daf &; mit der Drehachse iibereinstimmt. Die
Drehung um diese Achse wird durch die Matrix

} cosd sind 0
D=| —sind cosd 0 (V1.32)
0 0 1

beschrieben. D und 2 gehen aber durch eine Transformation der Art

D=U"DU (V1.33)
auseinander hervor. Spurbildung liefert
SpD = 1+2cosd=SpU 'DU) (VI.34)
= Sp(RUU™") =SpD = Dag- (VL35)
Der Drehwinkel § ist somit aus
1+2cosé =SpD (VI.36)

zu berechnen.
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2.3 Euler-Winkel

Der Euler-Satz suggeriert, die Rotation des starren Korpers durch die Drehachse und den Drehwin-
kel zu beschreiben. Die entsprechenden generalisierten Koordinaten wéren dann der Drehwinkel
und die beiden die Drehachsenrichtungen beschreibenden Winkel. Als zweckméBig hat sich jedoch
ein anderer Satz von generalisierten Koordinaten erwiesen - die Euler-Winkel. Es handelt sich um
3 Winkel fiir Drehungen um drei linear unabhéngige Richtungen, die in einer bestimmten Reihen-
folge auszufiihren sind, denn die Nacheinanderausfiihrung von Drehungen ist bekanntlich von der
Reihenfolge abhéngig.

€3 = &5 (raumfest)

A

&, = eb (korperfest) I

= &, = &, (Knotenlinie)

Die drei Teildrehungen und die ihnen zugeordneten Drehwinkel und -matrizen sind in dem folgen-
den Schema zusammengestellt:

Basis der Teildrehung | Teildrehung | Basis nach der Teildrehung Matrix
cosp sinp 0
€1,€9,€3 @ um €g €1,89,83 = €3 —singp cosp 0 :Qw
0 0 1
1 0 0
€1,€9, €3 ¥ um ¢, €1 = €1,69,€3 0 cos? sind | =D,
0 —sind cosd
costy siny 0
€1,€9,€3 P um eg €], €h,e5 = é3 —siny cosy 0 :Qw
0 0 1

Der Drehwinkel ¢ bezieht sich auf die raumfeste Achse es; ¢ auf die korperfeste Achse ef. Die
zum Drehwinkel ¢ gehorende Achse &, ist weder raumfest noch korperfest. Sie heiffit Knotenlinie.
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Durch die Hintereinanderausfithrung der drei Teildrehungen werden die {e,} auf die {el,} ab-
gebildet. Der Gesamtproze wird beschrieben durch

el = Dupey, (V1.37)

wobei sich D durch Multiplikation der Matrizen fiir die Teildrehungen ergibt, also

D=D,D,D, (VL38)
cos 1) cos @ — sint sin  cos Y cos 1) sinp 4 sin cosp cosy  siny sind
D= | —siny cosp —cost sinp cost —siny sinp + costp cosp cos)  costp sind  |(VI.39)
sin ¢ sin — cos ¢ sinv cos v

Der Zusammenhang der Euler-Winkel mit der Drehachse und dem Drehwinkel § des Euler-Satzes
bzw. der Winkelgeschwindigkeit w 148t sich leicht herstellen. w ergibt sich aus den drei Anteilen
zu

w=ges+08& + e (VI.40)

Mit dieser {iberschaubaren Relation rechnen wir die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit im
raum- und im korperfesten Koordinatensystem aus.

In ¥ sind &; und e5 durch {e,} auszudriicken:

&, = Dgiae, =cosp-e; +sing-ey (VI.41)
&y = Dygoge, =—sinpe; + cospe, (V1.42)
ég = D@Sa €4 = €3 (VI43)
€5 = Dysaé, =& (V1.44)
€ = Dygaé, =—sindé, + cosvé, (VI1.45)
es = —sind(—singe; +cospey) + cost e, (VI1.46)
Es folgt
w = (¥ cosp—+1sing sing)e, (V147)
+ (9 sing — 1) sind cos ) e,
+ (P +9 cos?) ey
In ¥ sind &; und ey durch {e/,} auszudriicken:
& = & =Dy, e, =cosipel —singe, (VL.48)
€3 = D;;aé = é?) = D1;31a éa = D1;31a D’l;;b Q?) (VI49)
e; = siny sinde] +cosy sindel, + cosv el (VL50)
Es folgt
w = (¢siney sing 49 cos) e} (VL.51)

+ (P cosy sing — 9 sin ) e
+ (@ cost?+ 1)) ¢}
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2.4 'Tragheitstensor

2.4.1 Triagheitsmoment um eine feste Achse

Wir betrachten die Rotationsbewegung eines starren Korpers um eine vorgegebene Drehachse, die
durch den Koordinatenursprung gehen soll.

Hierbei sind w die Winkelgeschwindigkeit,
n=w/w (V1.52)
der Einheitsvektor in Richtung der Drehachse und [,, der senkrechte Abstand des Massenpunktes

m,, von der Drehachse.

Die Grofie

0=> ml} (VL53)

heifit Tragheitsmoment des starren Korpers bei Drehung um n. Offensichtlich ist © von der Rich-
tung der Drehachse abhéngig.

Fiir die konkrete Berechnung eines Trégheitsmomentes zerlegen wir das Massenelement m, in

immer kleinere Teile Am,,, summieren diese auf und bilden den Grenzwert fiir eine unendlich feine
Zerlegung mit dem Ergebnis

N —oc0

N
O = lim ZliAmM:/ lem:/ 12 pdv. (VL54)
u=1 m Vv

Beispiel:

Homogener Quader (p = pg) mit n = e durch Zentrum
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€3 =N
b
I
- 44—
c . €
a
€
0 = / 1% podV (VIL55)
e = po/ / / (z2 + ) da'y dahy day (VL.56)
< b a
£ L [E o 3
0 = po/ d:vg/b ?+x2 x dt (VL57)
-5 g ~%
3 /g3
e = poc/ (12+x/22a> dr, (VL58)
b
2
ad b3
_ o b I
(C) poC <12 b+ 12 a) (VL.59)
0 = = (a®+1%) (VL.60)

2.4.2 Steiner-Satz

Bisher haben wir den Schwerpunkt des starren Koérpers definiert durch

!
X = 2wy (VL61)
m

mit der Gesamtmasse

m = Zml, (V1.62)

nicht in die Uberlegung einbezogen. Beim Steiner-Satz wird darauf gerade Bezug genommen.

Wir betrachten jetzt zwei parallele Drehachsen n und ng. n verlaufe durch den Ursprung 0’ und
ng durch den Schwerpunkt X'. Das Triigheitsmoment ist in beiden Fillen zu berechnen.
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Das Triagheitsmoment um die durch 0’ zeigende Drehachse n ergibt sich zu

O=> Zm,. (VL.63)
Nun ist aber
L, = |z| -sin(z;,,n) = |z, x n (VL.64)
und somit folgt wegen
z, =X'+I, (VL65)
0 = Y m(z,xn)? (VL66)
0 = > m X +i,)xn}? (VL67)
0 = > m X xn)’+ (& xn)®+2(X xn) (@ xn)} (VL68)
0 = ms2+Zml,l?,+2(X’><Q)Zmuiﬁ,><Q (V1.69)
Wegen
> om, i, = my(z, - X)=mX' -mX' =0 (VL.70)
und mit der Abkiirzung
Os =Y m, 2 (VLT1)

als Trégheitsmoment um die parallele Drehachse ng durch den Schwerpunkt folgt der Satz von
Steiner

O =05 +ms’ (VL.72)
Das Trégheitsmoment © beziiglich einer beliebigen Achse ist gleich dem Triigheitsmoment Og

beziiglich der zu ihr parallelen Achse durch den Schwerpunkt plus dem Trégheitsmoment der im
Schwerpunkt vereinigten Gesamtmasse um die urspriingliche Achse.
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2.4.3 Triagheitsmoment um eine beliebige Achse

Die Berechnung des Triigheitsmomentes in dem vorhergehenden Abschnitt ist an die Vorgabe einer
festen Drehachse gebunden. Immerhin ermdoglicht der Satz von Steiner die einfache Berechnung des
Tragheitsmomentes bei einer Parallelverschiebung der Drehachse. Jetzt soll das Trégheitsmoment
so dargestellt werden, daf eine von der Richtung der Drehachsen unabhéingige Grofie herauspripa-
riert wird, aus der dann fiir beliebige Drehachsen das Trigheitsmoment leicht berechnet werden
kann; diese Grofle ist der Triagheitstensor.

Z/

Wir gehen aus von einem beliebigen kérperfesten System Y des starren Koérpers, dessen Ursprung
0" auf der Drehachse n liegt. Dann gilt nach den Uberlegungen im vorherigen Abschnitt

0 => my(z, xn). (VL73)

Unter Benutzung der Vektorgleichung
(axb)?=a’b"—(a-b)? (VL74)
formen wir um zu

O = 3 mu{el — (a,n)*}. (VL.75)

Wir versuchen nun, die Drehachse n “auszuklammern”. Das gelingt, wenn wir den Trégheitstensor

0= Zm,,(gmi -2 oa)) (V1.76)

einfithren, wobei der rechte Term ein dyadisches Produkt darstellt. Allgemein wird die Dyade
zweier beliebiger Vektoren ¢ und d tiber

C1 d1 C1 d2 C1 d3
co Cl = Co d1 Co d2 C2 d3 = (Ca db) (VI??)
c3dy c3dy c3ds
definiert. [ ist die Einheitsmatrix im R3. Dann gilt

© =n0Bn; (VL.78)

der Trégheitstensor ist von links und rechts mit dem Einheitsvektor der Drehachse zu multiplizie-
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ren. Man priift leicht nach, daf} tatsichlich

© = ny mdall—-z,0x}n (VL.79)
e = Zuml,{mfnln—nxi,ox;n} (VI1.80)
0 = imu{xfnz—(nwb(w’yn)} (VL81)
® = zy:mu{gf—@’yn)z} (V1.82)

gilt.

2.4.4 Hauptachsendarstellung des Trigheitstensors
Der Tragheitstensor wird durch eine symmetrische Matrix dargestellt, denn es gilt

Oup = Z my{z'? 6y — 2!, 2} ,} = Opq. (V1.83)

Die Elemente von ©,, hingen zwar nicht von der Drehachse ab, wohl aber vom System Y'. In
einem willkiirlich gewéihlten Koordinatensystem Y/ haben i.a. alle © 4 nicht verschwindende Werte.

Die Symmetrie

I

=07 (V1.84)

impliziert nun, dafl € nur reelle Eigenwerte hat und die zugehorigen Eigenvektoren orthogonal
sind. Das Koordinatensystem aus diesen Eigenvektoren ist das s.g. Hauptachsensystem. Wird als
Y’ das Hauptachsensystem gewiihlt, dann diagonalisiert ©. Die Nichtdiagonalelemente werden zu
Null und die Diagonalelemente sind gerade die Eigenwerte von ©. Die Basisvektoren des Haupt-
achsensystems werden bevorzugt mit {e,e,, e} und die Haupttrigheitsmomente mit {A, B, C'}
bezeichnet. Dann gilt

A 0 O
0= 0 B 0 (VIL.85)
0 0 C
Die Drehachse nimmt im Hauptachsensystem die Komponenten
g
n=1 ny = ng e +nye, +neee (VI.86)
n¢
an, und das entsprechende Trigheitsmoment schreibt sich in der Form
©=nOn=Ani+Bn] +Cnf. (VL.87)

Der Zusammenhang zwischen dem Tragheitsmoment und dem Trégheitstensor 148t sich geome-
trisch veranschaulichen. Dazu ordnet man dem Trégheitstensor durch die Gleichung

1 = YOY =Y,0,Y, (VL.88)
1 = O Y24 00Y:+033Y2 +2015Y1Ys +2003Y, Y5 +203, Y3y, (VL8Y)

eine Fliche im R3 zu, wobei

Y, = (VL.90)
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gesetzt wurde und alle moglichen Drehachsen betrachtet werden sollen. Die Gleichung gilt zunéchst
fiir ein beliebiges System 3. Da fiir die Diagonalelemente stets

©11,022,033 > 0 (V1.91)

gilt, kommt von den moglichen Fliachen 2. Ordnung nur das Ellipsoid in Betracht, und man nennt
die Gleichung (VI.89) das Trigheitsellipsoid. Zeichnet man in dieses Ellipsoid jetzt eine feste
Drehachse n ein, so schneidet sie die Fliche gerade im Punkt Y. Der Abstand vom Ursprung 0/

ist dann 1/v/O, denn es gilt
2 1
Y= Y= /% = —. VI1.92
R (V1.92)

Die Bedeutung des Hauptachsensystems erklért sich dann von selbst.

Yo
/
(#2) §
1/4/(4)
" -'n
1VE yve j-=
§ Y1
(x1)
Im Hauptachsensystem gilt offensichtlich
1=A&+Bn*+0C¢? (V1.93)
mit
L3 U ¢
=5 = , ==, VI1.94
TV TV T Ve (VL54)
1. Beispiel:

Homogener Wiirfel mit Eckabstiitzung

T
|
|
|
|
|

0 a



180 VI. Starrer Kérper
O, = po/o (z'? — 2'?) da') dly da:g:po/o (x5 + ) da'y daty day (V1.95)
on = [ g ) deg = (C 4 apa) art V1.96

11 = poa 3 + x5 Xy T3 = Po 3 +z3a)drs (V1.96)
0 0 0
ad 81" at ot 32
O = poa[gngra;]Opoa <3+3)p0a33a2 (VL.97)
2
0, = gma2 (VI.98)
2
@22 = @33 = @11 = gma2 (VIgg)
a a 279
O12 = po/o (=2 o) dx'y daly da’y = —po a/o {le] xhy dat (VI.100)
0
a® 221 5 a?
_ T 30 1.101
O12 002 {2} poa 1 (VL101)
1
O = —ZmaQ (VI.102)
1
@23 = @13 = @12 = —ZT)’lCl2 (VIlOg)
2 1 1
5 -1 —3 2 8§ -3 -3
O=ma* | =5 3 g -3 s -3 (VL.104)
RN RN
Eigenwerte:
88— -3 -3
-3 8-\ -3 |=08-X*-2718-A\)—-54=0 (VI.105)
-3 -3 8-
A1 = 2 , Ag3 = 11 (2-fach entartet) (VI.106)
ma? ma? ma?
A = -2 B = <11 = <11 L1
12 ’ 12 » C 12 (VL.107)
Eigenvektoren:
6 -3 -3
A =2 -3 6 -3 |e=0 (VI.108)
-3 -3 6
1
eeoc | 1 (VI.109)
1
1 1
ee=—1| 1 VI.110
«=7| ! ( )
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-3 -3 -3
Aays = 11 3 -3 -3 | e.=0 (VLI11)
-3 -3 -3
1 1
e,oc | —1 , er X 1 (VL.112)
0 -2
! 11 ! 1 (VL.113)
= = - ) €= —F= .
Tovz Ve
3
: // 'I/Z
o el €.ty
e A g (e, nicht gezeichnet)
g e T

n
steht. €, und e sind nicht eindeutig bestimmt.

¢ zeigt in Richtung der Raumdiagonalen. e, und e, liegen in der Ebene, auf der e, senkrecht

2. Beispiel

Homogener Wiirfel mit Schwerpunktabstiitzung

T3
/

’_‘7/ L2
| i

1 4
' I -
| )_/ l’L"
a1
0 1
a

Aus dem Beispiel “ Homogener Quader” des Abschnitts VI.2.4.1 iibernehmen wir

3 1
01, = po/ (x + 2 da'y dahy daly = % 20 = G ma* (VI.114)
1
@22 @33 = @11 = 6 771042 (V1115)
3
©12 Po / ) (=2} o) dx') dxhy daly (VI.116)
-5
e
O12 —pa/a {2] dzy =0 (VI.117)
s _a
Oa3 O3 = O12=0 (V1118)

Das gewihlte Koordinatensystem ist offensichtlich bereits das Hauptachsensystem.
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3. Beispiel:

Verifizierung des Steiner-Satzes durch Vergleich der beiden Wiirfel-Beispiele

0
e Drehachse n = | 0 | fiir das 1. Beispiel ergibt
1
ma 8§ -3 -3 0
© = nOn= 73 (00 1) -3 8 -3 0 (VL.119)
-3 -3 8 1
ma? -3
0 = (0 0 1)| -3 (VI.120)
12
8
_ 8 2 2 2
0 = g Me =gz ma (VL.121)
0
e Drehachse n = [ 0 | fiir das 2. Beispiel (Schwerpunktsystem) ergibt
1
1 1 00 0 1
@S:@Q@:Emcﬂ(o 0 1)l 010 0 :6ma2 (VI.122)
0 0 1 1
e Abstand der beiden parallelen Drehachsen ist die halbe Flichendiagonale, also
v2a _ a
2 T2
O - 0g =ma® 2.1 —ma2§—m 4 2—m52 (VI.123)
5 3 6/ "6 \yv2) 7 '

Bemerkung;:

Der Tragheitstensor © ist ein Tensor 2. Stufe. Derartige Tensoren kénnen in Form einer Matrix
dargestellt werden. Allerdings ist keinesfalls jede Matrix ein Tensor 2. Stufe. Allgemein sind Ten-
soren iiber ihre Transformationseigenschaften definiert. Hier gehen wir nicht néher darauf ein. Die
umfassende Einfithrung von Tensoren erfolgt im Rahmen der Vorlesung “Klassische Feldtheorie”.

3 Dynamik des starren Korpers

Entsprechend den 6 Freiheitsgraden des allgemeinen starren Korpers sind 6 generalisierte Koordi-
naten einzufiihren und diese aus den Bewegungsgleichungen als Funktionen der Zeit zu bestimmen.
Als generalisierte Koordinaten eignen sich meist die drei (kartesischen) Koordinaten des Schwer-
punktes und die drei Euler-Winkel.

Die Bewegungsgleichungen selbst kénnen auf formal verschiedenen Wegen erhalten werden:

1. Ein Weg geht iiber die Lagrange-Funktion und die Lagrange-Gleichungen 2. Art. Fiir die
Lagrange-Funktion werden die kinetische Energie und die potentielle Energie als Funktionen
der generalisierten Koordinaten benétigt.
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2. Ein anderer inhaltlich gleichwertiger Weg benutzt direkt uns schon bekannte Bilanzgleichun-
gen fiir ein Massenpunktystem. Insbesondere sind dies der in Abschnitt 11.4.2 abgeleitete
und im raumfesten System ¥ aufzuschreibende Schwerpunktsatz (I11.267)

P=mX=p>"=>"F* (VI.124)

und die in Abschnitt I1.4.3 abgeleitete und ebenfalls in ¥ aufzuschreibende Gesamtdrehim-
pulsbilanz (I1.282)

L=M=> 2, xF* (VL.125)

Beide Wege sind je nach Anwendungsfall von Vorteil. Wir wollen deshalb auch beide Wege vorbe-
reiten und miissen dazu insbesondere den Zusammenhang der kinetischen Energie, der potentiellen
Energie und des Drehimpulses mit der Winkelgeschwindigkeit kliren.

3.1 Kinetische Energie des starren Korpers

Wir gehen von der kinetischen Energie im raumfesten System Y aus. Dort gilt definitionsgeméf

1 2
T=3 zy: my, v (V1.126)

Nach Gleichung (I1.30) bzw. (VI.3) benutzen wir
v, =0, +w Xz, (VI.127)

und erhalten
T = % Zm,,y?r—i— ;gmy (wx 2))? —l—;myyw (wx z,) (VI.128)
Fiir weitere Uberlegungen wollen wir uns nun auf die zwei wichtigen Fille konzentrieren:
e entweder soll der Nullpunkt 0’ des kérperfesten Systems ¥’ ruhen, so dafl

v, =0 (V1.129)

e oder der Nullpunkt 0’ soll mit dem Schwerpunkt X des starren Korpers zusammenfallen,
also

1
X' == mz, =0 (VI.130)
m
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3.1.1 Ruhender 0’-Punkt

0/

Vorausgestzt wird z, = const und somit v,,, = 0. Dann folgt

1
T = 3 ijmy (wx 2)% = Tror. (V1.131)
Die gesamte kinetische Energie ist reine Rotationsenergie T;.,;. Die formen wir um zu

1

Toor = 3 zy:ml, {w?2? — (wz!)?} (VI.132)
1

Trot = Jw Zml, {22 -2 oz} w (VI.133)
1

Trot = 3 wOw (VI.134)
1

Trot = 5@9 nw? (VI.135)
1

Trot = 3 0w?. (VI.136)

Man beachte die Analogie zur Translationsenergie
Tir = Trot 3 mMe 0O 5 vew. (VL.137)

Ist 3’ das Haupachsensystem {e;, e, €.}, vereinfacht sich die Form zu

1 A 0 0 w§
Trot = 5( we wy; we)| 0 B 0 Wy (VL.138)
0 0 C (JJC
1 2 2 2
Trot = 5 (Awg + Bwy + Cwp). (V1.139)

Héufig werden die Komponenten des Vektors der Winkelgeschwindigkeit w im Hauptachsensystem
durch p, q,r, also

W=wegee twpey tweee =peetqe, e (VI.140)

abgekiirzt, so dafl zu schreiben ist

Trot = %(Ap2+Bq2+CT2). (VI.141)
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Da w durch die Gleichung (VI.51) auf die Euler-Winkel und deren Ableitungen zuriickgefiihrt ist,
gilt gleiches auch fiir p, q,7; als {e},e5,e3} ist entsprechend {e,,e,, e } zu wihlen. Dann ergibt
sich
1 .
Trot = 3 A (¢ sinep sin? + 9 cos))? (VI.142)
1 .
+ 3 B (¢ cost) sind — 9 sin)?

1 .
+ iC(gb cos ) + )2,

3.1.2 Korperfestes Schwerpunktsystem

E/
by
X(t)
0
Vorausgesetzt wird z, = X (¢) und somit
v, = X, (V1.143)
X =0 (VI.144)
Damit folgt
1 .2 1 /12 . ,
T = izujmyg +§;my(gx%) +;myg(g>@y) (VI.145)
1 . .
T o= 3 MmX> + Toor + m X (w x X) (V1.146)
1 .
T o= gm X 4 Tt = Tor + Tyor (VI.147)

Die kinetische Energie setzt sich in diesem System aus der Translationsenergie der im Schwerpunkt
konzentrierten Gesamtmasse und der Rotationsenergie zusammen.

3.2 Drehimpuls des starren Korpers

Wir betrachten den Drehimpuls im raumfesten System 3. Dort gilt definitionsgemafl fiir den
Drehimpuls

L= ZL/ Xp, = Zml,gy XV, (VI.148)
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Wir beziehen in die Betrachtung nun das korperfeste System ¥/ ein. Es gilt
z, =xz5+,
und entsprechend Gleichung (VI.3)

_ /
Ql/*ytr—‘rngu

mit

Yy = Zyp-

So folgt

|~
[

> my (o +2)) X (v, +w x 2))
1%
= Zmugoxio
v
+ Zmyglux(gxgy)
v
+ Zmygox(ngy)
174

!/ .
+ E my T, X Xy
v

(V1.149)

(VL.150)

(VL.151)

(V1.152)

(VI1.153)

Die weitere Auswertung fithren wir wiederum fiir die bereits fiir die kinetische Energie ausgewéhl-

ten wichtigsten Félle durch.

3.2.1 Ruhender 0’-Punkt

Hier gilt z, = const bzw. v,, = 0 und der Drehimpuls nimmt die Form

L = ) myz),x(@xz,)
v

+ mzy x (wx X'),
L'+ L,

|t~
|

(VL154)

(VL155)
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an, wobei

L' = Zmy ), X (wxzl) (VIL.156)

den Eigendrehimpuls und
L(yzmgox(gxl’):mgoxxlzm%xx (VL.157)

einen Drehimpulsbeitrag der im Schwerpunkt X vereinigten Gesamtmasse darstellen. Der letz-
ten Gleichung liegt dabei folgende Nebenrechnung zugrunde: Fiir die zeitliche Anderung von X'
betrachtet aus dem raumfesten System folgt nach Gleichung (I1.32)

X' =dX +wx X . (VL.158)
Nun gilt jetzt zum einen
A, X' =0 (VIL.159)
und zum anderen
X(t) =20+ X'(t) (VL.160)
also
WX =d X' (VL.161)

da 0’ ja ruht. Markieren wir die zeitliche Ableitung noch mit dem Punkt, so folgt die obige Glei-
chung (VI.157).

Den Eigendrehimpuls L' formen wir unter Verwendung der Relation
ax(bxc)=blac)—c(ab) (V1.162)
um zu

L'=) my{wz -z, (wz)}. (VL.163)

Ein Vergleich mit der kinetischen Energie der Rotation liefert

Lot =5 L'w. (V1.164)

Weiterhin gilt
' = > m@ll-z,0z)w (VI.165)
L' = ng. (VI.166)

Der Eigendrehimpuls L' und die Winkelgeschwindigkeit w stehen zwar in einem linearen Zusam-
menhang, jedoch gilt i.a.

L fw. (VL167)

Einfach wird die Beziehung, wenn fiir ¥’ das Hauptachsensystem {QE, € QC} verwendet wird. Dann
gilt

L' = Aweee + Buye, + Cuwce. (VL168)

Den Zusammenhang von Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit kann man auch am Trégheitsel-
lipsoid (vgl. Gleichung (VI1.93)

1=A&+Bny*+0C¢ (VL.169)
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demonstrieren.

Gradientenbildung liefert

2

2(Afec+ Bne, +CCe) = E(AnggngBnngnnLCn(gc) (VL170)
2

= oo Awset Buney + Cuce) (VLT

- = (VL172)

VOuw

d.h. L ist proportional zum Gradienten und steht somit senkrecht auf dem Triigheitsellipsoid.

3.2.2 Korperfestes Schwerpunktsystem

Der Ursprung 0’ im korperfesten System X’ stimme jetzt mit dem Schwerpunkt iiberein. So ist

z, = X, (VL.173)
X = o0 (VL.174)

Der Drehimpuls nimmt die Form
L = mXxX—FZm,,gi,x(gxg’u):L/—kLs (VI.175)

an. Die weiteren Terme verschwinden wegen X’ = 0. Der Eigendrehimpuls L’ stimmt genau mit
der im vorhergehenden Abschnitt untersuchten Form iiberein. Der weitere Anteil

Lg=mXxX (VI.176)

beschreibt den Drehimpuls der im Schwerpunkt vereinigten Gesamtmasse.

4 Spezielle Probleme

4.1 Bewegung um eine feste Achse

Diese Anwendung wurde bereits im Kapitel 2 kurz eingefiihrt. Mittlerweile stehen uns aber mit
den Bilanzgleichungen und den L IT leistungsfihige Werkzeuge zur Verfiigung, die die rasche Ab-
leitung der Bewegungsgleichung erméglichen.
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Wir positionieren das raumfeste System X gerade so, dass die e;-Achse mit der Drehachse n zu-
sammenfillt. Es gilt w = wes.

Wir untersuchen die beiden eingangs diskutierten Zuginge, um die Bewegungsgleichungen aufzu-
finden.

Der Zugang iiber die Bilanzgleichungen fiithrt auf

Ly = Ms. (VL177)
Nun ist
L3 =03,w, =B033w=0uw (VI.178)
da
©=nOn=03;. (VL.179)

Die explizite Einfiihrung des korperfesten Systems Y’ ist hier nicht notwendig, da © auch in X
leicht auszurechnen ist. M3 ist das duflere Drehmoment.

Mit,
w=¢ (VI.180)
ergibt die Bilanzgleichung
O ¢ = Ms. (VIL.181)

Der Zugang iiber die L II erfordert die Konstruktion der Lagrange-Funktion. Da kinetische Energie
der Translation nicht auftritt, gilt

L=T, -V, (VI.182)
wobei das Potential von ¢ und ¢ abhéingen kann. Also folgt nach Gleichung (VI.136)

L:gﬁ—v@ﬁ (VI.183)

und somit
di 0oL — 0, L =0 ¢+ 0,V = 0. (VI.184)
Durch Vergleich finden wir
0¢=-0,V = Ms. (VI.185)
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Ist das Potential zeitunabhéingig (konservativ), so gilt der Energieerhaltungssatz

(C]
Trot +V = 5(,&2 +V(p) =U = const.

Diese Gleichung kann z.B. durch Separation gelost werden.

(VI1.186)

Als konkrete Anwendung betrachten wir das physische Pendel mit einer horizontalen Drehach-

se w = we; im homogenen Schwerefeld.

x

Der Abstand des Schwerpunktes S von der Drehachse sei

R=/X?+X3.

Das Potential berechnet sich zu

V= —Zml,ggch, =—gmX; = —gmR cosp.

Somit folgt

L:T—V:%ng—i-ngcosgo

sowie
diOpL —0,L=0¢+mgRsing=0
bzw.
»+ ng sinyp = 0.

Der Vergleich mit der Bewegungsgleichung des mathematischen Pendels

¢+%Sincp:0

(V1.187)

(V1.188)

(V1.189)

(V1.190)

(V1.191)

(VI.192)

zeigt, dafl das physische Pendel so schwingt, wie ein mathematisches mit der “reduzierten” Pen-

delléinge

(VI1.193)
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4.2 Abrollender Zylinder

Dieses System hat zwar ebenfalls nur einen Rotationsfreiheitsgrad, allerdings ist die Achse im
Raum nicht fest. Der Zylinder dreht sich aber ausschliesslich um seine Symmetrieachse, die natiirlich
fest im starren Korper liegt.

X2

Ccos «

Ra\

Der homogene Zylinder rollt auf der schiefen Ebene ab ohne zu gleiten. Der Massenmittelpunkt
fithrt eine Translation entlang s aus und der Zylinder rotiert dabei um den Schwerpunkt. Die
Situation entspricht damit genau der im Abschnitt 3.2.2 untersuchten. Fiir die kinetische Energie
gilt

x

T =Ty + Trot = %s%r? )2 (VL.194)

Nun sind s und ¢ aber nicht unabhéngig, sondern durch die Rollbedingung
ds=—Rdy (VI.195)
bzw.
s=—-R¢ (VI.196)

verbunden. Das Potential berechnet sich aus

+mgs sina. (VL.197)

R
V= Zml/gm%/ :ngQ =mg
» COS ¢

Betrachten wir s als generalisierte Koordinate so folgen die Lagrange-Funktion und die L II zu

Og §? R
L = %$2+§%—mgsinas—mgcosa7 (VI.198)
O
dy0;L — 0,1 = (m+R—§)s‘+mg sina = 0. (VI1.199)
Mit dem Trégheitsmoment
R
Os = po / (22 + 22) day daly daly = po 127 / oo dp (V1.200)
0
R* 1
Os = pol2r Vi 5mR‘Z (VI.201)
finden wir
2
§= —39 sin o (VI.202)

Die Beschleunigung des abrollenden Zylinders betragt somit nur zwei Drittel der Beschleunigung,
die er beim reibungsfreien Abgleiten annehmen wiirde.
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Wir wollen jetzt die Bewegungsgleichung mit Hilfe des Steiner-Satzes noch etwas umformen und
eine interessante Interpretation vornehmen. Multiplikation der Bewegungsgleichung (VI.199) mit
R? ergibt

(@5 +mR*) 5= —mgR?sina (VI.203)
bzw. mit
Op =05 +mR? (V1.204)
sowie der Rollbedingung folgt

Opp=mgRsina. (VI.205)

P

Geméfl dem Steiner-Satz ist © p das Trégheitsmoment beziiglich der Drehachse um P entlang der
Beriithrungslinie zwischen Zylinder und schiefer Ebene. Die rechte Seite ist gerade das Drehmoment
der im Schwerpunkt angreifenden Schwerkraft um den Drehpunkt P. Das Abrollen des Zylinders
erlaubt somit zwei gleichwertige Betrachtungen:

Q

1. Rotation um den Schwerpunkt plus Translation des Schwerpunktes.
2. Reine Rotation um den Auflagepunkt P ohne Translation.
Abschlielend wollen wir noch skizzieren wie die Bewegungsgleichung iiber die Bilanzgleichungen

zu erhalten ist. Wegen der notwendigen Beriicksichtigung der Zwangskrifte ist dieses Vorgehen
aber weniger elegant und dient uns nur zur Ubung.

Wir betrachten die Situation wie in Abschnitt VI.3.2.2, das korperfeste System X’ sei im Schwer-
punkt des Zylinders angebracht (X' = 0) und der Zylinder sei symmetrisch positioniert, so daf}
sein Schwerpunkt eine verschwindende Xs-Komponente habe. Fiir den Drehimpuls iibernehmen
wir aus Gleichung (VI.175)

L=L+Lg (VI.206)
mit dem Eigendrehimpuls
L'=0uw (VIL.207)
und dem Drehimpuls der Schwerpunktbewegung
Lg=mXxX. (VL.208)
Nur die 3. Komponente ergibt einen nichtverschwindenden Beitrag in der Bilanz. Sie ist

Ly=1L4+Lgs=0g5-w+m(X xX)3=Ms. (V1.209)
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T2
S S
Xy |
R R
cos a X P
\ g
Q | o
; 1
X1
Zum einen ist
(X x X)3 =X, X, — X5 X3 (V1.210)
Einarbeitung der Nebenbedingung
R
Xo =X -tana+ —— (VI.211)
cos o
und Umschrift auf s iiber
X1 = s-cosa (VI.212)
X, = §cosa (V1.213)
Xy = s-sina+ (VI.214)
cos o
X, = §sina (V1.215)
liefert
(X x X)3 =5ssina cosa —§ssina cosa —§R = —5R. (V1.216)
Zum anderen ist
My = (z, x EJ™)s. (VL.217)

v

Als externe Krifte I ,‘i"t sind hier nur die zu betrachten, die nicht durch Zwangskréifte kompensiert
sind. Kompensiert wird hier gerade die senkrecht zur schiefen Ebene gerichtete Schwerkraftkom-
ponente F' | . Somit ist

F™' =m, 9, (VL.218)
zu benutzen, wobei sich 9, auf die Beschleunigung parallel zur Koordinate s bezieht, also
g =g -sina. (VI.219)

Dann folgt

My =Y (m,z, x g,)s =m (X x g, )s. (V1.220)

v

Spalten wir den Schwerpunktvektor in gleicher Weise auf wie g, so ist
K:K”‘FXJ_ , | X, |=R (VIL.221)
und weiter

Mz =m(X, xg))s=mRgj=mRgsina. (VI1.222)
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Die Bewegungsgleichung schreibt sich dann in der Form
Osp—mRs=mRgsina. (VI1.223)
Benutzung der Rollbedingung liefert schliefilich das bereits bekannte Ergebnis

(Os+mR?)5=—mgR?sina. (VI.224)

5 Kreiseltheorie

Ein Kreisel ist definiert als starrer Korper, bei dem ein Punkt festgehalten wird. Betrachtet man
einen Kreisel im Schwerefeld, dann werden kriftefreie und schwere Kreisel unterschieden. Beim
kriftefreien Kreisel ist der Fixpunkt gerade der Schwerpunkt; das Drehmoment auf den Kreisel
verschwindet. Beim schweren Kreisel liegt der Fixpunkt auflerhalb des Schwerpunktes und es wirkt
ein resultierendes Gesamtmoment.

5.1 Euler-Bewegungsgleichungen des Kreisels

Der unmittelbare Zugang zu den Grundgleichungen des Kreisels verlauft iiber die Drehimpulsbi-
lanz. Wir betrachten die Systeme ¥ und X', deren Urspriinge zusammenfallen (0 = 0'). In nahezu
allen Féllen ist es von Vorteil fiir ¥’ das Hauptachsensystem zu wihlen.

> Y (=Hauptachsensystem)

/

- QB S~

Im raumfesten Inertialsystem 3 hat der Drehimpulssatz die bekannte Gestalt
d,L = M. (V1.225)

In ¥ sind wegen der Drehbewegung des starren Korpers nicht nur die Winkelgeschwindigkeit w(t)
zeitabhingig, sondern auch die Komponenten des Trigheitstensors O,;(t). Einsetzen von

Lo = Oapws (VIL.226)

wiirde recht komplizierte Gleichungen hervorbringen. Viel zweckmifliger ist die Ubersetzung in
das korperfeste Hauptachsensystem ¥, wo die schon mehrfach benutzte Relation (I1.32) auf

dL+wxL=M (V1.227)

fithrt. Wir betrachten entsprechend den Untersuchungen im Abschnitt I1.2 den Drehimpuls als im
Hauptachsensystem dargestellt, also

L=Lee,+Lye,+ Lee, (V1.228)
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und auch die zeitliche Ableitung in diesem System gebildet, d.h.
L=Leec+Lpe, + Leec. (V1.229)

Im Abschnitt I1.2 hatten wir genau diese zeitliche Ableitung mit d; markiert. Jetzt wollen wir dafiir
den Punkt benutzen, weisen aber deutlich darauf hin, dass in vorangegangenen Abschnitten der
Punkt als Symbol fiir die zeitliche Ableitung durchaus verschieden definiert war. Die Bewegung der
Hauptachsen {gf, [ QC} selbst wird ja gerade durch den die Winkelgeschwindigkeit w enthaltenden
Term beschrieben. Beriicksichtigen wir die Kompnentendarstellungen

weee twpe, Fwee =pec+qe, +ree, (VL.230)
OQw=Ape.+ Bqe, +Cre; (VL.231)

I~ &
|

so ergeben sich bereits die Euler-Gleichungen

Ap+(C—-DB)gr = M, |, (VI1.232)
B¢+ (A-C)yrp = M, |, (VI1.233)
Cr+(B—-A)pg = M, . (VI.234)

Aus diesem System gekoppelter gewohnlicher Dgln. sind die drei Zeitfunktionen p(t), q(t),r(t) zu
bestimmen. Ist dies realisiert, kann man aus ihnen vermége der drei Gleichungen (VI.51)

= ¢ siney sind + 9 cosy (V1.235)
= ¢ cost) sing — I siny (VI.236)
= ¢eost+ (VL.237)

die drei Euler-Winkel ¢, 9,1 als Funktionen der Zeit und damit die Lage des Kreisels im raum-
festen Inertialsystem X berechnen.

Die Euler-Gleichungen kénnen auch aus den L II abgeleitete werden. Die Lagrange-Funktion lautet
1
L=To-V=3 (Ap> + B@* +Cr?) = V(p,9,v). (V1.238)

Generalisierte Koordinaten und Geschwindigkeiten sind die Euler-Winkel ¢, 1,1 und ihre Ablei-
tungen ¢, 9, 1.

L,T,o:,V sind hier im raumfesten Koordinatensystem 3 zu interpretieren; auch bei T, han-

delt es sich um die kinetische (Rotations-) Energie des Kreisels im raumfesten System. Mit der
Darstellung

1
Trot = 5 (A P’ +Bg*+Cr?) (V1.239)
benutzen wir ausschlie8lich ¥’ zur mathematischen Darstellung von T}.; , mehr nicht. Unterstri-

chen wird diese Interpretation noch einmal dadurch, dass ja ¢, 9, als generalisierte Koordinaten
benutzt werden, also miissen wir die Gréflen mit folgenden funktionalen Abhéngigkeiten auffassen:

L(@a 197 ’(/))a TTOt(¢7 19’ w)a V(¢7 19? w) (V1240)

Somit miissen wir lesen
Ty = S{Ap? 9 B¢ (¢, ¥ Cr2(p, VI1.241
rot—2{ p(#% aw)—i_ q(@7 7¢)+ 7"(30, 7’(/})} ( . )

Die Rotationsenergie, die ein im Kreisel starr mitrotierender Beobachter wahrnimmt, ist tatséchlich
Null.
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Die Lagrange-Gleichung fiir ¢ ergibt folgendes:

oyr = 1, (VI.242)

Oyp = ¢, (VI.243)

Opqg = —Dp; (VI.244)

oL = 0pL-0+0,L-0+0,L-1=C"r, (VI.245)

d oL = Cr, (VI.246)

Ol = 0,L-q+9,L(—p)+0,L-0—0,V (VI1.247)

OyL = (A—-B)pq—09,V, (VI.248)

diOpL —0yL = C7— (A=B)pq+0yV =0 (VI.249)

bzw.

Cr+(B—-A4)pg= —8¢V:M,;. (VI.250)

Da ¢ direkt eine Drehung um die kérperfeste Hauptachse e, beschreibt, ist 0,V auch unmittelbar
dem Drehmoment M. zuzuordnen. Fiir ¢ und 9 ist diese unmittelbare Zuordnung nicht moglich.
Z.B. entspricht 0yV einem Drehmoment um die Knotenlinie, aber weder M¢ noch M. Die obige
flinke Rechnung 148t sich mit ¢ und ¥ deshalb nicht auf die gleiche Weise wiederholen. Allerdings
kann man natiirlich die Indizes permutieren und somit den gesamten Satz der Euler-Gleichungen
herstellen. Es sei darauf hingewiesen, dafi die drei Euler-Gleichungen nicht den L II entsprechen.
Lediglich die 1-Gleichung ist eine Lagrange-Gleichung.

5.2 Rotation um freie Achsen

Wir betrachten einen Kreisel, auf den kein dufleres Drehmoment wirkt (M = 0). Dann ist eine
freie Achse definiert als eine Drehachse, deren Lage sich im Ko6rper nicht veréindert. Fiir eine freie
Achse mufl demnach gelten

w=pestqe,+re. = const (VI1.251)
bzw.
p=-const , q=const , 1 =const. (V1.252)

Die Euler-Gleichungen ergeben dann

(C—B)gr = 0, (VI.253)
(A-C)rp = 0, (VI1.254)
(B=A)gp = 0. (VI.255)

Wir wollen uns auf den allgemeinen Fall konzentrieren, wo alle Haupttrdgheitsmomente verschie-
den sind. Dann miissen aber zwei der p,q,r Null sein. D.h. aber, daf} eine freie Achse mit einer
Hauptachse zusammenfallen muf3; nur Hauptachsen kénnen freie Achsen sein. Dann sind Drehim-
puls und Drehachse parallel, da ja gilt

L=0w. (VI.256)

Wegen M = 0 ist der Drehimpuls L im raumfesten System erhalten, und somit #ndert sich auch w
in X nicht. Man erkennt einen starren Korper, der um eine freie Achse rotiert daran, daf} er nicht
torkelt.
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Allerdings sind die drei Hauptachsen nicht alle gleich stabil. O.B.d.A. fordern wir
A<B<C.

Dann sind nur e, und e, stabile freie Achsen; ¢, ist eine labile oder instabile Achse.
Beweis:

Wir betrachten eine Rotation um ¢, , die leicht gestort wird. Dann gilt

q = qo ~ const, (VL.257)
p, 7, < qo, (VI258)
Ap+(C—B)gr =0, (VI.259)
Cr+(B—A)gp=0. (VI.260)

Differenzieren nach der Zeit ermoglicht die Entkopplung der beiden linearen Dgln:

Ap+(C—B)gr = Ap+(C—B)q q0p =0, (VI.261)
.. . .. B-C
Ci+(B—A)gqp = C7i+(B—-A)q " gor=20 (VI.262)
bzw.
p+Gp = 0, (VI1.263)
F+Gr = 0 (VI.264)
mit
B—-A)(B-0C)
G=q! 0. VI1.265
Der Losungsansatz
p=e' , r=e (VI.266)
ergibt
N+ G =0, (V1.267)
A=+vV-G. (VI.268)
Die Lésung
A=+vV-G (VI.269)
ist positiv reell und p und r wachsen damit zeitlich an. Die urspriinglich angenommenen kleinen
Stérungen p und r bleiben nicht klein und somit ist e, instabil. q.e.d.
Fiir andere Konstellationen , z.B.
B<A<C,
A<C<B
gilt
G > 0.

A ist dann rein imagindr und beschreibt zeitliches oszillieren, aber kein instabiles Anwachsen.
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5.3 Einteilung der Kreisel
Man unterscheidet folgende wichtige Typen:

o Kriftefreier Kreisel: M =0
e Schwerer Kreisel: M # 0
e Symmetrischer Kreisel: A = B # C (z.B.)

e Kugelkreisel: A= B =C

5.3.1 Kriftefreier symmetrischer Kreisel

Die Bezeichnung “kriftefrei” ist eigentlich nicht prézise, denn gemeint ist “drehmomentfrei”. Sie
wird aber in der Literatur so benutzt und wir behalten sie bei. Wenn wir den Kreisel im Schwerefeld
g betrachten und den Schwerpunkt im Ursprung des raumfesten Systems ¥ fixieren (also X = 0),
dann gilt

M=%z, xmg=> mz,xg=mXxg=0. (V1.270)

Die Symmetrie sei 0.B.d.A. durch
A=B (VL.271)

festgelegt. Die Symmetrieachse heifit Figurenachse; hier also die (-Achse. Dann nehmen die Euler-
Gleichungen die Form

Ap+(C—-A)gr = 0, (VI1.272)
AGg+(A-C)pr = 0, (VI.273)
Ci = 0 (VL.274)
an. Sofort folgt
r=7o=w = const (VL.275)

und durch die Wahl der Orientierung von e, legen wir

ro >0 (VI.276)
fest. Es verbleiben die Gleichungen
p—Rq = 0, (VL.277)
¢g+Rp = 0 (VI.278)
mit
R:Agcm. (V1.279)
Deren Losung lautet
= asin(Rt+e), (VI.280)

g = acos(Rt+e) (VI.281)
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mit den Integrationskonstanten ¢ und e. Fiir den Betrag der Winkelgeschwindigkeit w = |w| findet
man somit

W =12 +p?+¢* =12+ a® = const. (VI.282)
w beschreibt einen Kreiskegel um die Figurenachse, den Polkegel.

Fiir den Betrag der Bewegung im raumfesten System 3 ist der Zusammenhang mit den Euler-
Winkeln herzustellen. Dazu dienen die Gleichungen (VI.51)

p= asin(Rt+e) =@ siny sind+ 9 cos, (VI.283)
¢= acos(Rt+¢€) = costsind—1J sin, (VI.284)
r= 70 = ¢ cos ¥ + 1. (VI.285)

Das Losen dieses Gleichungssystems wird besonders einfach, wenn ¥ geeignet gewihlt wird. Da
wegen M = 0 bekanntlich in ¥

L = const (VI.286)
gilt, legen wir
es Tt L (VI.287)
bzw.
L=Le, (VI.288)

fest. e; driicken wir mittels der Gleichung (VI.50) nun mit den Basisvektoren von ¥’ aus und
erhalten

L = L{sin? sin¢ e, +sind cospe, + cosve.}. (VI.289)
Somit kénnen wir unter Einarbeitung von
L=0w (V1.290)
schreiben
Le=Awe=Ap= A(psind sing + 9 cosyp) = L sind sinp, (VI.291)
Ly=Aw,=Aq= A(psind cosyp — 9 sing)) = L sindd cos, (VI.292)
Li=Cwc=Cry= C (¢ cosV + 1)) = Lcos?. (VI.293)

Wir betrachten dieses Dgl.-System zuniichst als algebraisches Gleichungssystem fiir ¢, J, ) und
16sen danach auf. Aus

sind sinyy  costy 0 ® % sin 1 sin
sin? cosyp —siny 0 0 | = Zsindcosy (VI.294)
cos ¢ 0 1 P L cosv
erhalten wir mittels Cramer-Regel
1 % sind siny  cosv¥ 0 I
$ = — g | A sin® cosy —siny 0 | = 1= const (VI.295)
L cost 0 1
c
) 1 sin sin ¢ é sind siny 0
9 = o sin? cosy % sind cosyp 0 | =0 (VI.296)
s cosv é cos v 1
) 1 sind sinty  cosy % sin ¥ sin ¢ L L
v = - sin?d cosvy —sint % sind cosyp | =|—=+ =] cos¥ (VL.297)
—sin ¥ I A C
cosv 0 & cosv
. A—
Y = 4-C L cosd. (V1.298)

AC
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Integration ist nun einfach moglich. Sie liefert

9 = i (V1.299)
L
= —_— = I-
@ 2t vo sim?OHW (VI.300)
A-C
’l/} = TL COSﬂOt‘i”l/JO = Rt+€ (VI301)

Von den Integrationskonstanten g, a, g,y = € sind nur die ersten beiden von substantiellem
Interesse. o gibt lediglich an wie bei ¢t = 0 die e;-Achse orientiert ist und e wie die Knotenlinie
liegt. Da L = const und Le = Cry = L costg = const wollen wir ¥9 und a auf L und L

zuriickfithren:
costy = % (VI1.302)
L L\’ L
a = sindy = (;) 3 (V1.303)

Fiir die Interpretation der Ergebnisse ist es hilfreich, die Winkelgeschwindigkeit w in geeigneten
Koordinaten darzustellen. Besser als die reine Darstellung in 3 oder ¥’ ist eine Kombination. Dazu
greifen wir auf die Gleichung (VI.40) zuriick, die hier die Form

w=ges+ies=pes+ie (VL.304)

annimmt. Entsprechend der urspriinglichen Einfiihrung der Euler-Winkel ist ¢ die Winkelge-
schwindigkeit um die raumfeste e;-Achse und ¢ die um die korpefeste e -Achse.

xs3

D ¢ <

Drehimpuls- \ i
richtung ‘.
/\ momentane Drehachse
Nutationskegel R

(auch reguldrer Prézessionskegel

Spurkegel
P s Polkegel

h Rastpolkegel
(auch Rastpolkegel) (auch Gangpolkegel)

Die Figurenachse (Symmetrieachse des Kreisels) bewegt sich auf einem Kreiskegel mit dem Off-
nungswinkel ¥y um die e;-Achse, d.h. um die Richtung des Drehimpulses. Diesen Kegel nennt man
Nutationskegel. Die Winkelgeschwindigkeit dieser Drehung ist ¢.
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Dabei dreht sich der Kreisel um die Figurenachse e, mit der Winkelgeschwindigkeit .

Die Winkelgeschwindigkeit w entsteht durch Addition beider Drehungen. w liegt immer in der-
von e; und e aufgespannten Ebene. w rotiert deshalb mit der QC—Achse um die e;-Achse. Die
Lage von w éndert sich deshalb stéindig. Sie wandert auf dem Spurkegel um die raumfeste Drehim-
pulsrichtung.

Die gegenseitige Bewegung der Achsen kann man sich durch das Abrollen von Kegeln veran-
schaulichen. Der Polkegel rollt mit seiner Aufienfliche (bei A > C, sonst mit seiner Innenfléche)
auf dem Spurkegel ab und fiihrt dabei die Figurenachsen auf dem Nutationskegel.

Die rotierende Erde ist in guter Ndherung ein kriftefreier symmetrischer Kreisel, da wirkende
Drehmomente klein sind. Fiir die Erde gilt

Jg ~ 0, (VIL.305)
also
cos ¥y ~ 1, (VIL.306)
A
" ¢ ~ —0,0033. (VL.307)

Wegen der Abplattung ist C' natiirlich am grofiten. Somit gilt

~ —300. (V1.308)

<6
S
S
S
5

Tatséichlich 1duft w (= Nordpol) auf einem Kreis von ca. 10 m Radius in ca. 430 Tagen um die
Symmetrieachse (= dem “geometrischen” Nordpol). Die Abweichung von unserer Abschitzung
wird durch atmosphérische Bewegungen hervorgerufen und dadurch, dafl die Erde nicht vollkom-
men starr ist.

Wegen A < C miissen wir die obige Skizze modifizieren:
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5.3.2 Schwerer symmetrischer Kreisel

Wir betrachten jetzt einen symmetrischen Kreisel im Schwerefeld, dessen Unterstiitzungspunkt
(0 = 0’) nicht mit dem Schwerpunkt zusammenfillt. Die Schwerkraft iibt ein Drehmoment aus.
Wegen der Symmetrie des Kreisels liegt der Schwerpunkt auf der Figurenachse (. Sein Abstand
vom Unterstiitzungspunkt sei s.

T
Dann hat der Kreisel die potentielle Energie
V=mgXs=mgs cos?. (VIL.309)

Das Aufschreiben der potentiellen Energie deutet bereits an, daf§ wir die Bewegung des schweren
Kreisels nicht mit Hilfe der Euler-Gleichungen, sondern iiber die Lagrange-Gleichungen 2. Art
untersuchen werden. Als generalisierte Koordinaten nehmen wir die Euler-Winkel ¢,9,. Die
noch bendtigte kinetische Energie ergibt sich aus T)..; ausgedriickt in den Euler-Winkeln wie in
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Gleichung(VI1.142) angegeben. Wir kénnen die Formel wegen A = B vereinfachen und erhalten
_ _A s oo c . N2
T=T= ) (97 4 ¢* sin®¥) + 5 (¢ cos + )= (VIL.310)
Wir gewinnen so die Lagrange-Funktion
A s o o ¢ . N2
L=§(19 + ¢° sin 19)+5(<pcos19+1/}) —mgs cost. (VL311)

Es ist sofort zu sehen, dafl ¢ und ¥ zyklische Koordinaten sind. Somit gelten die Erhaltungssétze

oL = A sin®94 C (¢ cost+ 1) cost = a = const, (VL.312)
9,L = C(pcost+1) == const. (V1.313)

Anstatt der weiteren Lagrange-Gleichung fiir ¢ benutzen wir den Energieerhaltungssatz (V.93),
der sich wegen der expliziten Zeitunabhéngigkeit von L zu

A . C .
T+V = 5 (92 + p? sin® 9) + 5 (¢ cos® +1)> +mgs cost) = U = const (VL.314)
ergibt. Ziel ist nun, ¢ und ¢ aus dem Energiesatz zu eliminieren und eine entkoppelte Dgl. fiir 9

zu erzeugen. Die Erhaltungssitze (V1.312), (V1.313) stellen ein lineares algebraisches Gleichungs-
system fiir ¢ und ¢ dar. Wir finden aus

Asin® 9+ C cos?9  C cos? o\ [«
(AL ()= (5 (VL315)

die Zwischenlosung

1
p=——(aC —BC cosd VI1.316
7 AC sin®9 (o BC cosd) ( )
Y+ ¢ cost) = g (VL.317)

Der Energiesatz geht nun in

A ., (a—pBcos?)? B2
J— —_— —_— = . 1
219 + 5 A 20 +2C+mgscosﬁ U (VL.318)

iiber. Mit den Abkiirzungen

(a0 — B cos¥)? 52 mg-s
= I- 1
u(?) oazsm?y 24C T a4 Y (VI.319)

U
- Y VI.320
¢ = 2 (VL320)
schreiben wir
192

-t u(¥) =e. (VI.321)

Integration durch Seperation liefert ¢(+J) in der Form
t= / L — (VL.322)

v2{e —u(?)}

Damit ist das Problem im Prinzip gelost. Die Umkehrfunktion ¥(¢) erméglicht die Berechnung
von ¢(t) und v (t). Allerdings werden wir auf ein elliptisches Integral gefithrt, was analytisch etwas
unhandlich ist. Die weitere Diskusion beschranken wir deshalb auf eine spezielle Situation.
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Wir wollen annehmen, dafl die Figurenachse ¢ des Kreisels parallel zur Erdoberfliche gerichtet
ist und der Kreisel in eine schnelle Drehung um diese Achse versetzt wird. Diese Situation ent-

spricht den Anfangsbedingungen (¢t = 0)
™
’19 = — = =
2 ) (p 07 1/} 07
=0 a§b =0, ¢ = ¢0~

Die Integrationskonstanten «, 8 und U bzw. € werden dann zu

a = 0,
B = CQ/}Ov
1 2 c .
€= d20 24"
So folgt
92 C? 1/18 9 gs
3+ 5 12 cot” 1 + 1 cost =0
bzw. mit
T
Y= 5 +9
62 1/13 C? 2 gs .
E—i_ 5 12 tan” 6 — 1 sind =0
Die Funktion
- N 1/1(2) 2 gs .
(0) SYE] tan® § " sin 0
ist in der Skizze dargestellt.
(o)
Tx z 0
2 2

(V1.323)
(V1.324)

(V1.325)
(V1.326)

(V1.327)

(VI.328)

(V1.329)

(V1.330)

(V1.331)

Der Bewegungsbereich ist offensichtlich auf §-Werte mit u < 0 beschrénkt. Je grofier 1/}8 ist, desto
kleiner ist dieser Bereich. Wir setzen voraus, daf§ ¢ hinreichend grof ist, so daf§ die trigonome-

trischen Funktionen durch

tand ~ 6,
sind =~ ¢
approximiert werden kénnen. Dann ergibt sich
O L VEC e ms s
2 2 A2 A
Zeitliche Differentiation liefert die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators
fo00C 5 mas

Az 7 A

(V1.332)
(V1.333)

(VI.334)

(V1.335)
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woraus unschwer die Losung

A .
g Amas Iy (B, (VL.336)

C2 43 A
zu erhalten ist. Die Figurenachse ( fiihrt also eine vertikale Schwingung zwischen é = 0 (19 = g)

A A

und 6 = 2 MIS (=T 1 92MIZ ) 10it hoher Frequenz und kleiner Amplitude aus. Diese
C2 g 2 C2 43

durch ¢ festgelegte Bewegung der Figurenachse heifit Nutation.

In gleicher Ndherung folgt

. Yo C siné e mgs o C
o=+ 1 coi2s I 0 C o cos | — t (VL.337)
bzw.
pom9s o A G (Rl L (VL.338)
Co (e A
Die Figurenachse bewegt sich also mit der mittleren Geschwindigkeit
. mgs
(p) = =2 (V1.339)
Co

zusétzlich um die x3-Achse. Diese Bewegung wird Prdzession genannt.

Schliefllich folgt noch
Wb = 1o — @ cos ¥ = dy, (V1.340)

d.h. der Kreisel dreht sich mit der ihm anfangs gegebenen Winkelgeschwindigkeit ¢y um die Fi-
gurenachse.

Die Bahnkurve, die die Spitze der Figurenachse des Kreisels insgesamt durchfiihrt, ist eine Zykloi-
de in der ¥ — p-Ebene.

Im vorangegangenen Abschnitt hatten wir die Erde ndherungsweise als kréftefreien symmetrischen
Kreisel betrachtet. Tatséchlich iiben aber die Schwerefelder von Sonne und Mond ein geringes
Drehmoment auf die Erde aus. Als Angriffspunkt kénnen wir uns den Aquatorwulst vorstellen.
Damit wird die rotierende Erde zum schweren Kreisel und zu einer langsamen Prézessionsbewegung
veranlaf3t. Die Figurenachse préazessiert in ca. 26 000 Jahren um die Normale zur Ekliptik. Diese
Bewegung nennt man in der Astronomie die Prizession der Aquinoktien.
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