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1. Legendre-Polynome (6 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Legendre-Polynome Pn(x) ein orthogonales Funktionensystem auf dem Intervall
[�1; 1] bilden, d.h. dass gilt:

(Pn; Pm) =
∫ 1

�1
Pn(x)Pm(x)dx =

2
2n + 1

�nm:

Verwenden Sie zur L�osung partielle Integration und die Darstellung der Legendre-Polynome durch die
Formel von Rodriguez

Pn(x) =
1

2nn!
dn

dxn
(x2 � 1)n:

Au�erdem darf die L�osung des Integrals
∫ 1

�1
(x2 � 1)ndx = (�1)n

22n+1n!2

(2n + 1)!

verwendet werden.

2. Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (6 Punkte)
Im Raum L2 der quadratintegrablen Funktionen (z.B. Wellenfunktionen der Quantenmechanik) ist
das Skalarprodukt de�niert durch

hf ; gi =
∫ 1
�1

f (x)g(x)dx:

F�ur das Skalaprodukt gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

j hf ; gi j2 � hf ; f i hg; gi :
Rechnen Sie dies anhand des Beispiels f (x) = 1p

x2+1 und g(x) = xe�x2 nach. Bei der L�osung eines
der Integrale hilft Ihnen eventuell die sogenannte Gamma-Funktion � (x) =

∫1
0 tx�1e�tdt. Mit der

Rekursionsformel � (x + 1) = x� (x) und den Werten � (1) = 1 und � (1=2) =
p
� sollte es Ihnen

nun m�oglich sein, eine ganze Menge bestimmer Integrale zu l�osen.

3. Fourier-Entwicklung (8 +2 Punkte)
Funktionen f (x), die in den Grenzen [a; b] periodisch sind, k�onnen mithilfe einer Fourier-Reihe als
Summe trigonometrischer Funktionen dargestellt werden (Fourierentwicklung):

FR(f ) =
a0

2
+
1∑

n=1

an cos(n!x) + bn sin(n!x)

Dabei ist ! = 2�
T = 2�

b�a die Kreisfrequenz mit der Periode T = b � a. Die Koe�zienten an (n � 0)
und bn (n > 0) erh�alt man durch

an =
2

b � a
∫ b

a
f (x) cos

(
2n�x
b � a

)
dx; bn =

2
b � a

∫ b

a
f (x) sin

(
2n�x
b � a

)
dx

(a) Formen Sie die Fourierreihe in ihre komplexe Darstellung mit Koe�zienten cn um. Geben Sie
dazu auch die cn als Funktion von an; bn an.

(b) Bestimmen Sie die Fourierentwicklung der 2�-periodisch fortgesetzten Funktion

f (x) = x2 f�ur x 2 (��; �):

(c) Plotten Sie Fourierentwicklung mit n=4, 8 und 64 Summanden mit einem geeignetem Pro-
grammpaket Ihrer Wahl. (optional, 2 Zusatzpunkte)


