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12. Poisson-Klammern (5 Punkte)

Es seien A = A(q,p,t) und B = B(q,p,t) zwei Funktionen der generalisierten Koordinaten
q = (q1,---,qy), der generalisierten Impulse p = (p1,...,ps) und der Zeit. Dann ist die
Poisson-Klammer {A, B} von A und B durch
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definiert.
(a) Zeigen Sie, daB sich die kanonischen Bewegungsgleichungen in der Form
o ={qa, H} und  po = {pa, H} (2)

schreiben lassen. Mit H wird die Hamilton-Funktion bezeichnet.

(b) Es sei L = (L1, Lo, L3) der dreidimensionale Drehimpulsvektor, (g1, 2, q3) der karte-
sische Ortsvektor und (p1, p2, p3) der kanonisch konjugierte Impulsvektor. Zeigen Sie
die folgende Beziehung fiir die Poisson-Klammern:

{L;i, L;j} = €iji Ly

13. Kommutatoren (10 Punkte)

In dieser Aufgabe soll das Rechnen mit Kommutatoren geiibt werden.
(a) Zeigen Sie: Fiir beliebige Operatoren A, B und C gilt
A, BC] = [A,B)C + B[A.€] . 3)
(b) Zeigen Sie mittels vollsténdiger Induktion: Fiir beliebige Operatoren A, Bund n =
1,2,... gilt
ap] =S B[4 8] Bt B
=0
(¢) Sei A nun eine Potenzreihe in ¢, und p,. Zeigen Sie unter Verwendung von (b)
[k, Al = —ihd,, A und  [Gr, A] = ihd, A . (5)

Bitte wenden —



(d)

Berechnen Sie fiir die Komponenten des Drehimpulsoperators L= g x p die folgenden
Kommutatoren (7, € {1,2,3}):

i. [Li, Lj] ii. [L;, L?]

Hinweis: Bei dieser Teilaufgabe konnen Sie durch Verwendung von Komponenten-
schreibweise und Summenkonvention sehr, sehr viel Schreibarbeit sparen.

14. Die Matrix-Exponentialfunktion (5 Punkte)

Fiir eine quadratische Matrix A definieren wir den Ausdruck exp (é ) als Potenzreihe:

(a)

exp(é)EZ%ék . (6)
k=0

Zeigen Sie: Vertauschen die beiden Matrizen A und B miteinander,
d.h. ist @, B } =0, so gilt das Additionstheorem

exp (4) -exp(B) =exp (4 +B) (7)
Wir betrachten eine spurfreie Matrix A € R2%2, Dann ist A ist diagonisierbar, d.h.
es existiert eine invertierbare Matrix S € R?*2_ 50 dass

S1.A.S=D 8)

eine Diagonalmatrix ist. Zeigen Sie zunéichst:

exp(4) =S -exp(D)-S7 . (9)

Uberlegen Sie sich dann, wie man exp (D) fiir Diagonalmatrizen D berechnet.

Das Ergebnis aus ldsst sich auch auf eine allgemeine 2 x 2-Matrix B {ibertragen.
B

Berechnen Sie exp ) indem Sie B als

BZfl-i-éo (10)

schreiben, wobei £ € R und Ag eine spurfreie Matrix ist.



