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6. Diracsche §-Funktion (5 Punkte)

Wir betrachten die Abbildung d,,, die auf (stetige) reelle Funktionen f einer reellen Va-
riablen wie folgt wirkt:

Ouo [f] 1= f(20).
(a) Zeigen Sie, dass die Funktionen

di(x) = \/;Wl

normiert sind (d.h., [*° dz di(z) = 1) und berechnen Sie das Faltungsintegral

exp(—2?/(21%))

a1f) = / T dady(x —z0)f(x) |

wobei f eine beliebige, reelle Testfunktion ist. Was erhalten Sie im Grenzfall lim;_o d; [f]?
Skizzieren Sie dj(x) fir 1 =1,1/2,1/4,1/8,....
Hinweis: Verwenden Sie den Mittelwertsatz der Integralrechnung.

(b) Fiir die Diracsche d-Funktion wird iiblicherweise die Schreibweise
o) = [ debe—a0) (@)

verwendet. In drei Dimensionen definieren wir die §-Funktion iiber:

6(r) :=6(w1)0(z2)d(x3) ; 1= (z1,22,23)
Berechnen Sie:
i [dVrp(r) mit p(r) = 3, 6(r —r;); V =R,
ii. [dVe®r§(r); V =R? (Fouriertransformation der d-Funktion).
7. Fourier-Transformation (11 Punkte)

Die Fourier-Transformation f einer Funktion f ist in s Dimensionen definiert als
! /dsx f(z)e ke
(27’(‘)5/2 =

(a) Sukzessives Anwenden von Fouriertransformation und Riicktransformation auf f(x)
sollte wieder auf f(z) fithren. Uberpriifen Sie diese Aussage.

flk) =

Bitte wenden —



(b) Die Losungen der dreidimensionalen Wellengleichung

0*v
W(@) t) = C2 a;\l’(gv t) (1)

konnen als Fourier-Integral dargestellt werden:

U(z,t) = (27:)3/2 / Pk W(k,t) etz (2)

Welche gewdhnliche Differentialgleichung erfiillt W(k, t) fiir festes k? Geben Sie die
allgemeine Losung dieser Differentialgleichung an.

(¢) Berechnen Sie die Fouriertransformierte W(k) einer Gauf-Verteilung

U (x) =Py e /2 (3)

8. Separationsansatz (4 Punkte)

Nehmen Sie an, dass sich die Losung ¥(x,t) der eindimensionalen Wellengleichung
OFV (x,t) = 202V (x,1) (4)

darstellen lasst als
U(z,t) = f(z)gt) . (5)

Geben Sie die allgemeine Losung fiir ¥(z,t) an.



