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KAPITEL 1

Verhalten der Quanten

1 Quanten sind anders

In seinem Buch Sechs physikalische Fingeriibungen widmet Richard P. Feyman einen Abschnitt
auch den Quanten [R. Feynman, Sechs physikalische Fingeriibungen, Piper, 2002] Am Doppelspalt-
Experiment macht er deutlich, dass in der Quantenwelt Phdnomene auftreten, die zunéchst einmal in
krassem Widerspruch zu unserer Alltagserfahrung stehen. Das liegt aber nur daran, dass wir makroskopi-
sche Beschreibungsweisen und Gesetze einfach nur herunter skalieren, aber das geht schief. Die Quanten
haben eigene Gesetze, was aber nicht heifit, dass es keine Briicken zwischen der Makros- und Mikrowelt
gibt. Und diesen Briicken zu folgen ist ebenso interessant, wie die Quantenwelt selbst.

2 Doppelspalt-Experimente

Klassische Mechanik:

Elektrodynamik:

Quantenmechanik:

Schwierigkeit:
Problem:

Wesen der QT

Experimente:

Interferenz:

Verhalten makroskopischer Kérper

Verhalten elektromagnetischer Wellen, Strahlung, Licht, insbesondere Interfe-
renz

Verhalten von Materie, insbesondere auf atomarer Ebene,

dhnelt nichts von dem, was unmittelbarer Erfahrung zugénglich; z.B:
Licht verhalt sich wie Teilchen - u.U.

Elektronen verhalten sich wie Wellen - u.U.

aber immerhin verhalten sich Elektronen wie Licht. . .

Versténdnis fiir derartiges Problem
alle unmittelbare Erfahrung durch groie Gegenstéande

unergriindlich, Geheimnis;
aber immerhin ist erstaunlich praktikabler Umgang mdoglich

... mit Gewehrkugeln,

... mit Wellen
... mit Elektronen

P+ P # Py
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I. Verhalten der Quanten

2.1 Interferenzexperiment mit Kugeln

icher
Detektor
.-".:'i - L = 1
Dz - —-f-—-——"1
Gewehr 2
Wand Kugelfang

iy 1 |
L]

Abb.: Interferenzexperiment mit Kugeln (Feynman)

e Kugeln mit breiter Winkeldivergenz

e Kugeln ideal, unzerstorbar, bleiben im Kugelfang oder Detektor stecken

e Detektor beweglich in x-Richung

e Experimentelle Beantwortung der Frage: Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Kugel, die
durch die Offnungen dringt, an einer Position z am Kugelfang ankommt?

e Wahrscheinlichkeit P(z) = % in bestimmter Zeit
e P;5 Kugeln entweder durch 1 oder durch 2

e P geschlossen, Kugeln nur durch 71

e P, geschlossen, Kugeln nur durch 2

o P +P =Py
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2.2 Interferenzexperiment mit Wasserwellen

=3

Absorber T, mInf® I _minens"
Iy = |

{a) {b} ()

Abb.: Interferenzexperiment mit Wasserwellen (Feynman)

o Flaches Wasserbecken

x-verschiebbarer Detektor am Absorber mit Intensitidt I (Quadrat der Amplitude h)

Intensitét ist kontinuierliche Gréfle, keine "Klumpung’ wie Kugeln

I15: beide Locher offen

e [1: 1 offen, 2 geschlossen

o [5: 2 offen, 1 offen

o Iy + 1y # Io

o Interferenz: Maxima bei Phasengleichheit, Minima bei Phasendifferenz =

o I =|h|* , L=|he|* , Lia=lh1+ hof?
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2.3 Interferenzexperiment mit Elektronen

x X
[ ]
Detektor & P
e I 12
i | i
:._f-.;: i 7
—3 ﬁs;_:::*"*———* =
Elektronen- ~ 2
kanone P
Platte »Kugelfang« "
Reigl Rymid 4yl

B =l
(a) (b) (c)

Abb.: Interferenzexperiment mit Elektronen (Feynman)

e Elektronenkanone aus Wolframdraht auf negativem Potential

e x-verschiebbarer Detektor wie Geigerzahler

o Zidhlung durch Ticks am Geigerzéhler: Mittlere Rate n(x)

e Rate groBer oder kleiner, Grofie der Ticks (Latustiirke) bleibt immer gleich

e Tick = Ankunft eines >Klumpen<: Elektronen treffen immer in identischen Klumpen auf
e keine Halb-Ticks

e Experimentelle Beantwortung der Frage: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Elektronen-
Klumpen auf den Detektor z trifft? Dazu zédhlen der durchschnittlichen Ticks bei x

e Pi5: 1 und 2 offen

e P;: 1 offen, 2 geschlossen, P, vice-versa

Analyse des Experimentes:

1. Elektronen treffen als Klumpen auf
2. These A

e Jedes Elektron kommt etweder durch 1 oder durch 2

e Unterteilung der Elektronen in zwei Klassen: Elektronen durch 1 bzw. Elektronen durch 2
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e Elektronen durch 1?7 Dazu 2 schliefen = Tick-Rate P;
e Elektronen durch 2?7 Dazu 1 schliefen = Tick-Rate Py
e 7 und 2 offen: P;5 offensichtlich nicht P; + P, sondern Interferenz

e folglich obige These falsch, denn dann miissten sich Wahrscheinlichkeiten addieren

3. These B

e Manche Elektronen gehen erst durch 1, dann auf ’verschlungenem’ Weg durch 2. Durch
Abdecken von 2 wird Wahrscheinlichkeit fiir ein urspriinglich durch 1 laufendes Elektron
gedandert.

e Somit: Es gibt x, wo sehr wenige Elektronen auftreffen, wenn 1 und 2 offen sind. Abdecken
von 2 ldsst durch 7 kommende Elektronen ansteigen

e Aber: Es gibt andere x, wo sehr viele Elektronen auftreffen, wenn 7 und 2 offen sind, z.B. x=0.
Abdecken von 2 ldsst jetzt durch 7 kommende Elektronen abnehmen. These B somit auch
nicht erfolgreich, da Beliebigkeit in Absinken oder Ansteigen der Elektronenzahl bei Abdecken
einer Offnung.

2.4 Ein anderes Elektronenexperiment

(a) (b) (¢)

Abb.: Interferenzexperiment mit Elektronen und zusétzlicher Elektronenbeobachtung (Feynman)

e zusétzliche Priifung von These A

e Ausnutzen der Streuung von Licht durch elektrische Ladung (»Sichtbarmachen des Weges< des
Elektrons)

e Platzieren einer Lichtquelle
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e Elektron durch 2, dann Lichtblitz bei A erwartet

Ergebnisse des Experimentes:

1. Bei jedem Tick im Detektor ist gleichzeitig ein Lichtblitz zu sehen - entweder nahe 1 oder nahe 2,
nie gleichzeitig - unabhéngig von Detektorposition x.

e Schlussfolgerung:
Bei Beobachtung der Elektronen kommen diese entweder durch I oder 2. Experiment legt
nahe, dass These A wahr ist.

2. Variation fiir viele z ergibt Pj und Pj. Pj sehr dhnlich P;, Pj sehr #hnlich P,

e Schlussfolgerung:
Keine verschlungenen Wege, da P; durch Abdeckung von 2 und P, durch Abdeckung von
1 erhalten wurde. Beobachtung der Elektronen bestéitigt den erwarteten Weg. Elektronen
durch 1 verteilen sich gleich, unabhéngig ob 2 offen oder geschlossen ist - wenn das Elektron
beobachtet wird.

3. Gesamtwahrscheinlichkeit unabhéngig vom Weg durch 1 oder 2: Ignorieren der Lichtblitze und
Zahlen aller Ticks ergibt P{y = P{ + P4 # Pio

4. Wenn die Lichtquelle ausgeschaltet wird, gilt wieder Pjs statt Py,.

e Schlussfolgerung:
Wenn Elektronen beobachtet werden, ist ihre Verteilung anders.

e Befiirchtung:
Beobachtung stort Elektronen und fithrt zur beobachteten Verénderung.

Ergebnisse des Experimentes mit schwacher Lichtquelle

1. Wiederholung des Experimentes mit schwécherer Lichtquelle um Stérung zu verringern.

2. Lichtblitze werden nicht schwécher, allerdings gibt es Ticks im Detektor ohne Lichtblitz, d.h. Elek-
tronen sind vorbeigeflogen, ohne gesehen zu werden.

e Schlussfolgerung:
Licht ist auch klumpig = Photonen.
Abschwéchung verringert nicht die Gré8e der Photonen, sondern ihre Anzahl (Emissionsrate).

3. P{,P}, P{, = P|+ Py s.o., zusétzlich Ps fiir unbeobachtete Elektronen (kein Lichtblitz registriert).
D.h. Interferenz nur fiir unbeobachtete Elektronen!

Ergebnisse des Experimentes mit réterem Licht

1. Wiederholung des Experimentes mit Photonen geringerer Energie (rétere Photonen, Mikrowellen,
Radiowellen, ... )

2. zuniichst keine Anderung bei Energieverringerung der Photonen

3. Wenn die Wellenlénge des Lichtes die Gréflenordnung des Abstandes 1-2 erreicht, wird Lichtblitz
so ausgedehnt, dass er nicht mehr 7 oder 2 zugeordnet werden kann. D.h. der Weg des Elektrons
kann nicht mehr beobachtet werden und Py, geht in Pjy iiber
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Zusammenfassung des Standpunktes zu These A und These B:

Frage: Stimmt es oder stimmt es nicht, dass das Elektron entweder durch 1 oder durch 2 kommt?

Antwort: Wird eine Vorrichtung benutzt, mit der bestimmt wird, ob das Elektron durch 7 oder durch 2
kommt, dann kann man sagen, es passiert I oder 2. Wird eine derartige Vorrichtung nicht benutzt, darf
man nicht sagen, das Elektron geht durch 1 oder 2; das Elektron nimmt alle Wege.

Wie weit lassen sich diese Uberlegungen treiben?

Elektronen = Atome = Molekiile = Fullerene = Viren = ... (= Schrodis cat)???
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KApPITEL 11

Grenzen der klassischen Physik

1 Etappen der Herausbildung der klassischen theoretischen Phy-
sik

Mechanik: Newtonsche Mechanik begriindet im 17 Jh.
gelangte Ende 18. Jh, Anfang 19. Jh. zum Abschlufl

FElektrodynamik : 1864: Maxwell-Gleichungen
1870: Theorie des Lichtes

Thermodynamik : 1842: 1. Hauptsatz von Mayer
1860: Statistische Thermodynamik von Maxwell
1867: 2. Hauptsatz von Clausius
1900: Statistische Thermodynamik von Gibbs

2 Entdeckungen

Chemie des 19. Jh.: Materie besteht aus Atomen und Molekiilen
1865: Loschmidtsche Zahl L = 6,025 x 10% mol ™!

FElektron: 1886: Kanalstrahlen (Goldstein)
Radioaktivitdt: 1896: Becquerel
Strahlung des ,,Schwarzen Kdorpers“: 1899: Messungen durch Lummer & Pringsheim

Atommodell: 1911: Rutherford
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3 Klassisch nicht erkliarbare Erscheinungen

An der Wende zum 20. Jh. waren folgende Erscheinungen im Rahmen der klassischen Theorie nicht zu
erklaren.

1. Stabile Struktur der Atome
Emmission und Absorption atomarer Strahlung in Form von Linienspektren
Exakte Gleichheit aller Atome desselben Elements

Photoelektrischer Effekt

Frequenzspektrum der Schwarz-Korper-Strahlung

o T wow

Spezifische Wirmekapazitit von Gasen und Festkorpern und ihre Temperaturabhéingigkeit bei tiefen
Temperaturen cy P 0.

7. Radioaktivitét

Einige dieser Probleme sollen im folgenden noch genauer erkléirt werden.

3.1 Stabile Struktur der Atome

Die Elektronen im Rutherfordschen Atommodell miissen auf ihren Bahnen um den Atomkern zentripetal
beschleunigt sein. Aus den Maxwellschen Gleichungen folgt, dafl jede beschleunigte Ladung Energie aus-
strahlt. Die Elektronen wiirden also stdndig Energie verlieren, sich auf spiralférmigen Bahnen dem Kern
ndahern und in diesen stiirzen, denn nach dem Larmorschen Theorem gilt:

2 1 ¢?
3 4meg 3

U = — (v?) (IL.1)

Die charakteristische Zeit dafiir wire 7 ~ 10710 s (vgl. UA).

3.2 Linienspektren

Die beobachtbare atomare Strahlung sollte ein kontinuierliches Spektrum darstellen, so wie es im Bereich
der Bremsstrahlung innerhalb des Rontgenspektrums vorzufinden ist. Linien sind klassisch unversténdlich;
die kinetische Energie sollte proportional zur Lichtintensitét sein.

3.3 Exakte Gleichheit der Atome desselben Elementes

Wenn die Elektronen auf Bahnen um den Kern kreisen wie die Planeten des Sonnensystems, sollte jedes
Atom individuell sein. Die exakte Gleichheit ist klassisch unverstéandlich.

3.4 Photoelektrischer Effekt

LaBt man Licht auf eine Metallplatte fallen, so werden aus dem Metall Elektronen ausgelost. Die Anzahl
der austretenden Elektronen ist proportional zur Lichintensitét, ihre kinetische Energie aber proportional
der Frequenz und unabhéngig von seiner Intensitdt. Nach der Maxwellschen Theorie ist dies unverstand-
lich.
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3.5 Schwarz-Korper-Strahlung

Ein Schwarzer Korper hat ein Absorptionsvermégen a = 1. Ein solcher Korper li8t sich ndherungsweise
als Hohlraum mit thermisch isolierten Wénden realisieren, in dessen Wand ein kleines Loch gebohrt
wurde.

Die Schwichung des Strahls infolge der bei jeder Reflexion auftre- ~Korper mit Temperatur T,
tenden Absorption fithrt zu a@ = 1. Die Schwarz-Koérper-Strahlung — nhach auBen vollsténdig isoliert.
wird deshalb auch Hohlraumstrahlung genannt. Die Strahlungs-

dichte der Hohlraumstrahlung ist unabhéngig von der Art des
Materials und der Oberflichenbeschaffenheit der Wiande. Die ex-
perimentell mefibare Strahlungsdichte mufl daher eine universelle,
allein von der Temperatur 7" und der Frequenz f = 5= abhiingige \/

Funktion sein, die aus allgemeinen physikalischen Prinzipien her-
zuleiten sein miifite.

— > Strahlungsfeld
- Tl
Folgende experimentellen Befunde liegen vor:
= o e Wiensches Verschiebungsgesetz: Fiir das spek-
ST trale Maximum gilt %= const.
," o “\ e Stefan-Boltzmann-Gesetz: u = f Updw o T*
N dabei ist u die Energiedichte [u] = &3
BNk T,

3.5.1 Klassische Theorie der Schwarz-Korper-Strahlung

In der klassischen Physik gilt der Gleichverteilungssatz. Demnach betrigt die mittlere kinetische Energie
je Freiheitsgrad %k g1 , wenn das die Freiheitsgrade tragende System mit einem Reservoir der Temperatur
T gekoppelt ist.

Beispiel: Ideales Gas = System von N freien Teilchen; 3 Dimensionen; Gesamtenergie

U= gNk;BT (I1.2)

Fiir Teilchen in einem Potential tragt auch die mittlere potentielle Energie zur Gesamtenergie bei.
Insbesondere kommt beim harmonischen Oszillator noch einmal %szT je Freiheitsgrad fiir die mittlere
potentielle Energie hinzu.

Beispiel: N eindimensionale Harmonische Oszillatoren; Gesamtenergie

PR 1 1
U= (T) +(V) = N3kpT + N 3kpT = NkpT (I1.3)

Hierin erkennen wir auch den Virialsatz fiir harmonische Schwingungen <f> = (\7> wieder.
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Welcher Zusammenhang besteht aber nun zur Hohlraumstrahlung? Wie zdhlt man deren Freiheitsgrade
und welche Relation ergibt sich fiir deren kinetische und potentielle Energie?

Das Strahlungsfeld besteht aus einer zu ermittelnden Zahl
von Wellentypen, die der Teilchenzahl vergleichbar ist. Je-
der Wellentyp hat zwei unabhéngige Polarisationsrichtun-
\/ gen, die den drei Translationen eines Teilchens vergleichbar

sind. Wir zerlegen das Strahlungsfeld in die einzelnen mogli-
chen Wellentypen (=Wellenmoden); jeder Wellentyp kann

angeregt sein und entspricht einem Freiheitsgrad. In einer
Dimension ist etwa ein Wellentyp mdglich, wie er in der nebenstehenden Abbildung dargestellt ist.

0 X L

Wir nehmen die Wéande des Hohlraums als ideal leitend an,
so dafl dort immer Knoten des elektrischen Feldes vorliegen.
to Ein Wellentyp ist dann eine stehende rdaumliche Struktur.

\\/ Allerdings kann die Amplitude zeitlich oszillieren, wie in
den nebenstehenden Abbildungen fiir die Zeitpunkte tg, t1

und to skizziert.

Die Amplitude ¢(t) verhilt sich gerade wie ein harmonischer
~——— ti  Oszillator (weitere Einzelheiten dazu s. UA). Jede Wellen-
mode ist deshalb wie ein einziger harmonischer Oszillator
beschreibbar. Insbesondere kann ihr die mittlere Energie
kpT zugeschrieben werden.

o t, Fiir das Abzahlen der Moden betrachten wir einen wiirfelférmi-
gen Hohlraum als besonders einfache Geometrie. Die Wel-
lenmoden sind dann analytisch einfach angebbar und damit
auch abzahlbar. Die Wénde des Hohlraums seien metallisch
und ideal leitend (0 — o0). Als Randbedingung fiir das
elektrische Feld E ergibt sich dann £ = 0. D.h. im Hohlraum gibt es nur stehende elektromagnetische
Wellen. Mit dieser Randbedingung sind die Maxwellschen Gleichungen im Vakuum

0 X L

0 xE = -0B (I11.4)
O, xH = 0D (I1.5)
0 E = 0 (11.6)
0B = 0 (IL.7)
Q = 50@ (118)
B = wH (1I1.9)
zu losen. Es folgt
Oy X 0p x E = —eouo0iE (11.10)
1 1
Oy (0,E)—02E = ——0}E mit c= (IL.11)
T N—— - C Eolo
=0
und schliellich die bekannte Vakuum-Wellen-Gleichung
2 1o

0y — gat E=0 . (I1.12)

Losung sind ebene Wellen mit der Dispersionsrelation

w2
K = =0 k=(kukeks), k= k= [k 4 RS K3 (IL.13)
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und der Polarisationsbedingung k- E = 0, kL E. Die Randbedingungen schrinken nun die Losungsvielfalt
ein. Nur transversale ebene Wellen von der Form

E(z,t) o< sin(kx) (I1.14)
mit
ki=miT,om =012,
kgzmg%,m2=0,1,2,~-~ (IL.15)

™
k3:m3Z7m3:051727"'

sind erlaubt. Da an den Hohlraumwénden Knoten auftreten, ist auch anschaulich klar, dafi ganzzahlige
Vielfache der halben Wellenldnge die Gesamtausdehnung des Hohlraums ergeben; umgestellt folgt nun
wegen k; = %\—”
' A1 Ao A3
Al — 1.2 = .= =T II.1
5 1 o M2 i ms (I1.16)
Die Dispersionsrelation geht iiber in

w:ck:%\/m%—kmg—}—m% (I1.17)

Jedem Tripel natiirlicher Zahlen (my,ms, m3) entsprechen zwei Wellenmoden (Freiheitsgrade); Zwei, da
es zu jedem erlaubten w zwei unabhéngige Polarisationsrichtungen gibt.

Fiir den Vergleich mit den experimentellen Befunden ist es nun notwendig, die Anzahl der Moden in
einem Frequenzintervall dw anzugeben. w ist offensichtlich proportional zum Radius m im vom my, mqy, ms
aufgespannten Raum. Wir bezeichnen

m
m = \/m3 +m3+m3 (I1.18) iz

cm cm
w=—7m, dw = fdm (I1.19) $

m ist natiirlich i. A. keine ganze Zahl mehr. Liegen nun in einem In-
tervall dm geniigend viele Moden, so spielt die diskrete Struktur des ¢ o/ o \o \e@
m-Raumes keine wesentliche Rolle und die my, mo, m3 konnen konti-
nuierlich betrachtet werden. Fiir nicht zu kleine m ist dies gewéhrlei- ¢ ° ° ° PY
stet. Die kleinen m spielen aber in der Gesamtbilanz keine Rolle. )

ol —o ° o> M1
Die Anzahl der Moden in einem Volumenelement dmy, dms, dms bei

mi, Mo, M3 ist
N(ml, ma, mg)dmldmgdmg =2 dmldmgdmg . (1120)

Die Zwei ergibt sich aus den zwei moglichen Polarisationen. Im m-Raum gehen wir von kartesischen zu
Kugelkoordinaten iiber; dann gilt

dmydmadms = m*sind dmdddy . (I1.21)

Fiir alle Moden, die in einem Intervall dm liegen, ist iiber ¢ und # abzuintegrieren:

5 3
N(m)dm = 2/d<p/sim9d19m2dm , (I1.22)
0 0
N(m)dm = 2Zm2dm . (I1.23)

2
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Die Anzahl der Moden in einem Frequenzintervall dw ist dann

L\?
N(w)dw =7 () wWidw . (11.24)
cm

Auf jede Mode entfillt nun die mittlere Energie kgT. So ergibt sich die Gesamtenergie U im Hohlraum

zu
o} 00

kgT
U= / kpTN(w)dw = / LSCf?&dw (11.25)
0 0
bzw. die Energiedichte uw = U/L3 zu
[ ksT
u= /Cf?uﬂdw . (11.26)

0

Unter Benutzung von
—— Rayleigh-Jeans-Gesetz

oo

u= /uwdw (11.27)

0

lesen wir die spektrale Energiedichte w,, zu

ab (Rayleigh-Jeans-Gesetz). Der Faktor % entspricht der Mo-
dendichte n(w) = N(w)/V.

Die klassisch berechnete spektrale Energiedichte stimmt nur
fiir kleine Frequenzen (w) mit dem Experiment iiberein. Fiir

w wachsende (w) wichst (u,) unbegrenzt an. Die Energiedichte
u= /uwdw — 0 (I1.29)

0

divergiert. Die klassische Theorie bewirkt eine Ultraviolett-Katastrophe.

3.5.2 Plancksche Hypothese (1900)

Ein Vorschlag Plancks zur Beseitigung der UV-Katastrophe stellt die Geburtsstunde der Quantenmecha-
nik dar.

Plancks Ansatzpunkt fiir eine Abinderung war der Gleichverteilungssatz; die Modendichte findet keine
Abénderung. Rufen wir uns den Gleichverteilungssatz fiir einen harmonischen Oszillator noch einmal in
Erinnerung. Seine mittlere Energie je Freiheitsgrad betréigt kpT', wenn er sich im thermodynamischen
Gleichgewicht mit einem Reservoir der Temperatur T' befindet. Diese Formel kam folgendermafien zu-
stande. Die Energiezusténde, die ein eindimensionaler (ein Freiheitsgrad) harmonischer Oszillator der
Frequenz w einnehmen kann, sind
P

epa) =5 +5a (11.30)
Bei Kopplung mit einem Reservoir der Temperatur T ist die Wahrscheinlichkeit P, dafl ein bestimmter
Wert € eingenommen wird, proportional zum Boltzmann-Faktor, also

_epa)

Poe *T . (I1.31)
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Das Reservoir sind die Wénde des Hohlraums. Die mittlere Energie (g) des Oszillator ist dann

_e»a)
[ e(p,q)e” *57 dpdg

(e) = o) : (11.32)
J e FsT dpdq
Zum Ausrechnen ist es geschickt 8 = T einzufiihren und umzuschreiben zu
=—— ln / “Pedpdq . (I1.33)
Es folgt
- ——ln / 5% gp / B d gy (I1.34)
Mit
p w?
e - il I1.
v B am i s
und
/ e dv=/r (11.36)

148t sich dies umschreiben zu

d 2 1 d 1
(e) = BT In \/;\/E = ~3 In 7o (I1.37)
(e) = % In (Bw) = % =kpgT . (I1.38)

Plancks Abénderung besteht nun darin, daf§ die Oszillatoren ( = Wellenmoden) nur noch diskrete Ener-
giewerte £; mit
g =1lhw, [=0,1,2,...., h=const. (I1.39)

annehmen koénnen. Das Strahlungsfeld tauscht mit den Wéanden des Hohlraums Energie nur portioniert
aus. Die Portionen oder Quanten sind fiw. Die Wahrscheinlichkeit P, dafl ein Energiewert €; bei Kopplung
mit dem Reservoir angenommen wird, ist nach wie vor proportional zum Boltzmann-Faktor

)
P e FBT . (I1.40)
Die mittlere Energie (¢) ist analog

00 —ThT
iocie "B

(e) =
Yo ¢ BT

(IL41)

Zur Auswertung schreiben wir wiederum

d o0
———In) e P (11.42)
ﬁ =0
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Nun gilt
S e oo N 1
Ze Blhw _ Z (e=Pm) = — (I1.43)
1=0 1=0
und somit d 1 d
—Bhw
(€)= —gg o = g0 (- (IL.44)
hwe M hw
(e) = e~ e ] (I1.45)
hw
(&)= —F— - (11.46)
efsT —1

Die spektrale Energiedichte u,, erhilt man durch Multiplikation mit der Modendichte w?/c*7? zu

w? h w3
o _ . 11.47
b c3m? (e) A2 wer ( )

Diese Funktion stimmt mit dem Experiment {iberein.

_hw
o Fiir w < kpT gilt e*57 ~ 1+ % und somit

hw
(e) = T = kel (11.48)
T ReT ©
2
w

e Das Wiensche Verschiebungsgesetz leitet sich aus dem Planckschen Strahlungsgesetz wie folgt ab.
Fiir das spektrale Maximum gilt

Oy, =0 (11.50)
bzw.
23
Oz — T =0 mit z=hw/kgT |, (I1.51)
er —
also
32%(e” — 1) — 2% =0 (11.52)
3—3¢"—x=0 . (I1.53)
Die numerisch bestimmte Wurzel lautet
hw
T =——=2,82 . 11.54
=T ,8 (I1.54)

e Das Stefan-Boltzmann-Gesetz nimmt nun die Form

u= v_ /uwdw == / ﬁ:u dw (I1.55)
v o eFsT _ 1
0 0
ho(kgT)* [ 2%de =2 K%
_ _T .
c3n2 / e —1 15 c3h3 (IL.56)
0 =74/15

all.
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Das Wiensche Verschiebungsgesetz und das Stefan-Boltzmann-Gesetz liefern zwei unabhéingige Gleichun-
gen fiir kg und f; damit sind kp und & experimentell bestimmbar. Die heute giiltigen Werte lauten:

oth = h 6,62606876(52) - 10734.J s (11.57)

kg 1,3806503(24) - 10*23% (I1.58)

3.6 Spezifische Wiarmekapazitit fester Korper

Hier tritt ein &hnliches Problem auf wie bei der Hohlraumstrah-
lung. Die klassische Vorstellung gilt nur fiir hohe Temperaturen,
versagt aber fiir niedrige Temperaturen.

Nebenstehende Abbildung zeigt den experimentellen Verlauf
(durchgezogene Linie) und das klassische Ergebnis (gestrichelte
Linie). 3

Die spezifische Wirme cy ist definiert durch cy = (%)V'

3.6.1 Klassische Theorie

Die Atome fiithren Schwingungen um ihre Ruhelage aus. Die Temperatur ist ein Mafl fiir die hiermit
verbundene kinetische Energie. Die mittlere kinetische Energie je Freiheitsgrad betrigt %kj BT

Wenn die Auslenkungen der Atome nicht zu grof3 sind, verhalten sie sich wie harmonische Oszillatoren.
Die potentielle Energie je Freiheitsgrad betragt dann im Mittel ebenfalls %kBT.

Im realen Korper sind die Oszillationen miteinander verkoppelt. Die Entkopplung ist jedoch auf folgende
Art moglich:

Koordinatenzédhlung 1. Oszillator 2. Oszillator
Auslenkung aus Gleichgewicht T1 Ty X3 Ty Ty T
3N
Kinetische Energie T = 7%2 (11.59)
i=1
3N | 3N
Potentielle Energie V(z1,..,z3n) = Vo + Z(@Ii‘/)xi + 3 Z (02,0, V)xiz; (11.60)
i=1 ij=1

Diese Reihenentwicklung wird um die Potentialminima ausgefiihrt, so daf 811.‘7 = 0 gilt. Auflerdem
schreiben wir a;; = 0;,0,,V und setzen V = 0.

BN 1 3N
Gesamtenergie U= Z 7’3:12 + 3 Z 0§ TiT; (I1.61)
i=1 ij=1

3N
Hauptachsentransformation T = Z Sirqr  /Mig; = p; (11.62)
r=1
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Folglich gilt
3N 1 w2
U — Ip2 Wi 11.63
;:1 <2pz +5 qz> (IL.63)

Der feste Korper aus N Atomen kann als 3N ungekoppelte harmonische Oszillatoren aufgefafit werden.
Dann gilt

U = 3N (e). (11.64)
Wegen (¢) = $kpT + 2kpT folgt

U =3NkpT (I1.65)
und ou

Diese als Dulong-Petit-Gesetz bekannte Relation gilt aber nur fiir hohe Temperaturen.

3.6.2 Verbesserung des Modells durch Einstein (1907)

Einstein setzt in seinem Modell voraus, daf alle Oszillatoren die gleiche Frequenz w haben. Die mittlere
Energie je Oszillator sei wie im Hohlraum geméis (11.46)

(€) = —— . (IL67)

Zugrunde liegen hier die gleichen Vorstellungen wie bei der Hohlraumstrahlung. Die Energie der Oszilla-
toren ist quantisiert:

g = lhw (I1.68)
Damit ergibt sich aus (I1.64)
hw
ekfsT —1
und
oU - hw2€k?9wT
cy = <8T> = —3Nhw—21— (11.70)
Vv (ekBT _ ]_)
hw \? ek?TwT
Cy = SNICB ( ) 3 . (1171)
kT (ekh“’T _ 1)
Sei D = Z—:, dann ist
D\? et
cy = 3Nkp (T) [ - ( - - )r (I1.72)
e2T |e2T — e 2T
D\* 1

Als Grenzfille folgen: D < T
cy = 3Nkp (Dulong-Petit) (I1.74)



3.7 Radioaktivitit 27

D>T D )
- D
sinh o7 ~ §eZT (I1.75)
D\? _»
cy =3Nkp ? e T —0 (1176)

Die Ubereinstimmung mit dem Experiment ist qualitativ
gegeben, aber nicht sehr gut.

Eine befriedigende Theorie wurde 1912 durch Debye ent- — Experiment
wickelt. Der Quantisierungsgedanke blieb unveréndert, aber ---- Eingtein

w=const. wurde aufgegeben. Fiir verschiedene w ergeben
sich dann verschiedene Modendichten dhnlich wie im Hohl-
raum. . pmmmmmmmmmmmoommmmoeees ittt

-
-

i W

3.7 Radioaktivitit

Der spontane Zerfall von Atomkernen, die eine gewisse Zeit stabil vorlagen ist klassisch nicht erklarbar.
Im Rahmen der Quantentheorie gab Gamow spiiter eine Erklarung aufgrund des Tunneleffektes.
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KaPITEL II1

Dualismus von Teilchen und Wellen (mg # 0)

Bei einigen unter I1.3 behandelten Ph&nomenen wurde offensichtlich, dass bis dahin sichere Wellenerschei-
nungen nun einer Teilchenbeschreibung bedurften, um die Ergebnisse verstéindlich machen zu kénnen. Die
Schwarz-Korper-Strahlung und der Photoelektrische Effekt konnten im Bild elektromagnetischer Wellen
nicht erkldrt werden. Erst eine Teilchenvorstellung - das Photon - schien brauchbar.

Umgekehrt gibt es Experimente mit Teilchen, die offensichtlich Wellencharakter hatten. Einige sollen
genannt sein.

1 Experimente
e 1927, Davisson u. Germer:

Bragg-Reflexion von Elektronen an Ni-Einkristall-
oberflichen

e 1928, Thomson u.a.:

Debye-Scherrer-Ringe durch Beugung von Elektronen an polykristallinem Material

e 1929, Stern

Kristallbeugungsexperimente mit monoenergetischen Strahlen von He-Atomen und Hs-Molekiilen,
Bestéatigung der de Broglie-Beziehung

e idhnliche Beugungsexperimente mit Protonenstrahlen, langsamen Neutronenstrahlen wie sie in heu-
tigen Kernreaktoren erzeugt werden.

Die Experimente zeigen klar, dass die Wellenstruktur nicht auf Elektronen beschréinkt ist, sondern dass
es sich um eine allgemeine Eigenschaft materieller Objekte handelt.

2 Briickenbau zwischen Teilchen- und Wellentheorie

Die dualistischen Ergebnisse sind im Rahmen der klassischen Theorien nicht geeignet beschreibbar. Bei
scheinbar offensichtlichen Teilchenexperimenten versagt die Teilchentheorie (Mechanik), und bei scheinbar
offensichtlichen Wellenexperimenten versagt die Wellentheorie (Elektrodynamik), wihrend die jeweils
andere Theorie besser zur Interpretation geeignet scheint.

Eine neue Theorie, die beides umfafit, muf}, erraten“ werden. Um dieses ,,Erraten“ zu erleichtern, suchen
wir nach Ansétzen fiir Teilchenbeschreibungen in der Elektrodynamik sowie fiir Wellenbeschreibungen in
der Mechanik.
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Innerhalb der Elektrodynamik ist es die geometrische Optik, die mit ihren Strahlen die Trajektorien
von Teilchen assoziiert. Innerhalb der Mechanik ist es die Hamilton-Jacobi-Beschreibung, die mit ihrer
Wirkungsfunktion eine Wellenfront assoziiert.

2.1 Eikonalgleichung der geometrischen Optik

Um die geometrische Optik anwenden und von der Ausbreitung eines Strahls sprechen zu kénnen, ist
es notwendig, dass die Eigenschaften des optischen Mediums zeitunabhéingig und rdumlich nur schwach
verdnderlich innerhalb einer Wellenléinge A sind. Somit gilt

de=0,  ou=0, |el<s, lowml<b (IIL1)
Die Maxwell-Gleichungen im ladungs- und stromfreien Medium
0, x H=10,D, 0. 8B=0 (I11.2)
Oy x E=—-0:B, 0;D =0 (I11.3)
und die Materialgleichungen
D =cocE,  B=pouH, (isotrop) (11L.4)
ergeben
2
O2E — %aﬁg = —0,(EdyIne) — Oylnpux 9, x E . (I1L.5)

Die rechte Seite ist aber von der Ordnung O (%) wihrend die linke Seite O (%) ist. Folglich gilt die
Wellengleichung wie in homogenen und isotropen Isolatoren

2 n? 2
8£E - gatﬂ =0 . (I11.6)

Es gilt aber trotzdem n = n(z) wegen n? = e(z)u(z).

Im streng homogenen Medium folgt die gut bekannte Losung

E; = Ejpeikz—w1) (ITL.7)
mit der Dispersionsbeziehung
2
n
k= C—zuﬂ (I11.8)
und 5
Y
k=|kl=— . 111.9
b= (111.9)
Weiterhin schreiben wir )
k=nky, ko= —; (I11.10)
Ao

ko, Ao stellen die Wellenzahl bzw. Wellenldnge dar, die die Welle im Vakuum annehmen wiirde. Jetzt
fiihren wir noch den Einheitsvektor der Ausbreitungsrichtung § ein und kénnen dann schreiben

k=k (II1.11)

|n>

= kon

|&>

und 4 A
E; = Ejpetho(naz=ct) = —1 9 3 (IT1.12)
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Die Grofle L = néx ist die optische Weglinge oder das Fikonal.

Im schwach inhomogenen Medium wird nun fiir den optischen Weg allgemein L(z) angesetzt und die
Amplitude wird ebenfalls variabel zugelassen, so dass

E; = Eio(g)eiko(L(l)_Ct) (11113)
zu schreiben ist. Die reelle Amplitude wird substituiert durch A = In E;q, so dass

E; = eA@tiko(L(z)—ct) (I11.14)
in die Wellengleichung einzusetzen ist. Es folgt

OpE; = (0p A + ikod, L) e Tiko(E=et) (I11.15)

O2E; = {agA +iko02L + (0, A + ikoagL)Q} eAtiko(L—ct) (I11.16)
und somit
2
O2E, — —02F, — {agA +ikoO2L + (0, A)2 + 2ikody AD,L — k2(9,L)% + k3n2} eAtiko(L—ct) _ ()
2B — > " - i ADy o
(111.17)

Wir benutzen nun die schwache Abhéngigkeit von A und L von z. Mathematisch wird dies durch Ay — 0
beschrieben, was gerade dem Bild der geometrischen Optik entspricht. So folgt die Eikonalgleichung
der geometrischen Optik

(0.L)* =n® | (ITL.18)
bzw.
0.L| =n,  9,L=ns (IIL.19)
oder
P Py
L= /n&dgz /nds . (111.20)
Py Py

Die optische Wegléinge L ist damit wie eine Trajektorie auffaflbar, entlang der sich die Photonen quasi-
mechanisch ausbreiten.

Beweis: siche M. Kline, J.W. Kay, Electromagnetic theory and geom. Opt., p. 70-72

2.2 Die Hamilton-Jacobi-Gleichung der klassischen Mechanik

Im Fokus der Hamilton-Jacobi-Theorie steht die Wirkungsfunktion S, auch Hamailtonsche Prinzipal-
funktion oder Erzeugende' genannt. Diese Funktion ist iiber die Lage- und Impulskoordinaten eines
Teilchens hinaus interpretierbar, und man kann ihr z. B. Phasenflichen zuschreiben, die eine Assoziation
zum Wellenbild herstellen.

Wir rufen uns die wichtigen Schritte der Theorie in Erinnerung und setzen dazu bei den Hamiltonschen
Kanonischen Gleichungen
D = —0q, H, Gr = Op, H (I11.21)

mit

H(pr g t) = > dxpr — L(qk, drst) (I11.22)
k

1Erzeugende bzgl. der kanonischen Transformationen, auf die hier nicht eingegangen werden soll.
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al.

Zugrunde liegt diesen Gleichungen das Hamiltonsche Prinzip
t t
5/Ldt = 5/ (Z ke — H) ' =0 . (I11.23)
to to k

Der Integrand ist nicht eindeutig festgelegt; eine additive totale zeitliche Ableitung einer Funktion S ist
ohne Einfluauf das Extremum, solange die Variationen bei tg, ¢ verschwinden. Wir setzen

ds

] —H=— 111.24
;ka pralE ( )

wobei S = S(qg, t, qxo, to) ist. Bei tg und ¢ verschwinden die Variationen der gxo, ¢x beim Hamilton-Prinzip
immer. Ausfithren der totalen Ableitung ergibt

> dkpk — H(qe,prot) = Y 0q,8 -4+ 0iS . (I11.25)
k k

Vergleich der Koeflizienten von ¢ ergibt
DPi = Og, S (111.26)

und es verbleibt

¢S + H(qk, pr,t) =0 . (I11.27)
Zusammengefafit folgt die Hamilton-Jacobi-Gleichung
S + H(qy, 0q,5,t) =0 . (I11.28)

S hat die Dimension einer Wirkung; sie wird durch diese partielle Differentialgleichung 1. Ordnung be-
stimmdt.

Bemerkung: Partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung 16st man mit der Charakteristiken-
Methode. Die Charakteristiken der Hamilton-Jacobi-Gleichung sind gerade die Hamiltonschen
Gleichungen.

Von besonderem Interesse ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung wenn die Hamiltonfunktion nicht explizit
von der Zeit abhéngt, also

0uS + H(qx,04,5) =0 (I11.29)
gilt. Der Separationsansatz
S(qr,t) = Wi(qx) — Bt, [ = const. (I11.30)
fiihrt auf
H(qi, 0y, W) =0 . (I11.31)

Wenn das System konservativ ist, ist eine der Integrationskonstanten die Energie U. Dann gilt U = 3
und somit

H(qr, 0, W) =U . (111.32)

Soweit die Erinnerung an die Hamilton-Jacobi-Theorie.
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S und W sollen nun interpretiert werden fiir ein System aus einem Teilchen, bei dem H nicht explizit
von der Zeit abhéngt, also
S(z,t)=W(z)-Ut . (I11.33)

S=const. beschreibt Flichen im R3, die sich ausbreiten. Die Flichen kénnen wir als Wellenfronten auf-
fassen. W=const. beschreibt feststehende Flichen im R3

Ein Wert S=const. der Wirkungsfunktion wandert im
laufe der Zeit von einer W-Fliche zur anderen.

W=Db+Udt
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellenfronten S=cons¥V= a+\Udt T~
folgt iiber dS = 0 aus \
dS = 0,5dx + 0, Sdt =
zOGL T Ot (IIL34) WFa .
|05 S|ds + 0,Sdt =0 '
21 "\ (di)=b
ds 6fS U N
s=— =——— = I11. Y
T T 0.5 W (3
B 76 S0)=b
S
v, = V.8, S= aﬁ 3 (IT1.36)
19251 S0)=a
Das Teilchen bewege sich im Potential V. Dann gilt
oS
H==— i = 0.8 = O, ITI.
o +V, pi = 0, S = O, W (I11.37)
und weiter )
— (W) +V=U 111.38
o (01)* 4 (11L.38)
@.W) =2mU - V)y=2mT =p*, p=|p| . (I11.39)
Es folgt
Vg = v — = C— , vr = Teilchengeschwindigkeit. (I11.40)

2mT P Mur

Besonders beachten wollen wir hier die Analogie in den Gleichungen zur Wirkungsausbreitung und der
Eikonalgleichung der Geometrischen Optik, die die Strahlausbreitung beschreibt:

(0. W) =p* | (I11.41)
(0,L)° =n® . (111.42)

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung wird mitunter auch als die Eikonalgleichung des Materiefeldes bezeichnet.

Zusammenfassend zu diesem Abschnitt ist festzustellen, dass die Hamilton-Jacobi-Theorie neben der
Teilchengeschwindigkeit vy eine weitere charakteristische Geschwindigkeit vg beinhaltet:

vy = —— (I11.43)

or = | (U =) (ITL.44)
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Die Vermutung liegt nahe, dass diese Geschwindigkeiten mit der Phasen- bzw. Gruppengeschwindigkeit
ihr Gegenstiick im Wellenbild finden.

Wir weisen noch auf folgenden interessanten Zusammenhang hin:

U
vg - U = - bzw. mougvr =U (111.45)

Man vergleiche mit m - ¢? = U.

Insbesondere gilt fiir ein freies Teilchen (V = 0)

-

U P 2 p
v = —_— = —_—, v = —_— = —
s 2m 2m T m m

(I11.46)

also
vs = Zuvr . (IH47)

3 Materiewellen

Nach den Vorbereitungen in den beiden vorhergehenden Abschnitten, in denen die Teilchentrajektorien in
Form der Eikonalgleichung aus den Maxwell-Gleichungen auf der einen Seite und Wellenfronten aus der
Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir ein Teilchen auf der anderen Seite ableitet wurden, soll nun der néichste
Schritt zur Zusammenfiithrung gegangen werden.

Wir betrachten dazu ein kréftefreies Teilchen (z.B. ein Elektron). Wir suchen nach einer Beschreibung,
die der Dualitat gerecht wird, also sowohl der Korpuskel- als auch der Wellenvorstellung Rechnung trégt.

1. Versuch: Teilchen durch ebene Welle beschreiben:

U(z,t) = A-etlkz—wt) A = const. (I11.48)

k|lvr, vy : Teilchengeschwindigkeit (I11.49)
2

k= |@|77T (IIL.50)

Die ebene Welle ist jedoch unendlich ausgedehnt und eine dquivalenz zur Lokalitdt des Teilchens
ist nicht vorstellbar.

2. Versuch: Teilchen durch ein Wellenpaket beschreiben:
U(z,t) = / A el =B g3 ! (IIL.51)

Die spezielle Struktur der riumlichen Verteilung wird durch die spezielle Wahl von A(k’) bestimmt.
Fiir eine ebene Welle wiire A(k’) eine -Funktion bei k. Wir betrachten jetzt ein A(k’), das auch in
einer Umgebung von k nicht verschwindet.
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In der Umgebung von k kann w(k’) entwickelt werden:
wk') =wk) + Opw(k' — k) . (I11.52)
Die Substitution k” = k' — k liefert

U(z,t) = / A(E" + k) e'lE" tR)z—wR)t—0pwk™ ] g3 111 (111 53)
\IJ(Lt):/A(E”)eik”@*%wt)d3k”ei(E£*w(k)t) (I11.54)
U(z,t) = Az, t)etlbz—w®t) (I11.55)

Wir fithren noch folgende Umformung durch:
Mit k:=k/k und k- k =1 folgt

|75

o>

|7
-
Il

kr—wk)t = Ek@—gét)

k
t) : (I11.56)

xr —

> & €
|75

k
Dieses Paket besteht aus einer Triigerwelle e?(E@=2p1t)) mit
der Phasengeschwindigkeit

Il
(=

]

w

Upp = L

|7

, (I11.57)
und einer Amplitude A(z,t), die die Trigerwelle moduliert
und damit die rdumliche Lokalisierung des Wellenpaketes
beschreibt.

Die Einhiillende A bewegt sich aber mit der Gruppenge-
schwindigkeit
Vg = 0w . (IT1.58)

Nun stellen wir die Verbindung zu den Teilchenparametern
her.

AK)

(x,t)

Es ist naheliegend, die Gruppengeschwindigkeit mit der Teilchengeschwindigkeit v, zu identifizieren und
die Phasengeschwindigkeit mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit vg der Wirkungsflichen S=const :

Vg = Up
Upp = Ug
Betragsbildung liefert
vg = Ur
vpn = Ug
) w
wobei Vph = " und vg = Ocw.
Die letzte Formel ergibt sich aus
_Ow  Owidk 0w

QG—@—%C{TE—%,

(111.59)
(I11.60)

(I11.61)
(111.62)

(I11.63)
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Setzen wir die aus der Mechanik bekannten Gréfien ein, so folgt

w="L | (ITL.64)
m

w_p

w_p 11165

kK 2m ( )

Elimination von 2 ergibt eine Differentialgleichung fiir w(k) zu

O = 2% (IIL.66)
dw dk
— =2— II1.67
" k (T1.67)
1 1 .
Inw=2Ink+In —, In — = Integrationskonstante. (111.68)
21 2u
mit der Losung
k2
w(k) = o (Dispersionsrelation kréftefreier Materiewellen). (I11.69)
1

Diese Beziehung oben wiederum eingesetzt liefert

k_p

Pl pw p="k (IT1.70)
poom I
und wegen
»?
= — I1.71
v 2m (HL71)
folgt
m? 9 1 m
U= —=Sk-—=—w . (I11.72)
pe2me
Hier erkennen wir schon die de Broglie-Beziehung
p=hk, U=h |, (I11.73)
wenn man % = h setzt.
Wir konnen jetzt wieder zu Vektoren iibergehen und erhalten
(k) = &2 — hk Voo 2 (IIL.74)
W= omt b=ne N - 2m '

Der Ansatz eines Wellenpaketes W(z,t) zur Beschreibung der Dualitdt scheint erfolgversprechend. Der
tatséichliche Erfolg ist daran zu messen, ob eine Materiefeldgleichung fiir ¥ zu finden ist.
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4 Konzept fiir die Materiefeldgleichung (Schrédinger-Gleichung)
Fiir die Konstruktion der Schrédinger-Gleichung stehen folgende Anhaltspunkte zur Verfligung.

1. Linearitét: Interferenzerscheinungen machen es notwendig, dass ¥, + ¥, eine Losung ist, falls ¥y
und ¥, Losungen sind.

2. Homogenitét: Materie hat keine Senken oder Quellen.

3. Einfachheit: Die Differentialgleichungen der Mechanik und Elektrodynamik sind von 2. Ordnung.
Es wird versucht, fiir die Schrédinger-Gleichung auch auf héhere Ordnungen zu verzichten.

4. Grenzfille: Als gewisse Grenzfille sollen die Hamilton-Jacobi-Gleichung als Eikonalgleichung des
Materiefeldes sowie die Erhaltung des Materieflusses enthalten sein.

Dies fiihrt auf folgenden Ansatz:

(a+ ba0s, +b00 + CapOs, O, + ChiyOu, O + c0007) ¥ =0 (II1.75)

Alle Koeffizienten sind Funktionen von z und ¢:

a=a(z,t), bo = bo(z,t) usw. (I11.76)

Es gilt die Einsteinsche Summenkonvention. Wir zerlegen in Real- und Imaginérteile:

a=d +id’, bo = by, +iby usw. (I11.77)
U(z,t) = Az, 1)’ @Y A G reell (I1.78)
Zwischenrechnungen:
00, = (0,,A+1i0,,G-A)e'® (IT1.79)
XY = (0, A+i0,G - A)eC (IT1.80)
02,00, U = (04,00, A +10y,05,G - A+i0,, GOy A + 10y, ADy, G — 0y, GO, G - A) '€ (IT1.81)
2V = (afA +i02G - A+ 2i0,G - 9, A — (8,G)? A) e'® (111.82)
0p, 00V = (Dy, ;A +1i0y,0,G - A+ 10y, GO A + 10y, ADLG — Dy, GO,G - A) €' (I11.83)

Realteil:

1 1
a’+b;28xaAfb”@zaGer’—@t b”@tGJrc L 0,00, A — 0, GOs, G

abA

' 0y 03, G — 10y G By A — amaAabe—i-cko Aa%at — &, 0,,GO,G

abA
0, ADLG + ¢y Aa2 — cho (0,G)?

(I11.84)

— iy 02, 0,G — ckoaxaG 0tA C’“OA

— 326G — 2cgoatazatA =
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bgA&CaA +0,0,,G + bpo:G — by AatA + ¢y 0n, 02, G + caba%GA
abAawaAawa + Cap Aawa Oz, A — 02, G02, G + ¢4, 05, 0,G + C;eoaxaGfat
+ CkozawaAatG + Cko AQL(I@

By A

) (I11.85)
Cgoal-a G@tG + C/OOBtQG — 86028,5G26t14
+ ¢ 00A62 Cgo (atG) =0

Die Anhaltspunkte (1.-3.) sind damit eingearbeitet

Es ist nun der Vergleich mit den Grenzfillen vorzunehmen

e Die dimensionslose Phase G soll im Grenzfall kleiner Wellenldngen mit dem Eikonal S des Mate-
riefeldes, das der Hamilton-Jacobi-Gleichung geniigt, verkniipft werden. Da S die Dimension einer
Wirkung hat, liegt im Grenzfall die Entsprechung

G(z,t) = %S(L t)

(111.86)
nahe.
e Die Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir ein Teilchen im Potential 17( ) lautet
1 ~
0S4+ — (0,5) + V(@) =0 (I11.87)
2m =
bzw.
h? =
ho,G +5 (a G) +V=0 (I11.88)
Diese Gleichung wird als ein Grenzfall erwartet

e Die Erhaltung des Materieflusses wird durch eine Kontinuitéitsgleichung fiir die Dichte p(z,t) und
die FluBidichte j(z,?) beschrieben. Sie lautet

Oip+0,j =0 (I11.89)
Die Flufidichte ist wiederum

. P p
=p-Vp=p==—0,5 I11.90
j=pup=p =0 (111.90)
Die Kontinuitétsgleichung lautet damit

Oup+ ~—05(p0:S) = Dhp + 025 + —0,p0,8 = 0
m = - m = m -

(I11.91)
Als Zusammenhang zwischen der Dichte p und dem Materiefeld ¥ ist

U*W = A% = const. - p
naheliegend. Dann sollte im Grenzfall

(111.92)

2
240, A + A—h82G + —2A8 A9,G =0

(111.93)
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b 1 h2 h2 1
— — —_— — 2 —_— —— . -
h0A = 505G — 20, A 0,G =0 (TT1.94)

gelten. Diese Gleichung wird somit als zweite Grenzfallgleichung erwartet.

Wenn man nun die Koeffizienten des Ansatzes wie folgt wihlt

=V  W=0 B =0 =0 bl=—h (ITL.95)
/ h2 1 ! 1/
Cri = —%5kl Crp1 = 0 Cro = 0 Cro = 0 (11196)
cho =0 06'0 =0 a' =0 (I11.97)
so reduziert sich der Realteil auf
10,G i (%A 2. +V =0 I11.98
A v, A (0.G)" | +V = (I11.98)
und der Imaginérteil auf
O A K2 5 K20, A
_pt _ -z = . II1.
h 1 o 8£G p—— 0;G =0 (111.99)

Die Grenzfallgleichungen werden damit bereits weitgehend dargestellt bis auf den Term %aiA in der
ersten Gleichung. Im Grenzfall A — 0 wird aber

2A

< (0,G)* (I11.100)

da G = kx — wt und }3£G|2 = k% = (27”)2 — oo gilt. Die obige Koeffizientenwahl ist also mit dem
Grenzfall konsistent.

Setzen wir die ermittelten Koeffizienten in den Ansatz ein, so folgt die Schrédinger-Gleichung
h? ~
— ihOy U — Tagqf + V¥ =0 (IT1.101)
m oz

fiir das komplexe Materiefeld W.

Bemerkungen:

e Die Uberlegungen des Abschnitts sind keine Herleitung der Schrédinger-Gleichung. Unser
Konzept konnte falsch sein, insbesondere (3.) ist nicht scharf fafibar. Vielleicht ist obige
Gleichung doch zu einfach.

e Die Brauchbarkeit der Schrodinger-Gleichung hat sich bisher an einer Vielzahl von An-
wendungen herausgestellt. Die Losungen der Schrodinger-Gleichung stimmen hochpréizise
mit experimentellen Aussagen iiberein.

e Unklar ist zunéchst noch die Interpretation von W.
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KaprIiTEL IV

Wellenmechanik

1 Grundgleichung

Als Grundgleichung der Wellenmechanik wird die Schrodinger-Gleichung postuliert:

HU = ihd ¥ . (IV.1)

Sie ist das Axiom der Wellenmechanik. H ist der Hamilton-Operator des Systems. ¥ ist die Wellenfunk-
tion.

2 Interpretation der Wellenfunktion

Die Interpretation von ¥ war lange Zeit ein Gegenstand heftiger Kontroversen. Heute vertreten die
Physiker mehrheitlich die unten angegebene Form der Interpretation. Die Auseinandersetzung iiber die
Interpretation der Quantentheorie generell ist nach wie vor in vollem Gange.

Die heutige Interpretation geht auf Max Born (1926) zuriick, die durch die Kopenhagener-Schule um
Niels Bohr weiter ausgebaut wurde. Born schlug vor

W (z,t)]* dV (IV.2)

als Wahrscheinlichkeit zu betrachten, dass durch ¥(z, t) beschriebene Teilchen zur Zeit ¢ bei z im Volumen
dV = dx1 dxs dxs zu finden, also
P(z, t)dV = |U(z, t)]>dV . (IV.3)

Damit diese Deutung stimmt, muss

/|\1/(g, HPdv =1 (IV.4)

gelten, also das Teilchen mit Sicherheit irgendwo im Universum sein. ¥ muss eine quadratisch integrable
Funktion sein. Sie muss insbesondere fiir |z| — oo geniigend schnell abfallen.

Die Phasen der komplexen Wellenfunktion ¥ scheinen in dieser Uberlegung keine Rolle zu spielen. Dies
trifft allerdings nicht zu.

Wir betrachten zwei Losungen Wy (xz,t) = Rye®® und Uy(z,t) = Rpe®2. Da die Schrédinger-Gleichung
linear ist, ist auch ¥ = ¥y + ¥, Losung. Dann gilt

. X 2
|U(z,)]* = [¥1(z, 1) + U (z, t)|* = ’Rl (z,1)e@ 4 Ry (z, )2 @) (IV.5)

. X 2
¢l (R1 + RZel“’f“’l))‘ (IV.6)
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= R} + R3 + Ry Ry’ %270 4 Ry Rye"(02700) (IV.7)
= R% + R% + 2R R5 cos (92 — 91) . (IV8)

FEin insgesamt wirkender Phasenfaktor geht nicht ein, jedoch die relative Phase 65 — ;. Diese beschreibt
gerade die Interferenz.

Es ist noch zu zeigen, dass die Normierungsbedingungen fiir jeden Zeitpunkt erfiillt ist, wenn sie fiir t = 0
erfiillt ist.

Es ist
O, P(z,t) = 0,0* - U + U*H, ¥ (1V.9)
oW = 1 <hQaQ + V) v (IV.10)
ih 2m £

o0 — — L (—hQa“" + f/) T (V=V%) (IV.11)

ih 2m £
P = 1 (—71282\11* . sz) + (—82 ) (IV.12)

ih 2m £

ZQH By (0,97 - — U9, V) (IV.13)

Wir definieren jetzt die Wahrscheinlichkeitsstromdichte
h

] v 0, v — 0o, U* 1V.14
L= Som (L7 0y %¥") (IV.14)
woraus
0P = —0,j (IV.15)
bzw.
OP +0,j =0 (IV.16)

folgt. Die Wahrscheinlichkeit geniigt einer Kontinuitétsgleichung. Anwendung des Gaufischen Satzes lie-
fert

8t/PdV+j{l'd§=0 . (IV.17)
% s
S ist die Oberfliche von V' und liegt im Unendlichen. Dort ist aber j = 0, so dass

at/|\11|2dv =0 (IV.18)

gilt. Diese Eigenschaft untermauert die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der W-Funktion.

Wenn die Schrédinger-Gleichung geldst ist und somit auch P(z,t) bekannt ist, kénnen Erwartungswerte
physikalischer Grofilen bestimmt werden. Fiir den Erwartungswert (f) einer Groe f(x) gilt allgemein

n= [ 1wraav (IV.19)

Im Vorgriff auf spéitere Verallgemeinerungen schreiben wir um zu

<ﬁ:/wwmﬁ@W@wM’. (1V.20)

Fiir die Berechnung des Erwartungswertes (p) des Impulses eines Teichens, kann diese Formel nicht

unmittelbar angewandt werden. Zunéchst gilt

p=my = mcc% . (Iv.21)
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Nun folgt
(p) = m%(@ = m% / Uz UdV = m/(at\lf* cxW 4+ U0, U) dV (Iv.22)
1 h? h?
=—m— { (—ai + V) Uzl — Uy (—aﬁ + V) \I/} dv (IV.23)
ih 2m * 2m *
1 7h2 2 Ty % * 2
—me o [ {0207 2w — wigotu ) dv (IV.24)
_ h 2y * * 2
S A R A (IV.25)
Der Integrand 148t sich umformen in
RV gV — Vg0 =0, [(0,¥") U@z — U* (0,¥) @ z — U* U] + 2079, ¥ (IV.26)
mit
100
§=6;=10 1 0 (IV.27)
00 1

Somit folgt unter Verwendung des Gauflschen Satzes und der gleichen Argumentation wie oben

(p) = g/m*amwv = /w*ﬁ_ax\pdv : (IV.28)
2 - (2

Dadurch wird nahegelegt, dass der Impuls durch den Operator

p= ?62 (IV.29)

darzustellen ist. Dies 148t sich sofort verallgemeinern zu

Gy = [ v @fGaren . (1V30)
z.B.
W) = [ v ey (IV.31)

Wir gehen noch weiter und definieren fiir einen beliebigen Operator A die Eigenschaft
(A) = /\IJ*A\I/dV , (IV.32)

wobei A vom Ort, Impuls und ggf. weiteren Teilchen- oder Systemparametern abhéingen kann.

Kommen wir noch einmal zum Impulsoperator p = %8£ zuriick. Die Schrodinger-Gleichung (IT1.101)
konnen wir damit auch schreiben als

2m

(pQ + V(x)) U(z,t) = iho,U(x,t) . (IV.33)

Aufgrund der Analogie zur Hamilton-Funktion eines Teilchens liegt es nahe, die Grofle

(49.)"

7

P . h2 .
= 4+V= +V=—-02+V (IV.34)
2m *

H:
m 2m

[\
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als Hamilton-Operator zu bezeichnen und die Schrodinger-Gleichung in der Form
HY = iho, ¥ (IV.35)

zu schreiben. Damit ist auch der Weg vorgezeichnet, die Schrodinger-Gleichung fiir Mehrteilchensysteme
und komplexere Systeme zu verallgemeinern. Sie gilt in der angegebenen Form mit dem entsprechenden
Hamilton-Operator des Systems. ¥ ist dann das Materiefeld des Gesamtsystems. Bei einem N-Teilchen-
System ersetzen wir die Teilchenkoordinaten

1.2 N _ .1 .1 .1 .2 .2 .2 N N _N
r—T,x,...,T = Iy, Ty, T3, T1, Ly, T3y ..., L1 , Ly, T3
= T, T2, ..., T3N = Tk, k=1,...,3N ; (IV.36)
dV —advt. . dvN = dx,...dzsy

Der ,,Phasenraum* umfafit offensichtlich nur die Ortskoordinaten der Teilchen. Seine Dimension ist halb
so groBwie die des klassischen Phasenraumes.

3 Operatoren und Kommutatoren

In der Quantenmechanik wird eine physikalische Grofle durch einen Operator représentiert. Ein Operator
kann dabei durchaus eine Funktion wie in der klassischen Mechanik sein. Als Beispiel sind Ort z oder
das Potential V(x) zu nennen, in dem sich ein Teilchen bewegt. Der Impuls p hingegen ist wie in IV.2
dargelegt durch einen Differentialoperator in der Form a

p= %% (IV.37)

darzustellen. Der Hamilton-Operator fiir ein Teilchen der Masse m ergibt sich zu
| EPN

und ist eine Kombination der genannten Operatoren. Operatoren sind allgemeinere Abbildungen als
multiplikative Funktionen.

Einer der wichtigen Unterschiede ist, dass zwei Operatoren i. a. nicht mehr unabhéngig von der Reihenfolge
ihrer Wirkung das gleiche Resultat erzeugen. Exemplarisch betrachten wir dazu zwei Operatoren A und
B, die wir speziell

A==z (Iv.39)
h
B-p="o, (IV.40)
wéhlen, und nacheinander auf ¥ wirken lassen. Es folgt
h h
ABY = -0,V = —x0, ¥V , (IvV.41)
i i
h h
BAV = 0,20 = —((0,2)¥ + 20, V) (IV.42)
i i

somit (AB — BA)¥ = ih¥
oder AB — BA =ihl

Definition:

Die GroBe [A,B] := AB — BA heifit Kommutator der Operatoren A und B. I ist der
identische Operator.
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Der Kommutator ist selbst wieder ein Operator; um dies zu unterstreichen wird ggf. der identische
Operator I angefiigt.

Insbesondere gilt

h
[xay xb] = 07 [pavpb] = 07 [pa, J}b] = ;Iaaba a, b= 17 27 3. (IV43)

Zur Beschreibung eines quantenmechanischen Vielteilchensystems benutzen wir die generalisierten Ko-
ordinaten g und Impulse pg, die natiirlich Operatoren darstellen. Dann gelten analog die Kommutator-
oder Vertauschungsregeln

h
gk, ] =0, [pr.pi] =0, Pk, @] = 551@11 , (IV.44)

wobei k,l = 1,2, ..., f fiir ein System mit f Freiheitsgraden. Ist A ein Operator, der funktional von den
p’s und ¢’s abhéngt, also

A:A(pla"'apf7qla"'7Qf) (IV45)
oder kurz geschrieben
A= Alps, @) (IV.46)
dann gilt
[pk, Al = —ih0,, A . (IV.48)
Beweisskizze:

A wird in eine Potenzreihe nach py und g entwickelt. Die Kommutatorregeln fiir die Potenzen
der py, und ¢ sind durch vollstéindig Induktion zu beweisen (iA).

Insbesondere gilt fir A = H
(g, H] = thdp H | (IV.49)

[, H] = —ihdg H . (IV.50)

Hier bietet sich der Vergleich mit der klassischen Mechanik an. In Poisson-Klammern-Schreibweise lauten
die Hamiltonschen Gleichungen

{qk7H} = 8pkH = q.k , (IV51)
{pk, H} = =04, H =pi (IV.52)
wobei die Poisson-Klammern wie folgt definiert sind:
{A, B} 1= (94, Ay, B — 0y, A0y, B) (IV.53)
k

4 Das Ehrenfestsche Theorem

A sei der einer physikalischen Grofle zugeordnete Operator. Dann gilt nach (IV.32) fiir den Mittelwert

(A) = / U*AVAV (IV.54)

Zeitliche Differentiation liefert

A
% = / 8, U* AUV + / U* A0, UdV + / U9, AVdV . (IV.55)
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Einsetzen der Schrodinger-Gleichung
oV = ——HU* oV =—HU (IV.56)
¢ ih ’ ¢ ih ’

ergibt
dAy 1
— L =_—_ [ HU*AVd
dt in / v

1
h/\I/*AH\IJdV+ < OA> . (IV.57)

7

Der erste Term der rechten Seite wird umgeformt zu

2
/ HY*AVdV = —5— / O2U* AWV + / VU AVdV (IV.58)
o | %
hQ
=5 T*92ATWAV + / UV AVdV (IV.59)
™ i
= /\I/*HA\IldV (2x partiell integriert) . (IV.60)
So folgt
a4y 1
% = %/\P*[A,H]\I/dVJr (D, A) . (IV.61)

Wir wenden diese Form jetzt auf A = g und A = pj, an, die nicht explizit zeitabhéngig sind. Dann ergibt

sich
o = | Vla, HwaAV (IV.62)
dipr) 1 «
yrie Zh/\lf [pr, HWdV . (IV.63)

Die Kommutatoren werden durch die in IV.3 ausgerechneten Ausdriicke (IV.49) und (IV.50) ersetzt mit
dem Ergebnis

dilth = / U0, HVdV = (9, H) (IV.64)
dil’l“ _ / W0, HUAV = —(9,, H) . (IV.65)

Diese Bewegungsgleichungen fiir die Mittelwerte der Koordinaten ¢ und der kanonisch konjugierten
Impulse pr eines Quantensystems stellen das Ehrenfestsche Theorem dar. Es ist allgemein nicht richtig
zu sagen, dass die Mittelwerte (gx) und (p;) den Gesetzen der klassischen Mechanik gehorchen. Die
Mittelwerte (gx) und (py) geniigen den klassischen Bewegungsgleichungen nur in dem Mafle, wie man auf
der rechten Seite die Mittelwerte der Funktionen durch die Funktionen der Mittelwerte ersetzen kann,
d.h.

<apkH(QI7pm)> durch a(pk>H(<QZ>7 (Pm)) (IV.66)

Usw.

Das gilt streng aber nur, wenn H ein Polynom héchstens zweiten Grades in py und gy, ist. Ndherungsweise
ist das Ersetzen gerechtfertigt, wenn die Schwankungen um die Mittelwerte {gx) und (p;) klein sind, d. h.
bei makroskopischen Systemen.
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5 Die Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation

Bevor wir die wohl bekannteste Beziehung der Quantentheorie - die Heisenbergsche Unbestimmit-
heitsrelation - ableiten, sollten einige Vorbetrachtungen vorangestellt werden.

Im Abschnitt IT1.3 haben wir ein Teilchen durch ein Wellenpaket dargestellt. Unser Ansatz (III1.51) war

Uz, t) = / A(K e 2= &0 qrr qh akly, . (IV.67)

Wir interessieren uns jetzt fiir die rdumliche Struktur und setzen deshalb t = 0. Aulerdem ist eine
eindimensionale Betrachtung ausreichend, also

U(z) = / A(Ker = dk' . (IV.68)

¥ ist die Fouriertransformierte von A. Wir wahlen

A(K') = Age— @' —ko)* (IV.69)

Die Breite beim Abfall der spektralen Intensitit |A|? auf 1/e ergibt sich zu

2
Ak=— . IV.70
or (IV.70)

Die Substitution k = &' — kg liefert

U(z) = Ao / e~k gk gf; gikor (IV.71)
Das k-Integral ergibt
/efak2+ikzdk _ /efa(k*iﬁ)zdke*%

e 1w (IV.72)

Somit folgt
T 22 1kox
U(z) = Agy/ e e 0T (IV.73)

Damit ist )
|U(z)]? = A3 —e 2= (IV.74)
«

ein um x = 0 lokalisiertes Wellenpaket. Die Breite des Wellenpaketes messen wir dort, wo die Intensitéit
auf 1/e abgefallen ist:

Az =2-V2a . (IV.75)

Folglich gilt die Relation
Ak-Ax =4 . (IV.76)
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Der exakte Wert der rechten Seite ist nicht wichtig, da bei der Breitenmessung sowieso eine gewisse
Willkiir gegeben ist. Wichtig ist die Groflenordnung

Ak-Ax=0(1) . (IV.77)
Fiir eine ebene Welle gilt insbesondere Ak — 0. Somit ist Az — oo; eine ebene Welle ist nicht lokalisierbar

und somit haben wir sie auch nicht zur Beschreibung eines lokalisierten Teilchens herangezogen.
2

] Betrachten wir noch die de Broglie-Beziehung
p=hk (IV.78)
_1_\1/e so erhalten wir
1 } Ap-Az=0(h) . (IV.79)

Die Unscé¥¥tfen des Ortes und des Impulses eines ein Teilchen darstellende Wellenpaketes sind somit nicht
unabhéngig, sondern beziehen sich aufeinander.

Extremfille:

Ebene Welle: Ak — 0, Ax — oo
6-Impuls: Ak — 0o, Ax — 0

Wir leiten nun die Unbestimmtheitsrelationen fiir ein eindimensionales Ein-Teilchen-Problem aus der
Schrodinger-Gleichung ab. Dazu wird die Varianz des eindimensionalen Ortsoperators x bzw. des eindi-
mensionalen Impulsoperators p eingefiihrt iiber

Az = <(x—<x>[)2>, Ap = <(p—<p>])2> . (IV.80)

Fijcer einen beliebigen Operator A gilt entsprechend

AA? = <(A - <A>I)2> , (IV.81)
bzw:
AA = <(A - <A>I)2> . (IV.82)
Es ergibt sich
Az? (x? — 22(x) + (x)21)
Az? = (2?) - 2(z)(z) + ()
Az? = (2?) — (x)? (IV.83)
Ap? v*) —? . (IV.84)
Als Abkiirzungen benutzen wir die Operatoren
A=z —(x)I, B=p—(p)I . (IV.85)

Es gilt
(4, B = [z,p] = —21,(4%) = A2, (B?) = Ap? (1V.56)

7
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¥ sei die Wellenfunktion des Systems. Mit

®:= AU +iABU, A reell (IV.87)
gilt
JA) = /dx(I)*cI) >0
- / de(AV + iABU)* (AV + i\BT) (IV.88)
= /da:{(A\Il)*(A\I') + N (BUY)*(BY) + iA(AV)*(BY) — iA(BY)*(AV)} .

Ziel ist es nun, die Operatoren A und B so in ihren Positionen zu veréindern, dass sie immer zwischen U*
und ¥ stehen. Multiplikative Operatoren sind einfach umzustellen, Differentialoperatoren werden durch
partielle Integration in Position gebracht.

Fiir die Summanden gilt dann

/ dz(AD)*(AT) = / dz ATU* AU

_ / de W™ A2 — (A%) = Aa® (IV.89)
/dx(B\I/)*(B\I/) = /dx (—&C - <p>) v (?&c - <p>> v
- /dx\I/* (hc?z - <p>> <ﬁ81 - <p>> v
_ / de U B2U = (B2) = Ap? (IV.90)
/dx(A\IJ)*(B\I/) - /dx\IJ*AB\IJ (IvV.91)
/ de(BU)*(AT) = / doU* BAU (Iv.92)
Zusammengefasst folgt
J(N) = Az? + N2Ap? +iM[A, B]) = Az? + N2Ap® + iX([z, p]) > 0. (Iv.93)

Das Minimum von J wird angenommen bei

g =0 =2 Ap* +i([x,p]) , (IV.94)
d.h.
A= —i %ﬁ . (IV.95)
Eingesetzt ergibt sich
Az® — <ZZ’;}2>2 + q;g}’jf >0 . (Iv.96)
Daraus folgt schlieflich
Az Ap® + 1<[gc, p))? >0 (IV.97)

4
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1
Az?Ap* > —Z([m,p]>2 (IV.98)
Az Ap? > iff (IV.99)
h
AxAp > B (IV.100)

Diese Beziehung ist wie folgt zu interpretieren: Bei der gleichzeitigen Bestimmung des Ortes x und des
Impulses p eines Teilchens existiert eine Genauigkeitsgrenze, die nicht unterschritten werden kann. Je
genauer der Ort = bestimmt wird, desto ungenauer ist der Impuls p bekannt und umgekehrt. Fiir ein
klassisches Teilchen sind natiirlich Ort und Impuls bei gleichzeitiger Messung beliebig genau bestimmbar.
Die Genauigkeitsgrenze ist apparativ, aber nicht prinzipiell gegeben.

Die Unbestimmtheitsrelation tragt gerade dem Dualismus Rechnung. Ein quantenmechanisches ”Teil-
chen” erscheint in dem einen Experiment mehr als Welle, in dem anderen Experiment mehr als Teilchen.
Betrachten wir noch einmal die Beugungsexperimente mit freien Elektronen. Die Elektronen zeigen Wel-
leneigenschaften und sind deshalb prinzipiell nicht lokalisierbar (Axz # 0). Ihr Impuls entspricht nicht
einem singuldren Wert, da fiir ein Wellenpaket mehrere Wellenldngen und damit Impulsanteile iiberla-
gert sind. Wiirde im Grenzfall der Impuls tatséchlich scharf bestimmt werden kénnen (Ap — 0), hitte
dies Az — oo zur Folge. Das Elektron wiirde sich in diesem Grenzfall wie eine ebene Welle verhalten,
diese hat gerade eine scharfe Wellenldnge und damit einen scharfen Impuls, ist aber nicht lokalisierbar.

6 Die zeitfreie Schrodinger-Gleichung

Wir betrachten ein Ein-Teilchen-System, das durch das stationére Potential V@) und somit durch die
Schrodinger-Gleichung

1tho ¥ (z,t) = HU(z,t) (IV.101)
mit
K2 9 v
bestimmt ist.

Der Hamilton-Operator ist somit fiir ein stationéres Potential explizit zeitunabhéingig. Wir 16sen die
Schrodinger-Gleichung mit dem Separationsansatz

U(z,t) = p(z) - T(t) (IV.103)
und erhalten )
h ~
ihpdy T = <—a§¢ +V- @> T (IV.104)
2m =
L o0T 1 K2 9 N
th = (_Qmaxw +V.-p)=U (= const) (IV.105)
woraus zum einen
0T iUt Ut
th:U , T=Toe " =e '% (IV.106)

(wir setzen Ty = 1, da konstante Faktoren zu ¢ geschlagen werden kénnen) und zum anderen

h2 .
(—Qmai + V) p=Hp=Up (IV.107)
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folgt. Die Gleichung fiir ¢ ist die zeitfreie Schrodinger-Gleichung. Sie ist eine Eigenwert-Gleichung fiir den
Hamilton-Operator H. U ist ein Eigenwert und ¢ ist eine Eigenfunktion. I.a. hat H mehrere Eigenwerte

und Eigenfunktionen, also
Hpp =Unpn, n=1,2,... (IV.108)

Das Ausrechnen der Eigenwerte und Eigenfunktionen ist eine der Hauptaufgaben der Quantenmechanik.
Analytisch funktioniert die Losung nur fiir relativ einfache Hamilton-Operatoren. Fiir komplexe H’s
sind zahlreiche Niherungsmethoden entwickelt worden. Wegen 9;|¢|? = 0;|¥|? = 0 heiflen die Lésungen
stationdr. Da

/WdV: /|\Il\2dV: 1 (IV.109)

gilt, kommen fiir die ¢,, quadratisch integrierbare Funktionen in Frage. Offensichtlich fiigt sich das ma-
thematische Problem bestens in das Kalkiil des Hilbertraumes Lo(V') ein. Da

/(le)*wde = /sostode (IV.110)

gilt, ist H ein hermitescher oder selbstadjungierter Operator, H = H™.

Beweis der Hermitezitit von H:

o V ist hermitesch, da dieser Operator als Faktor wirkt.

e Es verbleibt zu zeigen, dass der Laplace-Operator 8; = /\ hermitesch ist. Nach der
zweiten Greenschen Integralformel (vgl. Skript Mathematische Methoden (3.80)) gilt fiir
zwei beliebige skalare Funktionen @4 (z) und ®3(z)

/(<I>1A<I>2 — By ADy)dV = / (010, — B20,P1)dS | (IV.111)
14 S

wobei 0,® die Ableitung von ¢ in Richtung der Normalen von dS bedeutet. Auf der
Oberfliche S des Volumens V', d.h. am Rand des Volumens, der auch im Unendlichen
liegen kann, verschwinden aber ®; und ®5. Somit gilt

/@1A©2dV:/A<I>1<I>2dV (IV.112)
\4 |4
bzw.
/@’{A@QdV: /(A@l)*égdv . (IV.113)
\%4 \4
q.e.d.

Wichtige Eigenschaften hermitescher Operatoren (und damit auch von H) sind:

1. Alle Eigenwerte U, sind reell. Die Menge der U, heifit Spektrum.

2. Die Eigenfunktionen ¢,, bilden ein Orthogonalsystem. Sie sind normierbar und kénnen als Ortho-
normalsystem betrachtet werden, also

/ P PndV = mn. (IV.114)

3. Das Orthonormalsystem der Eigenfunktionen ist vollstéindig. Eine beliebige Funktion ¥(z,t) kann
nach den ¢, ‘s entwickelt werden:

U(z,t) = Z Ay on(2) e #Unt, (IV.115)
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Damit bildet das System der ¢,’s eine Basis. Wir werden spéter bei der abstrakten Formulierung der
Quantenmechanik noch gewisse Erweiterungen vornehmen, die insbesondere das kontinuierliche Spektrum
der Eigenwerte einschlieflen.

7 Grenzbedingungen fiir die Wellenfunktion v

7.1 Ubergangsbedingungen an einem Potentialsprung

Ry / n VI

VI 7& VH

e Willkiirliche Festlegung von n

e Quasi-Zylinder-Bereich

Frage: Wie verhalt sich die Wellenfunktion v an einem Potentialsprung, d.h. wenn VI =+ Vil

Ausgangspunkt sei die Kontinuitétsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte

mit
P = [y (IV.116)
1 2o, — 2o,
j= —1/} %Y — Vi (IV.117)
= m 2
1
= —Re(y7py) (IV.118)
Integration iiber den Quasi-Zylinder ergibt
(“)t/PdV—&-/l'dﬁ:O (IV.119)
HPF-2h+jl - F—jIT. F+ / jas =0 . (IV.120)
Mantel
Lasst man nun Hohe und Radius des Quasi-Zylinders gegen Null gehen, so ergibt sich
h—0 : jL=3jII (IV.121)
bzw.
Ry —0 = jl=4IT " (IV.122)
Mit Gleichung (IV.118) folgt dann
Pl = !t (IV.123)
und
ot = 0t (IV.124)

Die Wellenfunktion und ihre Normalen-Ableitung sind stetig an Potentialspriingen.
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7.2 Ubergangsbedingung an einem §-Potential

A

V(z) = %(5@ — xp)

h h
. . >
1 20 2
Integration der SGL iiber die Unstetigkeitsstelle:
. P
ithop = —%8;8 + Voo(z —x0) ¢ ¢ (IV.125)
2 2 2
h? 5
1ho, /1/}dl’ =5 /aﬁwdwr Vo/é(m — xo)pdx (IV.126)
1 1 1
h? .
=—c— (@ﬂﬁ — 00 > + Vouo (o) (Iv.127)
2m 9 1
Rh? .
lim : 0=——|[0¢ — 09 + V(o) (IV.128)
h—0 2m 2040 26—0
Somit ergibt sich die Sprungbedingung
2m
azw(xo + 0) — 6:0@[1(950 — 0) = ﬁVO@/J(JJ()) . (IV129)
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8 Anwendungen

8.1 Ein Teilchen im Potentialkasten

(IV.130)

O I . . %) z <0
! | V(z) = 0 0<z<a
> 00 T >a
°
Wir sehen, dass ¢(z) =0 fiir < 0 und = > a. Wegen der Stetigkeit
P X 2 von ¢ gelten diese Werte als Randbedingungen

52
— 5,0z =Up
2
3EQD+FTT;LUQD*O
Fall 1: U < 0, n2:—%U, K=+ 72#;1]
D2p—K2p=0

R

@ = 1" 4 coe™ " = ¢ sinh kx 4 é; cosh kx

Es gibt keine nichttriviale Losung, die die Randbedingungen erfiillt.
Fall 2: U >0, k* = 23U

D2p +k*p =0
¢ = disinkx + dscoskx
p(0) = 0=4dy
pla) = 0=d;sinka
~ ka = nm, n=12,...
22
"7 omaZ

. nwT
n =dp - sin —
a

a

2 4nm

a
1
/|<pn|2dx =1= d?/sin2 Iy de = |d1]? {x — 2% g2y
a
0

0

a
1 = |d1|2§

nm
a

|

a

0

(IV.131)

(IV.132)

(IV.133)

(IV.134)

(IV.135)

(IV.136)

(IV.137)

(IV.138)

(IV.139)

(IV.140)

(IV.141)

(IV.142)

(IV.143)
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[ N U, =91,

> % U, =40,

/——\\
__________ U,

Die mogliche Phase von d; wurde null gesetzt, da eine globale Phase ohne Bedeutung ist, vgl. dazu auch
(IV.5)—(IV.8).

Es ist leicht nachzupriifen, dass
a

/ PP AT = O (IV.144)
0

gilt. Damit bilden die ¢, ‘s ein Orthonormalsystem im Ls[0, a]. Das Orthonormalsystem ist vollstdndig,
so das es eine Orthonormalbasis bildet.

Aus den Eigenlosungen kénnen wir folgende physikalische Information gewinnen:

1. Der Zustand niedrigster Energie, der Grundzustand, ist durch ¢; beschrieben und hat die Energie

K22
Uy = S (IV.145)
2. Der Mittelwert des Impulses verschwindet, da
i N h2 i . /nTx\ nm nwx
(pn) = /dxgongazgan = ;g/dxsm (T) + - cos (T) =0 |, (IV.146)
0 0
wéhrend Y oo
I}
(ph) = 2mU, = % (IV.147)

3. Die allgemeine Losung der Schrodinger-Gleichung ergibt sich als iiberlagerung der Eigenlosungen
zu

U(z,t) = ZAngon(x)e_“#t . (IV.148)

Die A,,‘s sind aus der Anfangsbedingung ¥(z,0) zu bestimmen:
U(w,0) =Y Appn(@) |- o5 (2) (IV.149)

a

Am = | o5 (2)¥(x,0)dx (IV.150)
/

Wegen

/\\11|2da; =1 (IV.151)
0
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folgt
/ SN AnonAnpndr =YY A% A, / Crondr =" " A Anbpn (IV.152)
0 m n m n 0 m n

und somit

S AL =1 . (IV.153)

n

4. Der Erwartungswert fiir die Energie folgt aus

a

(H) = / U (£ HU (2, £)da (IV.154)
0
= DD A / ohy Hey dwe™ 7 (IV.155)
m n 0 —Unon
= 3OS AL AU e (IV.156)
= Y A ULA, =) AU, (IV.157)
n n

Die Beziehung interpretieren wir wie folgt. Bei der Messung von H werden als einzelne Ereignisse
die Eigenwerte U, realisiert. |A,|?> gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass der allgemeine Zustand
U(x,t) bei einer Energiemessung den Eigenwert U,, hat. (Analoge Interpretation im Energieraum,
wie im Ortsraum.)

Wenn das System z. B. im Eigenzustand ¢y, ist, dann wird die Energiemessung notwendigerweise
Uy liefern. Da eine wiederholte Messung das gleiche Ergebnis liefern muss, miissen wir daraus fol-
gendes schliefen: Sobald eine Energiemessung eines allgemeinen Zustandes ¥ durchgefiihrt worden
ist und den Wert Uy, geliefert hat, verindert die Messung den Zustand in ¢j. Eine Messung in der
Quantenmechanik ist somit von der Wirkung her gesehen ein Sortierungsprozef.

Diese Interpretation gilt nicht nur fiir dieses Beispiel, sondern allgemein.

8.2 Harmonischer Oszillator

Der eindimensionale harmonische Oszillator ist durch das Potential

- k
V(z) = §x2 (IV.158)
mit k=const. (,,Federkonstante®) charakterisiert. Die zeitfreie Schrédinger-Gleichung lautet
Hoo — (_2 g2 k), (IV.159)

Wir werden wieder eine Vielzahl von Losungen erhalten, die durch den Index n unterschieden werden.

Substitution liefert
€2 = "’;—fﬁ, 0% = 82@ (IV.160)

W mk., k [B
(‘zm T Ot S\ €~ Un | en =0 (Iv.16L)
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5 2m | h? mk | B2 | R ,
N _mk R - IV.162
(85 Vo T VoV s ) e =0 (IV.162)

(0F+bn— ) n=0 (IV.163)

mit bn:2Un,/%%:2gg,w: %, ffooocp;cpndle.

Als Randbedingung ist implizit enthalten, dass

lon] — 0 . (IV.164)

|| — o0

Die zu losende DGL ist zwar linear (klar, da Schrédinger-Gleichung linear), aber enthélt nichtkonstante
Koeffizienten. Zur Losung ist die Sommerfeldsche Polynom-Methode geeignet.

1. Schritt: Asymptotische Losung

Ein reines Polynom kann nicht Loésung sein, da es im Unendlichen divergiert. Zur Sicherung der
Konvergenz der ¢,, betrachten wir

£ > by, (IV.165)
on —Epn=0 . (IV.166)
Mit dem Ansatz ¢, x e~¢ /2 folgt
Oepn _56752/2 (IV.167)
Bon o —e €2 p 22 = (2 1)/ (IV.168)
Bon—E0n = [(2-1)-€]e8/2= ¢/ a0 (IV.169)

Asymptotisch ist Quadratintegrierbarkeit gegeben.

2. Schritt: Eigentlicher Losungsansatz

on(l) = e—67/2 Z e (IV.170)
v=0
3590 — 756752/2201/5” +67€2/220y1/€l’71 (IV171)
v=0 v=0

Ry = (-1 €Y e —2e 2N e ue
v=0 v=0
+ e 82 Z cov(v —1)er2 (IV.172)
v=0
Folglich gilt

0 = (8 +bn—E)pn (IV.173)

= e—fz/Qi{u@—1>cygv—2—2ucygV+(§2—1>cV§”+<bn—§2>cyf”}. (IV.174)

v=0

Zusammenfassung und Indextransformation v — 2 — v/ — v im ersten Term ergibt

0=e 23 {w+2)(v+ ey + (—20 + by — Doy} €7 (IV.175)
v=0
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Fiir beliebige £ muss jeder einzelne Term verschwinden, woraus die Rekursionsformel

Cuy2 2u+1-—0b,

= IV.176
cy v+2)(v+1) ( )
fir die ¢, folgt.
. Schritt: Untersuchung der Konvergenz der Potenzreihe
Fiir grofle v verhélt sich die Potenzreihe Zzozo c, &Y wie 652, denn
y 2
G2, 2 (IV.177)
Cy v—oo VU
o0 1 o0
Z — ()" Z g% (IV.178)
— M oM
= n=
2u=v (IV.179)
2 o' 1 '
e =) &= wl (IV.180)
v=0 2° v=