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39. Besetzungszahldarstellung (18 Punkte)
In dieser Aufgabe sollen einige Eigenschaften der Auf- und Absteigeoperatoren a' und a sowie des Beset-
zungszahloperators N = afa diskutiert werden.

(a) Beweisen Sie die folgenden Kommutatorrelationen fiir alle m € N:
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L. [am,aw =ma™ iii. [N,am} = —ma™

ii. [a,(a')"] =m (af)""" iv. [N, (@)"] =m (@)
(b) Der Zustand |0) sei normiert. Weisen Sie nach, daf die iiber
alln) = vn+1|n+1)

rekursiv definierten Vektoren ebenfalls alle normiert sind.

(¢) In der Besetzungszahldarstellung sind die Matrixelemente eines Operators A durch (n/|A|n) gegeben.
Bestimmen Sie diese Matrixelemente fiir den Ortsoperator z, den Impulsoperator p sowie fiir den
Hamilton-Operator des eindimensionalen harmonischen Oszillators.

(d) Verifizieren Sie mittels der in Teilaufgabe (c) aufgestellten Matrizen fiir & und p die Beziehung
[, p] = ihl
(e) Zeigen Sie:
[d, e)‘&q = e mit reC
(f) Es sei nun |A) der folgende Zustand:
A =Cxe |0)
mit A € C und C) € C. Zeigen Sie:
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40. Dyadische Produkte (12 Punkte)
Gegeben sei ein vollstindiges Orthonormalsystem {|¢,),n =1,...,N}. Wir definieren den Hamilton-

Operator

N N
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n=1 n=1
Dabei soll [pn11) = |¢1) gelten. Mit « und 3 werden reelle Konstanten bezeichnet. Ziel dieser Aufgabe
ist die Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren von H.
Gehen Sie wie folgt vor:

(a) Betrachten Sie zunéchst den Operator

N
n=1

Stellen Sie ﬁA mit Hilfe von A und AT dar. Zeigen Sie zudem, daf A unitér ist.
Wie wirken A und AT auf einen Vektor |¢y,)?

(b) Zeigen Sie, daB H, A und At dieselben Eigenvektoren besitzen.
(c¢) Bestimmen Sie die Eigenwerte und die normierten Eigenvektoren von A.
(d) Bestimmen Sie aus den Ergebnissen von Teilaufgabe (c¢) die Eigenwerte von H.



