INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK Prof. Dr. U. Motschmann
Dipl.-Phys. S. Simon

TECHNISCHE UNIVERSITAT BRAUNSCHWEIG

QUANTENMECHANIK 1 WISE 2006/2007
7. Ubungsblatt Abgabe: Donnerstag, 07.12.06 (bis 9.40 Uhr) im Kasten bei A316/A317

Fragen zu den Ubungsaufgaben: S. Simon, Raum A317, Tel. 391-5187, sven.simon@tu-bs.de

20. Unendlich hoher Potentialkasten (15 Punkte)
Wir betrachten erneut das in der Vorlesung behandelte Problem eines Teilchens, das in einen unendlich
hohen, eindimensionalen Potentialkasten (0 < x < a) eingesperrt ist.

(a) Zeigen Sie: Die in der Vorlesung angegebenen Eigenfunktionen ¢, () erfiillen fiir groe Quantenzahlen
n die Beziehung
Ax Ap x nh

(b) Zur Zeit t = 0 sei die normierte Wellenfunktion des Teilchens durch
8 e . (TX
U(x,t=0)=4/— {1 + cos (—)} sin (—)
oa a a

i. Wie lautet die Wellenfunktion des Teilchens zu einem spéteren Zeitpunkt ¢t =ty > 07

gegeben.

ii. Bestimmen Sie die mittlere Energie des Systems zu den Zeitpunkten ¢ = 0 und ¢ = ;.

iii. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit ¢ = ty in der linken Hélfte der Box
anzutreffen (d.h. im Intervall 0 < z < a/2)?

(¢) Nun behandeln wir den dreidimensionalen Fall: Ein Teilchen befinde sich in einem rechteckigen Kasten
mit den Ausdehnungen 0 < 27 < A, 0 < 25 < B, 0 < 23 < C. Innerhalb des Kastens ist das Potential
V' = 0; auBerhalb gilt V' = oo.

i. Bestimmen Sie die Eigenfunktionen und Energieniveaus aus der zeitfreien Schrodinger-Gleichung.
Verwenden Sie fiir ¢(x1,x2,x3) einen geeigneten Separationsansatz und greifen Sie auf die Er-
gebnisse der Vorlesung zuriick.

ii. Betrachten Sie den Spezialfall A = B = C. Schétzen Sie ab, wie viele Zustinde N unterhalb
einer vorgegebenen Energie U existieren. U sei dabei so grof}, dafi N > 1 gilt.

21. Endlich hoher Potentialkasten I: Gebundene Zusténde (15 Punkte)
Gegeben sei das Potential
Vo fir z<—-1 (I)
Viz) = 0 fir —I1<a<l (II) , Vo>0
Vo fir <z (III)

Es sollen einige Eigenschaften der Losungen der eindimensionalen, stationdren Schrodinger-Gleichung fiir
0 < U < Vj diskutiert werden. Gehen Sie dazu folgendermaflen vor:

(a) Als allgemeine Losungen in den Bereichen (I)-(III) setze man an:
or = Ae® + Ae=®
¢II _ Beik;ﬂ + Ce—ikw
G111 = De? + De™ %"

Bestimmen Sie ¢ und & als Funktion der Energie U. Warum miissen A und D null sein?

(b) Es laBt sich zeigen, dafi an den Unstetigkeitsstellen von V(x) sowohl ¢ als auch d¢/dx stetig sein
miissen. Stellen Sie unter diesen Bedingungen ein Gleichungssystem fiir A, B, C' und D auf.
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(d)

Es sollen nun die nichttrivialen Losungen dieses Gleichungssystems bestimmt werden. Zeigen Sie, dafl
es genau zwei Arten von solchen Loésungen gibt, und zwar symmetrische und antisymmetrische, ohne
diese explizit zu bestimmen.

Zeigen Sie weiterhin, daf8 fiir die symmetrischen Losungen
q = ktan(kl)
und fiir die antisymmetrischen Losungen
q = —kcot(kl)

gelten muf}. Zeigen Sie, dafl auBlerdem gilt:

2m
a=\ -

Die obigen Bedingungen liefern im Prinzip die Losungen fiir die Energieeigenwerte U,,. Jedoch sind
die Gleichungen transzendent. Man kann aber einige Eigenschaften aus einer graphischen Losung
ablesen. Begriinden Sie mittels dieser graphischen Losung:

e Es gibt immer mindestens einen und hochstens endlich viele diskrete Energieeigenwerte.

e Der Zustand mit der niedrigsten Energie ist symmetrisch.

e Die folgenden Zusténde sind immer abwechselnd antisymmetrisch und symmetrisch.



