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16.

Kommutatoren (16 Punkte)
In dieser Aufgabe soll das Rechnen mit Kommutatoren geiibt werden.

(a) Zeigen Sie, daB fiir beliebige Operatoren A, B und C' die Jacobi-Identitiit
[A,[B,C] + [B,[C, Al + [C,[A, B]] = 0

gilt. Formulieren Sie eine analoge Aussage fiir die aus der klassischen Mechanik bekannten Poisson-
Klammern und beweisen Sie diese.

(b) Berechnen Sie fiir den eindimensionalen Ortsoperator x und den eindimensionalen Impulsoperator p
den Kommutator [p, 2*7].

(c) Zeigen Sie: Fiir ein Polynom f ist
h
[z, f(p)] = == f"(p)

(d) Berechnen Sie fiir die Komponenten des Drehimpulsoperators L = z x p die folgenden Kommutatoren
(i,5 € {1,2,3}):

i [Ly, L] ii. [Li, L?] iii. [L;, py]

Hinweis: Es ist hilfreich (aber nicht verlangt), die Komponentenschreibweise und die Summenkon-
vention zu verwenden.

(e) Berechnen Sie fiir eine differenzierbare Funktion f: R — R den Kommutator

(L3, f(|l2l*)]
Dabei ist |z]* = 2§ + 23 + 23.
(f) Essei [A, B] #0, aber [4, [A, B]] = [B, [A, B]] = 0. Zeigen Sie, dafi dann

e Be™* = B+ [A, B]

gilt.
17. Das Ehrenfestsche Theorem (4 Punkte)
Gegeben seien die beiden Hamilton-Operatoren
1
(a) H= o + 5m (wiz® + woz +¢)

2

YA Y T

(b) H—2m+2mwx >

18.

Mit wq, ws, €, w und A werden Konstanten bezeichnet.
Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen fiir die Mittelwerte (x) und (p). Lisen Sie die Bewegungsglei-
chungen fiir den Fall (a).

Erwartungswert des Impulsoperators (3 Punkte)
Der Erwartungswert des Impulsoperators p = (p1, pa, p3) ist durch

<p>= [ V@ IV

gegeben. Zeigen Sie: < p > ist reell.

Riickseite beachten! —



19. Berechnung von Erwartungswerten (7 Punkte)
Ein Teilchen werde durch die normierte Wellenfunktion

_ [2ay/aze™®* fir x>0
(z) = { 0 fir <0

beschrieben?.

(a) Fiir welches = hat |¥|? sein Maximum?
(b) Berechnen Sie (z), (z?), (p) und (p?).

(c) Die Varianz eines Operators A ist durch

AA =< A2 > — < A>2

gegeben. Berechnen Sie das Produkt Az Ap.
(d) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zwischen x = 0 und = = 1/« anzutreffen?
(e) Berechnen Sie die zu ¢ gehorende Stromdichte j.

1 Hinweis: Diese Funktion beschreibt einen angeregten Zustand des Elektrons im Wasserstoffatom.



