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17. Sommerfeldsche Polynommethode: Dreidimensionaler Oszillator (14 Punkte)
Der Hamilton-Operator des kugelsymmetrischen, dreidimensionalen harmonischen Oszil-
lators ist gegeben durch
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(a) Zeigen Sie: Mit dem Ansatz U(r) = 2 y;(r) Y}, (6, ¢) nimmt die radiale Schrédinger-
Gleichung folgende Form an:
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Hinweis: Sie koénnen hier auf Ergebnisse der Rechnung zum Wasserstoffatom zuriick-
greifen.

(b) Begriinden Sie: Fiir r — 0 sind die relevanten Terme der Gleichung (1):

(;:2 - l(l; 1)> xi(r) =0.

Zeigen Sie, dass die allgemeine Losung dieser Gleichung durch

b
xa(r) = apr'™ + ;ﬁ (1)

mit Konstanten a;, b; gegeben ist.

(c) Erldutern Sie, dass aufgrund des Ergebnisses aus Aufgabenteil (b) und analog zum
eindimensionalen harmonischen Oszillator folgender Potenzreihenansatz fiir die Losung
von Gl. (1) geeignet ist:
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mit ¢ = /7 r. Setzen Sie diesen Ansatz in die radiale Schrodinger-Gleichung ein
und leiten Sie durch Vergleich der Koeffizienten gleicher g-Potenzen eine Rekursions-
relation fiir die ¢ mit festem [ her.

(d) Leiten Sie aus der Abbruchbedingung ¢, = 0 fiir & > k; einen Ausdruck fiir die
Energie-Eigenwerte Uy her.

Bitte wenden —



18. Wellenfunktion des Wasserstoffatoms (6 Punkte)

Zur Zeit t = 0 wird der Zustand eines Wasserstoffatoms durch die Wellenfunktion

1
U(r,t=0)= 7o 2x1,00 + X210 + V2x2,1.1 + \/§X2,1,71] (2)

beschrieben. Mit X, 1.m = Ry (r)Y;™(0, $) werden die in der Vorlesung angegebenen Ei-
genfunktionen bezeichnet.

(a) Bestimmen Sie den Erwartungswert fiir die Energie dieses Systems.

(b) Wie grof} ist zur Zeit t = 0 die Wahrscheinlichkeit, das Elektron innerhalb einer
Kugel mit Radius 7o = 1072m um das Proton anzutreffen? Bestimmen Sie dazu
zunédchst die Wahrscheinlichkeit als Funktion der R, ; und geben Sie die R,,; explizit
an. Zur Berechnung eines konkreten Wertes der Wahrscheinlichkeit diirfen dann auch
elektronische Hilfsmittel verwendet werden.

(c) Wie lautet die Wellenfunktion W(r,t) zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ > 07



