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3. Lineare Algebra (7 Punkte)

In dieser Aufgabe sollen einige Grundbegriffe wiederholt werden.

(a) Wir betrachten eine Menge von Vektoren des R3:
M={(1,1,0),(-2,1,A),(0,-1,-2)} . (1)

e Zeigen Sie, daf8 die Elemente von M fiir A # 6 eine Basis des R? bilden.

e Stellen Sie fiir A = 5 den Vektor a = (2,2,—1) als Linearkombination der Ele-
mente von M dar.

o Fiir welche Werte von A, € R bildet selbst die Menge von vier Vektoren
M= MU{(\8,1)} (2)

kein Erzeugendensystem des R3?
(b) Wir betrachten die Matrix

30 0
A=[0 -1 4 . (3)
0 3 -2

Bestimmen Sie die Eigenwerte und die normierten Eigenvektoren von A. Geben Sie
auflerdem eine unitére 3 x 3-Matrix U an, die A auf Diagonalgestalt transformiert.
Das bedeutet: U - A - g*‘ darf nur Diagonalelemente enthalten. Die zu U adjungierte

Matrix U T ist durch u t = (g T)* definiert, d.h. U wird transponiert und dann die
Matrixelemente komplex konjugiert.

4. Die Matrix-Exponentialfunktion (8 Punkte)

Fiir eine quadratische Matrix A definieren wir den Ausdruck exp (A) als Potenzreihe:

exp(é)EZ%ék . (4)
k=0

Bitte wenden —
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(a)

(b)

Zeigen Sie: Vertauschen die beiden Matrizen A und B miteinander,
dh.ist A-B =B - A, so gilt das Additionstheorem
exp(A+B)=exp(A4)-exp(B) . (5)

Wir betrachten eine spurfreie Matrix

A:(“ b) cRD? (6)

cC —a

Dann ist A ist diagonisierbar, d.h. es existiert eine invertierbare Matrix S € R2*2,
so dass

S7h-A-S=D (7)
eine Diagonalmatrix ist. Zeigen Sie zunéchst:
exp(4) =5 -ep(D) S ®

Uberlegen Sie sich dann, wie man exp (D) fiir Diagonalmatrizen D berechnet.

Nutzen Sie ihre Uberlegungen aus (b) und zeigen Sie:

cosh(w) 1 + mz}&é fir  detA <0
exp(A) =< 1+A4 fir  detA =0 9)
cos(w) 1 + sin(w) A fir ~ detA >0

:(é?) . (10)

Das Ergebnis aus (c) ldsst sich auch auf eine allgemeine 2 x 2-Matrix B iibertragen.
Schreiben Sie dazu B als

mit

w = ‘deté| und

[[=

B =¢1+A, (11)

mit £ € R und einer spurfreien Matrix Ag.
Machen Sie sich klar, daf} die Losung eines Differentialgleichungssystems = C' - r in
der Form N

r(t) = exp (tC) - r(t = 0) (12)

geschrieben werden kann.

Klausurtermin (vorlédufig): 12. Februar 2011

Teilnahmevoraussetzungen: 50 % der Hausaufgabenpunkte. Zusétzlich muss in den Ubungen
zweimal eine Aufgabe erfolgreich vorgerechnet werden. Es besteht jedoch keine Anwesenheits-
pflicht in den Ubungen.
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