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Anwesenheitsiibung (keine Abgabe)

A1. Der Drehimpuls L ist gegeben durch
L=FxFp. (1)
Zeigen Sie:
(a) 7 und p transformieren sich als Vektoren, d.h.:
[Lj,ri] =ihejpim, (L, pe] =t hejrp !
(b) 7% und p? sind Skalare, d.h.:
1) =0= (1.7
(¢) Fiir den Drehimpuls gilt:
(L, L] =theji Ly !

Hinweise: (i) Gemé$ der Einsteinschen Summenkonvention wird tiber wiederholte
Indizes summiert. (ii) (d’ X 6)1 = €,k 0; b (ill) [AB,C] = A[B,C|+[A,C] B. (iv)
[A, BC| =[A,B]C+ B[A,C]. (V) €rst€uwt = Oru s — Oy Os a-

Hausaufgaben

H1. (a) Zeigen Sie: In Kugelkoordinaten x = rsinf cos ¢, y = rsinfsin ¢, z = r cosf
gilt fiir den in (1) gegebenen Drehimpuls:

cosqﬁﬁ
tan 6 0¢

L, = 1ih (Sin¢%+

. 0 sin¢g 0
L, = ih (— cos qb% + tan90_¢)
. 0
Lz = _Zh8_¢
- 0? 1 0 1 0?
L’ = - == —
(602 T an00 " sinZo a¢2>

— —

Hinweis: Beim Invertieren der Jacobi-Matrix Df(r,6,¢) mit f(r,0,¢) =
7 sin 6 cos ¢ .
rsinfsin¢ | mag es niitzlich sein zu wissen, dafi det D f = r?sin(6).
rcos 6



(b) Wir betrachten nun

2 .
Z11(0,9) = \/jeld)/z\/sin&
272 T
Zeigen Sie:
L2y 1(0.0) = 5211(0,9),  L°Zy41(0.0) ==~ Z11(0,9) !
Anmerkung: L,L Z; 1 und L, L, Z 11 sind nicht quadratintegrabel. Des-
wegen liefert Z 11 strenggenommen keine Darstellung der Drehimpuls-Ver-

tauschungsrelatlonen

10 Punkte

H2. Eine Form der Kugelflaichenfunktionen ist gegeben durch
20+ 1)(1 — .
Yim(8,0) = \/( Ui —m) P™(cos ) ™ |

A (l 4+ m)!

wobei die zugeordneten Legendre-Polynome P (z) wie folgt definiert werden:

m ()" mpp 4 l
B (2) = ol (1—2%)m dzl+m ('22_1) :

—m)!

(a) Begriinden Sie, dafl Pm(z) = (—1)™ % P (z) !
(b) Zeigen Sie: Yim(0,0)" = (—1)"Y,_n(0,9) !

(c) Zeigen Sie, dafl die Kugelflachenfunktionen sich unter Spiegelungen am Ur-
sprung (r,6,¢) — (r,m — 0, ¢ + 7) wie folgt verhalten:

}/l,m(ﬂ—_&qb—i_ﬂ-) = (_1)lYl,m(07¢) !

6 Punkte
H3. Zusatzaufgabe (Bearbeitung freiwillig)
Gegeben sind die Matrizen
01 1 0 0 — — 0 1 0 0 O
111 0 0 1 Iy« 0 0 —i 00 0 0
=51 00 1| 273 0 0 < T loo o0 o
01 10 0 ¢« ¢+ O 0 0 0 -1
(a) Zeigen Sie: Die J, erfiillen die Drehimpuls-Vertauschungs-Relationen

3
[Jm Js] = ZZ Ersit Jt !

t=1

(b) Berechnen Sie J? und geben Sie eine simultane Basis von Eigenvektoren von
J? und Js an !

(c) Wie lauten die zugehorigen Eigenwerte von J? und J; ? Interpretieren Sie
Ihr Ergebnis unter Berticksichtigung der Tatsache, dafi Drehimpuls j einem
Eigenwert j(j + 1) von J? entspricht und die zugehdrige Dimension der Dar-

stellung 25 + 1 ist !
4 Zusatzpunkte

Frohe Weihnachten und einen Guten Start ins Jahr 2005 !
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