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KAPITEL 1

Charakteristik des Plasmas

I.1 Quasineutralitit und Ladungstrennung

Vorlédufige Definition:

Ein Plasma ist ein System von Teilchen oder Quasiteilchen, die frei beweglich sind,
und dessen Eigenschaften wesentlich durch die Ladungstriger bestimmt sind. Die Ge-
samtheit des Teilchensystems ist neutral.

Als Teilchen oder Quasiteilchen kénnen auftreten:

Tonen, Elektronen, Molekiile, Quarks, Gluonen, Locher, geladene Staubteilchen etc.

Die Teilchensysteme konnen unter sehr unterschiedlichen Bedingungen vorliegen. Die Teilchen-
dichten und -energien iiberstreichen Bereiche von

10°... 10%° m—3
107%4...10° eV

Wichtige Erscheinungsformen von Plasmen sind in der Abbildung 1.1 dargestellt.

Als Orientierungspunkt fiir die Dichte betrachten wie die Anzahl der Atome in 1m? Eisen:

pre = 7850 kg/m? ~ 10* kg/m?
mpe = 56amu=56-1.7-10"%" ~ 10" kg

— 10? Fe-Atome /m?

Vorkommen von Plasmen

e “exotisch” unter irdischen Bedingungen, 4.Aggregatzustand,
Gasentladung, Flammen, Elektronen in Metallen

e "normal” unter auerirdischen Bedinungen:
> 99 % der sichtbaren Materie des Universums im Plasmazustand:
Sterne, Raum zwischen den Sternen, etc.
Ausnahmen: Kometen, Asteroiden, Planeten

Man bezeichnet ein Plasma als quasineutral, da es nur im Mittel elektrisch neutral ist. Die Mit-
telung ist sowohl zeitlich als auch rdumlich vorzunehmen. Die Gréfle des Mittelungsvolumens be-
stimmt eine charakteristische Lange und die des Mittelungsintervalls eine charakteristische Zeit.
Unterhalb dieser charakteristischen Lange bzw. Zeit kann Ladungstrennung vorliegen.
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I.2 Plasmafrequenz

Die charakteristische Zeit der Ladungstrennung ist dquivalent einer reziproken Frequenz, die Plas-
mafrequenz genannt wird. Zur Ableitung dieser Frequenz betrachten wir folgendes Modell:

Wir legen zunéchst ein Standardplasma fest, das im Rahmen der ganzen Vorlesung beibehalten
wird. Es besteht aus Elektronen (Index e) und g-fach positiv geladenen Ionen (Index i).

Modell: In einem grofirdumig neutralen Plasma werde eine lokale Ladungstrennung herbeigefiihrt.
Wegen der hoheren Beweglichkeit der Elektronen wird angenommen, dass nur die Elek-
tronen verschoben werden und die Tonen unbeweglich verharren. Es sollen auch nicht alle
verfiigbaren Elektronen im betrachteten Volumen verschoben werden, sondern nur ein
kleiner Teil von ihnen.

Urspriinglich betrigt die Ladungsdichte der Elektronen gleich der der Ionen:
Neo = ¢i Nio- (I.1)
Nach Herbeifithrung der Ladungstrennung veréndert sich die Ladungsdichte der Elektronen zu
Ne = Neo + ONe (1.2)

wahrend weiterhin

gilt. dn. sei klein: dn, << ney. Durch die Ladungstrennung bildet sich ein elektrisches Feld E
gemiB dem Gauflschen Gesetz

1
0. = *e(qmi - Tle) = i(qmi — Neo *5ne) = ——0n, (1-4)
- €0 £ —~——

heraus. Das elektrische Feld fiithrt zu einer riicktreibenden Kraftdichte auf die Elektronen geméf
meOiv, = —ek. (L5)

Elektronen werden bei diesem Prozel aber nicht erzeugt oder vernichtet, so dass fiir sie eine
Kontinuitétsgleichung gilt:

Oine + 0z (nev,) = 0. (1.6)
Daraus ergibt sich
010ne + nepOzv, + 0z (dnev,) = 0. (1.7)
In linearer Naherung kann der dritte Summand gegen den zweiten vernachléssigt werden. Es folgt
M0 0gv, = —e 0 B = —f(—eéne) (1.8)
0

2
meat <_ 3t§ne> _ igne (1.9)

Neo €o
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bzw.

2
026m, + L, = 0. (L10)
EoMe

Diese Schwingungsgleichung zeigt, dass die elektronische Ladungsdichtestorung én,. mit der cha-

rakteristischen Frequenz
e’n
wpe = || —=  Plasmafrequenz (L11)
E0Me

schwingt. wpe heifit auch Langmuir-Plasmafrequenz. Sie hdngt nur von der Plasmadichte n.o ab.
Die Plasmafrequenz ist eine fundamentale Grofle zur Charakterisierung eines Plasmas. Beispiele
fiir Plasmafrequenzen sind in der Tabelle 1.1 angegeben.
Bei Mittelung {iber Zeiten 7 mit

T>>w! (1.12)

ist von der Ladungstrennung offensichtlich nichts zu spiiren.
Die Schwingung des Plasmas mit der Plasmafrequenz hingt von der Gesamtheit der Teilchen

ab, ausgedriickt durch die Dichteabhéngigkeit der Plasmafrequenz. Der Effekt ist damit typisch
kollektiv.

1.3 Debye-Linge

Nach der charakteristischen Zeitskala fiir Ladungstrennungen sollen nun charakteristischen Langens-
kalen untersucht werden.

In unmittelbarer Néhe eines geladenen Teilchens ist logischerweise keine Neutralitit vorhanden;
diese stellt sich erst ein bei Mittelung iiber ein Volumen gewisser Ausdehnung.

Wir betrachten dazu ein einzelnes Teilchen der Ladungszahl ¢. Fiir Elektronen ist ¢ = —1; fiir
Tonen gilt ¢ = ¢;. Wir bezeichnen dieses Teilchen als Referenzteilchen. Im Vakuum bildet das
Teilchen das Potential ¢ (Coulomb-Potential)

1 gqe

D¢ (1.13)

" dqey 1
aus. Im Plasma jedoch wird das Teilchen eine Wolke entgegengesetzt geladener Teilchen anziehen.
Es findet eine Polarisation des Plasmas statt und das Potential des betrachteten Teilchen wird
abgeschirmt. Das abgeschirmte Potential ® soll nun berechnet werden. Die Uberlegungen gehen
auf Debye zuriick und wurden urspriinglich fiir starke Elektrolyte entwickelt.

Zur Berechnung des selbstkonsistenten Potentials ® gilt zum Einen die Poisson-Gleichung

1
D20 =——p (1.14)
© =

mit der Ladungsdichte
p=e(gin; —ne) (1.15)
fiir das Standardplasma oder

p= Zeqana (1.16)

fiir ein Plasma beliebiger Komposition. Fiir Elektronen gilt ¢, = —1. Die Ladungsdichte ist nun
vom Abstand r vom betrachteten Teilchen abhéngig. Jedes Teilchen einer Teilchensorte o kann nun
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als thermodynamisches System aufgefasst werden, das jeweils an ein Reservoir der Temperatur T
thermisch gekoppelt ist. Das Reservoir wird durch den Plasmahintergrund gebildet. Dieses Teilchen
befindet sich nun im Potential ® des Referenzteilchens. Im Abstand r vom Referenzteilchen hat
das Teilchen der Sorte @ dann die (potentielle) Energie ¢,e®(r). Die Wahrscheinlichkeit P, (r), es
bei r anzutreffen, ist somit proportional zum Boltzmann-Faktor:

P,(r) ~ exp (—qne®(r)/kgT) . (1.17)

Diese Proportionalitét iibertréigt sich auf die Anzahldicht n,(r) der Teilchen der Sorte ov am Ort
r, woraus schliesslich die Boltzmann-Verteilung folgt:

P
Ng = Moo €XP (— (Z:T ) (1.18)

Neo sind die mittleren Dichten, fiir die

Z eqanao = 0 (1.19)
gilt. kp ist die Boltzmann-Konstante. Somit gilt

1 qae®
o =—— e —=« . 1.20

Da ® mit zunehmendem r abfillt, lassen sich immer Bedingungen mit
|ga e ®| << kpT (I.21)

finden, so dass approximiert werden kann

qae® qac®
- =1- . 1.22
exP( kBT) kT (1.22)
Dann ergibt sich unter Benutzung von (1.19)
1 qac®
2d = —— aa0 - | — 1.23
i = Yo (<) (123)
1
RO = =0 (1.24)
D
mit
1 e2¢?nao 1
o ala0 _ , (1.25)
)\% ; EokBT ; )‘2Da

EQkBT
ADa = —_— 1.2
D ,/qugnao (1.26)

ADe« ist die Debye-Linge der Plasmakomponente a.
Wir suchen kugelsymmetrische Losungen und schreiben deshalb

1 1
T—Q(drrzdr)CD = g<I>, (1.27)
o 2 1
20 + =d,® — @ = 0. (1.28)
r D

Die allgemeine Form der Losung lautet

1 T 1 r
o= A; exp (—/\D> + B; exp ()\D) (1.29)
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Wegen ®(r — o0) = 0 gilt B = 0. Fiir » — 0 muss die Vakuum-Lsung folgen, so dass sich

1 gqe r
b — _ 1.30
dmeg T exp( )\D) (1:30)

fir das modifizierte Potential in der Umgebung des Referenzteilchens ergibt. Selbstkonsistente
Losung ist also ein abgeschirmtes Potential. Abschirmlidnge ist die Debye-Linge Ap. Das Potential
dringt weniger weit in den Raum als das Coulombpotential.

Fiir » >> Ap verschwindet das Potential exponentiell; von der Ladung des Referenzteilchens
ist nichts mehr zu spiiren. Die Abschirmung des Potentials ist wiederum ein typisch kollektiver
Prozess.

Kollektive Abschirmeffekte kénnen natiirlich nur vorhanden sein, wenn die Debye-Léange sehr viel
grofer als der mittlere Teilchenabstand d ist.

Es gilt
d=n"1/3 (1.31)
und folglich ist zu fordern
Ap >>n"1/3 (1.32)
Beziehen wir uns auf Elektronen, so folgt
kgT
5602”3 nl? s> 1. (1.33)
el
Mit A
A= ;T)\De Teo (1.34)

fithren wie die Teilchenzahl A in der Debye-Kugel ein und schreiben obige Ungleichung vermittels

3
EQICBT 3 3
S22 o =23 neg = —A 1.35
627160 Teo Dele0 A7 ( )

A>>1. (1.36)

als

Der Vorfaktor 3/4 ist von der Gréflenordnung 1.
Betrachten wir die Ungleichung energetisch, so fithrt quadrieren auf

T
602]”3 n2? >>1 (1.37)
€°Neo
bzw. T
—S—>>1 . (1.38)
e
EOneO

Diese Forderung beinhaltet, dass die kinetische Energie kT sehr viel grofler sein muss als die

potentielle Energie 5%/3, damit eine kolletive Abschirmung moglich wird und ein typisches

Plasmaverhalten Vorhegt Die umgekehrte Situation ist typisch fiir einen festen Korper.

Betrachten wir die Temperatur T als vorgegeben und die Dichte n.y als variabel, so ergibt sich

die Ungleichung
E()kBT nié?’ E()kBT —1/6
\/ o2 nléQ = o2 >> 1. (1.39)

D.h die Teilchendichte muss hinreichend klein sein, um von einem Plasma sprechen zu kénnen.
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Plasma Dichte Plasmafrequenz korrespond. Position im elm.
n [em ™3] wpls™1] Wellenlidnge Spektrum
Interstellares Gas 1-100 8.9-10° — 105 | 3-10° —10% cm | langwellig HF
Dichte Ionosphiire, 1010 — 1012 102 — 1010 3—30 cm Mikrowellen
Obere Sternatmosphére UHF
Laborplasma, 104 — 1016 101t — 1012 0.03 — 0.3cm Mikrowellen,
untere Sternatmosphére fernes Infrarot
Dichtes Laborplasma 1016 — 1018 102 — 1013 0.003 — 0.03cm Infrarot
Sterneninneres, 1022 — 10 1015 — 1016 300 - 3000 A sichtbar
Metalle fernes UV

Tabelle I.1: Vorkommen und Kenndaten wichtiger Plasmen

103 T ' y
: onnen- )
30t Ent zentrum 1
10°" - Elektronen atmo Trigheits- 1
b in Metallen sphag fusion 1
102°F . ]
& ]
< ]
E 1020 Magnetische 1
] Technische Fysijon ]
E [ Plasmen ]
=

§ 10150 Glimm- ]
s t entladung ]
g 3 Flammen Sonnen- Magngto- -
& olOf lono- corona sphife ]
sphire vor| 1
[ Pulsafen ]
]05 L Sonnen- ]
[ wind ]

1000 . | .

10° 10° 10/ 10°
Temperatur [°K]

Abbildung I.1: Verteilung der verschiedenen vorkommenden Plasmen {iber Dichte- und Tempera-

turbereiche

1.4 Definition eines Plasmas

Ein Plasma ist ein ionisiertes Gas bestehend aus frei beweglichen Ladungstragern bei-
der Vorzeichen und eventuellen Neutralteilchen, dessen Debye-Lénge grofl ist vergli-
chen mit dem mittleren Abstand zwischen den Teilchen. Andererseits muss die Debye-
Lange klein sein, verglichen mit der rdumlichen Ausdehnung des Gases. Die charak-
teristischen Zeitskalen im System sind grofi gegeniiber der inversen Plasmafrequenz.
Insbesondere gilt dies auch fiir die typische Zeit zwischen Kollisionen. In einem Plasma
zeigen die Teilchen kollektives Verhalten.

1.5 Polarisation des Plasmas

Plasmafrequenz und Debye-Lénge geben eine charakteristische Zeit und Lange fiir die Ladungs-
trennung im Plasma an. Die Ladungstrennung auf diesen Skalen bezeichnet man auch als Polarisation

des Plasmas.
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Setzt man die charakteristische Lénge der Ladungstrennung zur charakteritistischen Zeit ins
Verhéltnis gelangt man zu einer Geschwindigkeit. Setzen wir voraus, dass die Ladungstrennung
vorrangig auf der Beweglichkeit der Elektronen beruht, dann ergibt sich

)\De /60]€BT ezneg kBT
1 — 2 . = . (]:40)
wpe €°Neo EoMe Me

Die ermittelte Geschwindigkeit ist der thermischen Bewegung der Elektronen zuzuordnen. Uber

kgT
Vpe = 4| -2 (1.41)
Me
wird die thermische Elektronengeschwindigkeit eingefiihrt und es ergibt sich
ADe = Ute /Wpe (1.42)

Je heifler das Plasma ist, desto groler ist die Debye-Lénge, die einer Polarisationsléinge im Plasma
entspricht, und desto kiirzer die Zeit der Ladungstrennung , die einer Polarisationszeit entspricht.

Wir betrachten noch einmal das Potential eines Teilchens im Plasma:

1 qge _)\L
= — . 1.43
dmeg T e ( )
Davon spalten wir das Coulomb-Potential
1 gqe
O = — 1.44
© dmeg T ( )
ab und schreiben )
qe r
dP=9 — —— ] —1). 1.45
o+4mw<exp( AD) ) (1.45)

Der zweite Term ist gerade fiir die Abschirmung verantwortlich, und er wird als Plasmapotential
®,, bezeichnet:

1 gqe r
b, = - —— | —1). 1.46
= e Eew (-5) - 1) (L46)
Mit diesem Potential ist {iber )
D30, = ——p, (L.47)
z o

eine Polarisationsladungsdichte p, verbunden. Die entsprechende Gesamtladung ist

oo
Qe = /ppdV:47r/ ppridr (1.48)
0
gpe = —47T€0/ 02®,r2dr
,
o q exp (fi) -1
= 7qe/ - 8rr25'7«$ r2dr
0 r r
[ exp <*>\L> -1
= —qe |r?0, 2
r
L 0
- 1 r o0
L) () )
r
L 0

@pe = —qe-1 (1.49)
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Offensichtlich erzeugt das Plasmapotential eine Polarisationsladung gerade von umgekehrten Vor-
zeichen als Ladungswolke mit einer Ausdehnung von der Debye-Léange.

Bemerkung: Erinnerung an Elektrostatik, Ladung vor

éfhem m ischen Halbraum
[ ]

ge
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I.6 Leitfihigkeit des Plasmas

Da ein Plasma reichlich freie Ladungstriager enthélt, sollte es eine gute elektrische Leitfahigkeit
aufzeigen. Zugang zur elektrischen Leitfdhigkeit wollen wir uns wiederum durch ein Gedanken-
experiment verschaffen. Es wird sich herausstellen, dass ein vorhandenes oder nicht vorhandenes
Magnetfeld zu deutlichen Unterschieden fiihrt. Deshalb betrachten wir beide Félle getrennt.

1. Unmagnetisiertes Plasma

Wir gehen vom Standardplasma aus und legen iiber zwei Elektroden eine Spannung an.
Das sich ausbildende elektrische Feld E wird iiber die Coulomb-Kraft die Ladungstriger in

Bewegung versetzen. Die Elektronen werden schneller reagieren, da sie durch ihre wesent-
lich geringere Trigheit leicher beweglich sind. Wir wollen zur Vereinfachung die Situation
wiederum extrem betrachten und annehmen, dass sich nur die Elektronen bewegen und die
Tonen in Ruhe verharren.

Neben der Coulomb-Kraft werden die Elektronen noch durch einen weiteren Einfluss be-
schleunigt. Durch ihre Relativbewegung wird es zu Zusammenstofien mit den Ionen kommen
und die Elektronen verlieren dadurch Impuls. Das ist sicher ein statistischer Prozess. Wir
wollen hier zunéchst nur den Mittelwert dieses Prozesses betrachten und annehmen, dass im
Mittel ein Elektron nach der Zeit 7, gegen ein Ion stoft.

Te Stofizeit (1.50)
1

Ve = — StoBfrequenz (1.51)
Te

Im Mittel gilt dann fiir jedes Elektron die Impulsbilanz

medi v, = —€e E — me Ve v,. (1.52)
Wenn die Beschleunigungsphase zu Ende ist, werden sich stationéire Verhéltnisse einstellen;
dann gilt
E=-"c"y, (1.53)
e
Mit der Bewegung der Elektronen ist ein Stromfluss verbunden:
J = —€NenVy. (1.54)

Wir konnen davon ausgehen, dass die Dichte n. wihrend des Prozesses nicht gestort wird
und verbleibt wie am Anfang; also haben wir

Ne = Neo (1.55)
gesetzt. Elimination von v, liefert bereits das Ohmsche Gesetz

62 Neo

P 1.56
i=k (1.56)
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Als Leitfdhigkeit o lesen wir
62 Neo

gg = (157)

Me Ve
ab. Bei der Diskussion der Abhéngigkeit der Leitfahigkeit von n.q ist Vorsicht geboten. Intui-
tiv ist zu erwarten, dass v, auch von der Dichte abhéngt. Es ist sicher nicht allgemeingiiltig,
dass 0p um so grofer ist, je grofer ney wird. Mit Sicherheit konnen wir aber sagen, dass

09 —> 0 (1.58)
v.—0

Wenn keine St6fe im Plasma auftreten, ist seine Leitfahigkeit unendlich gut.

1
Resistivitit Ny = — (1.59)
a0

. Magnetisiertes Plasma

Das Gedankenexperiment wird jetzt in einem homogenen und statischen Magnetfeld B wie-
derholt. Wir fithren ein kartesisches Koordinatensystem ein und orientieren es so, dass

=

sy
I
oo

gilt. Als Kraftwirkung auf die Elektronen kommt jetzt die Lorentzkraft hinzu. Die Impuls-
bilanz lautet dann
med; v, = —e(E+ v, X B) —me v v,. (1.60)

Wiederum unter stationdren Bedingungen und Elimination von v, iiber

l = T€Neol, (161)
folgt
2 . 1
j = _6”0<E_ ij) (1.62)
- Me Ve €Me0™
Die explizite Auflésung dieser Gleichung nach j ist etwas aufwéndiger:
. € .
jt S jxB = oE (163)
= M VT
B
J+ jxe, = ooE (L.64)
L et
Wir fithren die Elektronen-Gyrofrequenz
B
Q. =< (L65)
Me
ein. Folglich entsteht
Qe
j+—jxe, =00 E. (1.66)
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Umschrift
Q0 0 1 0
I+ =< -1 00 j=ook (1.67)
Pe\'o 0 0
mit
1 00
I=10 10 (1.68)
0 0 1
-1 1
Q 0 10 TF(Q /v 150 /v0)?
I+=<[ -1 0 o0 = e/Ve 1 L
=t Ve 0 0 0 1+(96/Vc)2 1+(96/l/c)2 (1.69)
- j=ak (1.70)
mit dem Leitfdhigkeitstensor
op —O0H 0
o= | ou op 0 (1.71)
0 0 (TH
wobei
! Ped Leitfahigkeit (1.72)
= rsen-Leitfihigkei .
op 1+(Qe/Vc)200 edersen-Leitfihigke
Qe /ve s 1
= — Hall-Leitfahigkeit 1.
OH 1+ (Qe/Vc)QUO all-Leittahigkei (1.73)
o = 0o Parallele Leitfdhigkeit (I.74)
Grenzfille:
e Stoflbestimmtes Plasma: v, >> €,
op = CT||=(70 y O'H%O 1.75)
a = log Isotropie 1.76)
e "Stoffreies” Plasma: v, << Q.
O'H = (s} 177)
op ~ 0 178)
Qe/ve  €2neo
_ 1.79
oH 14 (Qe/ve)? meve (L.79)
Q. e®neg
og = Vg n Qg e (180)
2
o € Tep _ e (1.81)

ve—0 Qeme B

Strom flie3t entlang des Magnetfeldes und driftet quer. Diesen Effekt nennt man F x B

-Drift.
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1.7 Teilchenstofle

Wenn zwei oder mehrere Teilchen in eine Stowechselwirkung geraten, handelt es sich dabei um
individuelle Effekte im Unterschied zu den kollektiven Schwingungen mit der Plasmafrequenz und
der kollektiven Abschirmung auf der Skala der Debye-Linge. Es konnen sowohl elastische als auch
inelastische Stofle zwischen den Plasmateilchen auftreten. Es kann dabei zu Elektron-Elektron-
StoBen, Elektron-Ion-Stoflen, Elektron-Neutralgas-Stof3en usw. kommen.

Wir wollen nun die charakteristische Stofizeit bzw. Stoffrequenz fiir einen individuellen Effekt
abschétzen und diese dann mit der Plasmafrequenz als typischen kollektiven Effekt vergleichen.
Die maximale effektive Wechselwirkungsléinge wird dabei durch die Debye-Lénge approximiert.
Wegen der geringen potentiellen Energie im Vergleich zur kinetischen spricht man von schwachen
StoBen; allerdings finden in der Debye-Zone sehr viel, d.h. A solch schwacher Stofle statt. Zur
Behandlung des Problems kniipfen wir an die Rutherford-Streuung an. Wegen m; > m, werden
die Tonen als unbeweglich betrachtet und die Elektronen an ihnen gestreut.

pop

p  StoBparameter; ohne Wechselwirkung wiirde e im senkrechten Abstand am Ion vorbeifliegen.

vy Anfangsgeschwindigkeit bei ¢ = —o0 £ 0=0

Zentralkraft, Drehimpulserhaltung;:

L=xxm.v (1.82)
Polarkoordinaten
T re, (1.83)
v = fe +1r0Oeg (1.84)
— L=|L=m.r*0 =m,puy = const (1.85)
2

— dt = —d© (1.86)

Yo p

Ein Maf} fiir den Stof ist hauptséchlich die senkrechte Ablenkung des Elektrons und damit seine
senkrechte Geschwindigkeitskomponente, die sich aus

mey =F| (F, L wu) (1.87)

zu

vl:vl(t%oo):m—
€

/ h FL(t)dt‘ (1.88)

— 00
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berechnet. Dazu

F(t) = - (1.89)
 dmegr3(t) '
ez 1 .
Fi(t) = —47r60r—28m@ (1.90)
1 o0 |
v = —/ _° sm@dt’
Me |J_oo 4meg 12
2 ™ 1 2
vy = c / QSin@Td@‘
deome |Jo T v P
e? g
v = 7/ $inOdO
dmeomevo D Jo
o2
v, = — (1.91)

2mEegMme Vg P

Wir wollen nun signifikante StofSwirkungen betrachten. Diese wollen wir so benennen, wenn

v > g bzw. vy Jvg > 1 (1.92)
erzielt wird. Dann gilt
v 62
L= > (1.93)
V0 2megme VG P
bzw.
—— 1.94
P 20

d.h der StoBparameter (senkrechter Vorbeiflugabstand) muss hinreichend klein sein, damit es zu
einer signifikanten WW (=Stof}) kommt.

Bemerkung: Streng genommen kann v; > vy in unserem Modell nicht auftreten, denn das Kraft-
feld ist konservativ. Fiir ¢ — co nimmt das Teilchen wieder die Geschwindigkeit vy an. Wir wollen
jedoch das Model verletzende Ungleichheitszeichen beibehalten, um einzufangen wie v; moglichst
gross wird.

StoBquerschnitt Q:

Bei seiner Bewegung durch das Plasma kommt es immer dann zu einem signifikanten Stof}, wenn
sich dem Elektron ein Ion in den Weg stellt, dass von Q iiberstrichen wird.

Diese Ereignisse werden ausgezihlt. Die in der Zeit dt eingetretenen Stée dS ergeben die Stof3-
frequenz

_dS
S dt’
Andererseits hiingt die Anzahl der Stée dS davon ab, welches Volumen 7 p3 dx withrend dt iiber-
strichen wird und wie dicht das Plasma ist. Die Anzahl ist offensichtlich

Ve

(1.95)

dS = 7 p3 dxng. (1.96)
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Folglich
dx
Ve = WP% HOE = ng 1o Vo (1.97)
4 4
y, = TnNoe ;= Ng € . (198)

2.2,,2 3 2 2
dmlegmivg  2megm?2 vy

vg wird durch

Vo R Vge = ADe Wpe (1.99)
abgeschétzt und man erhélt
1 n% et 1
e = 1.100
Y dmng m2eg A\, wi, ( )
N——
:wge
Ve = Wpe 73 = wpe (1101)

3 473, no  3A

Da fiir ein Plasma A > 1 gelten muss, gilt fiir das Verhéltnis von individuellen zu kollektiven

Effekten
Ve

< 1. (1.102)

Wpe

I[.8 Kinetische und potentielle Energie des Plasmas

Ein Plasma befinde sich im thermodynamischen Gleichgewicht bei der Temperatur T. Fiir das
Standardplasma ergibt sich dann entsprechend dem Gleichverteilungssatz die kinetische oder
Warmeenergiedichte ug;, zu

3 N
Ukin = §(Ne + Nz)kBT ) Ukin = Ukzn/u n= v (1103)
Ukin = g(ne +n;i)kpT. (1.104)

Wire das Plasma ein ideales Gas, kiimen keine anderen Anteile zur inneren Energie hinzu. Im
Plasma kommt jedoch die Energie der elektrostatischen Wechselwirkung - die potentielle Energie
- hinzu.

Zur Berechnung dieser potentiellen Energie transportieren wir gedanklich ein Teilchen nach dem
anderen aus dem Unendlichen ins Plasma. Es ist zu erwarten, dass die potentielle Energie negativ
ist, da sie einer Bindungsenergie entspricht. Andernfalls wiirden die Teilchen ja spontan aus dem
Plasma ins Unendliche katapultiert.

Wir betrachten ein Teilchen A der Ladungszahl g4 bei x 4. Dann ist das Potential ®4 in der

Umgebung von A

1 qae _lz—zal
P = AD | 1.105
A(g) 471'60 ‘£_§A|e b ( )

Ein Teilchen B mit g werde nun aus dem Unendlichen an die Position z 5 ins Plasma gebracht.
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Die notwendige Energie dazu ist

ba (qa>0)
i X
ra I
Uap = — /73 K pdz (1.106)
mit
Kp(z) =—qpedyPa. (I.107)

Das Vorzeichen der Energie wird so festgesetzt, dass beim Auseinanderbewegen gleichgeladener
Teilchen die Energie abnimmt (s.u.)!
Eingesetzt folgt

qaqped [Z5 XD <—7‘£;ﬁ“‘)
Upp = +-298° / Op—————dzx (1.108)
dmeo Joo T lz—zyl
Wir substituieren
r=lz -z, (1.109)
benutzen
Ouf(r)=0rf - Our = 0rf - % , (1.110)
(Z—zp)de = (z—z4)dz—z4)=rdr (1.111)
und erhalten
2 rlz—z,|  exp (—L>
Usp = +M/ g — 22/ qp (L.112)
drey  Joo r

9 _lzp—=z 4l
qaqpe“e b

Ameg |zp — x4l

Uas (1.113)

Diese Uberlegung gilt fiir einen determinierten Prozess. Nun ist die Mittelung iiber die magli-
chen Positionen z 5 vorzunehmen. Dazu ist zunéichst die konditionierte Wahrscheinlichkeitsdichte
P(zpl|z,) zu bestimmen, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich das Teilchen B bei z5
befindet unter der Bedingung, dass bei z 4 ein Teilchen A vorliegt. Wir greifen zuriick auf die
Boltzmannverteilung von Teilchen B im Potential ® 4, was gerade

)
n(xg) = noexp _ape®alzp) (I.114)
kpT
ergab. Die mittlere Dichte ng ist aber
N
no =3 (I.115)

wobei N die Gesamtzahl der Teilchen im Volumen V ist. n(zp) - dV ist die Teilchenzahl bei z 5
in dV. Somit folgt
n(zp)dV qpe®a(zp)
—_— = - . 1.116
nodv. P kp T (L.116)
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Dies ist proportional zur Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen bei zp in dV zu finden. Diese Grofie
entspricht bis auf Division durch V aber gerade der gesuchten konditionierten Wahrscheinlichkeits-
dichte:

1 edy(x
Pleslzy) = o (224 ) (L117)

Zur plausiblen Uberpriifung, dass 1/V die korrekte Normierung darstellt, schalte man ® 4 voriiber-
gehend ab. Dann spielt die Bedingung, dass bei x 4 ein Teilchen vorliegt keine Rolle mehr, und die
Wahrscheinlichkeit, bei g in dV ein Teilchen zu finden, wird konstant. Da die Integration iiber
das gesamte Volumen V das sichere Ereignis liefern muss, also P = 1, ergibt sich die Normierung
wie oben angegeben.

Die mittlere Energie < Uap > ist dann

< Unp >= / UapPlzplz)dV (L118)

Zur Auswertung des Integrals benutzen wir, dass in einem Plasma die potentielle Energie viel
kleiner als die kinetische Energie ist und somit approximiert werden kann zu

‘nggAl

1 gpe®a 1 qaqpe* P (7 AD )
P ——(1- ——|1- . 1.119
(@5lzs) V( k5T ) v AreoksT  |zp — 24 (L.119)

Es verbleibt

|zp—2 4] |zp—2 4]
) > pexp (- 2aczal) > exp (- lzatal)
- dadBe / i |- dadse Ao dv.  (1.120)

< U >= —
AB V 4meg lzg — 2 4] AdmegkpT |zg— 24

Wir substituieren r = |z — z 4] und integrieren in Kugelkoordinaten, was

1 2 poo exp <7/\L) 2 exp (,/\L)
<Uap >= —AdBc / ? ] 1adsc = r?dr - 4z (I.121)
0

V 4dmeg r dmeg kT r

ergibt. Wir benutzen

0o exp (—L) oo ,
/ I LD )\2D/ e r'dr’ = )%, (1.122)
0 r 0
und
/ e 3 odr = Ap e dr = Ap (1.123)
0 2 Jo 2
und erhalten
1 qagpe? 5  AD qagpé®
U = ——— Ag | - =" 1.124
< Yas > V dneo \"PT 2 dregkpT )’ (L.124)
1QAQB€2 2 1 quB€2 1
U = —— l-—— . 1.125
< Yas > \%4 o b 87T47T€0]€BT>\D ( )

Nun sind diese Einzelbeitriage fiir alle Teilchen im Volumen V aufzusummieren. Zum einen ist
iiber alle Teilchen B zu summieren. Zum anderen spielen alle Teilchen B auch die Rolle von
A, so dass auch iiber die Teilchen A zu summieren ist. Dieses Verfahren zéhlt allerdings jeden
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Wechselwirkungsanteil doppelt, so dass noch durch 2 zu dividieren ist. Es ergibt sich die potentielle

Energie Upot zu
Upor = ZZ <Uap > . (1.126)

Da die < Usap > Mittelwerte darstellen, smd sie fiir gleiche Teilchensorten gleich. Wir wollen
annehmen, dass gerade N,(Ng) Teilchen der Sorte a(f) vorliegen. Dann formulieren wir den
Summationsprozess um zu

1
Upot = 5 za: N, ; Np < U,p > . (1.127)
Es ergibt sich
U _izN ZN 22 1_LM1 (1.128)
P T Vg £ e . pUp D StdmeokpT Ap '
Die Energiedichte folgt zu
pot da 4p € 1
o = 20 (11— ——2P - 1.12
o = O = S PO s ER (SC)
Im neutralen Plasma gilt
und der erste Term der rechten Seite verschwindet. Es verbleibt
1 Y, naodze Zﬁ nﬁoq?;eQ
ot = < ApkgT 1.131
Upot 167T EQkJBT Eok‘BT pbhB ( )
1 L
D D
1 kgT
o - 1.132
7 tpot 167 A5 (1.132)

Diese Beziehung kénnen wir noch etwas umschreiben. Wir fithren dazu die Gesamtzahl A;,; der
Teilchen in der Debye-Kugel ein:

47 N
Apor = 3,\%? , N= ;NQ. (1.133)
Dann folgt
1 kpT & 1 Ukin
R — _ = Ukin 1.134
Yot = T T A 18 Ao (I.134)

Die potentielle Energie ist also immer negativ; ein neutrales Plasma hélt deshalb zusammen.
Im Vergleich zur kinetischen Energie ist der Anteil jedoch klein, da Ao > 1.

Da im neutralen Plasma der reine Coulomb-Anteil im Mittel verschwindet, wird obiger Anteil auch
als Coulomb-Korrektur bezeichnet.
Die Gesamtenergie ist

Wir diskutieren an dieser Stelle auch den Fall eines nicht neutralen Plasmas. Zum Beispiel mogen
alle Teilchen einer Sorte angehéren. Dann ist

Znaoqae =p#0 (1.136)

1
U =Ugn+ Upot = gNkBT (1 — ) . (1135)
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und die potentielle Energiedichte ergibt sich zu

1 55, 1 kpT

oLy o L kST 1.137
1ot = 5P P T T6r A3 (L.137)

Jetzt tiberwiegt i.a. der erste Term. Die positive potentielle Energiedichte treibt das Plasma aus-
einander, #hnlich wie es von der Coulomb-Abstoflung gleicher Ladungen bekannt ist.

I.9 Thermodynamische Gréflen im Plasma

Ausgehend von der inneren Energie U(T,N,V) im Plasma lassen sich durch Anwendung der be-
kannten thermodynamischen Transformationen andere thermodynamsiche Potentiale und Gréfien
berechnen.

Fiir die Freie Energie F gilt

F=U-TS. (1.138)
Mit,
S=- <Z§)N.v (1.139)
folgt die Helmholtz-Gleichung
U=F-T (gg)N’V (1.140)
b U _F 1[0F o (F
-1 (o), o7 (1), e
Integration liefert
% = —/%dT—&— So(N, V). (1.142)

Die Integrationskonstante Sy von der Dimension einer Entropie tritt zundchst auf, da U(T,N,V)
in diesen Koordinaten kein thermodynamisches Potential darstellt und F deshalb auch nicht
vollsténdig berechnet werden kann. Um uns die Uberlegungen zur Integrationskonstanten Sy zu
sparen, greifen wir zum einen auf die bekannte Beziehung zur Freien Energie des Idealen Gases

zuriick, die die Form
Na
Frg = kTN, |1 -1 1.143
' Za: 7 < ! <VnQa> ) ( )

3
makBT
nga =\ "5 (1.144)

hat, und berechnen zum anderen aus der Coulomb-Korrektur der Energie die Coulomb-Korrektur
der Freien Energie. Dann gilt

mit der Quantenkonzentration

Upot(T, N,V
F=Fg-— T/ %dT (1.145)

Die T-Abhéngigkeit von wu,.: ergibt sich wie folgt:

3
1 kgT 1 e2q2nqg
o = Bl kT “lalta0 ) 1.146
Upot 160 A, 1677 ( 2. coksT (1.146)

3
1 e2qanao 1
o = ——%k ZHaad ) p-1/2, 1.147
Upot 167rB< za: ok ) (I.147)
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Folglich ergibt sich

Upot 1 _
-T | 24T = 47— 3 [ 7-5/2qr
/ T2 d + 167TkB‘/ / d

1 a
= T—=Fk 32 )13/
67 BV < 3>

= gupot. (1148)

Somit erhalten wir fiir die Freie Energie des Plasmas
2
3

Da sowohl Fg als auch Uy, explizit in den Koordinaten T,N,V gegeben sind, handelt es sich bei
F(T,N,V) sogar um ein thermodynamisches Potential.
Weitere thermodynamische Groflen sind durch Differentiation zu bestimmen. Betrachten wir den

Druck, der sich aus
oF
N 1.150
s (aV>N,T (1150)

berechnet. Dazu priaparieren wir zunéchst die V-Abhéngigkeit aus der Coulomb-Korrektur heraus.
Mit

F=Fig+=Up. (1.149)

Ne
finden wir 5
1 €22 N, .
= ——kgT — ot —3/2, 1.152
Upot 678 ( za: Eok‘BT> V (1.152)
Es folgt
1 22 1
= kpTN— — =2 (———kpT /3V™%/2
P By 33( T A ’
1 44U,y
= kgTN— — ——2F°
b BEYY Ty
kTN 1
= 1— . I.1
P V ( 12At0t> ( 53)

Die Coulomb-Korrektur des Druckes ist somit stets negativ. Die Summation iiber die Komponenten
« wurde hier unterdriickt.

I[.10 Tonisationsgleichgewicht

Bisher hatten wir die Existenz des Plasmas, also eines stabilen Ionisationszustandes des Gases,
einfach vorausgesetzt. Besteht nicht die Moglichkeit des schnellen Rekombinierens der geladenen
Teilchen und damit des Ubergangs in ein ganz normales Gas?

Wir betrachten das Standardplasma aus Elektronen und einfach geladenen Ionen sowie dazu-
gehorigen Neutralteilchen. O.B.d.A. handle es sich bei der Ionenkomponente um Wasserstoff. Das
Tonisieren und Rekombinieren wird durch folgende ”chemische” Reaktion beschrieben:

HY + e =2 H . (1.154)
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Es ist vorteilhafter umzustellen, so dass die Reaktionsgleichung

D Vada =0 (1.155)
mit
Al = H+ 3 A2 =€ , A3 =H (1156)
und den stochiometrischen Koeflizienten
v = 1 y Vo = 1 5 vy = —1 (1157)

entsteht. Die Teilchenzahlen N, miissen im Gleichgewicht offensichtlich untereinander in bestimm-
ten Relationen stehen. Wenn ein H+ verschwindet, verschwindet auch ein Elektron. Somit gilt

Ng+ — N, = const (I.158)
Andererseits wird ein H erzeugt, wenn ein N+ verschwindet; also
Ng+ + Ng = const . (1.159)

Dies ist zu verallgemeinern und man erhalt

N, N.
B2 = const (1.160)
1461 Vy

fiir je zwei Sorten 8 und . Mann kann O.B.d.A. 8 = 1 wihlen, dann durchléuft v = 2, ..., K,
wobei K die Zahl der Komponenten ist. Im Gleichgewicht wird die Entropie S maximal. S ist nun
zu extremalisieren unter den obigen Nebenbedigungen, wobei die N, zu variieren sind, d.h.

K-1
Ny N,
N, {S + ) A (1/11 LS const)} =0 . (1.161)
k=1

l/li+1

A sind die Lagrange’schen Multiplikatoren. Es ergibt sich

K-1

1
_ = 1.162
on{ } ale+;A ” 0 (1.162)
1
o } = OnS—de1—=0 , B=2..k (1.163)
B
— )\5,1 = 758]\,,35 (1.164)
- VO S+ Y A =D vadn,S=0 . (1.165)

Nun greifen wir auf ein Ergebnis der statistischen Thermodynamik zuriick. Dort wurde das che-
mische Potential u, tiber

fto = —TN. S (1.166)

eingefiihrt. Dies benutzend folgt
> Valta =0 . (1.167)

Fiir die weitere Auswertung benotigen wir nun die funktionalen Abh#ngigkeiten der p,. Dazu
betrachten wir das Plasma als Ideales Gas. Dies ist eine gute Naherung, da wir bereits gezeigt
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haben, dass die Plasmakorrekturen in thermodynamischen Gréflen des Idealen Gases klein sind.
Fiir ein Ideales Gas ohne innere Freiheitsgrade gilt

No
to = kT In—— (1.168)
NQa

3
mit den Teilchendichten n, = N,/V und den Quantenkonzentrationen ng, = \/% .

Auf innere Freiheitsgrade kénnen wir hier aber nicht verzichten, da der Ionisationsprozess und
die damit verbundene Ionisationsenergie gerade inneren Freiheitsgraden entspricht. Um uns diesen
Beitrag klar zu machen, kniipfen wir an die Freie Energie F, der Teilchensorte « in der Darstellung

Fo = —N,kgTnZ, (1.169)

mit der Zustandssumme Z, der Sorte « an. Es ist plausibel, dass bei Hinzunahme innerer Frei-
heitsgrade die Freie Energie einen additiven Zusatzterm

Fi"t — _N,kpTInZm"t (1.170)
erhélt und damit zu
Fo=—NuokgTInZ, — NokpT InZ™ (1.171)

iibergeht. Z!" steht fiir die Zustandssumme der inneren Energiezustéinde der Teilchensorte a:
int Eflnt
ZiM =" "exp ( kBT) (1.172)
Eine Ableitung findet sich z.B. im ”Kittel”. Wegen

OF,
— I.1
e ( aNa)T,V (1173)

ergibt sich ein zusitzlicher Term ( —kgT InZ"' ) zu p, aufgrund der inneren Freiheitsgrade und
somit

fio = kpT <1n”“ - 1nzg”t> (1.174)
nQ(X
bzw.
e = kT (Inn, — InC,) (I.175)
mit
Co =ng, 7" . (1.176)

Damit folgt aus
> vapta =0 (1.177)

nun
Z volnng, = Z Vo InCl, (I.178)
oder
Z Innl> = lanZﬁ = Z InCle = lnH Cle . (1.179)
«@ o « «
bzw.

[Ire=1Ice - (1.180)
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Die rechte Seite ist eine reine Temperaturfunktion, da bis auf Konstanten sowohl ng, als auch
Z" nur von T abhéingen; fiir sie wird eine neue Funktion K(T), die s.g. Gleichgewichtskonstante,
eingefiihrt und es gilt

_ Vo _ Vo int\Ye __ Va Vafént
K(T) = ]_;[Ca = l;[nQa (zi)y™ = ]_;[nQaexp (— kpT ) ; (1.181)
wobei )
o Fa 1.182
Z’LTL — _ « )
“ “p < NoszT> ( )

und die innere Freie Energie je Teilchen
fint = Fint/N, (1.183)

benutzt wurden. Es ergibt sich
[[nee = 50y = [ ntgexp (-2t (L181)
a Qo kT ’
« (6%
was Massenwirkungsgesetz genannt wird.

Fiir das obige Plasma erhalten wir damit im Gleichgewicht

nt int int
NeNg+  NQeNQH+ exp (_fe +fH+ —Jy )

(1.185)

ng o nNQH kBT

Nun gilt ng,, =~ ngwm und sowohl das Elektron als auch das Proton enthalten keine inneren
Freiheitsgrade: ' '
firt = fit =0 . (1.186)

Von moglichen Spin-Effekten wollen wir hier absehen. Der atomare Wasserstoff kann als internen
Freiheitsgrad die Ionisationsenergie J aufnehmen oder abgeben. Der Energienullpunkt wird auf die
Tonisationsgrenze gesetzt, so dass fiir die Ionisation Energie aufgewendet werden muss, und es gilt

fit — _J = —13.6eV . (1.187)
Schliellich erhalten wir eine einfache Form der Saha-Gleichung zu
NeN g+ J
= Noe _ ) 1.188
ng M1Qe eXP < kBT) ( )

Da im hier diskutierten Fall n, = ng+ gilt , kann man eine Ionisationskonstante

p— MHT _ Tle (1.189)
ng ng

NQe J
= — . 1.1
r=,/ . exp ( Qk‘BT> (1.190)

Weil die Quantenkonzentration der Elektronen eine Funktion der Temperatur ist (y/fige o< T%/4),
ist die Ionisationsrate somit neben der Temperatur nur noch von der Konzentration des atomaren
Wasserstoffs abhéngig. Wesentlichen Einfluss hat die e-Funktion. Zum quantitativen Vergleich
erinnern wir uns an die Kelvin-Entsprechung von 1eV:

leV  1.6- 107945 -V
kp  1.38-10-23J/K

einfiithren und erhélt

T(leV) = ~ 10K . (1.191)

Wegen J = 13.6eV ist bei T' ~ 10°K eine drastische Ionisation zu erwarten. Aber auch bereits bei
Temperaturen deutlich unterhalb der Tonisationsenergie setzt die Ionisation bereits ein. Beispiele
sind weiter oben in der Tabelle I.1 angegeben.
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Kinetische Plasmatheorie

I1.1 Ableitung der kinetischen Grundgleichung

Ausgangspunkt ist ein Vielteilchensystem aus N Teilchen, dessen exakte Dynamik durch die
Liouville-Gleichung
Ohp+{p,H} =0 ! (IL1)

beschrieben wird. p(z;,vy, ..., Zx, Uy, t) ist die Phasendichte im I'-Raum, H die Hamiltonfunktion
des Systems.
Die quantenmechanische Entsprechung lautet

dip— 1o H) = 0 (IL2)

und heiit Neumann-Gleichung oder auch Quanten-Liouville-Gleichung. p ist der Dichteoperator
und H der Hamiltonoperator des Systems. Im weiteren betrachten wir nur klassische Systeme.

Die Phasendichte p beschreibt zwar das System vollstdndig, aber handhabbar und wirklich aus-
rechenbar ist sie fiir N > 1 nicht. Ware p bekannt, liefle sich fiir jede physikalische Grofle
A(zq,vq, -y, vy) ihr statistisches (”thermodynamisches”) Mittel iiber

< A(t) >= AA(@l,yl, )p(xy, vy, ..., t)dQ (11.3)

berechnen. Hier ist
dQ = &Pz, dPv;... Pz dPoy (I1.4)
das 6N-dimensionale Volumenelement des I'-Raums.
Die Grofie
p(Z1,07q, ..., t)dQ (IL.5)

ist die Wahrscheinlichkeit, das System im Volumenelement d€2 bei (z;,v;,...) vorzufinden.
< A(t) > ist somit als Erwartungswert von A(z;,v,,...) klar.

Es gibt mehrere dquivalente Moglichkeiten, zu handhabbaren Groéflen und Gleichungen zu gelan-
gen:

(a) BGKBY-Hierarchie
(Born, Green, Kirkwood, Bogoljubov, Yvon)

Hierbei wird die Lioville-Gleichung stufenweise integriert iiber

IHierbei bezeichnen {,} die Poisson-Klammern der klassischen Mechanik, die definiert sind durch
>k (8g;, ABp, B — Op,, Adq, B) mit den generalisierten Koordinaten und Impulsen g und p
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- alle Teilchen bis auf eines,
- alle Teilchen bis auf zwei
- usw.
und damit aus der Phasendichte p, die ja eine N-Teilchenfunktion darstellt, eine Reihe

von s.g. Momenten gebildet. Diese Momente sind dann Einteilchen-Funtionen, Zweiteilchen-
Funktionen usw.

(b) Klimontovich - Dupree - Formalismus

Hier wird von einem Einzelsystem ausgegangen und ein einzelnes Teilchen betrachtet, das
stufenweise der Wechselwirkung mit den anderen Teilchen unterworfen wird.

Wir gehen hier nach (b) vor. Die Lioville-Gleichung wird dazu zunéchst nicht explizit verwendet.
Die Methode greift auf die gut vorstellbar mikrokopische Struktur des N-Teilchensystems zuriick.

Wir definieren zunéchst das N-Teilchensystem prizise, fithren Gréfien ein und interpretieren diese.

e Das Plasma besteht aus mehreren Komponenten, die mit «, 8 usw. markiert werden und
die Teilchenzahlen N, Ng,... haben. Innerhalb einer Sorte werden die Teilchen mit i,j,...
gezahlt.

Es gilt
N = Z N, , «a=c¢e,Ion 1,Ion 2, neutrale, ... (I1.6)

«

Die entsprechenden Massenzahlen seien m,,, die Ladungszahlen g,,.

e Das Plasma existiert im Volumen V des Ortsraumes. Jede Sorte hat eine Teilchendichte
Na(z,t). no(z,t) - d3z ist die Anzahl der Teilchen der Sorte o im Volumen d3xz bei z zur Zeit
t.

e Als Phasenraum bezeichnen wir hier den 6-dimensionalen Raum, der durch die
Koordinaten(z, v) aufgespannt wird. Die Teilchendichte der Sorte « ist F,(z,v,t). F, heifit
auch Verteilungsfuntion. F,(z,v,t) d®z d®v ist die Anzahl der Teilchen der Sorte o im Pha-
senraumvolumenelement d®z d3v bei (z,v) zur Zeit t. Offensichtlich gilt auch

nalet) = [ Falwr o (IL7)

N, = / nad>z = / F,dvdz . (11.8)

e Als I'"Raum bezeichnen wir den 6N-dimensionalen Raum, der durch die Koordinaten
(1,071, .-y, vy) aufgespannt wird. Unter Benutzung des Sortenindex schreiben wir auch

(Elayla'“a&N?QN) = U(galayalwnvgaNanaNQ)

UU e vai) (IL.9)

Das Volumenelement im I'-Raum lautet

A = d*N e d*No = [[d*Neaw d™Nw = [[[[d*zd®0 . (IL.10)
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Die Grofle
p(£17y17 7§N7QNat)dQ

ist die Wahrscheinlichkeit, das Plasma-System in dQ bei (z1,vy,....,Z5,Un) zur Zeit t vor-
zufinden.

Die hier eingefiithrten Dichten n, und F,, verstehen wir als statistisch gemittelte Gréfien. Zur
Unterscheidung davon treten auch mikroskopisch determinierte Versionen auf, die erst durch eine
statistische Mittelung in obige Groflen iibergehen. Die mikroskopischen Grofien erhalten einen
oberen Index M.

Wir betrachten jetzt den mikroskopischen Zustand des Plasmas zur Zeit t und die ), N, Teilchen

befinden sich bei
T, (0),v,(t) 5 a=1,.5 i=1,..,N,

(642

Da die Teilchen Punktteilchen sind, kann die zugehorige mikroskopische Verteilungsfunktion FM
der Sorte « einfach konstruiert werden, ndmlich

Na
FM(z,0,t) =) 62 — 2,4(£)5(0 — v,,(t) (IL.11)

i=1
Dabei ist (z,v) ein Aufpunkt im Phasenraum; die (z,,,v,;) konnen als vorgegebene Quellpunkte
verstanden werden. Deren Zeitabhéngigkeit ist damit eine duflere Zeitabhingigkeit. Entweder ist

bei (z,v) ein Teilchen, dann ist FM dort eine J-Funktion, oder bei (z,v) gibt es kein Teilchen,
dann verschwindet FM an dieser Stelle. Man verifiziert

/ FM gy — %zj / Sz — ., (1)dPe / 5(v — v, (1))
N,

a

= Y 1=N,

i=1
Die Bewegungsgleichung fiir FM lautet
1
<at + 10, + K¥8v> FM—o . (IL.12)
- v

Die mikroskopische Kraftwirkung K (z, v,t) am Aufpunkt (z, v) wird von externen Kriiften verur-
sacht sowie von internen Kréften, die von den Teilchen aus der Umgebung von (z, v) hervorgerufen
werden. Zum Beweis dieser mikroskopischen Bewegungsgleichung berechnen wir:

N
aFy = o Z (2 = 20;(1))0(v = va;(t))

Ny
= D {000 rmaa,, (~E0i0 (¥ = V0s) + 0(2 = 24:)020(0 = Vo) lz=pv, (—00s) }
i=1

Dabei wurde substituiert

und eingesetzt
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weiterhin gilt

No
09, Fy' = Zlazd(lﬂz:z—ﬁma@ ~Uai) - (IL.13)
i=1
Dabei wurde benutzt
3 3 3
Qag - Z Uaam,,, - Z vaaraTaaTa - Z Uaara = Qal )
a=1 a=1 a=1
denn mit
T =X — Ty;
gilt
a"ca'ra =1
Analog folgt
1 Yo 1
mTKf (z,v, )0 FA" = ; oz — zm)mfaﬁf (2,0,0)0;0(0) lr=p—u,, - (I1.14)

Somit ergibt sich

N,
1 M M = .
(00 + 20 oA PY = Y 080, B0 ) )

N,
= 1
+ 6(@ - Qai)ar(;(z) |‘r:v7'u . <_7.]ai + Kﬁf (@; v, t))
- - T T Mea

=1

~.

o

(IL.15)

Zur Auswertung der rechten Seite werden zwei Fille unterschieden:

(1) Wenn der Aufpunkt (z,v) zur Zeit t auf einer Teilchentrajektorie liegt, also wenn gilt

T=1z,.,(), v=u

dann folgt fiir die Vorfaktoren vor den §-Funktionen und ihren Ableitungen
_iai tT U = 0

1
b+ — KM (z,0,t) =0
Mea

und die rechte Seite verschwindet forderungsgemés.

(2) Wenn der Aufpunkt (z,v) zur Zeit t nicht auf einer Teilchentrajektorie liegt, also wenn gilt

TF Toi(1), UF Voo

dann nehmen die §-Funktionen und ihre Ableitungen den Wert Null an, und die rechte Seite
verschwindet ebenfalls!

Damit ist die mikroskopische Bewegungsgleichung bewiesen.

Wir wollen nun den Ubergang von F. M zur statistisch gemittelten Grofie F,, vollziehen. Zunichst
schreiben wir ganz formal
F,=<FM > (I1.16)
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Hinter dieser Mittelung verbirgt sich die Vorstellung, dass der mikroskopische Zustand des Plasmas
sowieso nicht fassbar ist, sondern nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit angegeben werden
kann. Diese Wahrscheinlichkeit ist gerade pd). Also bedeutet obige Mittelung

N
Fo(z,v,t) = /prdﬁ = 2/5@—zm-)ﬁ(y—ym)ﬂ(&gj,ym)dﬁ ; (IL.17)
=1

wobei die Indizes 8 und j angeben moégen, dass p von allen Teilchensorten und jeweils allen Teilchen
abhéngt.

Die Mittelung ist eine lineare Operation und es folgt aus der Bewegungsgleichung fiir £/ nun

O F + 10, Foy + mi <KMo, FM >=0 . (I1.18)
(0%

Um den verbleibenden nichtlinearen Term auswerten zu kénnen, sind die mikroskopischen Krifte
genauer zu betrachten. KM kann sich aus #uferen und inneren Kriiften zusammensetzen. Die
dufSeren Krifte K& sind bei (z,v) vorgegeben und unterliegen nicht der statistischen Mittelung;
sie sind determiniert. Die inneren Krifte K th entstehen durch die Plasmateilchen selbst. Wir
wollen annehmen, dass die inneren Kréfte Zwei-Teilchen-Krdifte sind wie von der Gravitation und
der Coulomb-Kraft her bekannt. Dann kann man schreiben

KM (zv,t) = Kf(zvt)+> Y Ki'(zv,2h,0s)

J

E
= K7 +ZZ/KQ”(LQ,Q’,Q’)5(§’ —25;)0(V —vg;)d’a’ d*0'
5
= K&+ / K (zv,2', ) FR (2, o) dPa & . (IL.19)
E

In der Summation sind Selbstkrifte wegzulassen. Damit ergibt sich

< KNO,FM >= KS0,F0+Y / KiM(z,v,2',0)d, < FY (2, o) FM (2,v) > d®’ d*' (11.20)
B

Diesen Ausdruck setzen wir in die Bewegungsgleichung fiir F,, ein und erhalten

1 1 ;
OrFotv0p Fot— K0 Fo = —— Y | Ki'(z,0,2/,0")0, < F}'(2/, o) F)' (2,v) > d*' d*'
ot vds Fot K10, maﬁ/a (@,v,2",0")0, < Fg" (2", V) Fy (z,v) > d°2" dv

(I1.21)
Der Mittelwert < FM > hingt somit vom Mittelwert < Fé‘/f FM > ab. Diesen Mittelwert <
F BM FM > kann man wiederum berechnen, wenn man die Bewegungsgleichung fiir £/ mit Fé‘/f
multipliziert und dann das statistische Mittel bildet. Unweigerlich erzeugt man damit aber einen
Term < FM F é‘/f FM >. Dieses Verfahren liisst sich fortsetzen und produziert ein hierachisches
Gleichungssystem fiir Mittelwerte immer hoherer Ordnungen. Der praktische Sinn des Verfahrens
besteht darin, dass in Abhéngigkeit von der konkreten Anwendung Mittelwerte hoherer Ordnungen
keine Rolle mehr spielen und damit ein endliches Gleichungssystem aufgeschrieben werden kann.
Sogar ist die oben erzeugte erste Gleichung der Hierarchie fiir viele Anwendungen sehr erfolgreich
einsetzbar. Wir formen sie deshalb noch etwas um.
Anstelle von F (i” und K fy fithren wir iiber
SFM = FM_ <M _FM _F, | (11.22)

[0}

SKM = KM < gM> (I1.23)
die s.g. Fluktuationen § FM und § K" ein. Offensichtlich gilt fiir diese
<OFM>=0 , <dKM>=0 . (I1.24)
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Externe Krifte sind in < K > enthalten. Es ergibt sich

<KMO,FM> = <(<KM>45KXM)0, (F,+d6FM) >
= < (<KMN>0,Fut < KN > 0,6FM + 6K 0,F, + 0K 0,0F,) >
= <KM>0,Fo+ <dKMo,0FM > . (I1.25)

Aus dem oben berechneten Zusammenhang von K y und F, findet man

K (z,0,1) = K& +Z/Kf;"t(£,y,£’7ﬂ’) (F3' (@', o) + 6F3 (o)) d®a" d*' ,  (11.26)
B

also

<KN>=EK7T+) / K™ Fyd®z’ d*v' (I1.27)
B

und

SEN =Y / KUY d*zd® . (I1.28)
B

Die letzte Gleichung beinhaltet, dass Kriftefluktuationen nur aus Verteilungsfluktuationen
herriihren und nicht aus sich selbst heraus.

Damit ergibt sich weiter

< Kfy ﬁqi,F(féW S=< Kﬁf > 3£Fa+2/d3x' 3 K™ (z, v, 27, 0") 0y < 5Fé”(g’,y’) SFM(z,v) >
B

(I1.29)
Eingesetzt in die Bewegungsgleichung fiir F, folgt
1
OFa + v0pFo + —— < KM > 9,F,
1 )
= m—Z/d?’x’ PV KM (20,2, 0) 8y < SFM (2, ) 0FM (z,0) > . (IL30)
B

Die rechte Seite wird auch als der s.g. Stoterm bezeichnet, da er aus der internen Zweier-
Wechselwirkung herriihrt.

oF, oF,
Als Abkiirzung wird das Symbol 50 oder auch (&) benutzt.
coll

Die abgeleitete Gleichung ist unsere kinetische Grundgleichung fiir die Plasmakomponente «. Je
nachdem wie der Stofiterm weiter gehandhabt bzw. appoximiert wird, erhélt diese Gleichung noch
verschiedene Namen.
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Zusammenfassung:

Wir betrachten das Plasma als ein N-Teilchen-System und wollen dessen Dynamik untersuchen.
F bezeichne die Verteilungsfunktion im Phasenraum, K eine Kraft, der Index M steht fiir mikro-
skopisch und der Index « stehe fiir die Teilchensorte a.

Ableitung der kinetischen Grundgleichung:
Fojz\/[(laﬂa t) = 25(£*2aj(t))5(2*2aj(t)> (I1.31)
J
Ableitung der Verteilungsfunktion nach der Zeit ergibt

K]VI
G FM =0= (@ + 00, + “av> FM (11.32)

(o3

Die Kraft ergibt sich aus inneren und dufleren Kréften:

KM (z,0,t) = K& (z,0.t) + Y K0 (20,25, v4,) (I1.33)
B3

FM und KM ergeben sich aus dem Mittelwert und Fluktuationen um diesen:

FM = < FM> 4 6FM (I1.34)

[e3

EM = <KM> 15gM (11.35)

Damit erhélt man die Boltzmann-Gleichung

1 oF,
OiFy + v0,Fo + — < KM > 9,F, = ( ) (11.36)
« ot coll
Fiir den Stofiterm gilt:
s b Z/d?’x’ VKT (2, 0,2, 0) 0y < SFM (2!, 0) 0FM (2,0) > (I1.37)
ot ) eoul Ma T AT g oo '

Die Kraft erhalt man aus

< Kf\x/[(gvyv t)> = Kgm(g’ v, 1)+ Z/de/ d3v/Ki¢nt(£ayall72/) Fé\/[(g/aﬂlat) (11.38)
B

KV (zt) = 3 [ K v ) ) (I1.39)
B



34 II. Kinetische Plasmatheorie

I1.2 Interpretation der Mittelwerte héherer Ordnung

Die Mittelwerte < §F,(z,v) 5Flé\/[(g’,y/) >, < 0F,(z,v) 5FBM(§',Q’) 5F,§V[(g”,y”) > usw. werden
auch Zweiteilchen-Korrelationen, Dreiteilchen-Korrelationen usw. genannt.

Wenn ein Teilchen bei (z,v) und ein anderes Teilchen bei (z/,v’) weit voneinander entfernt sind,
ist ihre Korrelation (Wechselwirkung) unabhéngig von der konkreten Kraftwirkung schwach oder
gar null.

Kommen sie sich nahe, d.h. stoflen sie, ist ihre Korrelation entsprechend grof3. In nicht zu dichten
Plasmen ist die Wahrscheinlichkeit des Stofles aber eher gering. Héufig kénnen solche Systeme als
korrelations- oder stof3frei betrachtet werden.

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich gleichzeitig drei Teilchen nahe kommen und der Term

< 6F, 0Fg dF, > einen nicht vernachléssigbaren Beitrag liefert, ist dann noch viel geringer. Ent-
sprechendes gilt fiir noch hohere Korrelationen. Derartiger Korrelationen spielen nur in superdich-
ten Plasmen eine Rolle.

Hier werden diese nicht untersucht, da wir uns hier auf astrophysikalische anstatt Fusionsplasmen
konzentrieren wollen.

I1.3 Coulomb-Wechselwirkungen

Bisher haben wir die externen und internen Kraftwirkungen nicht festgelegt. Das soll in diesem
Abschnitt geschehen.

Als externe und mittlere interne Krifte wollen wir hier die Lorentzkraft
< KN >=gae(E+ vxB) (I1.40)

einbeziehen. Die Quellen fiir £ und B koénnen dabei sowohl auflerhalb als auch innerhalb des
betrachteten Plasmas liegen. Als weitere Kraftwirkung wire die Gravitation denkbar, die ein-
fach dazu addiert wiirde. Die anderen bekannten fundamentalen Kraftwirkungen (elektroschwache
Kraft, elektrostarke Kraft) treten in unserer klassischen Betrachtung des Plasmas aus Punktteil-
chen nicht auf.

Als interne Fluktuationskraft beschrinken wir uns auf die Coulombkraft, so dass

M +qa 98 e’ (z—2') . m 3.4 13
K ) =Y [ B ) (IL.41)
3 -z |z —x

zu schreiben ist.

In dieser Betrachtung sind Kraftwirkungen, die durch ein Vektorpotential A beschrieben werden,
vernachléssigt. Vom allgemeinen Zusammenhang

E=-0,0-0A , B=0,xA

(I1.42)

wird innerhalb des Fluktuationsanteils 6K nur
E=-0,¢ (11.43)

benutzt. Damit gehen Retardierungseffekte und die Moglichkeit der Beschreibung von Strahlungs-
prozessen im Plasma verloren. Diese Approximation ist trotzdem sehr gut, so lange fiir die ther-
mische Geschwindigkeit v, der Teilchen gilt

Vot € C (11.44)
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d.h. fiir nichtrelativitische Plasmen.

Wir erhalten somit die kinetische Grundgleichung in der Form

0F,
OiFn + v0,Fa + L25(E + v x B)0,F, = <6t> , (IL.45)
« coll

0Fa 1 3.0 331 da 48 e? (z — ) , M
ot ) ma ' F, .4
( 5t )coll Ma §/d v d a < 6 B (* >6 [e4 <£’ Q) > ( 6)

dreg |z — 2/|? |z — 2|

(Boltzmann-Gleichung)

II.4 Vlasov-Plasmen

Fiir korrelationsfreie Systeme gilt
< 6F () W) 0FY (z,v) >=0 (11.47)
Der Stofiterm verschwindet und als kinetische Grundgleichung ergibt sich die Vlasov-Gleichung

OiFn+ v0yF0+ 2B+ vx B)0,Fy =0 . (I1.48)

Ma

Zusammen mit den Maxwell-Gleichungen

1
- 0
Oy xE= —-0,B , 9z -B=0 (11.49)

ergibt sich ein selbstkonsistentes Gleichungssystem fiir die Plasma-Verteilungsfunktionen F, und
die elm. Felder £ und B. Die Verkopplung erfolgt iiber die Ladungsdichte p. und die Stromdichte
J, die sich aus

pwt) = Swee [ R (1150)
an/ oz, v, t) v (IL.51)

aufbauen. Wegen der Quasi-Neutralitéit des Plasmas darf p. nur auf kleinen Skalen und fiir kurze
Zeiten von null abweichen.

j(z,t)

pe und j kénnen als Abkiirzungen verstanden oder auch eliminiert werden. Man erhélt das
Maxwell-Vlasov-System

O Fo + v0.Fy 4 dof (E+UXB)8F =0 Va (I1.52)
Me
1 .
dy xB = C—28tE+qu qae/yFa d3v (I1.53)
Oy xE = —0,B (I1.54)
0,-E = Ei dae /Fa d3v (11.55)
0 @

9,-B = 0 (IL.56)
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als nichtlineares Integro-Differentialgleichungssystem fiir F,,, £ und B.

Die Maxwell-Gleichungen sind zwar linear, aber der Term
(E+uvxB)0yFy

macht das System nichtlinear. Die Nichtlinearitdt macht zwar die Losbarkeit schwierig, ist aber
auch fiir die Vielfalt der Losungen und die damit beschriebenen Strukturbildungsprozesse verant-
wortlich.



KapriTEL II1

Grundgleichungen der
Mehrfliissigkeitsbeschreibung und der
Magnetohydrodynamik

Wir wenden uns jetzt der magnetohydrodynamischen Beschreibung des Plasmas zu. Diese ist eine
einfachere Approximationsstufe als die im Kapitel 2 behandelte kinetische Beschreibung.

Die kinetische Beschreibung erfasst dynamische Prozesse, die von einzelnen Plasmakomponenten
und sogar nur von bestimmten Teilchengruppen innerhalb einer Komponente getragen werden.
Beispiele aus Kapitel 2 sind in der Tabelle zusammengefasst.

] Prozess \ Triger
Langmuir-Welle Elektronen
Tonenakustische Wellen bevorzugt von Ionen

Gruppe von Elektronen,

Landau-Dampfung deren Geschwindigkeit nahe

der Phasengeschwindigkeit
der Welle ist.

Tabelle ITI.1: Prozesse, die von einzelnen Plasmakomponenten getragen werden

Magnetohydrodynamische Prozesse hingegen werden vom Plasma als Ganzes getragen. Es werden
also keine Effekte mehr betrachtet, die von der Dynamik einzelner Teilchen abhéngen, sondern nur
von der Dynamik des gesamten Plasmas. An die Stelle der Verteilungsfunktionen Fy,(z,v,t) treten
Groflen, die die Geschwindigkeit v der einzelnen Teilchen nicht mehr enthalten: Teilchendichte
ne(z,t), Stromungsgeschwindigkeit u, (z,t), Druck p(z,t) etc.

Die Groflen ng, u,, po enthalten allerdings noch den Teilchenindex «; sie konnen also fiir ver-
schiedene Komponenten des Plasmas durchaus verschieden sein. Diese Approximationsstufe ist erst
eine Zwischenstufe und heifit Mehrfliissikeits-Beschreibung. Wenn vom Komponentenindex «
auch noch abgesehen werden kann und die Plasmaprozesse auch nicht mehr von den einzelnen
Plasmakomponenten abhéngen, sondern nur vom Komponentengemisch als Ganzes, sind wir bei
der Magnetohydrodynamik angelangt. Die Magnetohydrodynamik (MHD) ist eine Einfliissig-
keitsbeschreibung.

Zunéchst werden nq, Uy, Pa, €tc. aus F, bestimmt, danach die Mittelung iiber die Plasmakom-
ponenten « vollzogen und letztlich der Giiltigkeitsbereich der MHD diskutiert.
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Wir geben nochmal eine kurze Ubersicht iiber die verschiedenen Approximationsstufen der Plas-
mabeschreibung:

e Betrachtung des Plasmas in einem Volumenelement dz am Ort z zur Zeit t

)O£/

e Bewertung der Geschwindigkeitsverteilung der Plasmateilchen in d3x

d>x

(a) Kinetische Beschreibung

F,(z,v,t) ist nicht durch wenige Parameter ausdriickbar

Fy
(%

(b) Mehrfliissigkeitsbeschreibung

F.(z,v,t) ist je Komponente durch wenige Parameter charakterisiert; diese Parameter sind
von Komponente o zu Komponente 8 verschieden. Jede Komponente verhilt sich dhnlich

Fo

Uq v
U5I v

wie eine Fliissigkeit charakterisiert durch Stromungsgeschwindigkeiten u, und einen Druck
(bzw. Temperatur).



ITI.1 Momente der Verteilungsfunktion 39

(c) Einfliissigkeitsbeschreibung, Magnetohydrodynamik (MHD)

F, ist je Komponente o durch wenige Parameter charakterisiert; diese Parameter sind fiir
alle Komponenten etwa gleich

Fy

III.1 Momente der Verteilungsfunktion

Fo(z,v,t) ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte (mit spezieller Normierung) und somit kénnen die
Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung benutzt werden.
Als Normierungsbedingung hatten wir festgelegt:

ne(z,t) = /Fa(L v,t)d*v (I11.1)

Nun kann eine mittlere Geschwindigkeit T, (z,t) iiber

. JuFi(z.vt)d

eingefiihrt werden. Sie entspricht der Stromungsgeschwindigkeit u, (x,t) der
Plasmakomponente a: u, = 7.

Diese Mittelwertbildung ist nun fiir beliebige Potenzen bzw. Produkte von v mdoglich, z.B.

— Jv? F,dPv

2 = I11.
Rt =5 (1L3)
oder f P
vouwF, d%v
t) = —F—F7—7— I11.4
Vo Qa(iv ) f Foc B ( )
Usw.

Die Gréflen T, v2, v0 07, usw. sind die Momente von F,.
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Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung:

Wenn alle Momente von Fj, existieren, dann bestimmt die Menge aller Momente die
Wahrscheinlichkeitsdichte von F,, eindeutig.

Es ist somit dquivalent F,, oder die Menge aller Momente zu betrachten (ohne Beweis).

Neben den Momenten gibt es die fiir physikalische Anwendungen wichtigeren zentralen Momente:

I(Q_Q)Fad?)v

TFe B (I11.5)

k —
W =

bzw. die entsprechenden dyadischen Produkte.

Wir fithren jetzt einige spezielle Momente bzw. zentrale Momente ein, die im weiteren von beson-
derer Bedeutung sind (inklusive der Normierungsbedingung):

Teilchendichte: ne(z,t) = /Fa@, v,t) d®v (I11.6)
1
Stromungsgeschwindigkeit: u, (z,t) = @D /QFQ(L v, t) d®v (IIL.7)
Na(Z,
Innere Energie: galz,t) = % /(y —u, )2 F,d® (IIL.8)
Spannungstensor: I (z,t) = ma /(Q —u,)o(v—u,)Fad®v  (II19)

Wirmestromdichte: q(

Fiir eine beliebige Funktion Q(v) gilt entsprechend:

QW PF.dv 1

3
Qa = TFadio e QF,dv (I11.11)
Fodv 1
v Qa %:n vQF,dv . (IIL.12)

II1.2 Momentenbildung mit der Vlasov-Gleichung

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die Momente der Verteilungsfunktion definiert. Nun
wollen wir Gleichungen zur Bestimmung dieser Momente ableiten. Hierzu wird eine Funktion
Q(v) (skalar oder auch vektoriell) an die Vlasov-Gleichung multipliziert und iiber d®v integriert.
Es ergibt sich

[ QW OF 400 F+ BB 4w BOFY =0 (11L13)
Die einzelnen Terme ergeben folgendes:
/Q OF,dv = 0, / QF,d*v = 0i(na Qo) (I11.14)

/angFQ B = ag/QyFa d*v = 0,(na Qav) (I11.15)
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/Q%(waﬁ)aﬁad%:—%/%{Q(EJ&XB)}F&CZ% (I11.16)

= Lo / {(E+vx B)-0,Q} Fa +Q (0,E+0,(v x B)) Fa} d* (IL.17)
M - -~ ——
=0 =0
Divergenz eines transversalen Vektors
= _%na (E + v X 5) 0pQa - (11118)
My -

Zusammengefasst ergibt sich

9 (na Qo) + 0z(na Qa v) — ——na (E+v x B)0,Qa =0 . (I11.19)

Nun betrachten wir spezielle Funktionen Q:

(a)

Q=1

| 0ma + 0u(na ) =0 (I11.20)

Dies ist die Kontinuitédtsgleichung oder Teilchenbilanz der Sorte «;

Ng u,, ist die Teilchenflussdichte.

Q) = mq v bzw. komponentenweise nacheinander Q@ = mav,, Q@ = Mmyvy und Q = Mav,
setzen und entstehende Komponentengleichungen zusammenfassen zu Vektoren und Dyaden:

O(Mana uy) + 0xMang (VLoV)y — %ma ne (E4+7,xB)=0 (I11.21)
Es wird umgeformt
(vov)a = [uq+(v—uy)lou, + (@ —u)]

=0 =0
1
— wu ou, + I, (I11.22)
Mo N —
und man gewinnt
O (Mo nauy) + 0z (Manaty ouy) + 0 g —qaeng (E+u, xB)=0 (I11.23)

Dies ist die Bewegungsgleichung oder Impulsgleichung in konservativer Form. Die nicht-
konservative Form gewinnt man durch Anwendung der Produktregel auf 9, (nq u,, o u, ) und
Kombination mit der Kontinuitétsgleichung.

Folgende prézisen Bezeichnungen sind zu verwenden:

M N Uy Impulsdichte
My N U, © U, Impulsflussdichte-Tensor

11, Spannungstensor

Im isotropen Fall vereinfacht sich der Spannungstensor zu

Ha:paI

(I11.24)

mit dem skalaren Druck pg.
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(C) Q = My 22
Es gilt
Q= maq [uy + (v — u,)]? (I11.25)
und somit 1
Qo = Mot +mg (v —u,)? = mgu? + —Spurll, . (111.26)
Ny fr—
Uber
Mg ——s
€a = 5 Ta (v —u,)? (I11.27)
setzen wir die Innere Energiedichte ¢, ein und erhalten
— 2
Q=maoul+ —co . (I11.28)
Ng
Weiterhin gilt
0Qa = Mat?v=1aluq + (0 —u,)]? [ug + (- u,)]

= Mo ul Uy, +ma2u, (V—uy)u, +ma (v —u,)?u,

VQa = Malluy+—caly+—1 u,+-—q
n Nag — Nea
Letztlich gilt
(E+v x B)0y(mav®) =ma (E+vxB)2v=2m,Ev . (II1.30)

Zusammengefasst ergibt sich die Energiebilanz-Gleichung

O (3manau? +ea)+ 0x (%ma N U2 Uy, + oty + My u, + ga) =j E (IT1.31)

Als Bezeichnungen benutzen wir

1

3 Ma Na gi +eq Energiedichte (kinetische + innere)
1

(2 M N U2 + 5a> u, Energiestromdichte (7 + 7)

J, = da€Na Uy Stromdichte der Komponente «

Die Momenten-Gleichungen lassen sich beliebig fortsetzen zu immer weiteren Bilanzen. Die Glei-
chungen werden dabei immer aufwendiger, und die auftretenden Groflen werden auch immer
schwieriger physikalisch interpretierbar.

Die Anzahl der Unbekannten eilt der Anzahl der Gleichungen immer voraus, so dass alle
Momenten-Gleichungen miteinander verkoppelt sind.
Im isotropen Plasma gilt z.B.:

Gleichung ‘ flr ‘ "neue” Unbekannte
Teilchenbilanz | n,, U

Impulsbilanz | u, Pa (%EQ)

Energiebilanz | e, 9o
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Zur Bestimmung des 0.Moments bendtigt man also das 1.Moment, zur Bestimmung des 1.Mo-
ments benotigt man das 2.Moment usw. Es ergibt sich ein SchlieSungsproblem. Dies lésst sich
auf zwei Arten 16sen: Entweder sind héhere Momente null oder vernachléssigbar klein (dies ist
tatsichlich hdufig der Fall) oder als zusétzliche Gleichung zum Schlieen wird ein phéinomenologi-
scher Zusammenhang ( eine Zustandsgleichung) benutzt, die verschiedene Momente miteinander
in Verbindung setzt.

Der Vorteil der Momente liegt auch darin, dass sie reine Funktionen des Ortsraumes sind, wiahrend
F, eine Phasenraumfunktion darstellt. Nachteilig ist ihre i.a. hohe Anzahl.

Im letzten Abschnitt haben wir aus der Vlasov-Gleichung die Massen-, Impuls- und Energiebilanz
abgeleitet. Aus den vorhandenen Gleichungen lésst sich auch noch eine Gleichung fiir den Druck
gewinnen, deren Ableitung wir hier kurz angeben:

Wir formen die Impulsgleichung

Ot (Ma Mo Uy) + 0z (Manauy, 0u,) +0: 1y —gaeng (E+u, x B) =0 (I11.32)

um zu

M Uy OiTa+Ma N Olg +1Ma Uy [0 (N0 Ug) |+ Na (Ug Ox) Ug+05 1o —Ga € g (E+uy,xB) =0
(I11.33)
Umordnen ergibt

M Uy OTa + Mg Uy, [0 (Na Uy )] +Ma N Oty +Ma o (Uy Or) Ug+0s Ila—qa € N (E+u,xB) =0

=0 (Kontinuititsgleichung)

(111.34)
und man erhélt durch Multiplikation mit u,
M N Uy, Oty + Mo Ny Uy, (ga 8£) Uy, + Uy Oz Iy — J E= . (II1.35)
Desweiteren betrachten wir die Energiebilanz
1 9 M, 9 )
O imanaﬂa +éa | +0; <7nagaga teatu, +1llgu, +q ) :laE . (I11.36)
Einarbeiten von
gazg.pa R (IT1.37)
mit F ) ) )
y
4 _ =14 = 14— = —— 111.38
R SRR A N vy by ( )
ergibt
1 9 1 My 9 ¥ .
I 5manatg+——Pa | +0u| o Nallgta+——Pauo+q,|=4 E .  (IIL39)
2 vy—1 =\ 2 v—1 = o

Hierbei stellt f die Anzahl der Freiheitsgrade eines Plasmateilchens dar, und + ist der Adiabaten-
exponent. Durch weiteres Umformen erhélt man
Ma

1
Mi (agna Qa) + 7 Nea 2@,1 3tga + 7’}/ 1 8tpa +

Mo,

2

Mq
2

=0 (Kontinuitétsgleichung)

B e [( 0) 0] 2u,,

u2 One + 5

U DuPoc + — = poOpty + 0pg, = j E  (IIL40)
v—1 v—1 e
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und damit

« ]‘ «
%na 2u, 6tﬂa+ﬁatpa + %na [(Qa 3£) Qa} 2u,,

+

Uy azpa + Lpa 6§ﬂa + agga = ia EHI.ZH)

-1 v—1

Die Differenz (II1.35) - (II1.41) ergibt nun

51 Otpa + (71 - 1> Uy OrDa + %pa Oy, + 6£Qa =0 (I11.42)

bzw.
OtPa + Uy OxPa + YPa Oxtly, + (Y —1)0zq =0 . (I11.43)

(0%

Wir approximieren den Warmestrom durch
Oeq, = 14’ (IT1.44)

und erhalten
(0 + - 02) Pa + 7 (Ox ) Po = (v — D)mj* (I11.45)

Setzen wir v = %, so ergibt sich schliefflich die Druckgleichung

nj° (I11.46)

(O + w 02) Pa + 3 (0 uy) Pa =

wWin

Die Druckgleichung (I11.43) wird erst durch die Annahme (II1.44) von den elektromagnetischen
Groflen abhéngig. Vorher ist sie vollig identisch zur Druckbilanz in der Hydrodynamik. Glei-
chung (II1.44) kann man ja auch dementsprechend interpretieren. Der «y(9,u,,)-Term beschreibt
die Druckveridnderung durch Kompression (9,u, = 0 fiir inkommpressible Plasmen). Der Term
(7—1)0zuq beschreibt die Druckédnderung durch Warmetransport, d.h. Termperaturerh6hung. Das
sind also genau die beiden Mechanismen, die schon beim idealen Gas p = nkT fiir Druckerh6hung
sorgen.

Eine weitere Umschrift und Auswertung dieser Gleichung u.U. hilfreich. Vermittels der Konti-
nuitéitsgleichung (I11.20) berechnet man

(875 + Uy a&) e

Ozl = — (I11.47)
. e
Elimination dieses Terms aus Gleichung (I11.46) liefert
YPa 7 .2
(0 + a02) o + — = (Do tie) ma = (v = 1)mj” - (I11.48)
und schliefilich
ni(0+ w00 {2 b = (- i (111.49)
Fiir n = 0 folgt insbesondere
(0 + 1y 0x) {pi‘} =0 , (I11.50)
)\ nd
woraus sich der adiabatische Zusammenhang
Pa
o const (IT1.51)

entlang einer Stromlinie ergibt.
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I11.3 Magnetohydrodynamische Grundgleichungen
(Einfliissigkeits-Beschreibung)

Es gibt Situationen, fiir die es sinnvoll ist, die Plasmadynamik als Dymamik einer einzelnen “ge-
mittelten” Komponente darzustellen. Sinnvoll ist diese Mittelung, wenn die Dynamik der verschie-
denen Plasmakomponenten nicht stark voneinander abweicht und sich die Plasmakomponenten in
etwa synchron verhalten. Insbesondere muss die Dynamik geniigend langsam sein, damit die Elek-
tronen nicht von den Ionen abkoppeln. Fiir die durch die MHD beschriebenen Effekte muss daher
insbesondere gelten

w <Ky, Qe Wi, Wpe .. (I11.52)

sowie eine dquivalente raumliche Grofiskaligkeit.

Zur Mittelung der Gleichungen betrachen wir das Standardplasma, also o =i &e.

Wir definieren folgende Gesamtgrofien:

Massendichte
P =m;n; + Mene (I11.53)

Stromungsgeschwindigkeit

u= My Ny Uy + Me Ne Uy, (11154)
Mi Ny + Me Ne

Spannungstensor
=1L + Il (I11.55)
Innere Energie
E=¢&; + € (II1.56)
Wiarmestrom
4=q +q, (IL57)
Strom
j=e iy — neu,) (IT1.58)

Die Quasi-Neutralitat geht fiir langsame und grofiskalige Prozesse in die Neutralitdt tiber:
n; = N, (I11.59)
Das etwa synchrone Verhalten der Ionen und Elektronen fordert

u;

Ru, U . (I11.60)
Mit diesen Festlegungen kénnen nun die Grundgleichungen der MHD einfach angegeben werden.
e Kontinuitatsgleichung

Die Kontinuitétsgleichungen fiir die Elektronen und fiir die Ionen

One + Oy (new,) = 0 (IT1.61)
on; + Oy (niw;) = 0 (I11.62)
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werden mit m. bzw. m; multipliziert und addiert.

Aus
O¢ (m;ni + mene) + 0y (Miniu; + meneu,) =0 (111.63)
folgt
’3,5,0 + 0, (pu) = 0‘ (IT1.64)
Impulsbilanz

Die Bewegungsgleichungen fiir die Elektronen und Ionen werden addiert
O (miniu; + meneu,) + Oy (Min;u; ou; + Meneu, ou,)
O, (& + &) = —ene (E+u, xB)+en; (E+u; xB) (IIL65)
Wir approximieren
MM U O U + MeNe Uy OU, M N U; OU + MeNe U, OU= PUOU (II1.66)

und erhalten
Oy (pu) +0p (puou) + 0, ll=jxB . (I11.67)

Die nicht-konservative Form der Bewegungsgleichung lautet

pou+p(udy)u+ 9,11 =jx B (IIL.68)

Diese Impuls-Bilanz-Gleichung kann weiter reduziert werden, wenn die Stromdichte j iiber
das Ampere-Gesetz eliminiert und das Faraday-Gesetz angewendet werden. Es folgt

1 1
jxB = —(d.x ByxB- 5 —8ExB
= o * - e
1 1 1
= ——DBx (aw X E)— 3 0 (E x B)+ 5 Ex 0B
Ho - C7Ho C"Ho
1 1 _ExB 1
= ——B 19) B) - —-0,—— — E x (0, 0, E 111.69
MO—X(QX—) 2 0 C2MO—X(£X 2 X E) | )
Nebenrechnung;:
E X (8£ X E) = 5achb50deadee
EabcgcdeBba;vdBe
= (aadabe - aaeabd)Bbazd Be
BbaxaBb - Bbatb Ba
1
= iaara (BbBb) - Bbaacb Ba
1
= 56’7«@ (BbBb) — 8% (BbBa) + B, arbBb
=0
1
= iaxa (BbBb) - awb (BbBa)
1
= Bx (0, x B) = §8£§2 — 0,(Bo B) (I11.70)

Fiir das E-Feld gilt die analoge Beziehung, wenn 0, F = 0 benutzt wird, was im neutralen
Plasma auf Skalen auflerhalb der Debye-Kugel erfiillt ist:

B x (0, x E) = 10:E* - 0,(Eo E) (L71)

Ende der Nebenrechnung.
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Somit ergibt sich
1, ExB 1

X B=—=0=—=—0p=(c0E® + B2)+8 (e0Eo E + BoB) (IT1.72)
= c Ho £2 1o o
Mit dem Poynting-Vektor
ExB
S=ExH=2"2 (I11.73)
Ho
und der elektromagnetischen Energiedichte
1 1 , 1,
=5 (ED+HB) = (k" +—B (I11.74)
2 2 Ho

geht die Impuls-Bilanz-Gleichung in eine Kontinuitatsgleichung fiir den Gesamt-Impuls des
Plasmas und des elektromagnetischen Feldes iiber:

1
3t(pu+25)+5x(uou+ﬂ+wf—€0EoE—BOB) (I11.75)
c - 1o

Die hohe Symmetrie diese Gleichung haben wir erreicht durch die Anwendung des vollstandi-
gen Ampere-Gesetz ohne Vernachléssigung des Verschiebungsstromes. Tatséchlich spielt er
aber in der Magnetohydrodynamil keine Rolle und in der Gesamt-Impuls-Bilanz kénnen die
Terme, die das E-Feld explizit enthalten vernachléssigt werden.

e Energiebilanz

Die Addition der Energie-Gleichungen fiir die Elektronen und Ionen liefert

at( neu +€e+7nlu +sl)

+ O (2 Ne U2U, + €cU, +&ye+qe+%mu?yi+€iyi+&ui+qi)

= (i, +i)E . (IIL76)

Unter Anwendung von u, ~ u, ~ u
folgt

B (Lu? +e) + 0, (Lv’uteututq)=j-E (I11.77)

Diese Energie-Bilanz-Gleichung kann ebenfalls noch weiter ungeformt und in eine analoge elegante
Form gebracht werden, wenn ebenfalls das Ampere-Gesetz und das Faraday-gesetz eingearbeitet
werden. Multiplikation des Ampeéreschen-Gesetzes mit dem elektrischen Feld liefert

1
jE=—(8; x B)E — ——EQ,E . (IIL.78)
- Mo~ g
Wegen
Oy (Ex B)= (0, x E) B— E (0, x B)
folgt
ExB 1
JE=-0,""2 1 ~B (8, x E) —coEHE . (I11.79)
- - Ho Ho
Mit dem Faraday-Gesetz ergibt sich
ExB 1
JE = ~9,~ 2~ —BO,B-E)E
- - Ho Mo

ExB
9,222 o3 <50E2 + BQ> . (I11.80)
Mo Ho
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Mit dem oben aufgeschriebenen Poynting-Vektor S und der elektromagnetischen Energiedichte
w geht die Energie-bilanz-Gleichung in eine Kontinuitétsgleichung fiir die Gesamt-Energie des
Plasmas und des elektromagnetischen Feldes iiber:

0 (5u? +e+w) +0, (Sututeu+Lu+q+5) =0 (ITL81)
Wiederum wurde die hohe Symmetrie dieser Gleichung erreicht, da der Verschiebungsstrom nicht
vernachlassigt wurde. In der Magnetohydrodynamik ist jedoch diese Vernachlédssigung angemessen.
In der Gesamt-Energ-Bilanz hat das zur Folge, dass in der elektromagnetischen Energiedichte w
nur noch der magnetische Anteil auftaucht.

Die Ableitung der Energiebilanz fithrte uns auf den Gesamtstrom

J=J,+1, (111.82)
Bei genauerem Hinsehen gilt aber
Jj=e iy, —ncu,) (I11.83)
und wegen
n; ="Ne =" (I11.84)
folgt
j=en(y —u,) . (I11.85)
Wenn wir hier
Uy = U (I11.86)

anwenden wiirden, verschwinde der Strom. Die geringen Abweichungen zwischen u, und u, tragen
aber gerade den Strom. Die den Strom j beschreibende Gleichung findet man durch Differenzbil-
dung der Impulsbilanz der Ionen und der Elektronen. Das Ergebnis ist dann das Ohmsche Gesetz
der MHD.

Diese Differenzbildung ergibt

Or(niu; —neu,) + Ox(nju;0ou; —neu,ou,)

I, Il n n
+ | =—-=] = e—(E+u; xB)+e—(E+u, x B) (I11.87)
—\my Me m; me
Fiir die weitere Auswertung dieser Gleichung nehmen wir an
Ni="Ne="n Neutralitit

Oy =pal Druckisotropie

m

und ordnen nach Potenzen von 7. Dann folgt nach mehreren Zwischenschritten

Me atj_i_j(&.u)+(j8I)ue+(’)<me>} _&n [(E+uexB)+M+0(m€ﬂ

my my; my en
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Beschriinken wir uns auf Terme 0.Ordnung in m./m;, so ergibt sich

E+4u, x B=—-20,p. (111.89)

Bemerkung:

Diese Niaherung gilt fiir Bedingungen unter denen die Elektronentrigheit keine Rolle
spielt und die Elektronen somit als masselos betrachtet werden konnen. Die Ablei-
tung gilt fiir stofifreie Plasmen. Wenn Stofe (in geringem Mafle) auftreten, machen sie
sich zuerst und am deutlichsten im Ohmschen Gesetz bemerkbar. Dann kommt ein
entsprechender resistiver Term hinzu. Ohne Ableitung geben wir an, dass dann gilt

1

wobei 77 die Resistivitdt und
oo=n"" (IT1.91)

die Leitfdhigkeit (sieche Abschnitt 1.5) darstellen.

e MHD und Hall-MHD

Die Gleichung (II1.89) wird h#ufig benutzt, um das elektrische Feld E zu eliminieren - ins-
besondere aus dem Faradayschen Gesetz (?7?). In der Handhabung der Elektronengeschwin-
digkeit u, gibt es dabei zwei Spielarten.

e MHD

Zum Einen kann entsprechend Gleichung (I11.54) u, durch u approximiert werden, und es
folgt das Faradaysche Gesetz nun in der Form

OB =0;x(uxB) . (I11.92)
Die Rotation des Druckterms wurde weggelassen, denn es gilt

0, 1 1
Oy x P = 20, X Bype — —50um X Dupe (I11.93)
- n n - - n - -

Da die Rotation eines Gradienten identisch Null ist, verschwindet zunédchst der erste Sum-
mand auf der rechten Seite. Weiterhin ist in praktisch vielen Fillen der Dichtegradient
parallel zum Druckgradienten, so dass auch der zweite rechte Summand verschwindet. Diese
Parallelitdt ist fiir isotherme Situationen offensichtlich. Sie gilt aber auch fiir ein adiabati-
sches Druckgesetz, denn aus

Pe = const n” (I11.94)

folgt
OyPe = const KN t0,n . (II1.95)

Diese Version (a) nennt man Magnetohydrodynamik (ohne Attribute).

e Hall-MHD
Zum Anderen kann aber auch u, etwas subtiler iiber Gleichung (II1.85) eliminiert werden. Fiir
u; kann wegen Gleichung (I11.54) weiterhin u benutzt werden. Dann nimmt das Faradaysche
Gesetz die folgende Form an:

x B

en

.

OB =0, X (ux B) — 0, X (I11.96)
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Die Teilchendichte n ersetzen wir duch

P

~
= ~

L (111.97)
m; + Me m;

und erhalten
JxB
B =0, x (ux B)—09, x = ) (111.98)
= = ef/mip
Der zweite Term auf der rechten Seite ist der s.g. Hall-Term. Diese Version der Magnetohy-
drodynamik heif3t deshalb Hall-MHD.

Die Hall-MHD ist nicht mehr skalenfrei. Der Hall-Term fiithrt in die Theorie die Ionen-
Gyrofrequenz ; = % als charakteristische Skala ein. Die Hall-MHD muss deshalb nicht
mehr auf '

w<<Qi

eingeschrénkt werden.

Zusammenstellung der Grundgleichungen der MHD und Hall-MHD

(1) Kontinuitétsgleichung

Op+ 0y (pu) =0 (I11.99)
(2) Impulsgleichung
PO+ p (udy) u+ 0,11 = j X B (II1.100)
(3) Amperesches Gesetz
1
j=—08,xB (ITL.101)
170
(4) Faradaysches Gesetz
JxB
OB =0, x (Wx B) — 0y x =—— | (I11.102)
= = e/mip
Fiir einen isotropen Drucktensor
H=p?

und ein adiabatisches Druckgesetz
p = const p~

stellen (1)-(4) 10 Gleichungen fiir die 10 Gréen p, u, j und B dar.



KAPITEL IV

Lineare Wellen im Plasma

In den Abschnitten 2 und 3 wurden die Grundgleichungen des Plasmas in verschiedenen Approxi-
mationsstufen abgeleitet. Nun sollen die Gleichungen gelost werden.

Allgemeine Losungen liegen wegen der Nichtlinearitét weit jenseits der technischen Moglichkeiten.
In diesem Abschnitt suchen wir Losungen der linearisierten Grundgleichungen. Ausgangspunkt ist
jeweils eine besonders einfache Losung, die erraten werden kann. Dann werden Abweichungen von
dieser erratenen Losung betrachtet und die Grundgleichungen bzgl. der Abweichungen linearisiert.
Die Abweichungen reprisentieren Wellen.

Als die Ausgangslosung benutzen wir ein homogenes und stationéires Plasma in einem konstanten
Magnetfeld By. Diese Bedingungen sind triviale Losungen der Grundgleichugen.

IV.1 MHD-Wellen

Das Plasma sei durch die MHD-Gleichungen beschreibbar; also moge gelten

O+ 0z(pu) =0 (IV.1)
O (pu) + Og(puou)+0ep=jx B . (Iv.2)

Anstelle der Energiebilanz benutzen wir die vereinfachte Zustandsgleichung
p=cip (IV.3)

wobei ¢4 die Schallgeschwindigkeit im Plasma darstellt.
Fiir die Felder gilt

8155 = _ag x B (IV4)
poj = 0z xB (IV.5)

sowie das Ohmsche Gesetz )
EtuxB=_—0p , (IV.6)

wobei wir u, ~ u gesetzt haben und annehmen, dass der Gesamtdruck des Plasmas hauptséchlich
von den Elektronen erzeugt wird, also
pe D (1v.7)

Es liegen somit 14 Gleichungen fiir die 14 Unbekannten p w, p, E, B, j vor und eine selbstkon-
sistente Losung kann gefunden werden.
Als Grundzustand nehmen wir die konstanten Groflen

p07ﬂ0:O>pOaEO:07§OaJOZO (IVS)
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an, die eine triviale Losung des Gleichungssystems darstellen. Als nichttriviale Losungen setzen
wir an

p = potp
U = Uyt U
P = po+p1
E - E0+E1
B = §0+E1
I = Jyti

wobei die Abweichungen p;, u; usw. kleine GroBen sein sollen, so dass Produkte zweier oder
mehrerer Abweichungen untereinander gegeniiber linearen Termen vernachléssigt werden kénnen.
Einsetzen und ausmultiplizieren ergibt dann ein lineares Differentialgleichungssystem.

Im einzelnen:

Op1+po0s-u; = 0 (Iv.9)
podiuy +0zp1 = j, x By (IV.10)
o= dp (Iv.11)
atﬁl = _8§ X El (IV.lQ)
poj, = 0y x B, (IV.13)
1
Ei+u xBy = *% 'z P1 (IV.14)
Reduktion ergibt
podiuy  — pociOy (O -wy) = 0ej, x By (IV.15)
polrj, = —0p % (8£ X El)
= 40z x (0x % (u; x By)) (Iv.16)
bzw. )
podfuy — pocdy (Opuy) = o (By x (85 x (9 % (u; x By)))) . (IV.17)
Wir fithren die s.g. Alfven-Geschwindigkeit
vy = = (IV.18)

ein und erhalten
Ofuy — 20y (0 - uy) = v x (O x (8 % (uy xvy))) . (Iv.19)

Diese lineare partielle Dgl. 2.0rdnung fiir u, ist vom hyperbolischen Typ und somit vom Typ einer
Wellengleichung.

Die Alfven-Geschwindigkeit v, bzw. das Hintergrundfeld B, zeichnet eine Richtung im Raum
aus. Wir wollen u; und die Ableitung J, bzgl. dieser Richtung in Parallel- und Senkrecht-Anteile
zerlegen:

u = y tug ( Verzicht auf Index 1 bei u, undy )

Oy = 9 +0L
wobei || in Richtung von B, bedeutet. Unter Ausnutzung der Vektoridentitét
Oy X (Ax B) = (E'GE)A_ (A'az)ﬁ"i'é(aﬂ'ﬁ) _§<a£'4) (IV.20)
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folgt
U XUy = U] XUy
Op X (uy xvy) = (va0) u; —va(dLuy)
vy X Op X (8£>< (u, x EA)) = (EA%)QA X Op XUy +v4 xvy X0 (0Luy)

= (0a0g) |0r (auy)— (valz)u, | + |va(0a01)—v3 01| (DLu,)
N—— ——

=0 -0
= —(ad) w0500 (Oruy) (IV.21)
und schliellich
Ouy — 200y - uy) = (04 0))°uy +0300(OLuy) . (IV.22)
Fiir die Losung setzen wir an
u, = t(k,w)expli(kz —wt)] . (Iv.23)

Es wird sich ergeben, dass k£ und w in bestimmter Relation zueinander stehen miissen, um
das Differentialgleichungssystem zu losen. Eine derartige Losung heisst Dispersionsrelation. Jede
Losung fiir feste Werte von k und w ist dann als Partiallosung mit der entsprechenden Amplitude
a(k,w) zu verstehen. Wegen der Linearitéiit des Differentialgleichungssystems ist die Superposition
der Partiallosungen wiederum Losung. Letztendlich entspricht diese Superposition einer Fourier-
Transformation.

Es werden nun spezielle Situationen betrachtet:

(a) Magnetfeldfreies Plasma: B, =0 = wv,=0

Ofuy — 3 04 (0y - uy) =0 (IV.24)
—wa+ck(ka) =0 (IV.25)
= @l k longitudinale Polarisation
& w? =2 kK? Dispersionsrelation von Schallwellen

Diese so dargestellten Wellen im Plasma heiflen ionenakustische Wellen.
(b) Divergenzfreie Losungen: 9y -u; =0
Fuy = (0a0)) uy +05400(01u,) (IV.26)

Ein Koeffizientenvergleich bzgl. Parallel- und Senkrechtkomponenten liefert uy = 0. Dann
folgt weiter 0y u; = 01 v, = 0 und somit

at2 u, = (QA aH)2 U, (IV.27)

2
Wiy, = - (y N @”) i, =ik a, (IV.28)
= w? =% kﬁ = v% k? cos’© (IV.29)

Dispersionsrelation der s.g. Alfven-Wellen
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k
B
By, vy = —=
S e

k)

Abbildung IV.1: Skizze zur Verdeutlichung von k|, k1

(c) Divergenzbehaftete Losungen: 9, -uy # 0

Anwendung von 9 bzw. 0, liefert

a, : 0201wy — 20 (Druy + 0y ) = (0a0))" Douy +030% (DL wy)
o oy -9 (9w +9y) =0
bzw.
( W 0’24_;20 %ﬁki ekl 2 igf;klg ) ( ]Z}l %ﬁ ) —0 . (IV..30)
Nicht-triviale Losungen des Gleichungssystems erhélt man nur fiir det(...)=0.
= (%)2 = % (V4 +c2)+ % vl + ¢ — 202 2 cos 20 (IV.31)

Dispersionsrelation der s.g.

+ schnellen magnetoakustischen Welle (fast mode)

— langsamen magnetoakustischen Welle (slow mode).

Diskussion der Wellen-Moden der MHD
w = w(k,0©)

w o~ kb = v, =— =10,(0)

ol
k

IV.2 Linearisierung des Maxwell-Vlasov-Systems

Wegen der Nichtlinearitit des Maxwell-Vlasov-Systems ist ein allgemeines Losungsverfahren nicht
bekannt. Mit Ndherungslosungen oder Stérungsrechnung lassen sich aber praktisch wichtige Néhe-
rungslosungen finden.

Man geht analog zum Abschnitt iiber MHD-Wellen vor:
Zunichst ist eine (einfache, ggf. triviale) Losung des Systems zu erraten. Diese Losung sei

Fa (B} E()a EO
Nun mache man den Ansatz

Fo=Foo+ For, E=Ey+ E,, B=B,+ By,
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1 fast wave 1 fast wave
M\
AY
- 3% %
k N , k
Alfvén Alfvén
e r
. \ L
> b \\-‘_—_-/ 0 > b
P=0

slow

Abbildung IV.2: Friedrichsdiagramm der MHD-Moden fir (a) ¢;/va = 1.45 und (b) ¢s/va = 0.69

wobei F, 1, £y, B, kleine Gréfen sein sollen. F,, £ und B werden eingesetzt und es wird ausge-
nutzt, dass F o, £y, By Losungen sind und bzgl. der kleinen Gréflen linearisiert, d.h. Produkte
kleiner Grolen werden vernachléssigt. Das verbleibende System fiir Fl, 1, £, und B, ist linear
und kann mit Standardmethoden gelost werden. Fi, 1, £, B; beschreiben insbesondere Wellen
mit kleinen Amplituden.

Wir erraten jetzt eine einfache Losung 0.Ordnung:

Ey(z,t) = E,=const (Iv.32)
By(z,t) = By=const |, (IV.33)
Foo(z,v,t) = Fuolv) . (IV.34)

Diese homogenen und stationéren Felder befriedigen die Maxwell-Gleichungen, falls p. = 0 und
J =0 gilt, also

Pc = ZQae/FaO(Q)d3U:0 s
ZQae/QFao(Q)dS’U:O

.
I

Die erste Gleichung bringt die Neutralitdt des Plasmas zum Ausdruck. Die betrachten wir als
erfiillt, da das Plasma neutral komponiert sein soll. Die Erfiillung der Gleichung j = 0 bleibt
zunéchst noch offen. B

Wir setzen die Groflen 0.0Ordnung in die Vlasov-Gleichung ein und erhalten

(Eg+uxBy) 0y Fao=0 . (IV.35)

Bereits diese Gleichung ist nicht trivial zu 16sen. Wir betrachten weitere Spezialisierungen, die
dann auch tatséchlich weiterverfolgt werden.
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IV.2.1 Wellen im isotropen Plasma

In 0.0rdnung moge iiberhaupt kein elektromagnetisches Feld vorliegen. Das Plasma sei also
zunéchst feldfrei:

Ey=0,B,=0
Dann ist die verbleibende Gleichung fiir F, ¢ trivial erfiillt. Es ist jedoch noch die Stromfreiheit

J = 0 sicherzustellen, damit die Maxwell-Gleichungen 0.Ordnung konsistent sind. Da kein Feld im
Plasma vorliegt, ist auch keine Richtung im Phasenraum ausgezeichnet. Das Plasma ist isotrop.

Es sollte gelten
FQOZFa0(|y|) :Fao(\/vg—kvg—kvf) . (IV36)

Dann ist auch

Foo = Fao(v2 +v] +v2) (IV.37)
dquivalent. Somit gilt fiir die x-Komponente
/ vy Foodv = / Vg Foo(vl + v +v7) dvg dvy dv, =0 (IV.38)

da vy Foo(vZ 4 v} 4 v?) eine ungerade Funktion von v, ist. Fiir die v, und v,-Komponenten gilt
gleiches, so dass

/yFao v =0 (IV.39)

folgt und die Gleichung fiir j ergibt
i=> eq /yFaod?’v:O (IV.40)

und in nullter Ordnung sind die Maxwellgleichungen konsistent erfiillt.

Der Linearisierungsansatz geht damit in
Fa :FaO(U2)+Fa17E:E13§221

iiber. Einsetzen in das Maxwell-Vlasov-System ergibt fiir die 1.0Ordnung

O Fo1 + 00, Fay + ‘fz—egl 0yFag=0 (IV.41)
1
Oz x By = 0By + o > eda / v Fyd% (IV.42)
Op X By = —0:B, (Iv.43)
1
0, E, = = zaj € o / Foy d®v (TV.44)
8y,-B, =0 . (IV.45)

Der Term (v x B;) 0y, Fy o verschwindet, da

) 2
LU =F,2v (IV..46)

Ov Fo = 02Fq0 - a0

und damit
(ux B;) LO0,Fao (IV.47)

gilt.
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Fiir die Losung dieses Systems ist der Ansatz (IV.23) nicht durchgéingig geeignet. Wir werden auf
Félle stossen, in denen Wellen trotz der angenommenen Stossfreiheit des Plasmas zeitlich geddmpft
sind (Landau-Déampfung). Dann ist eine Fourier-Transformation beziiglich der Zeit, die ja hinter
dem Ansatz steckt, nicht sinnvoll, denn diese bezieht auch das gesamte Zeitintervall ab t = —oo
mit ein. Geeignet ist die Laplace-Transformation, die von Anfangsbedingungen bei t = 0 ausgeht.
Als Anfangsbedingungen sollen bei ¢t = 0 die Felder E,(z,0), B;(z,0), Fy1(z,v,0) im gesamten
Raum vorliegen.

Die Vorgabe der Anfangsbedingung bei ¢ = 0 ldsst sich mit einer Laplace-Transformation addquat
erfassen. Wir transformieren somit

Fa 1 (gv v, t) Laplace FOé 1 (Ev v, (U)
Ey(z,1) = E,(k,w) (IV.48)
B (z,1) Fourier B (k,w)
und fithren durch - -
Ak, w) = / d3z etk / dte'*t Az, t) (IV.49)
—00 0

wobei A eine beliebige Komponente der obigen 7-dim. Spalte ist. Die Theorie der Laplace-
Transformationen fordert, dass w komplex ist, also

w=w,+iw; , (IV.50)

und dass
w; =Im(w) >wp (IV.51)

wobei wqg so zu wihlen ist, dass das Zeit-Integral konvergiert. Die Umkehr-Transformationen lauten
dann

— 1 OO 31. ikx 1 potieo —iwt
Az, t) = (27T>3/oo d’ke . dwe Alk,w) . (IV.52)

Die w-Integration ist also in der komplexen Ebene ldngs des skizzierten Weges auszufiihren.

—oo+1iwg

Zunichst existiert A(w) nur im schraffier- Imw

ten Bereich. Dort ist die Funktion konver- Inteerationswe
gent und hat keine Singularititen. Wenn / // // & &
wp geniigend grofl gewéhlt wird, lédsst sich
diese Situation fiir physikalisch sinnvolle
Fille immer finden. Rew
A(w) kann aber nach Im(w) < wg analy-
tisch fortgesetz werden. Dort kénnen aller-
dings Singularitdten vorkommen. Die Anwendung funktionentheoretischer Methoden erméglicht
dann die elegante Auswertung der auftretenden Integrale.

iwo

Es lassen sich nun die Transformationsformeln fiir die partiellen Ableitungen angeben. Es gilt

O A(z) =

). Az e ket k A(k) (IV.53)

C~

7/
Op - Alz) = / ket ik Ak) (IV.54)
|

Dr x A() dBketkzik x A(k) (IV.55)
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und die entsprechenden Umkehroperationen
ikA(k) = [ dPze k29, A(z) (IV.56)

ikxA(k) =

ikA(k) = /d%e—iﬂaz.é(x) (IV.57)
/ Bre BT, x Al) . (IV.58)

Formal gelten die folgenden Ersetzungen:

0. A — kA
0,-A — ikA
Or XA — ikxA

Fiir die zeitliche Ableitung folgt durch partielle Integration

/Oo dte'“t 9, A(t) = [ei“tA(t)]go — /00 dte'* iwAlt) = —-At=0)—iwAw) . (IV.59)
0 0

Die hierzu gehorige formale Ersetzungsvorschrift lautet also
OA — —iw A(w) — At =0)

Die Anwendung der Fourier-Laplace-Transformation auf das Maxwell-Vlasov-System liefert

(miw+ikv)Far + %El ByFao = Fa1(t = 0) (IV.60)
. LW 1
ikxB, = —igE, —l—quqae/yFald?’v - SE(t=0)  (IV.6])
[0
ikxE, = iwB,+B,(t=0) (IV.62)
, 1
ikE, = Eogqae/ﬂ”d% (IV.63)
ikB, = 0 . (IV.64)

Fiir die transformierten Grofien verwenden wir die gleichen Symbole wie fiir die Ausgangsgrofien.
Die Vlasov-Gleichung ergibt nun

o €
— 0y Fao
. LA . Fa l(t = O)
F = ma E - I :
w1l =1 r—— 1 P (IV.65)
Das Faradaysche Gesetz liefert
k B(t=0
B =Eyp +i21=0 (IV..66)
w w

Beide Beziehungen werden in das Amperesche Durchflutungsgesetz eingesetzt und ergeben eine
Gleichung fiir £, in der Form

k w qaeavFaO Fl(tZO)
ikx = xE —FE, — E:a e — p— 2 a3
fowxf1 + 1 1 — Mo q e/v{z k Ly — v
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Umorganisieren liefert

Ze? 1 0y Fo,
—kxkxE1+E1 Zq /voo* O dPv - B,

€0 Ma W kv—w
c? i gae [vF,1(t=0)
= —i—kxB(t= —EB,(t=0)-) = [ =2 d3
L2 x By ( 0)+w*1( 0) Zeow kv —w v
= Y(t=0) (IV.68)

Die Anfangsbedingungen Fy,1(t = 0), E,(t = 0), B;(t = 0) wurden zu ¥ (¢ = 0) zusammengefasst.

)

o” markiert eine Dyade.

Im weiteren ist es zweckméBig zur Komponentenschreibweise iiberzugehen. Eine kleine Ubungs-

aufgabe liefert
k? (kik;
{ wQ ( kQJ - 51]) + Eij} Elj = \I/Z (IV69)

mit k = |k|, der Plasmafrequenz der Komponente a,

(13 62 Nao
o= — V.70
Wp €0 Mo ( )
und dem Dielektrizitatstensor
w V; (9 Fao 3
eij(w, k) = 6ij — anao o v (IV.71)
[0
Aus ¢;; lasst sich iiber
i
Eij it o o ( )
der Leitfihigkeitstensor
2,2 ;0. F
oij(w, k) =1y qua; s zo dBv (IV.73)

herauslosen. Formal weiter vereinfachend schreiben wir mit dem Dispersionstensor

k? (kik;
dij(w, k) = 2 ( kQJ - 5ij> + €5 (IV.74)
dijEy; = ¥ (IV.75)
bzw. aufgelést nach Fy;
Erj(k, w) = dj;' (k, w) ¥;(t=0) . (IV.76)

Um die Losung besser diskutieren zu konnen, empfehlen sich weitere Vereinfachungen. O.B.d.A.
kann ein Koordinatensystem gewiihlt werden, bei dem die x-Achse in Ek-Richtung zeigt. Dann gilt

k
0 (IV.77)
0

(Bl
Il

und wir bezeichnen
Vp=u . (IV.78)
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Dann folgt
2
_ o wpa uau FaO
Eor = 1= T du dvy dv, (IV.79)
w? 1 [ku—w . w [ O, F
BT Y I @ [ Lulao gy Iv.
Fwr anao k/ku—wau aodu+k/ku—w u (IV.80)
=0
w? 0, F 0
= 1= _pa [ ZuZod 1V.81
[ za:knao/kuwdu (IV.81)
wobei die Abkiirzung
Fao /FaO U, Uy, ;) dvy dv, (IV.82)
benutzt wird. Weiterhin
Eyy = uanao/ ku_ 0 du du, dv. (IV.83)
w2 F.o
= 1- LAy g - 1v.84
Eyy anao{ /kuwdudvydvz} (Iv.84)
= 1 1V.85
Cuy +ana0/ku— ( )
Eyy = €z (IV.86)

Alle Nichtdiagonalelemente verschwinden wegen der Antisymmetrie im Integranden, z.B.

Ery = — anao/ ku_ 0 dudvy, dv. (IV.87)

8% Fy o ist eine ungerade Funktion in v, und das Integral verschwindet; also

€y = Eyz = E€qgs = Eop =€y =€,y =0 . (IV.88)

Der Dispersiontensor nimmt in diesem Koordinatensystem Diagonalform an:

1-4A 0 0
di; = 0 1-E& i@ 0 (IV.89)
0 0 1-E2 @

mit

w2 d, F, F
A= pa u L0 d G = / a0
gknao/kuw v anaO ku—w
Von besonderem Interesse sind die Nullstellen der Determinante
det(dij) =0 5 (IV90)

da dort E;(k, w) auch ohne Anfangslésung, also ¥ = 0, von Null verschieden existieren kann.
Die Beziehung
det (dij(w, k)) =0 (Iv.91)

ist die Dispersionsrelation. Sie ist eine Bestimmungsgleichung fiir w(k). Aus mathematischer Sicht
handelt es sich um ein Eigenwertproblem der Form

dijEy; =0 (1V.92)
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das auch zu
dij E1j = M\ Fj (IV.93)

umgeformt werden koénnte. Die Eigenwerte entsprechen der Dispersionsrelation, die Eigenvekto-
ren sind die Amplitudenvektoren des elektrischen Feldes und entsprechen damit der Polarisation.
Die Eigenlosungen heilen Normalmoden. Sie entsprechen den moglichen ”Eigenschwingungen”
des Plasmas. Priziser ausgedriickt: Die Normalmoden sind die im Plasma mdoglichen Wellen ohne
erzwungene Anregung ¥(¢t = 0).

Im betrachteten Fall des homogenen und feldfreien Plasmas ist die Dispersionsrelation einfach, da
d;; diagonal ist. Das 3D Eigenwertproblem zerféllt sofort in drei 1D Eigenwertprobleme, die jetzt
diskutiert werden.

(a) dzaj Ela: =0

Es gilt die Dispersionsrelation

, _
1= e [Oula0 g (IV.94)

Die Polarisation ist longitudinal, da

Elw
E={ 0 )k (IV.95)
0

ist. Man spricht auch von elektrostatischen Wellen (9, x E =0, kx E =0, 9; B = 0) im Un-
terschied zu elektromagnetischen Wellen. Elektromagnetische Wellen sind ja typischerweise
transversal polarisiert, also £, L k. Dieser Wellentyp ist eine Plasmawelle im engeren Sinne.
Im Vakuum kann sie nicht existieren, da bei F,, o = 0 die Dispersionsrelation

1=0 (IV.96)

sinnlos wird. Den Dispersionsverlauf w(k) diskutieren wir spiter; dazu muss F, o konkret
vorgegeben werden. Der Wellentyp wird auch Langmuir-Welle genannt.

(b) dyy By = d-. E. =0

Es gilt die Dispersionsrelation

k2 2 w? F 0
1-— Pe 2 du=0 . IvV.97
w? + za: Wneo J ku—w Y ( )
Die Polarisation ist transversal, da
0 0
E,=| Eiy | Lk oder E; = 0 1k (IV.98)
0 Elz

ist. Dieser Wellentyp geht in die bekannten Lichtwellen im Vakuum (F, o = 0) iiber:

w? =2 k? (IV.99)
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Fiir die Dispersionsrelationen ist eine Vielzahl von Formen méglich,
T nach der konkreten Form von Fy, o(u). Wir betrachten jetzt ein sta-
e}
biles Standardplasma im thermodynamischen Gleichgewicht, dessen
/ k Verteilungsfunktionen Maxwell-Verteilungen sind:
v; 1 vi4+vi+vE
' Foolv) = Na0——3 = &XP —¥
ﬁ Via Via
= B ! u (IV.100)
U) = Ngo———€xp | —— .
a0 a0 ﬁ Vter p V%a
kpT
mit v, = B , a=e i . (Iv.101)
M

Die Quasineutralitit fordert n.o = ¢; n;0-

IV.2.1.1 Wellen im isotropen kalten Plasma

Um die Geschwindigkeitsintegrale einfach auswerten zu kénnen, wollen wir zunéchst die recht dra-
stische Beschrinkung

y—t— «
w/k
Vo < w/k (1V.102)

vornehmen, d.h. die mittlere thermische Geschwindigkeit der Plas-

mateilchen ist sehr viel kleiner als die Phasengeschwindigkeit der be-
trachteten Wellen. Es treten praktisch keine Teilchen in Resonanz mit der Welle. Das Plasma ist
7kalt”. Die Maxwell-Verteilungen kénnen durch d-Funktionen angendhert werden und es folgt fiir
die longitudinale Mode

w? Oy, I 0 w
1_ pa «a
§naok2/u—w/k ;n ok? u—w/k
na0§(u wga
=1- u=1-— —— =0 1V.103
Znaok‘Q/ (u—w/k)? w? ( )

[e3%

bzw.
w? =wl, +wh R wh, (IV.104)

Diese Wellen haben keine Dispersion im eigentlichen Sinne. Wellen beliebiger Wellenléinge haben
die Frequenz w = wpe, solange wpe/k > vy erfiillt ist.
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Wpe

Fiir die transversalen Moden gilt

k2 c? w? F 0
Ly [
w? Za:naow ko—w

2.2 2
= w w

w? ku —

2.2 2 2
kc _wpe+wpi

- 1-—; =0, (IV.105)
woraus
w? W, + k¢ (IV.106)
folgt.
k2c? w
w2
)
0
/IJpe w

Abbildung 1V.3: Dispersionsrelation der transversalen Mode fiir ein kaltes Plasma

Aus der Optik ist n = % = w?k als Brechzahl bekannt. Bei n? < 0 ist offensichtlich keine
Ausbreitung moglich.
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IV.2.1.2 Wellen im isotropen warmen Plasma und Landau-Dampfung

Die Fourier-Laplace-Transformation fiihrte auf

E (z,t) = L/OO Pretr - e dwe "B, (k,w) . (IV.107)
= (271-)3 —o0 2w —oo+1iwg =

Wenn wir zunéchst einmal ignorieren, dass w bestimmenten Einschriankungen unterworfen ist,
damit die Integrale konvergieren, dann liest man ab, dass fiir

Imw = 0 ungeddmpfte Wellen, fiir

Imw 0 geddmpfte Wellen und fiir

<
Imw > 0 anwachsende (instabile) Wellen

beschrieben werden. Wir wollen in diesem Abschnitt den Fall Imw < 0 ndher untersuchen und
erortern wie in einem stofifreien Plasma Plasmawellen geddmpft werden kénnen.

Wir betrachten die longitudinale Mode und kniipfen an

Bi(k,w) = d ¥, (t=0) (IV.108)
U, (t =
_ < O)a _ (IV.109)
1- Ea n,;;?cQ uiwa/z du

an. Die Laplace-Transformierte ist zunéchst auf Imw > wg beschrinkt. Um das zeitliche Verhalten
von E; zu beschreiben, fithren wir die inverse Laplace-Transformation durch und erhalten

oco+1iwo _ —twt
Erg(k,t) = 2i/ ‘I'“’(tw: O)e — (IV.110)
ooty 1 — Za naiclxﬁ uiwa/(;ﬁ du

Dieses Doppelintegral muss nun ausge- . i .
wertet werden. Moglich wird dies durch i Bl singularitdtentrel
die Anwendung der Funktionentheorie. / / / /
Die Laplace-Transformation stellte si- w Integrationsweg
cher, dass E1,(k,w) fir Imw > wy exi- 0
stiert, d.h. dort keine Singularitédten 0 Wy

aufweist.
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Die Funktion Ej,(w) wird jetzt in den Bereich Imw < wy analytisch fortgesetzt. In diesem Bereich
konnen Polstellen/ Singularititen auftreten.

Wi
iwp * Singularitaten bei
* * Wy > n=12,...
x 10 & wr

Nach Cauchy’s Integral-Theorem kann der Integrationsweg beliebig gedndert werden ohne das
Integral zu veréndern, solange er nicht iiber eine Singularitdt gezogen wird. Die wesentlichen

I gleichberechtigter Integrationsweg yry
®
w1 w2
1Y Y I} 1T v
II)|11 2
. IIWH
I I I

Abbildung IV .4: Integrationsweg mit Polstellen

Anteile des Integrals ergeben sich unmittelbar an den Polstellen, da die anderen Wegstiicke folgende
Einfliisse auf das Integral J haben:

I Jpoce st 2 0, und S kann beliebig gro8 gemacht werden.
— 00
II: Ji1 =0, gegenseitige Elimination,

IIT: Jip — 0,  stark oszillierend, wenn |wq| und |we| grofl gewihlt werden, damit Elimination
im Mittel.

IV: Jv x %, da der Nenner nur schwach von w abhéngt.

Folglich verbleibt

B (k,t) =~ Z U, (t = 0)e ' 27i (—Res(wn))

—W,(t =0)e ™“m! 2mi Res(wm) firt - 0 (Iv.111)

mit  Imwy, = max(Imwy,)

1

Res(wy) ist das Residuum der Funktion

- -1
w? O, F
— pa udL'a0
Alw) = <1 E TlaokQ/_ " /kdu (IV.112)

an der Stelle wy,, d.h. also der Entwicklungskoeffizient a_;, wenn A(w) in eine Laurent-Reihe bei
wy, entwickelt wird.
Damit ist das dufere Integral erfolgreich gelost. Es verbleibt die Berechnung der Nullstellen des
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Nenners, d.h. die Losung des inneren u-Integrals. Fiir diese Integration ist es vorteilhaft u komplex
zu betrachten.

Uj

Integrationsweg

Uy

0.B.d.A. nehmen wir k£ > 0 an. Fiir £ < 0 lésst sich Uj

eine analoge Uberlegung anstellen. Der Integrand des u- u=w/k
Integrals hat eine Polstelle bei u = w/k. Da die Laplace-
Transformierte urspriinglich fiir Imw > wqy definiert ist,
liegt die Polstelle oberhalb des Integrationsweges.

| "

Bei der analytischen Fortsetzung der Laplace-Transformierten nach Imw < wg kann die Polstelle
u = w/k auch unterhalb der reellen u-Achse landen. Der u-Integrationsweg darf aber ebenfalls
nicht iibersprungen werden, sonst ist die analytische Fortsetzung unstetig. Der u-Integrationsweg
ist zur s.g. Landau-Kontur zu deformieren.

Uq
Landau-Kontur

Uy
X

Fiir die Berechnung des u-Integrals sind nun folgende Fille moglich:

8u FaO o a’u, FaO
: ——du = _ 11
(@) Tmw>0 /u7w/kdu /_Oou7w/kdu (IV.113)
UFOL e UFOé . ~
(c) Imw=0: /ua—w/okdu = / ua—w/okdu + M0y Foolu=w/k  (IV.115)

Fiir die weiteren Schritte setzen wir voraus, dass
|w;| < Jwy] mit  w, =Re(w), wi=1Im(w)
gilt, was im Ergebnis zu bestétigen sein wird. Wir schreiben
w=w,+iw; (IV.116)

und entwickeln nach Taylor zu

/Mdu =(1+ iOJiaw)/ Ou Fao dulw,=0 = (1 +iw;0,) / Md“ (IV.117)
u

7w,ﬂ;iwi m u—wr//ﬂ
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Fiir das verbleibende Integral ist Fall (¢) anzuwenden und es folgt die Dispersionsrelation in der
Form

[o°] ~

wz)oz . au FaO . r-
O = 1 — Z naIOkQ (1 + 'L(.L)iaw) % mdu + lﬂau Fa0|u:w7»/k (IV118)

(03
\— OO

Trennung in Real- und Imaginirteil sowie Vernachléssigung der Terme kleinerer Ordnung ergibt

2 [oe] -
Wpa 6uFaO _
1—;na0k2 7{ u—wr/kdu_o , (IV.119)
w; = — 2o auﬁaol“:f’r/’“ . (IV.120)
S0 ?Mdu
o Jou—w,/k

Wir betrachten jetzt als konkretes Beispiel das Standardplasma im thermodynamischen Gleichge-
wicht. Die Verteilungsfunktionen sind dann Maxwell-Verteilungen:

~ Nao 1 u? . kgT
Fo= _ - =e, i o= ) IvV.121
° ﬁvta‘”p( ) R (T (20

ta

Obige Beziehungen werden fiir zwei Fille néher untersucht:
(a) Hochfrequenzbereich

Die Auswertung erfolgt fiir v, < wy/k.
Somit gilt auch vy < w,/k, da vy = zj Vto-

1
wr/k
Fiir die betrachtete Welle sind somit die Elektronen ”warm” und die Ionen ”kalt”.

Die Ionen-Verteilung kann als d-Funktion angenommen werden, und fiir die Auswertung des
Elektronen-Terms entwickeln wir

1 1 1 1 U u? u?
= — = — 1 IvV.122
u—wy/k wr/k <1—w“/k> wr/k‘< +wT/k+w2/k2+w§/k3> (IV.122)

Dann folgt

[ee] o0 o0

. . 1| 7. - ko[ - k2 ) k3 )
fudu:—i /&LFeOdqu— / w Oy Foodu +— /uz(?uFeodqu—/ugauFegdu
u—wy/k wr/k Wy w? w3

— oo —oo —oo
~ IR = —Eneou?,
Vi du Fio ° F;  nipd(u) 10
Gutio 4 _ _Fio s du = . (IV.123
f o=t et | et e

— 00
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Zusammengefasst ergibt sich die Dispersionsrelation

2 9 )

Wi Mo We.Ne 0 w 1 3

L o G ook - SMeoVie =0 IV.124
niok? W2/k2  neok2w?/k?  neok? (w,/k)* 50V ( )

baw. 2 2 4 2 4
Wpi  Wpe  Wpe, 93 .o Wpe  Wpe, 93,9
wobei
ADe = Ute/wpe (IV126)

eingesetzt wurde. Die biquadratische Gleichung

3
wi — wzewf - §w;‘;e)\2Dek2 =0 (Iv.127)
hat die Losung
w? wi 3
(.L)g = 758 + \/Ze + §w;4)eA2Dek2 . (IV128)

Da in der in Rede stehenden Hochfrequenzbetrachtung

Ute < Ute

- wpe/k ™ wy/k

ADe * <1 bei W > Wpe (IV.129)

gilt, kann weiter vereinfacht werden zu

2 2 2

w W, w,
wi o= TN R & T {1 (14 3AL A7) (IV.130)
3
w? = Wl (1 + QA%ek2> : (IV.131)

Die Losung w, < 0 ist auszuschlieen.

au

Der Imaginérteil w; der Frequenz wird nur von den warmen Elektronen beeinflusst; die kal-
ten Tonen spielen praktisch keine Rolle. Fiir den Nenner ist dies bei der gerade ausgefiihrten
Rechnung klar, da wp; mit wye zu vergleichen ist und im Zahler sind an der interessierenden
Resonanzstelle u = w, /k sowieso keine Ionen vorhanden.

Es ergibt sich nach einigen Umformungen

Wpe 1 3

Somit ist w; < 0 und beschreibt eine Dampfung der Welle im zeitlichen Sinne. Diese Damp-
fung heifit Landau-Dimpfung.
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Die oben gemachte Voraussetzung |w;| < w, ist wegen der Dominanz der e-Funktion erfiillt.

Interpretation der Landau-Dampfung

Eine Welle mit der Phasengeschwindigkeit w,./k wechselwirkt hauptsichlich mit den Teilchen,
deren Geschwindigkeit vergleichbar ist. Im Gleichgewicht verspiirt die Welle aber immer mehr
langsamere Teilchen als schnellere.

F
/ mehr langsame Teilchen

= weniger schnelle Teilchen
\
wr/k

(b) Niederfrequenzbereich

Die Auswertung erfolgt jetzt fir vy < wy/k < vte.
Diese Situation kann wie folgt veranschaulicht werden:

U

T
wr/k
Fiir den Elektronenterm in der Dispersionsrelation approximieren wir

F, < 9, F, 1
%7& 0 du:/ Ouleo g — _gnt (IV.133)

u—wr/k u

—0o0 te

da Fe() im interessierenden Bereich quasi konstant ist und w,/k &~ 0 ohne Auswirkungen
gesetzt werden kann.

Fiir den Ionenterm wird wie im HF-Fall entwickelt:

1 1 U
=— 1 . IV.134
u—wy/k wr/k < err/k) ( )
Es folgt )
Oy Feo nio
du =~ . IV.135
7{ u—w kT (k)2 ( )
Einsetzen in die allgemeine Dispersionsrelation fiir die Plasmawellen ergibt
w2 Ne0 w24 n; 2 w24
1 —pe [ _glted ) = *pi LA I S IV.136
k2neo ( Ut2€ ) k‘2ni0 (wr/k)Q + k'ZTIeo w% ’ ( )
woraus zu
> _ 2@pik* N c3k?

w? = (IV.137)

1+ B T 1+ 100,
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umgestellt werden kann. Hierbei wurde die Ionen-Schall-Geschwindigkeit

Cs

q; €2Nlo Eok‘BT
iADe = L . IV.138
w'p D f\/ com; egneo ( )

cs = ,/qz kBT (IV.139)

eingefiihrt. Bemerkenswert ist die Kombination aus Ionengréfien (wp;) und Elektronengréfien
(ADpe)-

Diese Wellen heiflen Ionenakustische Wellen. Sie werden von den Ionen und Elektronen
getragen. Die Dispersionsrelation ist in Abb. IV.5 darstellt.

k

Abbildung IV.5: Dispersionsrelation der Ionenakustischen Wellen

Fassen wir den HF- und den NF-Bereich zusammen, so ergibt sich fiir die longitudinalen
Wellen im isotropen Plasma folgendes Bild:

Langmuir-Wellen

Tonenakustische Wellen

Die transversalen Wellen, die im vorhergehenden Abschnitt fiir ein kaltes Plasma gefun-
den wurden, bleiben auch im warmen Plasma im wesentlichen unverédndert erhalten. In der
Dispersionsrelation

k2 2 w F 0
1—7 —re > du = V.14
w2 + naow J ku—w u=0 (IV.140)
bzw. -
Foo
2 _ 22 § “pa [ whoo IV.141
w c” + o T — w U ( )

garantiert der Term k2c?, dass nur Losungen fiir

w > kugo (IV.142)

F, .
/ W0 / Froodu = nag (IV.143)

auftreten und somit

ku —w
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gilt. Somit bleibt die bereits bekannte Relation
W=k W, (IV.144)
@
bestehen.

Die Gesamtheit der elektrostatischen (longitudinalen) und elektromagnetischen (transversa-
len) Moden im isotropen Plasma ist in Bild IV.6 zusammengefasst:

w=ck
W, Wy
Langmuir
elektromagn.
wpe Ty
v _ w=csk

Wpi ool B STRISTTTISee -~ ionenakustische

z k

Abbildung IV.6: Gesamtheit der longitudinalen und transversalen Moden im Plasma

Zwischen wp; und wp. besteht eine Liicke, in der sich keine Wellen ausbreiten kénnen; das
Plasma ist vollig ”undurchsichtig”. Man beachte die Analogie zum Festkorper.

wpe spielt die Rolle einer cut-off-Frequenz fiir die elektromagnetischen und die Langmuir-
Wellen. wy; ist die Resonanzfrequenz fiir die ionenakustischen Wellen. Nahe der Resonanz
werden die Wellen geddmpft (ohne Beweis).

IV.2.2 Wellen im anisotropen Plasma

Wir betrachten jetzt ein Plasma im konstanten Magnetfeld. In nullter Ordnung gilt

Ey=0, By=const#0 . (IV.145)
Fiir F,, ¢ verbleibt jetzt
(ux By) Oy Fao=0 . (IV.146)
0.B.d.A. werde das Koordinatensystem so gewihlt, dass
0
B, = 0 (IV.147)
By
gilt. Dann ergibt sich
i j  k vy By
vXBy=|vy vy v, |= —v, By (IV.148)
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sowie

(vy By, —v20y,) Fao =0 . (IV.149)
Die charakteristischen Gleichungen dieser partiellen Dgl. 1.0Ordnung lauten

dv, dvy, dv, dFyo

T T 0 " (IV.150)

= Vg dvg + vy dvy = 0 (IV.151)

= vt =01=a (IV.152)

& dv, =0 - v, =y = (IV.153)

&  dFag=0 — Fao=cs (IV.154)

Die allgemeine Losung ist dann ¥(cq, ¢a, ¢5) = 0 oder ¢3 = ¢3(c1, ¢2), was auch geschrieben werden

kann in der Form
Foo(ve,vy,v.) = Faolvi,v)) . (IV.155)

Der Grundzustand im Phasenraum ist nicht mehr isotrop, sondern zylindersymmetrisch. B, stellt
eine Vorzugsrichtung im System dar.

Damit auch die Maxwell-Gleichungen in nullter Ordnung erfiillt sind, ist
po=0, j, =0 (IV.156)

zu sichern. Dies geschieht vollig analog zum isotropen Plasma.

Das Maxwell-Vlasov-System fiir die Gréflen erster Ordnung nimmt folgende Form an:
0= 0 Fa1 + 09 Fa1 + % (% By) 8yFay + % (E, +vx B,) 8,Fa0 (IV.157)

(03

weitere Gleichungen sind identisch mit dem isotropen Fall.

Fiir die weitere Rechnung ist es zweckméBig im v-Raum Zylinderkoordinaten zu benutzen:
v=(vL, 7)) . (IV.158)

Das Koordinatensystem des Ortsraumes ist bzgl. der z-Achse bereits festgelegt. Die verbleiben-
de Freiheit der Drehung um die z-Achse nutzen wir, so dass die x-Achse in der von k£ und B,
aufgespannten Ebene liegt:

k= (ki,0,k)) . (IV.159)

Nach einer Fourier-Laplace-Transformation geht obige Gleichung fiir F, 1 in

w— kv k k
Op For +1 I ELOL cosp | Fur = 9o © E,+ux=XxE;|0Fao (IV.160)
mit e
O, = %Bo Gyrofrequenz fiir Teilchen der Sorte « (Iv.161)

(e}

iiber. Diese gewohnliche Dgl. 1.0rdnung mit nichtkonstansten Koeffizienten ist elementar 16sbar.
Die auftretende @-Integration lédsst sich analytisch streng ausfithren und fithrt auf Besselfunktio-
nen.

Nach einiger Rechnung folgt fiir die Dispersion im homogenen Magnetfeld

282 ([ kik;
{C < - 51,-) + sij} E; = Ut =0) (IV.162)

w?
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mit
_s Wha doidon— 2T IV.163
Eij = z]+za:na0wzl:/vl V] v”w—k‘uv”—lQa* ( . )
%,Uixa (Jl—l + Jl+1)2 %Uixa (Jl{l — Jl2+1)2 ’U”’UJ_AlaJl (Jl—l + Jl+1)
* —%Uf_xa (Jl{l — J12+1) . %vf_xo‘ (Ji—1 — Ji41) —Z"UHULAfXJl (Ji—1 — J1+1)
'UHUJ_XaJl (Jlfl + Jl+1) ZUHUJ_XO‘Jl (J171 - Jl+1) 2U‘|Ala]l2
wobei
kv
Y* = Fla I (F N _FHa)
0,
Ala = F”OL—I—T(FJ_Q—FHQ)
FJ.oc = avi a0 > F‘Ha = 8vﬁ a0
k
J = J ( lUJ‘) Besselfunktionen.
Qq

Das enthaltene Eigenwert-Problem wird analog zum isotropen Plasma gelost. Die Losungsvielfalt
ist jedoch sehr viel grofler. Wir geben Ergebnisse fiir einige wichtige Félle an:

(a) Wellenausbreitung parallel zum Magnetfeld (k || B,)

Es gilt k£, = 0 und alle Besselfunktionen vereinfachen sich radikal.

e Die longitudinalen Moden existieren wie im isotropen Plasma.

e Die transversalen Moden, die im isotropen Plasma zweifach entartet sind, spalten in
rechts- und linkspolarisierte Moden auf. Dariiberhinaus gibt es niederfrequente Zweige
der elektromagnetischen Moden.

w o = ck Langmuir-Mode nicht gezeichnet
Wi , rechtspol. HF-Mode
, ’ Elektron-Zyklotron-Mode
wr, "+ linkspol. HF-Mode /
T ey :
// R
// _w=uwv4k
.’ Whistler Ionen—Zyklotron—M/o/d’e, =T
Qi k,,,,,/: ,,,,,,,,, B‘ //\i’/// ,,,,,,, _
// _ - - L
J e T T w=csk
Fast-Mode__| // S
(schnelle = \ k
magnetoakust. \ \ Slow-Mode
Welle) (langsame magnetoakust. Welle)

Alfven-Mode = modifizierte ionenakustische Welle
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Als neue charakteristische Groflen treten auf:

Qe, Q; Gyro- oder Zyklotronfrequenzen der Elektronen und Ionen
WR, W[, cut-off-Frequenzen mit
2

Q w
g = —= 1+4+4-E
WR;L 5 + Qg

+1

vA Alfven-Geschwindigkeit mit
By By

VA = ~
VIO Y o MaNao  V/H0 0 My

(b) Wellenausbreitung senkrecht zum Magnetfeld (k L B)

w sw=ck

J/
/. O-Mode (Ordentliche Mode)

*********************** - - - QUH

WR

Wpe

wr,
X-Mode (Auflerordentliche Mode)

e B il S -Qre

Es treten neue charakteristische Resonanzfrequenzen auf:

Qun obere Hybrid-Frequenz ( upper hybrid frequency),

QUH = \/wge—ng

Qru untere Hybrid-Frequenz ( lower hybrid frequency),

14+ Wpe2 /Qg
QLH ~ Qe Qz fiir Wpi > Qz

Hinzu kommen im heiflen Plasma zahlreiche hohere Harmonische.



KAPITEL V

Stof3wellen und Diskontinuititen

Im vorherigen Kapitel haben wir die Grundgleichungen fiir kleine Stérungen betrachtet:
|[Fa1l < Foo , || <po , B < |By| ,ete. (V.1)

Wir konnten daher die Grundgleichungen linearisieren und 16sen. Diese Losungen waren dann li-
neare Wellen mit kleinen Amplituden.

Wir wollen diese Einschriankung jetzt fallen lassen und den Blick auf andere Extrema rich-
ten, ndmlich Zusténde im Plasma, die sich drastisch &ndern (iiber einen gewissen Raumbereich
und/oder iiber einen gewissen Zeitbereich).

lp1| ~po ., |Fail=Fao , |By|~|By| etc (V.2)

StoBwellen sind derartige Zustédnde. Die Amplitude #ndert sich wiahrend des Stofles in gleicher
Groflenordnung wie der Grundzustand, z.B.

t fest x fest; Druckwelle (Knall)

N R A

Diese Stofwellen erweisen sich als Spezialfall einer grofieren Losungsklasse, die wir als diskontinu-
ierlich bezeichnen wollen. Diskontinuierlich ist dabei allerdings eine Frage der Auflésung, da man
bei einer besseren Auflésung immer wieder eine kontinuierliche Losung erhalten wird:

p p

—I—

hohe Auflésung geringe Auflosung

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Suche nach derartigen Losungen im Rahmen der MHD-
Behandlung des Plasmas beschéftigen.
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V.1 Grundgleichungen

Zur Ableitung der Grundgleichungen treffen wir folgende Annahmen:

e ll=pl (isotroper Druck)
e qg=0 (vernachldssigbarer Wéarmestrom)
E +uxB =0 (Der Term —%Z’&p im Ohmschen Gesetz wird vernachléissigt, d.h. die

lektromagn. Kraftterme dominieren iiber den mechanischen Kraftterm.

Als Folgerung ergibt sich
1 3
= -Spll = = . V.3
5opll=op (V.3)

Wir erhalten die Grundgleichungen (Abschnitt 3.3) in der Form:

Massenbilanz (Kontinuitétsgleichung)
Oep+ 0z(pu) =0 (V4)

Impulsbilanz

O(pu) + 0x(puou) +0zp=j x B (V.5)

Energiebilanz

8,5( U +€>+3 ( U u+6u+pu):l‘ﬂ (V.6)

2™

(muss hier mitgenommen werden; p = ¢2p beschreibt keine Stofiwellen)

Faradaysches Gesetz
8£ X E = —6tﬁ

Amperesches Durchflutungsgesetz

Umformung und Elimination von j, £ und e:

jxB = (a x B) x 5:——8 B2+—(B8)7
- Ho 20 Ho
= ——a B%+ a BoB V.8
2#0* o (B°D) (V-8)
1 1

- E = 0y X B) (~ux B)=——08,B>~ —0, (uB - B(uB V.9
j-E MO( X B) (—u x B) o B~ . (uB — B(uB)) (V.9)
O xE = —3£><(gxﬁ)zﬁ(ﬁz-g)—k(gaﬁ)ﬁ—(ﬁ&z)g (V.10)

Somit ergeben sich die 4 reduzierten Gleichungen

IE O+ 0z (pu) =0 (V.11)
B? 1
U Oy (pu) + 0z | puou+pé+—0——BoB|=0 (V.12)
- 2m0=  po
P o, 3 2 P oo D B? 1
: o0 (5 + Gt o) +0u | (524 G 2 ) - wp) B —ovas
P (2 2" o 2 2" o Mo( ) (V.13)

%

OB -0, x(uxB)=0 , 9;B= ) (V.14)
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V.2 Losung der Grundgleichungen
(Rankine-Hugonoit-Relationen)

Wir wollen die im vorherigen Abschnitt aufgestellten Gleichungen nun 16sen und suchen dabei
nach diskontinuierlichen Losungen. Wir nehmen an, dass die Diskontinuitit eben sei, d.h. keine
Richtungsabhingigkeit in dieser Ebene besitzt. Dies gilt O.B.d.A., da es geniigt, eine lokale Ebene
zu betrachten.

n(Ebenen — Normale)

Wir unterscheiden ab jetzt zwischen Anstromgebiet (upstream) und Abstromgebiet (downstream).
Die Benennung der Gebiete erfolgt nach der Richtung von u. Desweiteren setzen wir Homogenitét
im Anstrom- und Abstromgebiet voraus:

0,(.)=0 .,  9pyx(.)=0

Hieraus folgt, dass fiir die einzige nichtverschwindende rdumliche Ableitung 9, | w durch die
Diskontinuitét gelten muss. Somit lésst sich das Problem eindimensional beschreiben.

Wir wihlen ein Koordinatensystem, dass sich mit der Diskontinuitdt mitbewegt. Dies hat zur
Folge, dass die Diskontinuitdt stationér erscheint und alle zeitlichen Ableitungen verschwinden.

V7
n
dy (pu) =0 (V.15)
B 1
Op (puou+pd+—0——BoB|=0 (V.16)
- = 20T o
L I
O || Su*+5p+— |Ju——(uB)B V.17
KQU 2p Ho Mo( ) ( )
Oy x (uxB)=0 , 0,B=0 (V.18)

Um die Gleichungen zu lésen integrieren wir diese tiber die Diskontinuitat. Als Integrationsgebiet
wéhlen wir einen Quasizylinder bzw. ein Quasirechteck.
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h h
N F Quasizylinder
0
I II
Anstromgebiet Abstromgebiet
h h
1 1 Quasirechteck

Wir wenden den Gaufischen Satz auf den Quasizylinder und den Stokesschen Satz auf das Qua-
sirechteck an und lassen dann die Hohe des Quasirechtecks und des Quasizylinders gegen null
gehen(h — 0) und kiirzen F bzw. [ aus den verbleibenden Ausdriicken heraus.

Die Parameter des Abstromgebietes lassen sich nun als Funktionen der Parameter des Ausstromge-
bietes ausrechnen. Dies sind die

Rankine-Hugonoit-Relationen

Massenbilanz
0= / 9y (pu)dV = pudo = (pu, F)' = (pun, F)' + 2h 27 Ryp (V.19)
Zyl. (Zyl.)
h—0: ol = plaul, (V.20)
Magnetfeld (Quellenfreiheit):
0= /aggdv — Bl =pB! =B, (V.21)
Impulsbilanz
B2
0 = / O (puou+p5+ —0— BoB) av
7yl = 2= po
B2
= / (puou+p5+5—BoB)d0
(Zyl) = 20~ o
B2 1 11
= (punu+pn+ —n- BnB) F
210~ po

+2h - 27 Ry (...) (V.22)
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h—0:
2 1 B2 1
plulld™  + pp+=—n— —B,B" = plubu' +p'n+ =—n — —B, B (V.23)
210 Ho 210 Ho
‘n (Normalkomponente) :
B2 1 B2 1
Plug +p + T = =By =plu’ +p + T — = —B;
20 Ho 2o Mo
pliz , pu2 B2 4 pl2
pyli2 4 plt 4 = Zi L2t 2 T (V.24)
240 2410
't (Tangentialkomponente 1) :
1 1
pMullul' — — B, Bl = plulul — —B, B} (V.25)
Ho Ho
4 (Tangentialkomponente 2) :
1 1
pnugu? - —BnB%I = plul, %— —BRB% (V.26)
Ho Ho
Energiebilanz
p o O B? 1
0 = Oz || zu*+-p+— |u— — (uB)B| dV
Zyl. 2 2 Ho Ho
5  B? 1
= / [('Ou%rp >u—(uB)B} do
(Zyl.) 25 o o
2 11
p o, 5 B ) 1 ]
= “u +-p+ U, — — (uB)B,| F
[(2 2 0 Ho (B)
11
5 B’ 1
- |:<pu2 + 5P + ) Un - QB) Bn:| F
2 2 o Ho
+2h 21 Ro|...] (V.27)
h—0
12 12
P ou2 5, By B n_ Lo ompn 1 pn
w2 42 U~ (u'BY 4+ B B,
< 2 2p 1o Lo ( t =t t Tt )

1 12 12
5 B,” + B; 1
= <pu12 T2 tt) ul, — — (U% Bl + “i Bl) B, (V.28)
H H
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Faradaysches Gesetz

0 = / 0z X (ux B)dF = (ux B) dz
Rechteck (Rechteck)
= (uxB) -l-(uxB)-l+uxB, 2h (V.29)
h—0
(wx B = (ux B! (velEN — ) (V.30
uxB = (upn+ut+uit) x (Byn+ Bit+ B;t)
= u, B xt+u,Bin xt+wuBpt x n+ugBit Xt +u; Bt X n+u; Byt x t
(V.31)
- 1
(u x B); = unB; —u; By (V.32)
uy Bi' — ul' B, = u;, B} — u;B, (V.33)
-
(ux B), = upnBy —uBy (V.34)
ul'BY —u'B, = ! Bl —u!B, (V.35)
Zusammenstellung der RHR (I e
[punli' =0 (V.36
[B.)i'=0 (V.37)
II
B2 + B?
pu+p+ —"L] =0 (V.38)
L 2'LLO I
r 1 II
pupuy — — By, Bt} =0 (V.39)
L Ho I
r 1 II
punu; — —DBy Bg} =0 (V.40)
L Ho I
[ 5  B?+DB? Bo(uiBy +u;By) ]
Py y 2p ZLT0 )y, - Bt THDU ) g (V.41)
| 2 2 Lo Ho L
[un Br — ug By}t =0 (V.42)
[unB; — uzBp]l =0 43)

Sind die Groflen im Anstromgebiet gegeben, lassen sich die Groflen im Abstromgebiet berechnen.
Wir haben 8 Gleichungen fiir die 8 Unbekannten p'!, ull, !, u?, p, B Bl und BtU.

Vergleich zu den Ubergangsbedingungen an Diskontinuitéiten in der Elektrodynamik:

Elektrodynamik

Hier

Medien I und II vorgegeben,
Ubergangsbedingung nur fiir B'u.B"

Ubergang der ”Medien” I und II stellt sich
selbstkonsistent ein. Das Problem wird damit
nichtlinear; allerdings fithren rationale
Verkniipfungen (Produkte u. Potenzen) auf
eine Polynomstruktur bei Reduktion auf eine
Gleichung, falls dies gelingt.
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V.3 Koplanarititstheorem

Satz: EI, EH und n liegen in einer Ebene, d.h. (ﬁl XEH)Q = 0, vorausgesetzt die
Normalkomponenten der Strémungsgeschwindigkeit verschwinden nicht und sind nicht stetig
(uf, <> 0,ull <>0,ul, <>ull).

Abbildung V.1: Veranschaulichung der Geometrie an der Diskontinuitét in der Ebene von B

Bewets:
- 1 1
t -Impulserh.: pIuLui - —BnBtl = pnugu? — —BnB%I (V.44)
Ho Ho
Massenerhalt: phul, = Pttt (V.45)
B B
o . I n 1_ 11 n II
Division (V.44)/(V.45): u; — 1o pLul B; = u; — mBE (V.46)
B? B2
. I n I pl _ 1 n I pII
Eg-Erhaltung:  u, Bj —uj B, = u, B}’ —u}' B, (V.48)
B I pl B II plI
B
11 I ' po plut?  uy,
— B{ = ,IQBIg ; K = 52 W (V50)
1 n n

Fir B% = 0 folgt somit B%I = 0. Vorauszusetzen ist allerdings ul, # 0, ull £ 0...

Bemerkung :  Vergleiche die Analogie zum Brechnungsgesetz der Optik: einfallender Strahl,
gebrochener Strahl und Einfallslot liegen in einer Ebene.
Allerdings entsprechen die Strahlen der Optik nicht dem Magnetfeld.

Die Lage der Diskontinuitit (der Normalenvektor n) lasst sich aus dem Magnetfeld bestimmen.
B'-B"=B/t+B,n—B't - B,n= (B; - B") (V.51)
liegt in der Ebene der Diskontinuitéit. Hieraus ergibt sich, dass EI X QH ebenfalls in der Ebene der

Diskontinuitét liegt. Hieraus ergibt sich, dass (ﬁl — EH) X (EI X QH) senkrecht auf der Ebene
der Diskontinuitét steht. Wir erhalten also fiir die Lage der Diskontinuitét

(EI _EII) % (EI XEII)
|(§I_§H) % (EI XBH)|

ﬂ:

(V.52)
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Durch die Messung der Magnetfelder auf beiden Seiten der Diskontinuitéit ldsst sich also deren
genaue Lage bestimmen. Dies ist fiir Experimente von Bedeutung!
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V.4 de Hoffman-Teller-Koordinatensystem

Untersuchung von Koordinatentransformationen in der Ebene der Diskontinuitét. w sei konstante

5]

Geschwindigkeit eines Beobachters in der Diskontinuitét:

w = wit + wt»ﬁ (V.53)
Mit w veréindern sich auch u!! und u!, sowie u? und u}, die der Beobachter registriert.

Gibt es ausgezeichnete Koordinatensysteme? Wie sollte w moglichst geschickt gewihlt werden?

(a) Herstellen der Koplanaritit fiir w

Das Koplanaritétstheorem zeichnet eine Ebene (L Diskont.) aus. Diese Koplanarititsebene
wird durch n und t aufgespannt:

T

Lo .
'y t stehe senkrecht auf
. Koplanaritatsebene.
|

Diese Geschwindigkeit kann eine Komponente in ¢ haben (ui, u%l 0), wihrend per Defini-

tionem Btl = BtII = 0 gilt. Fiir u; gilt aber wegen [u,, B; — WB,J%I =0
up = uy! (V.54)
Wird ein transformatiertes Koordinatensystem u; gewéhlt mit
U; = u; — wy (V.55)

und w; = u; gesetzt, verschwindet ;. Damit liegt © nun in der gleichen Ebene wie B. Im
weiteren wird u; = 0 verwendet.
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(b) Parallelisierung von u und B

Abbildung V.2: Koplanarititsebene

Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem i, mit
th = Ut — W . (V56)

w; wird so gewihlt, dass zuniichst auf der Anstromseite @' parallel zu B' wird (4! = u! —w,):

B T
~1
~ U
i /
B U, = i,
Es soll gelten:
@xB' = 0 (@} = uf — wy) (V.57)
alBl —alB, = 0 (V.58)
u;
=Bl = ul —w (V.59)
B,
I
= wy = ul— u—"BtI Transformationsgeschwindigkeit  (V.60)
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Ausfiihrung dieser Transformation auch auf der Abstromseite (mit genau diesem w;):

I
11? = u? —wy = u%l — (ui — ?Bi) (V.61)
Wl
= (u{InBP) wegen (V.43)
n
I
_ Uy,
al = EB%I (V.62)
aBY —4i'B, = 0 (V.63)
- a'xB' =0 ,  @|B" (V.64)
B
!l

/

Abbildung V.3: de Hoffman-Teller-Koordinatensystem

53

Wir verwenden dieses System im weiteren aber nicht!
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V.5 Losungen des Rankine-Hugonoit-Systems und deren

Klassifikation

Abkiirzungen/charakteristische Parameter:

I
M[IL‘ = U—I" Alfven-Machzahl
Va
B!
T 1B ] Alfven-Geschwindigkeit
V top!
I
g = % Plasma-Beta (therm. Druck/Magnetdruck)
Py
o' Magnetfeldlage
BI
sin@! = —b (V.65) n
B g
B I
ol = — V. B %
cos B (V.66) ¢ Bl
By
cot@! = - (V.67) By
B,

Mé = M}M / % Akust. Machzahl

Neben Stowellen treten auch andere Losungen auf. Dies sind spezielle Losungen.

(1) Kontakt-Diskontinuitit: ul, = ull =0, B,, #0

Zwei ”"Medien” befinden sich in Kontakt; das Koplanaritétstheorem gilt nicht.
Magnetfeld greift durch Kontaktfliche hindurch, kein Uberstromen.

Mit [u, ]I = 0 folgt sofort: (B} = ([E¢] = 0)
[Pt =0 (norm. Impuls)
[u]i' =0 (Induktionsgleichung)
i1 1
% = u%b = — — unbestimmt
P u, 0

Alle Groflen sind stetig, nur die Dichte kann springen. Da p stetig ist, kann ein Temperatur-
sprung auftreten.

Tangentiale Diskontinuitiit: vl = ull =0, B, =0
Wie Kontakt-Diskontinuitét, aber das Magnetfeld greift nicht hindurch. Ebenfalls gilt das

Koplanaritatstheorem nicht.
Es verbleibt nur eine nichttriviale Bedingung:

9111
[p + Qt} =0 statisches Druckgleichgewicht, (V.68)
Ho ] 1
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hierbei ist p der thermische Druck und % der magnetische Druck.

Ein wichtiges Beispiel fiir eine tangentiale Diskontinuitét ist die Magnetopause der Erde oder
anderer Planeten.

(3) StoBwellen: ul, # 0, ull #£0
(3.1) Parallele Stofiwellen:

I3

Bl =Bl=0bzw. 0! =01 =0

[udi =0, zB. ul=ull=0 (V.69)
Es verbleiben die nicht trivialen Beziehungen
[pun]f = 0 (V.70)
11
[puz +pl, =0 (V.71)
p 5 1
[(2qu + 2p) u,LL =0 (V.72)
— B, spielt keine Rolle; d.h. reine Gasdynamik.
Losung;:
plo_ 83 m (V.73)
P’ Pt ol '
11 Spql2 1
Po- 35575 (V.74)
p! 4/3
Grenzfille:
(a) Schwacher Schock, M{ ~1 — %111 ~ 1, %111 ~1
(b) Uberschall, ML — oo (Hyperschall)
pH 8/3
ra — 373 =4  maximal mogliche Kompression (V.75)
Pl
o — o0 Druck kann beliebig ansteigen und damit (V.76)

auch die Temperatur,

keine Grenze fiir Autheizung

Downstream wird immer eine Unterschall-Strémung vorliegen: M < 1.
Beweis:

2 2 12 _5
m2 _ U U (v —1)Mg" +2 y—172s
1

= T (V.77)
5 e 29ME =y =1 Misee 2y



88 V. Stoflwellen und Diskontinuititen

Auflerdem
MY =1 bei M{=1

und

dMéI2 B y4+1
a2 = \eme—-p) <0
S Mg (7 )

M <1 firalle Mg >1

(V.78)

(V.79)

(V.80)

Bemerkung: Die Physik #ndert sich betrichtlich fiir geringe Abweichungen von O = 0,
d.h. fiir s.g. Quasi-Parallele Stofwellen. Die Diskussion dieser Wellen folgt im n#chsten

Kapitel
(3.2) Senkrechte StoBwellen: B,, = 0 bzw. ©! = O =90

BII

[N

Unmittelbar ergibt sich:
[ut]}l =0 transversaler Impuls

— zBuiII—O

Es verbleibt:
lpun]i =0

B2 11
2 t
_t =0
{pun +p+ 2M0L

[un B} =0

II
P39 Bt ]
Uy, + —pun, + —uy =0
|:2 2 Ho I

Division von Gleichung (V.84) durch (V.82) ergibt

II 1 11
B B B
p Prp

Magnetfeld und Dichte springen also in gleicher Weise.
Die Losung des Systems ergibt sich zu

ull 1(v—1 2y 1 2—7 1
w2 7+1+7+1 M12 M12 { } ~+1 M2
n A
11 11 12

P v Mg

A <1ua>+2Miﬁ< u>

pII uI B%I

AT T B

Grenzfille:

(V.81)

(V.82)
(V.83)
(V.84)

(V.85)

(V.86)

(V.87)

(V.88)

(V.89)
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e B—0, M} - o0 = reine Gasdynamik
e Hyperschall: M} — oo, Mé — 00
11 1 1
Yo _ 70 _ 2 (V.90)
Uy, Y+14=54
pH v +1
5 = — =4 (V.91)
P v—14=2
1T
p—l — o0 (V.92)
p
B!
oy V.93
- (v.93)
(3.3) Beliebige StoBwellen: B, ; # 0
Koordinatensystem:
u und B in einer Ebene (u; =0, B; =0)
ul = 0, aber i. a. ul' # 0 (kein de Hoffman-Teller-System)
ul!
ul
|
14 C gl
T T A .
ul = 4! L
— n I I
! n
|
!
!
|
|
!
|
BI
Annahme:p!, u!, p, B! vorgegeben
'L utt, p'l, B ausrechnen
Normierung/Abkiirzungen:
gesucht:
B L L ST
Pt Pt B;’ uy,’ uy,
Damit ergibt sich das Gleichungssystem
2ME2(1 —w) + BY(1 — p) +sin?0'(1 - b?) =0 (V.94)
MY v 4 sin@'cos@(1 —b) =0 (V.95)

1

2
1—ub+wvcot®l =0

58!
22

1
fir w, v, p, b (p = — schon reduziert)
U

121 —u? =0} + (1 — pu) +sin®0(1 — b2 u) + sinO'cosO' vb = (V.96)

(V.97)
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Eine Losung sieht man sofort:

u=1p=1b=1v=0 kontinuierliche Lésung

System rational in u, v, p, b : —  Polynom moglich
Es ergibt sich ein Polynom 4.Grades in u, die Reduktion auf ein Polynom 3.Grades ist
moglich.

Symmetrie zwischen An- und Abstromgebiet

Bisher: Vorgabe von Mﬁl, gL, el u% =0
Berechnung von p'/p!, ;) /uy,, ui' /ui, p!'/p', B}'/Bj

Diese Rechnung wollen wir jetzt riickwérts durchfithren. Hierzu geben wir die Gréflen im
Abstromgebiet MY, g1, ©1 und ul! vor, wobei wir ul! = 0 setzen konnen.
ul berechnet sich dann zu —u}! aus der Hinrechnung, da immer eine beliebige Galilei-Trafo

in der Diskontinuitdt moglich ist.

Umrechnungen:

MH _ UEQ — pI7u¥nu£LI = B72L+B}2 12 (V98)
AT BT T BB BB
to pM
1 1+ cot?6!
Mz M2 =y—""" " M V.99
A Y o201 b2sin20l A T YT 1 pPcorzOl A ( )
[ ]
B B!' B 1
11 n Dy Bp I
tan®" = btan@' (v.101)
[ ]
11 11 I g2, pl2
g = pnz = pn = pT ol ItIQﬂI (V.102)
B (B2 + B{"?) /2p0  p' B: + B;
210
1
1T I
= V.103
p P 05201 1 b2sin26! p ( )
Polynom 4.Grades, z.B. in u
asu® + agu® + azu® + asu+a; =0 (V.104)
a; = ai(M,Ié\v ﬂlv @I) (V105)
Eine Lésung davon ist u = 1.
Faktorisierung des Polynoms: -(u — 1)7!
a4 +ay =0 (V.106)

Ubergangsbedingung als bistabiles System: kontinuierlich oder diskontinuierlich.

Explizite analytische Losung moglich, da Polynom 3.0Ordnung, aber uniibersichtliche Aus-
driicke; besser: numerisch 16sen.
Prinzipiell:
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pII
o instabil
1 l I S
| | | Entropie-Zunahme
e e e
! ! ! Entropie-Abnahme
| | |
| | |
: : : ull?2 ~ (Machzahl)?
| | |
=l =
Zwei getrennte Zweige (1,s) und ein singuléirer Punkt.
Abkiirzungen:
1 Lfgo, 12 \/ 12 4 ,12)2 12,02 .2 QI
cx=1/51% +0IZ £/ (2 +012)7 — 4cl 20 2c0s? © (V.107)
s: schnelle Stofiwelle o <u, = v <up <l (V.108)
l: langsame Stofiwelle o<l <oy = Wll< (V.109)
a: intermedierte Alfven-StoBwelle — ul, = v (V.110)

Charakteristische Brechungseigenschaften

langsame Stowelle Alfven-Stofiwelle schnelle Stofiwelle
Bl
e
(4) Rotations-Diskontinuitét
ul, = ull =u, (V.111)
Weiterhin gelte
! Bn
Uy = = bzw. Ma, =1 V.113
n W An An ( )

Aufgrund der Gleichung (V.113) gilt das Koplanaritéitstheorem nicht. Aus den Gleichungen

(V.36) bis (V.43) folgt

11
U
B u] =0 (V.114)
[Bn ! ! I
Bt :|H
—u =0 V.115
[W e ( )
1I By TI
U = V.116
]! [ | (V.116)
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Analog folgt

" B; 11
[uily = |—=
VHOP |1
Es verbleiben die nichttrivialen Beziehungen
B? 4+ B2 11
pt+t——L| =0
210
I
sowie
- 9 9 1
Pra 2, o, b  BitBj By (w By + u;By)
0 = = 23 I O S _
_<2(H+Ut+ut)+2p+ 1o i 1o
- 5 ) 11
P 5 B; + B: Un/Hop(ut Bt + u; By)
0 = ||5i+ud)+op+———|u,— —
L Ho Ho .
[ 9 9 5 BtZ + B? us By + ufo "
0 = (ut+u£)+fp+2 t 2
i p Plo v Hop 1
r 2 2 271
0 = |@2_ouBe Bl wBi B 5 Bi+DB
VR ppo T TP pro p pro |
2 2 2 2\ 11!
N O R L R
I VPlo N p\2 240 .
- 11 11
= ||w- up — ol = ot ——F
N\ Vi : bovbe) | 27 p 2110
Wegen Gleichungen (V.116) und (V.118) verbleibt
11
by =0
Somit folgt mit (V.118)
9 oq11
[Bt + BtA]I = 0
oder analog
[BY+Bi+B), = (1B =0

der Betrag des Magnetfeldes bleibt erhalten, nur die Richtung kann sich &ndern.

(V.117)

(V.118)

(V.119)

(V.120)

(V.121)

(V.122)

(V.123)

II

V.124)
1

(V.125)

(V.126)

(V.127)
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Zusammenfassung der Ubergangsbedingungen an der Rotations-Diskontinuitiit:
[Pl =0 (V.128)
[un)i' = 0 (V.129)
Pl =0 (V.130)
[Buli' =0 (V.131)
11
B
[ugit = { ! } (V.132)
top |
11
11 7
ugl; = (V.133)
il { uopL
My, = My, = Ma, o (V.134)

B /\/pro
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KAPITEL VI

Grundlagen der Dynamotheorie

Wie kommt die Erde zu ihrem Magnetfeld?

e Losung erst zu Beginn der 60er-Jahre

e Finstein: ”eines der 3 grofien ungelésten Probleme”

VI.1 Dynamo-Prinzip

e Umwandlung mechanischer Energie in elektromagnetische Energie
z.B. Fahrrad-Dynamo

(e
t B,
j=o(uxB)
= Generator

B, z.B. durch Spulenwindung

]| —=

e Umkehrung: Motor
e Ubung: Einordnung der Wirbelstrombremse!
e Unterschied zur Erde:

— Erde hat keine wohlgeformten Leiterschleifen mit Isolatoren dazwischen
— FErde ist homogener Dynamo

— Allerdings ist die Erde im Inneren gut leitfihig (metallisches o) und mechanische Ener-
gie steckt in Rotation und Konvektion. Der Umwandlungsprozess ist nicht ganz einfach
und wurde daher erst spét verstanden.
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e Selbsterzeugung von B: siehe Abbildung auf der nichsten Seite. Eine Leiterschleife (Spule)
erzeugt B || B,, daraus resultiert eine Verstérkung des urspriinglichen Feldes. Eine umge-
drehte Leiterschleife erzeugt B antiparallel zum Saatfeld, woraus sich eine Ddmpfung ergibt.
Bei umgekehrtem Saatfeld kehrt sich auch j um.

Y
—

(P

L

(Saatfeld)

VI.2 Mathematische Beschreibung des Dynamo-Problems

Wir wollen nun das Dynamon-Problem durch mathematische Gleichungen beschreiben. Hierzu
betrachten wir die Maxwell-Gleichungen unter Vernachlissigung des Verschiebungsstroms

O, xE = —-0B (VL.1)
Oz XxB = poj (VI.2)
0B = 0 (VL3)
das Ohmsche Gesetz
j=o0(E+uxDB) (VI1.4)
und eliminieren j und E:
Oz xB = pyo(E+uxDB) 10z % () (VL5)
Op X 0y x B = o (0y X E+ 9y x (ux B)) (VL6)
9y (0. B) — 03B = oo (—9,B+ 0y x (ux B)) (VL7)
mit 8; = A und %uo = 7] erhélt man
’ 0B = JAB + 0, x (u x B) ‘ (VL8)

Dies ist die Dynamo-Gleichung oder auch Induktionsgleichung.
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Fiir eine selbstkonsistente Rechnung benétigt man noch eine Gleichung fiir u (Navier-Stokes-
Gleichung)

O (p) + 0, (pu) = 0 (VLY)
0 (pw)+0y (puow) = —0yp + pg  +vAut 20,(Ouu)+ 20 xw + jx B +... (VL10)
Druck-Kr.  Schwer-Kr. 3 Coriolis-Kr.  ¢lm. Kraft

Reib.-Kr.

weitere Kréfte sind moglich: Zentrifugal-Kréfte oder thermisch getriebene und auch weitere Glei-
chungen z.B. fiir g, p.

Die Dynamo-Gleichung und Navier-Stokes-Gleichung sind nichtlinear miteinander verkoppelt. Es
handelt sich um ein auflerordentlich schwieriges Problem, das bis heute (auch mit numerischen
Methoden) nicht vollstéindig geldst werden konnte.

Eine allgemeine Losung fiir den Geodynamo ist jedoch nicht nétig, um eine befriedigende Vorstel-
lung des Geodynamos zu erhalten.

Systematik des Dynamo-Problems

(a) Kinematischer Dynamo

Geschwindigkeitsfeld u ist vorgegeben, ohne nach der Ursache zu fragen.
— Es bleibt "nur” noch lineare Dynamo-Gleichung zu l6sen.
(b) Hydrodynamischer Dynamo
u ist rein hydrodynamisch festgelegt, d.h. keine Riickwirkung des Magnetfeldes auf u

< j X B kann in Navier-Stokes-Gleichungen vernachlissigt werden. Damit entkoppeln die
Navier-Stokes- und die Dynamo-Gleichung, d.h.

(i) vereinfachte Navier-Stokes-Gleichungen 16sen

(ii) Dynamo-Gleichung lésen

(¢) Magnetohydrodynamischer Dynamo (allg. Problem)

wu treibt B und B wirkt auf u zuriick

Bisher existieren nahezu nur kinematische Dynamo-Modelle.

Fiir den Geodynamo erscheint es sinnvoll, die Riickwirkung von B auf u zu vernachléssigen. u
wird getrieben durch Rotatation, Coriolis-Kréfte, T-Gradienten, etc., d.h. B ist relativ schwach.
Aber: niemand weif}; wie grof§ B im Kern wirklich ist!
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VI.3 Scaling der Dynamo-Gleichung

Ist keine mechanische Energie vorhanden, u = 0, vereinfacht sich die Dynamo-Gleichung zu
OB =nAB Diffusionsgleichung (parab. DGL). (VI.11)

Das zeitliche Verhalten der Losung ergibt sich damit zu

B~ exp (t) (VL.12)

™D

7p folgt aus folgendem Scaling;:

B ~
— = 5B Tp : char. Zeit
™D
L : char. Linge
D = LT; = pgoL? Diffusionszeit des Magnetfeldes
Beispiel Erde:
c = 5-10°Sm™! (8uBerer Kern)
L = 3471km (Kernradius)
—71p = 4r1077(3.471)%10'* = 8- 10'2S ~ 10°a

Daher kann unser heutiges Erdmagnetfeld nicht Folge eines primordialen Feldes sein; dieses wiire
langst wegdiffundiert.

Der Term 0, x (u x B), also die Umsetzung mechanischer in elektromagnetische Energie ist somit
essentiell.

Die Umsetzung von u in B muss durch die vollstdndige Dynamo-Gleichung
OB =7AB + 0y X (u x B) (VI.13)

beschrieben werden. Fiir die Uberwindung der Diffusionsverluste muss gelten:

!
|8, x ux B| > [jAB] (VI1.14)
Scaling:
! B
UT > W u : char. Geschw.

!
wouLo > 1
Definition: Magn. Reynoldszahl R,,
R, = pooul (VI.15)

Notwendige Bedingung fiir die Umsetzung mechanischer in elektromagnetische Energie (nicht hin-
reichend!) ist:
Ry >1 (VI.16)

Andere Darstellungen von R,

2 Diffusi it
Ry, = pooull = poo _ 7o _ D1 us1onsze% (VL17)
L/u 7r  Transportzeit
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Beispiel Erde:

L~ 3-10%m, o ~5-10°S/m, u~4-10"*m/s
— R,, ~ 800!
Bemerkung: Im Labor ist L ~ cm, damit ist R,, > 1 sehr schwierig zu erreichen:
R,, =800 im Labor (Quecksilber):
L ~ 1m, o~ 1.06-10°S/m
Ry,

~ 0.64-10°m/s ~ 1km/s
loo

— u=

Fiir
R, >>1

spielt Diffusion kaum eine Rolle; das gesamte Magnetfeld wird durch Transport determiniert.

Wie verhélt sich ein Magnetfeld in einem stark bewegten Medium?

Antwort:  Fiir R,, — 0o (0 — 00, — 0) bewegt sich das Magnetfeld vollstindig mit der
Stromung mit, man sagt es ist eingefroren.

Theorem des eingefrorenen Flusses (Beweis im néchsten Abschnitt):

OB = 0y x (u x B) (VL.18)

Vorsicht: Der Hall-Term ist vernachléssigt, dieser wird aber irgendwann wichtig.

VI.4 Theorem des eingefrorenen Flusses (hydromagneti-

sches Theorem)

Sei A ein beliebiges Vektorfeld, F' eine durch die Kurve C' umrandete, zeitabhingige Fliche, C

bewegt sich mit der Geschwindigkeit v.

v

Satz:

o [ AdE = [ (@id+ 00,4 - 0. x (v x 4) ar (vL19)

Beweis: Ubungsaufgabe.

Jetzt ersetzen wir das beliebige Vektorfeld A durch ein quellenfreies Feld B (Magnetfeld):

d, /F BdF = /F (9B — 0, x (v x B)) dF (VL20)
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Wir definieren den magnetischen Fluss &:

o — / BdF (VI.21)
F
Damit erhalten wir
di® = / (8t§ —0g Xxu X E) dFr (VI.22)
F
d®=0 o  B=0d, % (vxB) \ (VI.23) v B
Sprechweisen:
F

e Der Fluss ist eingefroren / frozen flux

e Das Feld ist eingefrorer / frozen in field

Interpretation des eingefrorenen Feldes

@

Feldlinien, die von der Kontur C' umschlossen sind, bleiben immer von C umschlossen, auch wenn
C deformiert wird:

B

z.B.
C C zusammengezogen, aber nicht beliebig,
da Gyroradien und Hall-Term wichtig werden.

B bewegt sich streng mit der Stréomung mit.

\ Massenelement an B-Linie

Massenelemente, die einmal auf einer B-Linie liegen, liegen immer dort.

Der umgekehrte Fall ist ein Isolator mit R,, — 0, 0 — 0, durch den das Feld schnell hindurch
wandert.
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V1.5 Darstellung solenoidaler Felder durch poloidale und
toroidale Felder (in Kugelkoordinaten)

”Beispiel”: Magnetfeld 0 - B =0
Aus der Elektrodynamik ist bekannt, dass sich immer B durch ein Vektorfeld A darstellen ldsst
geméif

B=0,xA (VI.24)

(hier ohne Beweis).
Wir zerlegen A in Anteile || r und L r (trivial):

A=Vrr+exr+  Ogp (VL.25)

~—~—
=0(Eichung)

Wegen 0, X 0z = 0 wird die Physik durch ¢ nicht beeinflusst.
c lasst sich immer in der Form

c=0,Up (VI1.26)

darstellen (ohne Beweis). Somit
A Urr+0,Yp Xr=Upr+ 0, x (Upr) (VI.27)
B = 9y x(¥rr)+9; x (0 x (¥pr)) (V1.28)
B Br+Bp (VL.29)

und damit B 1 Bp mit

ET = (9£ X (\IfT f) = 8£\I/T Xr (VI30)
Bp = 0% (0px (Upr)) = (a£a£ - a;) (Upr) (VL31)

B toroidales Feld; ¥ skalare erzeugende Funktion des toroidalen Feldes
B p: poloidales Feld: W p: skalare erzeugende Funktion des poloidalen Feldes

Veranschaulichung:

Br Lr:

B hat keine Komponente in r-Richtung.

—  toroidale Feldlininen liegen auf Kugelflichen; fiir axi-
alsymmetrische Geometrie sind dies Breitenkreise, da dann
0¥ keine Komponente e, besitzt.

=3

Bp L By
—  fiir Axialsymmetrie liegt Bp in Meridianebene.

Satz:
Ein toroidales Magnetfeld B wird durch ein poloidales Stromsystem j P getrieben. Ein poloidales
Magnetfeld Bp wird durch ein toroidales Stromsystem j, . getrieben:

Op X By = pojp O X Bp = poj (VL.32)

mit
Bpr =0, x (Yrr) , Bp=09;x 9 x (Vpr) (VI1.33)
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Beweis:
Wir bilden die Rotation des toroidalen und poloidalen Magnetfeldes

Oy X By = 0y x | Op X (¥rr) ist poloidaler Vektor (vgl. B p-Struktur) (VI.34)
£ 'z T
=B,
=poj,
Oy X Bp = 03 X 0y X 0ux(Upr) = 0y x 0,0, (Vpr) — 0, x 02(Vpr)
z z % Oz %Oz z > Yz0% z % Oz
8£8£76é rotgrad=0

= Oy x (azxpp o 2@%) = 0y % (B2Up 1) — Oy x (20,Tp)
A A
rotgrad=0

= 0 X {(—3;\1113) z} toroidaler Vektor! (vgl. B, -Struktur) (VIL.35)

EmuolT

Felder im Auflenraum (Isolator)

z.B. auflerhalb der Erde: j, = j,. = 0 (Isolator Vakuum)

1
| = —0; X 0p X (Upr VI.36
Ip= 00> O (Urr) ( )
Hieraus folgt
0,7 = ByUp =0 (VL37)
= Ur =Ur(r); nur |r|-abhingig! (VI.38)

— Bp =0, (Yrr) =0,¥r x1 =0,V (V1.39)

=
X
I~
Il
o

In der letzten Umformung wurde 9,7 = = benutzt.
Folglich gilt folgender

Satz:

Toroidale Magnetfelder kénnen nur in leitenden Medien (in der Erde) existieren, nicht aber im
AuBlenraum.

, 1
Bp = o0 [(—a;\l/p) z] -0 (V1.40)
- 07Up = f(r) (VL.41)
— Bp =0, x 0y x (Upr) =0, (0,(r¥p)) —rd2¥p # 0 (VI1.42)

Folglich gilt folgender

Satz:

Im AufBlenraum eines Leiters (der Erde) kénnen nur poloidale Magnetfelder existieren.
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Dipol- und alle hoheren Multipol-Felder sind poloidal.
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Veranschaulichung der Aufspaltung fiir eine Kugel

GQXBT:MOJP

1. B konstruieren

Aquator: klar,

andere Breiten: parallel dazu
ist nur sinnvoll

— Brlr

2. Jp konstruieren;
Strome miissen sich
in leitfahiger Kugel schlieflen

_ ) Meridianebene
Breitenkreis

Or x Bp = MOZT
1. iT konstruieren

2. Bp konstruieren
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Einschub: Einige Vektor-Relationen!

0, % (rF) = O, F xr (V1.43)
Op X Oy x (1F) = =0, x (1 X 0,F) = —1rA+ 0,0, (rF) (V1.44)

Op X 0y X Oy x (rF) = A(rx8,F) = =0, X (rAF) =1 x 0,AF (V1.45)
rx Oy x (UF) = —rx (£x0,F) = =20, (1*F) + 0, (r*F) (V1.46)

Darstellung der Erzeungenden Funktionen:?

Ansatz: Entwicklung nach Kugelfunktionen

o] l
Urre0) = 3 3 B OY0.9) (VL7

oo l
Up(r,p0) = Y Y p"(NY"(0,¢) (VL48)

=1 m=—1
20+1 ;
Y70, 0) = 4/ 47:;” P (cosf)e™? (V1.49)
Hierbei sind die P/ die zugeordneten Legendre-Polynome. Auflerdem ist 69 =1, 61 =2 = ... = 2.

Die so entstehenden Funktionen Y;” sind die Kugelflichenfunktionen. Die Entwicklung nach ihnen
ist moglich, da sie ein ONS bilden.
Einsetzen in Darstellung von B und Integration:

m _ 1 “m

') = l(l+1)j{£ 9, x BY,”™dQ (VL50)
m _ 1 —m

p'(r) = Ty }{t BY,”™dQ (VL51)

Bei Integration iiber eine Kugeloberfliche gilt dQ) = r?sinfdfdyp

Bemerkung:
Hier bestétigt sich nochmals, dass im Isolator(j = 0 bzw. 9, x B = 0) ¢/* = 0 und somit By =0
gilt.

1F. Krause & K.H.Rédler: Mean-Field Magnetohydro-Dynamos and Dynamo Theory, Pegamon Press 1980 p.166
2Jacobs, Geomagnetism 2, p.204
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Abbildung VI.1: Polodiale und toroidale Felder

(p)

VI.6 Wege zur Losung der Dynamo-Gleichung (Kinetmati-
scher Dynamo)

e Vorgabe eines Geschwindigkeitsfeldes u: Differentielle Rotation (vgl. Kepler), Konvektion
(Coriolis-Kr.)

e Berechnung eines nicht abklingenden Magnetfeldes

(a) Kugelfunktions-Reihenansitze fiir B und u, Einsetzen in Dynamo-Gleichung

= unendliche Reihe gekoppelter poloidaler und toroidaler Moden fiir stationéiren Dynamo

(8t = 0)
= Bullard-Gellman (1954): bis 1=12 und numerische Losung

= fiir p{-Feld (Dipol) mit 10° nT an der Erdoberfliche finden sie t3-Feld mit 10" nT
(Bullard-Gellman-Modell lisst sehr grofies toroidales Feld zu; nicht nachweisbar)

= Gibbson und Roberts (1969) zeigen, dass B-G-Reihe nicht konvergiert!
(b) Anti-Satz:
Cowling (1933): Es koénnen durch einen Dynamo-Prozess keine Magnetfelder erzeugt oder
aufrecht erhalten werden, die
(i) axialsymmetrisch (sphéirisches Koordinaten-System)

(ii) nur von zwei der drei kartesischen Koordinatnen abhéngig
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sind.
— Magnetfeld muss echt dreidimensional sein, z.B. schraubenférmig (Spirale, Zyklone) d.h.
Losungen sind recht kompliziert.

Ziel: Verstarkungsmechanismen fiir Teil-Felder (qualitativ)

(¢) Der w-Effekt: Verstirkung des toroidalen Feldes im Kern aus dem poloidalen Feld heraus
(auf Kosten von Bp) vermittels differentieller Rotation (Innerer Kern rotiert schneller als
duflere Teile, w = w(r))

Saatfeld: P}(B) @ TY(v)® eingefrorener Fluss

= T3(B),

d.h. w-Effekt verstérkt ein toroidales B-Feld, aber nicht das urspriingliche poloidale B-Feld,
hierzu ist ein anderer Effekt notwendig.

Fiir Moden hoherer Ordnung funktioniert der w-Effekt analog. Das prinzipielle Vorgehen
veranschaulicht Abb. VI.2.

7° velocity . -
P; magnetic - 3 Poloidal and
7;* mognetic

Abbildung VI.2: Dipol- und Quadrupolfelder werden durch axialsymmetrische Geschwindigkeits-
felder erzeugt. (a) Ein Beispiel eines Dipolfeldes, (b) ein Beispiel fiir ein Quadrupolfeld. Achtung:
Die Erde ist “falsch” gepolt!
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(d) Der a-Effekt: Verstirkung des poloidalen Feldes Bp auf Kosten des toroidalen Feldes B
vermittels der Konvektion.

)

U

Konvektionsbewegung im &ufieren Kern: )
z.B. Nordhalbkugel: vom Aquator nach N (1) oder Siidhalbkugel: von S zum Aquator (2)
Problem: Konvektionsbewegungen sind i.a.turbulente Bewegungen

Frage: Welchen Beitrag leisten turbulente Felder (u, B) zu den gemittelten Feldern (die uns
interessieren)?

Antwort:3 Mean-Field-Elektrodynamics —  «o-Effekt

Einfithrung gemittelter <> und fluktuierender ()’ Anteile:

B = <B>+B (VL52)
U = <u>+u (VL53)
mit
<B'>=0 , <u>=0

Einsetzen in Dynamo-Gleichungen:

9 (<B>+B)=nA(<B>+B)+0,x(<u>x<B>+<u>xB +ux <B>+u x B
(VL.54)

Mitteln der Dynamo-Gleichung;:
h<B>=nA<B>+40, X (Ku>Xx<B>)+0,x <u xB' > (V1.55)

Esist < v/ x B’ >0, da B’ und v’ korreliert sind (E’ wird in irgendeiner Weise aus v’ getrieben).

3Steenback und Krause, 1966
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e Der Term wirkt wie ein zusétzliches elektromagnetisches Feld

e Die Berechnung ist kompliziert, hangt von < u > und < B > in allen anderen Punkten des
Raumes ab; lokal kann man approximieren (ohne Ableitung):

<u xB >=a<B>-80,x<B> (V1.56)

Gewisse Plausabilitédt vermittels Tensor-Darstellung:

< é‘ijkl};B;c >= adij < Bj > —ﬂé‘ijkaxj < Bp>=a<B; > —ﬁ&ijkaxj < By > (VI.57)
— h<B> = NA<B>40, x(Ku>Xx<B>)4+a<B>—F 0, x0:x <(BL5HY)
——
0,0, — 02
20z = Ugp
=0 =A
B = (M—B)A<B>+0; X (<u>x<B>)+ad,x <B> (VIL.59)
——" N——— —/
n’ =a—Effekt

Der n/-Term zeigt, dass Turbulenz zur Diffusion des Magnetfeldes beitriigt, wihrend beim a-Effekt
Turbulenz das Magnetfeld treibt.

Konsequenz des a-Terms fiir den Strom:

j = o(E+uxB) (V1.60)
<j> = o|<E>+<u>x<B>4+a<B>-0dx<B> (VIL.61)
- ————
po<j>
g
] = ———(<E B B 1.62
<j> 1+05M0(<7>+<u>x<7>+a<7>) (V1.62)
N——
=or

Hierbei ist die turbulente Leitfahigkeit o grofler als o.
Auflerdem folgt hieraus auch, dass die gemittelten Gréflen auch eine Komponente

<j>l<B>

haben kénnen (zusitzlich), d.h. toroidales (poloidales) < B > ist mit toroidalem (poloidalem)
< j > verbunden! oder: Fiir gemittelte Felder gilt das Cowling-Theorem nicht: Axialsymmetrie
ist durchaus moglich.
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V1.7 Zwei Grundtypen von Dynamos

(a) aw-Dynamo?*

{a) (b)

Abbildung VI.3: Strecken und zusammenziehen der magnetischen Feldlinien durch Fluidbewegun-
gen im fliissigen Kern: (a) differentielle Rotation (77 Bewegung), die ein toroidales Feld vom Typ
T5 aus einem anfiinglichen Dipolfeld vom Typ S; produziert, (b) spiralformige Bewegungen bilden
Schleifen in den Th-Feldlinien.

Bp
Bp Bp
a <0 l.
a>0
«
B e

w ) Maxwell
Bp _— T Jjr Bp

4Levy (1976), Ann.Rev.Earth and planet. Sci., 4, 164 und 169
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(b) a?-Dynamo

Die Riickkopplung erfolgt in beide Richtungen iiber den a-Effekt.
Schema des a?-Dynamos:

QEISIST

a . Maxwell el .
Bp — jp E— Br E— JT

Maxwell
R

(c) Mischformen sind méglich: z.B. a?w-Dynamo

Welcher Dynamo-Typ trifft auf die Erde zu? Wahrscheinlich a?-Dynamo!

Das Magnetfeld der Sonne wird wahrscheinlich von einem aw-Dynamo angetrieben.
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KapPiTEL VII

Instabilitatstheorie

These:

Systeme mit sehr vielen Freiheitsgraden befinden sich selten in einem stabilen Gleichgewichtszu-
stand. Sehr viel hdufiger sind

e Nichtgleichgewichtszustédnde

e Quasi-Gleichgewichtszustinde

Diese Zustande sind instabil.

Beispiele fiir Systeme mit vielen Freiheitsgrade:

Plasma aus Punktteilchen

Plasma aus Teilchen mit inneren Freiheitsgraden (jedes Teilchen hat innere Freiheitsgrade,
sogar Elektronen)

Lebewesen (Zell-Verbénde)

Populationen von Lebewesen

Gesellschaften (Sozial-Verbénde)
Besonders interessant sind Systeme, die nahe an einem Gleichgewicht, aber doch instabil sind.

e Balance zwischen Konstanz und Verédnderung
e Genetik und Evolution

e Soziale Stabilitdt und Wirtschaftswachstum

Instabilitidt: Gewisse Parameter ( = Storung des Gleichgewichts) wachsen an, bis sie ggf. einen
Gleichgewichtszustand bilden.

e Verschiedene Parameter fithren unterschiedlich schnell weg vom alten und hin zu einem neuen
Gleichgewichtszustand.

e Die schnellen Prozesse bestimmen die Dynamik, den Verlauf und den Weg der instabilen
Entwicklung. In stabilen Systemen ist es umgekehrt: Die langsamen Prozesse bestimmen die
Dynamik, die schnellen Prozesse sind adiabatisch versklavt.

Beispiel: Behorden (stabil)
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VII.1 Quellen instabiler Prozesse im Plasma

e Betrachtung eines Gleichgewichtszustandes im Plasma

Gleichgewichtszustand sei instabil
— Plasmaparameter bewegen sich von Gleichgewichtsparametern weg
= 7 Stoérungen” bauen sich auf

Storungen enthalten im Allgemeinen Energie

— Es muss im Plasma irgendwo eine Uberschuss-Energie vorhanden sein, die angezapft
wird, damit dieser Prozess in Gang kommt. Uberschuss-Energie wird auch héufig freie
Energie genannt, hat aber mit der Freien Energie als thermodynamische Zustandsgrofie
i.a. nichts zu tun (frei = verfiigbar).

Uberschuss-Energie kann in einer Vielzahl verschiedener Plasma-Konfigurationen enthalten
sein:

(a) Konfiguration des Ortsraumes

(b) Konfiguration des Geschwindigkeitsraumes

Beispiel zu (a): Kink-Instabilitét

(a) Magnetfeld nach Ampereschem Gesetz

O o0 0 0 0 0

Plasma-

saule

¥ ¥ ® & & &

Gleichgewicht = Balance von nach innen gerichtetem magnetischem Druck und
nach auflen gerichtetem thermischen Plasmadruck

(b) Stérung durch Knick
Anwachsen einer solchen Stérung = Knick-Instabilitét ("kink”)

Verringerter magnet. Druck

o
O © o 0

&
® ® ® ®
\ erhohter magnet. Druck
e Beispiel zu (b)

Homogener Ortsraum mit Standardplasma
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— Drift der Elektronen gegen die Ionen

0 ()

uw, =1 0 , U, = 0

0 0
|

F; Fe
l
|
T Uz
0 |
ug
Uberschuss-Energie = Drift der Elekronen (kinetische Energie). Anregung von

Langmuir-Wellen

— Bump-on-the-tail

F; Maxwell-Verteilung

|
L/
! |
[
[ v
T T

— —
Oy, Fe >0

— Wellen mit Phasengeschwindigkeit in diesem Bereich siecht mehr schnelle als lang-
same Elektronen; umgekehrte Situation wie bei Landau-Dampfung

— Wachstum der Welle

VII.2 Ausgezeichnete Rolle der Maxwell-Verteilung

e Mathematisches Argument: Zentraler Grenzwertsatz: Natiirliche Verteilungen konvergieren
gegen Normalverteilungen

e Physikalisches Argument: Maxwell-Verteilung entspricht Zustand maximaler Entropie

e Verifizierung des physikalischen Arguments:

Definition der Entropie :
S=-> pinp (VIL1)

Hierbei ist p; die Wahrscheinlichkeit, dass vom System der Zustand i eingenommen wird.

Fiir ein Plasma gilt (Komponenten-Index a wird unterdriickt):

pi < F(z,v,t)d* (VIL2)
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Die anschauliche Bedeutung von F(z,v,t)dv bei festem (z,t) ist die Anzahl der Teilchen bei v in
d3v je Volumen des Ortsraumes oder dquivalent die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen mit v in d3v

anzutreffen.

Damit ergibt sich die Verallgemeinerung der Entropie-Definition

S(a,t) = —kp / F(z,0,t)In F(z, v, )d%

(a) Vlasov-Plasma:

diF'

— d;S

diS
— S

(b) Boltzmann-Plasma:

Satz:

K
= OF +00,F + —0,F =0

- —kB/(thlnF+th) d3v
=0

const

oF
F=("=
dt <5t>coll#0

Die Maxwell-Verteilung ist von maximaler Entropie.

Beweis:

Variationsproblem mit Nebenbedingung

mn(z, t)u(z,t) =

n(z,t) = [ F(z,v,t)d* Teilchenzahlerhaltung
i muFd3v Impulserhaltung
[ ZviFd*y Gesamtenergieerhaltung

Eg =

Az, t), plz,t), v(z,t) Langrange-Parameter

Es folgt

(VIL3)

(VIL4)

(VIL5)

(VIL6)
(VILT)

(VILS)

(VIL9)
(VIL10)
(VIL11)

1) {S + A (n — /Fd3v> +u <mnu — /vad%) +v (59 — / T;szdg‘v)} =0

(VIL12)

{—kb/(lnF+ 1) §Fd3y — /\/6Fd3v - ,u/myéFd% - U/T;’UQ(SFdBU} =0 (VIIL.13)

kp(InF + 1) + X+ muw + ugf —0

exp | —1— i _ TR vmy”
p b kg 2kp

_kp+tr mmu? (Hgf

=Tv

e~ kB e 2kpv g 2kp

(VIL.14)

(VIL15)

(VIL16)
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Elimination der Lagrange-Parameter:

A
n_/Fd?’v = ex kBt A ex Ty
- e ks P 2kp
( k
= exp|—
ex —kB+)\ ex il
P kB P 2]{131/
om ° vm
F = -
" 27‘1’]{53 exp( 2]€B
e
H
u = ——
v
vm > vm
F = e
271']63 ewp( Qk‘B
v:
m
€g =
[vm
%(2*2) = W
.o omn ]
g 2 ﬁ3
_omn 5, mn 1 2kpT 2
o= Ut 2ﬁ3ym2ﬁ
m 3kp
Eg = TLEQZ—FTLi?
N _1
ST

Somit folgt

m m
F(z,v,t) = n(z,t), | ———— (v —u(x,t
(2.0) = i) 5o (g s (- at )
bzw. mit
2kgT

Evf = kT — vy = B
2 m
F=n

3
B+ ex iy \/ 2k \/E3
kp P 2kpv vm
u? vm °
n

RE
(e 2))

nur ablesen, ohne Rechnung

(v—U)2>

-3

(Gleichverteilungssatz)

<vt5%>3“p (‘ (_u)>

3
93 mn [ vm 5 vm 2\ 3
= — Fd = — —— (v — d 11.22
5 | vFd 2,/%1@ /vewp< QkB(Q u)) v (VIL22)
W

(VIL18)

(VIL.19)

(VII.20)

(VIL21)

(VIL.23)

2
dBw (, / % w? + \/ ;/]Z;wu—&—u?> exp (—u) (VIL.24)

(VIL25)

(VII.26)

(VIL.27)

(VII.28)

(VIL.29)

(VIL.30)



118 VII. Instabilititstheorie

VII.3 Beispiele fiir Plasmainstabilititen

VIL.3.1 Beam-Plasma-Instabilitit (Zwei-Strom-Instabilitit im stof3frei-
en Plasma)

Wir betrachten ein homogenes, unbegrenztes und stoffreies Plasma und nehmen
Eo =0, Eo =0 (VH.31)

an, lassen jedoch eine Relativbewegung zwischen den Komponenten zu.
Konkret betrachten wir drei Populationen (o, 3,7):

a: langsame Elektronen, F,g
B: schnelle Elektronen, Fjgg

v: Ionen, F,

Im Gleichgewicht gilt

Po = —engo —engo+ gyen,o =0 (VIL.32)
Jo = T€Na0lag — ENGLgo T GyENy0ly = 0 (VIL33)
Naol, +n u
T (VIL34)
qyM~0

O.B.d.A. wechseln wir in das Ionen-System: u., = 0. Damit erhalten wir

Nao
Ugyg = —— U0 VII.35
230 ns0 2a0 ( )

d.h. zwei Elektronen-Komponenten strémen gegeneinander. Somit ist die Existenz des Gleichge-
wichtszustandes offensichtlich.

Wir nehmen an, dass jede Komponente fiir sich auch stabil ist, d.h. z.B. Maxwell-Verteilungen

_ 2
Fos = 71]”06 )Sexp <_(v 2@@5) ) ;o 0=a,B,y (VIL.36)

Uts

Das Plasma als ganzes ist jedoch sicher instabil:
Die sich gegenseitig durchdringenden Plasmakomponenten werden dies nicht ungestort
iiberstehen; Storungen werden das Gleichgewicht zerstéren und anwachsen;
Anregung instabiler Wellenmoden
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Stabilitéitsanalyse =

Auffinden stabiler und instabiler Wellenmoden

stabil: z.B. wie 4.2.1

instabil: jetzt

Bezeichnung: Normalmodenanalyse (Normalmoden = Eigenmoden)

e Technisches Vorgehen: Wie Abschnitt 4.2.

Wegen der in 4.2. fiir die Linearisierung des Maxwell-Vlasov-System vorausgesetzten Kleinheit der
Wellenamplituden kann es bei instabilen (=anwachsenden) Wellen im Laufe des Anwachsens zum
Konflikt kommen, da die Amplituden nicht mehr klein sein miissen. Die Dynamik geht dann in
eine nichtlineare Phase iiber, die in der Regel nicht mehr analytisch beherrschbar ist; ggf. aber
numerisch; ist hier aber nicht zu diskutieren.

Bei der Auswertung des linearisierten Systems konzentrieren wir uns nun auf die longitudinale
Mode (ehemals Langmuir-Wellen). Die Dispersionsrelation lautet

w? w? wy
- e < n VIL37
(w = kuga))?  (w—kugg)®  (w — kugy)? ( )

2,2
2 2 2 2 [ 45€" 106
we=wi fwi R w Wps = VII.38
pe pr pe ) D E0Ms ( )

und werten die Dispersionsrelation ndherungsweise aus:

Wir vergleichen dies mit

Sei ugy = 0 (Ionen-Bezugssystem) und w,, < Wpa, wps wenn «, 3 = e. Der dritte Term in
der Dispersionsrelation kann vernachléssigt werden, da der Zéhler klein ist und der Nenner nicht

verschwindet.

w2

2
W,
1— pa - pp =0 (VIL39)
(W= kuga))? (W — kugg))?

Dies entspricht einem Polynom 4.Grdades mit entweder

e 4 reellen Losungen fiir w oder
e 2 konjugiert komplexe Losungen oder

e 2 reellen und einer konjugiert komplexen Losung.

Falls es eine konjugiert komplexe Losung gibt, d.h.
w = w, £ iw; (w; > 0) (VI1.40)

dann gibt es immer einen Fall
Imw > 0,

was gerade instabilen Wellen entspricht, da

E,(z,t) < By (k,w)e” ™" oc et (VIL41)
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Eine weitere analytische Diskussion ist moglich, wenn

wpg L Wpa , d.h. nog K ngq  (diinner Beam)

w2 2 2
po — ~
b (w — kupq)? (= buog))” = wps ~ 0

Die Faktoren links werden getrennt null gesetzt:

w—kuge = Fwpa
w = kuoﬁu
Sei ugq| < 0 wegen ugg) = —ZT";anH
= ugg| > [ugyl
w

Néherung brauchbar bis auf Kreuzungspunkte, dort Aufspaltung!

X — =

oder

X — )

Hier ( nur I. Quadrant dargestellt, IV. analog)

(VIL.42)

(VIL.43)

(VIL44)
(VIL45)

(VIL46)
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