Zweidimensionale, inkompressible
Stromungen mit viskosem Impulstransport

Definitionen:

Bei zweidimensionalen Stromungen variiert der
Strdmungszustand nur in 2 Kordinatenrichtungen

—

w:@ u=u(xy) v=v(xy) p=p(xy)

Bei inkompressiblen Stromungen ist die Dichte des Fluids
p=konst

Bei stationaren Stromungen sind die Stromungsgrof3en
nicht von der Zeit abhangig

Vorlesung ,,Grundlagen der Stromungsmechanik®, Wintersemester 2010/11
Prof. Dr.-Ing. R. Radespiel 1

Institut fur Stromungsmechanik, TU Braunschweig



Kontinuitatsgleichung

2D Stromung: Variationen der Stromung nur in x und y-Richtungen
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Grundlage des Impulssatzes

Ausgangspunkt ist Impulssatz in integraler Form (Kapitel 3)

({pm-(Ww-R)dO = F,
O

Oberfachenkraft
Impulsfluss tber

Oberflache O j‘j— pn+rt t dO

O /
bisher: Tangentialspannung aus Newton‘'schem Elementargesetz
des viskosen Impulsaustauschs



Spannungszustand an der Oberflache
des Kontrollvolumens

2D Stromung: Spannungen nur in X und y-Richtungen
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Abspalten des Drucks in den
Normalspannungen

Druck ist Anteil der Normalspannung, der in alle Koordinatenrichtungen
gleich grof3 ist. Der Druck wirkt entgegen der auf3eren Normalen:

Die verbleibenden viskosen Spannungen bilden
den viskose Spannungsmatrix (auch deviatorischer Tensor):
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Beziehung zwischen Spannungen und
Verformungsgeschwindigkeiten

1. Normalspannungen

Empirischer Ansatz: Viskose Spannung ist linear zu
Formanderung in betreffende Richtung

ou
T = 2 OX
N
Ty = 2,u—ay

Dynamische Viskositat y siehe Kap. 1.2.3



Kinematische Interpretation ou 0 oV
der Normalspannung oX !
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Kinematische Interpretation ou N ov 0
der Normalspannung oX 0y B
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Effekt: Stauchung in x, Dehnung iny,
keine Volumenanderung



Kinematische Interpretation
der Normalspannung
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2 Effekte: Dehnung in x undy,
Volumenéanderung



Beziehung zwischen Spannungen und
Verformungsgeschwindigkeiten

2. Tangentialspannungen

Jetzt Verallgemeinerung des Verformungszustands der Schubverformung
ou N ov
v oy  OX

Newton‘sches Gesetz des viskosen Impulsaustauschs enthalten!
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Kinematische Interpretation ou

der Tangentialspannung 8_y>0

Scherdeformation des Volumenelements

keine Volumenanderung
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Impulsgleichung: Fluss tUber Oberflache

i v+ﬂdy
Impulsbilanz fir Kontrollvolumen war X/J oy 2y
| U+—0X
| 0

W-(W-A)dO = F
‘(‘;‘Yp ( ) 0 Uiy : |-
/’, \
X-Richtung: - f y
LS. = —(pub dy)u— (ovb dx)u + (pu + a(g(”) dx)b dy (u +%dx)+(pv+ ag;v) dy)b dx (u +%dy)

Terme erster Ordnung:

[{pu@-mdo = |u a(pu)Jr,ouﬂdedyb{u a(pv)+pv@jdxdyb
. 0X 0X 0y oy

Abziehen der Kontinuitatsgleichung liefert:

ou
oy

j\‘“pu(v*v-ﬁ)do = p[u au+v jdxdyb
2 0X
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Impulsgleichung: Gesamtbilanz

Oberflachenkrafte in x-Richtung:

Fox =(rxx+ﬂdx— p—@dxjdyb+(—rxx+ p) dyb +
oX 0X
e+ 2% gy laxb + (— 2. ) dxb 1 5
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I — y
0 I '
= { gp + aaz-xx + ;Xy jb dx dy - ! o + aa‘j(x dx
X X y & ! .
/L _____ ———
‘///’ny‘_ N
X
Ergebnis: Und analog in y-Richtung:
ot ov oV op Or, Or,
pu8u+v(9u :_8p+arxx+ Xy p(u_JrV_]:_ P, %y T
ox oy ox ox oy ox  dy oy 9y  ox
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Impulsgleichung -3

Viskose Spannungen in x-Gleichung eingesetzt
ou  au op o’u o
p| u +V =——+U >t >
ox  dy 0X ox: oy

Und analog in y-Richtung

Navier-Stokes-Gleichungen fur inkompressible 2D Stromung
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Grundlagen der Grenzschichttheorie

« Asymptotische Theorie fir grol3e Reynoldszahlen
« Erstmalig aufgestellt von Ludwig Prandtl, Goéttingen, 1905

« Die Reynoldszahl beschreibt das Verhéltnis von
Tragheitskraften und Reibungskraften im Strémungsfeld

« Esqqilt Re=U_l/v, |- Kodrperlange, v — kinematische Zahigkeit

Anwendungen der Grenzschichttheorie

« Berechnung von Profilen, Tragfligeln, Rimpfen von Flugzeugen

« Berechnung des Reibungswiderstands von bodengebunden
Fahrzeugen

« Berechnung von Stromungen mit Warmetbergang
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Eigenschaften von Grenzschichten

Grenzfall grof3er Reynoldszahlen:
- Viskositat sehr klein
- Haftbedingung bleibt 5 1 U
- Scherschichtdicke sehr gering: —= . Re=f""
- Aufteilung der Strémung in | JRe H

- viskose Grenzschicht

- nicht viskose AuRenstromung w(x:¥)




Entdimensionierung der Grundgleichungen

Charakteristische Grol3en:
- U Geschwindigkeit der Zustromung
- | Lange des schlanken Korpers

x* hat O(1)
X*:é' *:X' u*:i' V*:l' *:—p u*hatO(l)
’ y ’ ! ] p 2
| | U U pU y* hat O(5/1)

1{x,¥)
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Entdimensionierung der Grundgleichungen

Charakteristische Gréfden:
- U Geschwindigkeit der Zustromung
- | Lange des schlanken Korpers

x* hat O(1)
« X . « U « V «
X'=20 y=d W= Vi p :—p2 u* hat O(1)
| | U U pU y* hat O(5/1)
Kontinuitatsgleichung:
8_u+@20 wird zu 6u*+av*zo
oxX oy oXx oy
Abschatzung:
ou” - AU Anderung von u* tiber x* ist von O(1)
ox~ AX Anderung von y* tiber Grenzschicht ist von O(8/1)

—> Kontinuitatsgleichung wird erftllt mit v* von O(d/l)
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Abschéatzung der Bewegungsgleichungen

Charakteristische Grof3en:
- U Geschwindigkeit der Zustromung

- | Lange des schlanken Korpers x* hat O(1)
s X o« Y, ._U . VvV . P u* hat O(1)
T YT YT YTy P Tour yrhaton)

v* hat O(5/1)

Impulsgleichung (Navier-Stokes) in x-Richtung:

1/Re

Abschatzung:

Terme der linken Seite der Glg. sind von O(1)
Druckterm zundchst offen

*

_
1 Ju Ist von O(1) 1 o

Re @/*2 Re ox”

ist von O(d/1)?

2
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Abschatzung der Bewegungsgleichungen

Charakteristische Grof3en:
- U Geschwindigkeit der Zustromung

- | Lange des schlanken Korpers x* hat O(1)
s X o« Y, ._U . VvV . P u* hat O(1)
T YT YT YTy P Tour yrhaton)

v* hat O(8/1)
Impulsgleichung (Navier-Stokes) in y-Richtung:

. N N 8p* 1, 0N oV
(u T % + *) = * + ( 2 +
OX oy oy Re /ox* 0

Abschéatzung:

Konvektive und viskose Terme der Glg. sind von O(4/1) oder kleiner

—> Druckgradient in y-Richtung strebt gegen 0 fiir groRe Reynoldszahlen
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Grenzschichtgleichungen flir Re 2«

Kontinuitatsgleichung:

ou ov
+ =
ox oy

0

Impulsgleichung (Navier-Stokes) in x-Richtung:

ou ou 1dp o°u
u +V =—=—tv—

0X oy o dx oy

Impulsgleichung (Navier-Stokes) in y-Richtung:

)
oy

» Gleichungssystem mit 2 Unbekannten u,V.
« Druck ist in Normalenrichtung konstant, vorgegeben aus der

auf3eren, nichtviskosen Stromung
21



Randbedingungen

Gleichungssystem:

ou ov
+—=0
ox oy
2
uau +V8u __ld_pﬂjati 0 op
0X oy o dx oy oy

Randbedingungen an der Wand.:

y=0: u=0 und v=v,,

- u(y)

V, # O fir Absaugen oder Ausblasen

Randbedingungen am aul3eren Rand der Grenzschicht:

Stromfaden in der

P,

1U2(x)+&:iu gt
2 o 2 Jo,

U(x):\/2 P, =P >

o o der AufRenstrémung

o0 nichtviskosen Aul3enstroémung

Fur gegebene Druckverteilung



Wandbindung

Impulsgleichung:

ou ou 1dp o°u Y U—
u +V =——— 40
0X oy  pdx 0y’
wird in bei y=0 und mit u=v=0 - u(y)
d o°u
dp _ o
dx A

u
Ergebnis: Krummung des Geschwindigkeitsprofils hangt vom

Druckgradienten ab!

y y 1

— u(y) — u(y)

dp/dx<0 dp/dx >0

beschleunigte Strémung verzdgerte Stromung 23



Grenzschichtdicke

Grenzschichtrand y=¢ dort wo

<— on —>

u(y) =0,99U
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Verdrangungswirkung

Y1 U Volumenstrom in Grenzschicht
geringer als in der Aul3enstromung um
- u(y) I(U —u)dy
0
u

Def.. Die Verdrangungsdicke bezeichnet diejenige Dicke, um welche die
Aul3enstromung infolge der Geschwindigkeitsminderung in der
Grenzschicht nach aul3en abgedrangt wird.

y

o0

Us, :I(U —u)dy oder 4, :j(l—ngy
0

0

N
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