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35. Bewegung im Zentralkraftfeld (12 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass in Kugelkoordinaten die Hamiltonsche Funktion fiir die Bewegung
in einem Zentralkraftfeld mit dem Potential V' (r) die Form
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hat.
(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Hamilton-Jacobi-Gleichung und dem Separationsansatz
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dass drei Konstanten
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der Bewegung existieren.

(c) Erldutern Sie die anschauliche Bedeutung der Konstanten. Betrachten Sie dazu den
Drehimpuls.

(d) Im Folgenden betrachten wir den Fall ¢ = const, also eine ebene Bewegung im Zen-
tralfeld. Geben Sie die Wirkungsfunktion S an. Bestimmen Sie daraus die Bahnkurve
in der Form ¢ = o(r) und ¢t = t(r).

36. Bohr-Sommerfeldsche Quantisierungsbedingung (3 Punkte)

(a) Berechnen Sie mit der Losung aus Aufgabe 34 fiir den eindimensionalen harmonischen
Oszillator die Phasenraumintegrale

J = jl{pdq und J' = y{p'dq’

iiber eine volle Periode. Dass beide Integrale denselben Wert ergeben ist kein Zufall,
sondern eine fundamentale Aussage: Das Phasenraumintegral [ pdg ist invariant unter
kanonischer Transformation.



(b) Die sogenannte Bohr-Sommerfeldsche Quantisierungsbedingung besagt, dass fiir pe-
riodische Bewegungen J = nh gilt, wobei h das Planksche Wirkunsquantum und
n eine positive, ganze Zahl ist. Zeigen Sie, dass demzufolge fiir die “gequantelten”
Energiewerte des harmonischen Oszillators

U, = niw = nhw
2T
gilt.
Anmerkung: Dieselbe Uberlegung angewandt auf das Keplerproblem fiihrt auf die
Energiequantisierung des Wasserstoffatoms, mit dem Bohr die Spektrallinien des
Wasserstofls erfolgreich erklidren konnte (Bohrsches Atommodell).

37. Satz von Liouville (5 Punkte)

Man iiberpriife den Satz von Liouville fiir den Fall eines elastischen Stofles zweier Massen-
punkte, die sich auf einer Geraden bewegen, indem man die Konstanz eines Phasenvolu-
menelements df) zeigt.

Anleitung: Nehmen Sie den Impuls der Teilchen vor dem Stofl (und damit auch nach dem
StoB) als konstant an. Zeigen Sie dann getrennt die Erhaltung des Phasenraumvolumens
fiir die Bewegung vor den Stof3, nach dem Stofl und beim Stoff. Die Impulse nach dem Stof3
diirfen dabei ohne Rechnung aus der Literatur iibernommen werden.



