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1. Übungsblatt Präsenzübung
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Stichworte: Gradient, Rotation, konservatives Feld, Linienintegral

1. Differentialoperatoren

• Der Gradient eines skalaren Feldes Φ(x) ist

grad Φ = ∇Φ = ∂xΦ in 3D=

 ∂x

∂y

∂z

 Φ .

Der Gradient zeigt in Richtung des steilsten Anstiegs von Φ.

• Die Divergenz eines Vektorfeldes A(x) ist

div A = ∇ ·A =
n∑

i=1

∂Ai

∂xi

in 3D=
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z
.

Anschaulich stellt die Divergenz die Quellstärke von A dar.

• Die Rotation eines Vektorfeldes A(x) ist

rot A = ∇×A =

 ∂yAz − ∂zAy

∂zAx − ∂xAz

∂xAy − ∂zAx

 .

Anschaulich stellt die Rotation die Wirbelstärke von A dar.

(a) Es ist |x| = r =
√

x2 + y2 + z2. Berechnen Sie

(i) grad r (ii) div x (iii) grad |x− x′|
(iv) grad ′|x− x′| (v) grad 1

r (vi) grad 1
|x−x′|

(vii) grad ′ 1
|x−x′| (viii) grad ln r

(b) Es sei

A(x, y, z) =

 x− 2y
2x

−1
2(x2 + y2)

 , Φ(x, y, z) = −4xy2−3xz+8yz3 und B = ∇Φ .

Berechnen Sie rot A, rot B = rot grad Φ und div rot A.



(c) Zeigen Sie, dass allgemein gilt

div rotF = 0

rot grad f = 0

für beliebige F und f .

2. Linienintegral

Als Linienintegral bezeichnen wir das Integral über ein Vektorfeld F längs
eines Weges s(t):

x1∫
x0

Fds =

t1∫
t0

F (s(t))
ds(t)
dt

dt .

Bestimmen sie das Linienintegral von A von x0 = (−1, 0, 0) nach x1 =
(1, 0, 0) für die Wege

s1(t) = (2t− 1, 0, 0) t ∈ [0, 1]

s2(t) = (cos t, sin t, 0) t ∈ [π, 0]

Die Bogenlänge s(t) einer Kurve s(t) ist gegeben durch

s(t) =

x1∫
x0

|ds| =
t1∫

t0

∣∣∣∣ds(t)
dt

∣∣∣∣ dt .

Berechnen Sie die Bogenlängen von s1(t) und s2(t).

3. Differentialgleichungen I

Lösen sie folgende Differentialgleichungen

(a) y′(x) = −xy(x)

(b) ẋ2 + x = U

(c) y′′ − 3y′ + y = 0
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