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6 Bilanz - Gleichungen

6.1 Bilanz der elektromagnetischen Energie

Durchflutungs- und Induktionsgesetz werden in folgender Weise miteinander kombiniert:

E-rotH=FE-OD+E-j

H-rot E=-HoB

Das ergibt
E-rotH —H-rotE=ED+HWB+E-j . (I1.36)

—div (Hx )

Die Grofle
I=ExH

heifit Poynting-Vektor. Sie hat den Charakter einer Energiestromdichte.
Folglich ergibt sich zunéchst
divl+ EOD+HGB+E-j=0 . (I1.37)

Die weitere Umformung dieser Gleichung wird unter der Annahme eines elektrisch wie magnetisch
linearen Mediums gemacht; auflerdem seien die Materialtensoren zeitunabhéngig und symmetrisch.
Diese Annahmen sind in verlustfreien Medien erfiillt. Dann gilt

EOD =E-0(cE)=30(E -e¢E)=30,(E-D) (I1.38)

da 30/(E-eE) = 3(OE)eE + 5 Ed(c E)

~ =

2
= 3E0(cE) + 3 E0i(

cE)
= Eat (EE) 9
sowie 1
HOB =01 B) . (11.39)
Wir fithren mittels )
w=3(E-D+HB) (11.40)

die elektromagnetische Energiedichte ein und vermittels
L(Joule) — E . l (1141)
die Joulesche Verlustleistungsdichte. Dann kann (I1.37) zusammengefafit werden zu

Opu + div Il = — ,Joule) (Poyntingscher Satz). (I1.42)

Diese Beziehung beschreibt die lokale Energiebilanz. Daraus folgt die globale Energiebilanz durch
Anwendung des Gaufischen Satzes auf ein Volumen V:

dt/UdV+/d1VHdV: 7/L(Jou1e) dv
\4

\% \%
U:/udV

\%4

Die Grofle
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ist die Gesamtenergie im Volumen V. Es folgt

deU + ]{ II-dS = — / Lo gy (I1.43)
S \%4

Die Gesamtenergie in V' #ndert sich durch den EnergiefluB ¢ IT - dS durch die Oberfléiche S von V
und durch die Jouleschen Verluste im Volumen V. Innerhalb der Jouleschen Verluste wird elek-
tromagnetische Energie in eine andere Energieform (Teilchenenergie, Wirme etc.) umgewandelt.

In Medien, die nicht durch eine lineare Materialgleichung beschrieben werden, treten im Poynting-
schen Satz Zusatzterme auf, z.B. aufgrund

e remanenter Magnetisierungen und Hysterese in ferromagnetischen Materialien

e nichtlinearer Polarisationen in nichtlinear-optischen Medien

6.2 Bilanz des elektromagnetischen Impulses

Durchflutungs- und Induktionsgesetz werden in folgender Weise miteinander kombiniert:

rotH x B=0;DxB+jxB

D xrotE=—-D x 0;B

Das ergibt
DxrotE—~rotHxB=-DXx0B—-0DxB~jxB (11.44)
=—0(DxB)—jxB. (I1.45)
Die Grofle
p:=DXxB

heifit elektromagnetische Impulsdichte. Man verifiziert die aus der Mechanik bekannte Maf-
einheit fiir eine Impulsdichte:

As V Vs VAs® Nms Ns
=[D][B] = FllBl=———=—-=——=—. 11.46
p]=[DIB] = (o) E)lB] = - — 5= =20 SRS 22 (114g)
Somit ergibt sich zunéchst
Op+D xrot E —rot H X B=—j x B. (11.47)

Da mittlerweile die Struktur von Bilanzgleichungen schon gut vertraut ist, liegt es nahe nach
Umformungen zu suchen, die die rot enthaltenden Terme in eine Divergenz iiberfithren. Um die
Rechnung iiberschaubar zu halten, wollen wir nur recht einfache Materialgleichungen betrachten:

D=cgl , H=rorB (lineare Medien) (I1.48)
mit Or,e=0 , 0Oy, 5=0 (homogene Materialien) (I1.49)
= gT , K= QT (symmetrische Materialtensoren) (I1.50)

Dann folgt nach der unten angegebenen Nebenrechnung
D x 10t B = 8y, (3D E 84 — DoEy) + Eq divD (I1.51)
—10t H x B = ,,(3H B 6. — HyB:) + H, divB (I1.52)
(I1.53)
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Die in diesem Term enthaltene Grofie

I
|

EoD+HoB-3(ED+HB)l1=EoD+HoB-ul (IL54)

in Komponentenschreibweise
Y = E,Dy + HyBy — udgp (1155)

heifit Maxwellscher Spannungstensor. Fiir die Medien mit vorausgesetzten symmetrischen
Materialtensoren ist der Spannungstensor ein symmetrischer Tensor:

2=3"  bzw.  Za =2 (11.56)

Im Abschnitt 12 greifen wir den Maxwellschen Spannungstensor wieder auf und betrachten eine
Darstellung, die auch fiir nichtsymmetrische Materialtensoren gilt.
Hier benutzen wir den Spannungstensor, um die Impuls - Flufldichte X als negativen Maxwellschen
Spannungstensor zu definieren: B

X=-3%. (IL57)
Man verifiziere die aus der Mechanik bekannte Mafleinheit fiir eine Impuls - Fludichte:
= As V2 VAs Nm Nsm Ns
] = [DIE]=[e][EP =5 === 2o o2 I
[Z]=IDIEI= [0l B = =T =2 =22 = 2 (IL58)

Setzen wir die Impuls - FluBdichte in die Bilanzgleichung ein und ersetzen die Divergenz - Terme
entsprechend der Maxwellgleichungen, so folgt

OPa + 0z, Bac = —0Eq — (j x B)a (I1.59)
Der Term
kE = 0B, + (j x B)a (11.60)
ist die Lorentz - Kraftdichte. Wir werden sie in Aschnitt 12 noch genauer untersuchen.

Wenn man die a-Komponente von ica als Vektor auffait, dann ist

0% ca (11.61)

gerade die Divergenz dieses Vektors und die Impuls - Bilanz hat die erwartete bekannte Form einer
Bilanz - Gleichung.

Zur Interpretation der Impuls - Bilanz lassen wir die Impuls - Flufldichte zunéchst aufler acht; z.B.
mogen alle Felder rdumlich homogen sein. Schreiben wir:

Ap = —(eE + j x B)At, (I1.62)

so liegt die Interpretation auf der Hand. Links steht die Verédnderung der Impulsdichte des elek-
tromagnetischen Feldes und rechts die negative Verdnderung der Impulsdichte, die von allen La-
dungen und Stromungen getragen wird. Die Summe aus beiden bleibt konstant. Wird die Impuls-
FluBdichte mit in die Betrachtung einbezogen, so beschreibt dieser Term das mogliche Zu- oder
Abflielen von Impuls.
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Nebenrechnung;:

o |

11y

E x rO‘DE]a = €abc €bd Ea €cef Oz By
mit  €abe Ecef = Oae Obf — Oaf Obe
= (0ae Oby — daf Ove) €bd Ea Ox Ef
= €pd Ea O, By — €bd Fa Oz, Fa
= Op, (lgbd EyEq) — €cq 40, E,
= 0z.(5 €bd By Eq 0ac — €cd Ba Eo) + €ca Eq 0r, Eq

(3
[gE X I’OtE]a zc( Ebd Eb Ed 5ac — €ed Ed Ea) + Ea axc (Ecd Ed)
(

1
2
1
2

[D xrot E], = 84, (5 DEGSuc — D¢ Eo) 4 Eq 0y, D,

o [I’Otéﬁ X E]a = €abe Ebde(amd'%ef Bf)Bc = Eabc Ebde Kef Bcadef
mit Eabec Ebde = _(61111 6ce - 6ae 6cd)
*(5ad 5ce - 5ae 5cd)’ief Bcadef
= —{fesBe Or, Bf — Kaf Be 02 By}

= - {535 (l kbd By Bq) — Kad Be 6chd}
{ Hbd By By bac — Kad Be Ba) + Kad Bd (%C,Bc}
{azc Kbd Bb Bd 5ac Rad Bd Bc) + Kad Bd achc}

LHBGS, —H, B )+Haachc}

6.3 Bilanz des elektromagnetischen Drehimpulses

Aus der Bilanz des Impulses kann die Bilanzgleichung fiir den elektromagnetischen Drehimpuls ge-
wonnen werden. In Analogie zur Mechanik wird die elektromagnetische Drehimpulsdichte definiert

als:
L:=zxp,
in Komponentenschreibweise

La ‘= Eabc Th Pc

p ist die im vorhergehendem Abschnitt eingefiihrte elektromagnetische Impulsdichte.

Die Impuls - Bilanz
Otpa + O, Deq = —ky
wird vektoriell mit dem Ortsvektor multipliziert. Es folgt
Eabe Ty OtPe + Eabe Tu0a, Dde = —Eabe Tb kL.
Nun gilt

Eabe Th atpc = at (Eabc Tp pc)v

(I1.80)

(IL.81)

(I1.82)

(I1.83)

(I1.84)
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da t und z;, unabhingig sind. Man verwechsele x; nicht mit der Ortskoordinate eines bewegten
Teilchens, fiir die sehr wohl 0;zp, # 0 gilt. Weiterhin gilt:

Eabe Lo afdidc = aiﬂd (Eabc Lb iECIC) — Eabe iclc amd Ty (1185)
= O, (Eabe Tb Bde) — Eabe Sde Oba (I1.86)
= azd (Eabc Ly iclc) — Eabe ibc- (1187)

Der Term ganz rechts verschwindet, da fiir jeden Index a die verbleibende Konstruktion eine
Spur aus einem symmetrischen Tensor (25, = ) und einem antisymmetrischen Tensor (g4pc =
—eqcp) darstellt und verschwindet. Da wir von der Impuls - Bilanz im vorhergehenden Abschnitt
ausgegangen sind, iibertragen sich natiirlich auch die Einschriankungen an die Materialgleichungen
auf den jetzigen Abschnitt. Insbesondere ist hier die Impuls - Flu3dichte ebenfalls symmetrisch.
Somit verbleibt

Eabe Tb Ony Bde = O, (Eabe Tb Sde)- (11.88)
Eingefiihrt werden nun iiber
Tia = Eabe Tb Sde (11.89)
der Tensor der Drehimpuls - Flufidichte und iiber
la = €abe Tt kf (I1.90)
die Drehmomentendichte der Lorentz - Kraft. Damit schreibt sich die Drehimpuls - Bilanz als
OrLq + 0z, Tea = —la, (I1.91)

in der wir die bekannte Form einer Bilanzgleichung wiedererkennen.

7 Elektromagnetische Potentiale

Durch die Einfithrung elektromagnetischer Potentiale ist das homogene Maxwell-System (I1.3) und
(I1.4) leicht zu befriedigen. Die Gleichung

divB=0
wird befriedigt durch Einfiihrung des Vektorpotentials A iiber
B=rotA . (1I1.92)

Das Induktionsgesetz
rot E 4+ ;B =rot (E+ 0;A) =0

wird befriedigt durch Einfiithrung des skalaren Potentials ® iiber

E+0A=—grad® . (I1.93)

Das ,,—“ wird in Analogie zur Mechanik eingefiigt. Somit folgt
B=rotA (I1.94)
E=-0,A—grad® (I1.95)

und die homogenen Maxwell-Gleichungen fiir beliebige Potentiale A und @ sind geldst.

Wir behalten die Bezeichnungen A und &, die bereits in Kapitel I eingefithrt wurden, bei. Jetzt
ist aber zu beachten, dafl die Mafisystemkonstanten g und po den Potentialen eine physikalische
Dimension verleihen.

E und B ausgedriickt durch die Potentiale A und ® werden nun in das inhomogene Maxwell-System
(I1.1) und (I1.2) eingesetzt. Dazu sind die Materialgleichungen festzulegen. Wir betrachten



