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9 Retardierte und avancierte Potentiale

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten Grundgleichungen aufgestellt und umgeformt wur-
den, sollen einige nun gelést werden.

Vorausgesetzt sei ein homogenes isotropes Medium mit Strom- und Ladungsquellen. Fiir die Be-
schreibung des elektromagnetischen Feldes verwenden wir die Potentiale A und ®. Wir eichen die
Potentiale durch die Lorentz-Bedingung

1
Cpn
Dann gilt
1 ., .
AA— (,2_815A = —popJ (I1.137)
“Ph
1 1
AP — 0P =——0 . (I1.138)
Chn, €0E

Es handelt sich hier um lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung, speziell um Wellenglei-
chungen. Die allgemeine Losung linearer Differentialgleichungen setzt sich zusammen als Summe
der allgemeinen Loésung des homogenen Problems und einer speziellen Losung des inhomogenen
Problems. Die in der allgemeinen Losung des homogenen Problems enthaltenen Freiheitsgrade
werden genutzt, um die Losung an mogliche vorgegebene Rand- und Anfangswerte anzupassen.

Wir wollen hier keine speziellen Rénder betrachten, sondern den unendli-
chen Raum, in dem sich inselartige Strom- und Ladungsquellen befinden.
Von Interesse ist dann nur die Losung der inhomogenen Gleichungen. Fiir
P gilt:

lz—z'|

® 1 ’ (g/’m il )dV’ I1.139
£) = . .
@)= | — (I1.139)

Dieses Ergebnis beweist man durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung.

Bemerkung: Fiir cpn — o0 gelangt man formal zum stationdren Grenzfall. Die Wellengleichung geht

dann iiber in die Poisson-Gleichung

Ad = fig
E0E

mit der Losung
/
() = 1 o(z')

= av’
dmeoe | |z — 2|
v

Diese Situation wurde bereits in Kapitel I besprochen.

Offensichtlich existieren zwei Losungen, die sich in der Quellzeit um ein Vorzeichen unterscheiden.
Die Losung mit dem Zeitargument

lz — 2| . .
tp=1t— ——— (retardierte Zeit) (I1.140)
CPh
beschreibt das retardierte Potential, die mit
|z — 2’| . .
ta=t+—— (avancierte Zeit) (I1.141)
CPh

das avancierte Potential. Das die beiden Losungen auftreten miissen, ist klar, da die Wellenglei-
chung invariant gegeniiber der Transformation cpy, — —cpy, ist.
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Wir diskutieren nun die beiden Lésungen. Wir betrachten das retardierte Potential zur Zeit ¢
am Ort z, ®(z,t). Dieser Potentialwert wird nun durch die moglichen Quellstirken ¢ an den
verschiedenen Orten z’ zu den Zeiten tg bestimmt. Da aber stets tg < t gilt, wird das Potential
zur Zeit t von Quellstdrken zur gleichen Zeit oder von vorherigen Quellstéirken festgelegt. Die
Kausalitét ist gewahrt.

Das avancierte Potential zur Zeit ¢t wird jedoch von Quellereignissen zur Zeit ¢ 4 beeinflu3t; wegen
t4 >t ist hier die Kausalitét nicht gewahrt: Zukiinftige Ursachen zeigen gegenwirtige Wirkungen.
Diese Losung mufl offensichtlich ausgeschlossen werden. Diese zusétzliche Mafinahme iiber die
Einfithrung der Maxwell-Gleichungen hinaus, legt den Schlufl nahe, da} die Maxwellsche Theorie
keine abgeschlossene Theorie darstellen kann.

Fiir A gilt vollig analog
; lz—a'|
pop [ (Ql’ EF e

Az, t) = ; ) v’ (I1.142)

47 |z —
1%
sowie auch die vorangegangene Diskussion.

Achtung: ® und A mit den obigen Darstellungen erfiillen die entsprechenden Wellengleichungen.
Zu priifen ist jedoch auch die Erfiillung der Eichgleichung!

Es soll also die Eichgleichung (11.136) iiberpriift werden. Einsetzen der retardierten Potentiale A
und ® (avancierte Potentiale analog) ergibt

j(z,ﬁ ﬂ”/)
M/cﬁv‘ oo dV’+— /|x_ atg(x e |>dV’L0

4 J |z — 2/| i, 47T806 CPh
i/ (div %;El’ t;') + aﬁ@/’;}ﬁ)> v’ = wobei tr =tg(t,z,2)
Nun gilt
div Ll/’tm = j(2',tR) - grad 1 + Orn -gradtp
lz—a'[ = lz—af|  |z—z|
= —rg_j]g j(&' tr) = Dipj Cih ; ;2

Andererseits gilt

i(z,t div’j(z',tRr) + 04pj - grad’tr
div'li(_’ Ij) = j(a',tr)grad’ - = |tR - e
|z — 2’| = |z — 2/ |z — 2|
z—a 1 . z—a
= |:L' _ x/‘3l(§/ﬂtR) + |:L' _ CC/‘ (dlvll(E/’tR) ¢ cp1 atR](x tR) |.’L' QZ/|)
L L L L R [ L L
Damit kann man schreiben
1€5% (2.t div’j(2,tR)
div 2ER) g i tr) AV i (11.143)
lz — /| |z — 2’| |z — 2/

Dieser Ausdruck wird im Integranden der Eichgleichung genutzt und es folgt

. /,t div/ - &l,t /

|z — 2| |z — /| |z — 2|

Der zweite und dritte Term bilden die Ladungsbilanz

div'j(z',tr) | + Owo(z’ tg) = div'j(2/, tr) + Oro(2’,tr) =0

tr
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und heben sich heraus. Den verbleibenden ersten Term formen wir mittels des Gauflschen Satzes
um zu

Die Oberfliche S liegt im Unendlichen, wo die inselartige Stromquelle j verschwindet. Somit
verschwindet der gesamte Term und die Eichgleichung (I11.136) ist erfiillt.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts soll noch die Darstellung der retardierten und avancierten Po-
tentiale mit Hilfe der s.g. Greenschen Funktion erfolgen. Wir beschrinken uns 0.B.d.A. auf die
retardierten Potentiale, denn mit cpp, — —cpp gelangt man zu den avancierten Potentialen.

Die retardierte Greensche Funktion der elektromagnetischen Wellengleichung ist durch

’
|

S(t—t'—1z== .
) ) v ol ) fiir t>t
Glz—-2,t—th= == (T1.144)
0 fiir t<t

definiert. Damit lassen sich die retardierten Potentiale darstellen in der Form:
Az, t) :uou/dV'/dt’G@*z',t*t')i(z',t’)
1 (I1.145)
oz, t) = — /dV’/dt’G(g —z' t—t") (2, t)
0

Zum Beweis setzen wir die Greensche Funktion ein und fithren die Zeitintegration aus. Fiir das
skalare Potential folgt dann

1 t (5(t—t/— \EC*£|)
(b(z,t) - /dvl / dt/ Ph Q(Zl,t/>
En€ L

o0

1
+ — dV’/dt' 0 o2 t)
€0
t (11.146)
t
1 oz’ ) z — 2|
) = av’ | dt! —=——= 5t - —— -+t
oz t) 47T€0€/ / |z — 2’| ( CPh )
|z—2’|
]. Q(Z/, t— )
. qv' 8500 een )
9z f) 477606/ lz — 2’|

Die Beweisfithrung fiir das Vektorpotential ist natiirlich analog.
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10 Multipol- Entwicklung

Die retardierten Potentiale sollen nun ausgewertet werden fiir grofe Entfernungen von inselartigen
Quellen.

-—o(z',t) bzw. j(z',1)

Es gilt also

|2'|
— <<1
||

und Taylor - Entwicklungen nach 2’ sind somit naheliegend. Im Fernfeld (|z| >> |2/|) liefern be-
reits die Terme niedriger Ordnungen prézise Darstellungen.

Physikalisch ist auch klar, dafl fiir grofSe Entfernungen des Aufpunktes von der Quelle, eine sehr
spezielle Mikrokonfiguration der Quellfunktionen ¢ und j nicht entscheidend sind, sondern die Po-
tentiale durch globale Parameter der Quellfunktionen bestimmt werden. Folgende globalen Quell-
parameter werden innerhalb dieses Abschnitts definiert:

. Gesamtladung Q:= [dV'o(' 1)
. Elektrisches Dipolmoment p(t) == [dV'z o(2',t)

. Magnetisches Dipolmoment m(t) =% [dV'z' x j(z'.t)

AuBlerdem wollen wir aus praktischen Griinden folgende Abkiirzungen verwenden:

® V= Cph

Die betrachteten Materialien seien wiederum linear, homogen, isotrop, relaxationsfrei und rema-
nenzfrei. Die weitere Miihe besteht nun in der Taylorentwicklung der Potentiale

(I1.147)
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Wir betrachten zunéchst die Funktion:

f@l) = flar,ah,28) = |z — 2| = \/(ﬂcl —21)? 4 (22 — 25)° + (23 — 73)° (I.148)

und entwickeln bei 2’ = 0 bis zur ersten Ordnung in zf, 2%, 2%5. Es folgt

of of of
1oh xt) = £(0,0,0) + = L+ = 5+ = et
[y, @5, x5) = f( )+8x’1 Oxl+ax12 Ox2+8:p§ 09537L
lz— 2| :T—ﬂxﬁ—x—:xg—ﬂxg—i-
z—2|=r zz +
= ” (11.149)
1 1 1 zz
= , = (14 =5+
-2 r(1-2%+.) ST )
1 1 n za N
z—a2/| r
Nun werden die Quellen in folgender Weise entwickelt:
-z do(x/,t— L
o(z',t— @1}7@) = oz, t— =)+ % grad'tp | 2’ + ...
R 0
11.150
.0 |SC—.’L'/| .ol r 8j(£/’t7£) ’ / ( )
jat—-——)=j@ t—- )+ ——F—"gradtr| z’'+..
= v = Otr 0
wobei die retardierte Zeit des vorigen Abschnitts iibernommen wurde:
|z — 2|
tRr=t— ——
v
Nun gilt
grad'tr| = £
g TV
und statt % schreiben wir einfach %. Dann folgt
_ / a /’t_ r . /
Q(ﬁl,tf@ §|)=Q(£/,t71)+ olz Dz + .
v o o (IL.151)
lz—2'|, . po Oj(at—1) .o
't — ) =i t—3)+—= - +
= v = ot )
Fiir das skalare Potential ergibt sich dann
1 do(z',t— L) za’ 1z
t) = av’ PR P A R
dla.t) 47‘&'606/ {Q@ ”)+ ot v + r r3 +
1 1 ) r z z 0 ., / r
P(z,t) = Treos |\ 7 dV'o(z',t — =) + e dV'z' oz, t — =) + ...
11.152
st =L (24 200 1y "
x,t) = = =+ = — =) +..
= dmepe | 7 BT rpar) v
1 Q 1 zp(t—3) 1 zp(t—1%)
9z ?) Admege v 4dmege 130 + dmege r3 +

Der erste Term entspricht dem Potential einer Punktladung Q; er fallt mit % im Fernfeld ab.

Der zweite Term ist ein typischer dynamischer Dipolbeitrag, der ebenfalls mit i abfillt; man

beachte|z| = r. Der dritte Term tritt auch bei einem statischen Dipol auf; er fillt mit - schneller
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ab als die beiden ersten Terme.

Fiir das Vektorpotential ergibt sich

8',,/’75,[ / /
Az, t) = o8 dV’{ (2, t—;)+M%+...}{1+H +}

47 ot U

1 r 1 1 8 r

Die Terme konnen weiter umgeformt werden. Fiir die Umformung des erstens Terms gehen wir
vom elektrischen Dipolmoment

(11.153)

p(t)Z/d "2 o(a,t) (11.154)

aus. Zeitliche Differentiation ergibt:

o) = [ v’ ot

p(t) = —/dV’g' div'j(z', 1)

pult) = = [V’ a0

Palt) = — / AV Oy (i ) + / AV (2! )b
/d xj:ct /dV]axt

Palt) = /vaa(x no

da fiir inselartige Quellen die Stromdichte auf einer Oberfliche S’ jenseits der Insel verschwindet
und mit ihr das Oberflichenintegral. Somit verbleibt fiir den ersten Term

plt—3) = /dV’( =) (IL.156)

(IL.155)

Fiir den zweiten Term gehen wir vom magnetischen Dipolmoment

1 .
E/dV'g' x j(z',t) (I1.157)

aus. Vektorielle Multiplikation mit z ergibt
m(t) X z = é/dV’ (2 x j(a',t) xz
m(t) X z = /dV’x x (j(z',t) x z') (IT.158)

mt) x z =+ / V' {j(a' t)(xa)) - 2’ (z (', 1)}

Der duflerste rechte Term ist weiter in Komponentenschreibweise umzuformen:

/dle; xy jo (2, 1) :fﬂb/dvlfﬂ;5b0ja(£/7t>

o, 9 (xy Je(z', 1))
— ! ! / _ //7
_:cb/dV aalyc(g,t)— :cb/dV o

(2’
!
¢ (11.159)
81‘/ (Ea )
=—1p /dV’xé D! @ go(2! t) — xy /dV'ac?7 ! e

/
c (&

=1 /dV’xg Ja(2' ) + mp /dV’.rf1 xp0
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Somit folgt

- %/dvl oz’ 1)z’ (zz) (IL.160)

So lautet der gesuchte zweite Term im Vektorpotential
Jov' it - D)

(IL161)

=m(t— ) xz+ %/dV’@(z’,t* =)' (zz)

Der duflerst rechte Ausdruck ist aber von 2. Ordnung in z’, so dafl wir ihn in unserer Betrachtung

bis zur 1. Ordnung in 2’ weglassen konnen. Es verbleibt

Aty = B Lo o

- dr r=
o (1 1 0 r
PRy — 2 ) pe—=
T i <r3+r2uat> m(t—3)xz+ (1L.162)
Cpop PE— %) pop m(t— %) Xz pop m(t— %) xz
Aet) = = Y m T g T

Um die duBerlich symmetrische Form der Multipol- Entwicklung des skalaren und des Vektorpo-
tentials zu verdeutlichen,stellen wir beide Gleichungen noch einmal zusammen:

.t — = e
(z.1) dmege T dmege T30 dmege 13 ! (11.163)

pop PE—=%)  pop m(t—3%)xz  pop mt—3%)xz
Alz,t) = —=——F- + — —
Az ?) A7 r + 47 r2v + 4r r3 +

Q N 1 12(15—%)1+ 1 pt—%)z

Spezialisierungen auf konkrete Quellfunktionen sind nun leicht méglich, ebenso wie der Fernfeld-
berechnung von £ und B.

Wenn die Taylor - Entwicklung weiter als bis zur 1. Ordnung in 2’ vorgenommen wird, erscheinen
auch hohere Momente als Monopol und Dipole, ndmlich

e Quadrupole

e Oktupole

e ctc.
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11 Elektromagnetisches Feld einer bewegten Punktladung

Wir betrachten eine Punktladung g, die sich mit der Geschwindigkeit v(¢) entlang einer Bahnkurve
r(t) im Vakuum bewegt.

Letztendlich soll fiir dieses Standardproblem die Abstrahlung elektromagnetischer Energie unter-
sucht werden. Dazu sind folgende Schritte auszufithren:

e Berechnung der retardierten Potentiale A, ¢
e Berechnung der elm. Felder E, B
e Berechnung des Poynting- Vektors

e Berechnung der Intensitéit der Energieabstrahlung in den Raum

11.1 Lienard- Wiechert- Potentiale

Die mit der bewegten Ladung verbundene Ladungs- und Stromdichte 148t sich leicht konstruieren:

o(2',t) =qo(z’ —r(t))

e, 0) =ola!, 0)0(1) = qu(t) 8’ ~ (1) (60
Zunéchst iiberzeugen wir uns von der Erfiillung der Ladungsbilanz. Mit der Abkiirzung
y(t) =2’ —r(t) (IL.165)
folgt
dro(a’,t) =q010(y(t))
=q 0y, 0(y(t)) - Ya
=40y, 3(y(t)) va(?)
= — 0y, qua d(y(t)) (I1.166)




11.1 Lienard- Wiechert- Potentiale %3]

Zur Berechnung der retardierten Potentiale gehen wir von deren Darstellung mit Hilfe der Green-
schen Funktion aus, also

8(z, 1) :% /dV’/dt’G(g—g’,t— ¢) o(a’, ¥

(IL.167)
Az, 1) =uo/dV’/dt’G(£—g’,t —t)j(z',t")
Einsetzen der Quellen und Greenschen Funktion liefert
1 £ (5(75 T |£—£/|)
z,t) = av’ | dt’ < 6z’ —r(t
oat) = o v [ T s xte)
L (I1.168)
|z —a'|
Mo ’ ’ 5(t —t - —) ’ ’ ’
A = — < -
At =42 [av' [ ()8~ o(t)
Integration iiber das Quellvolumen ergibt
t ’
lz—r(t")]
q 0 -t — =)
t) = dt c
o) = i [ o =
- (11.169)
tl 6 t _ t/ o |E_£(t/)|
Al 1) = L0 ;o) o( )
A lz — r(t')]

Die dt’ - Integration 148t sich nicht unmittelbar ausfithren, da der ¢’ - Wert, fiir den das Argument
der § - Funktion verschwindet, i.a. nicht explizit angebbar ist. Es folgen die Substitutionen

R(t") :=z —r(t')

R(t') :=|R({t")| = |z — ()] (I.170)
E=t' —t+ R(ct/)
sowie
¢ 1dR()
aw Tt
dRr(t") _ dlz —r(t")|
dt’ dt’
=grad|z — r(t')[ (-u(t))
_ ey £ )
u(f) lz — )] (I1.171)
dr(t) _ o BE)
-~ YR
ds o) B(¥)
dt’ c R()
dt’ dt’ d¢

lz—r(t)  R() R LR

Damit nehmen die Potentiale die Form

(I1.172)
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und somit
q 1
,t - I
et = o | %Q(t’)ﬁ(t’)]m
, , (I1.173)
@)=L | o] =2 st

= 4 | R(t') — Tu(t")R(t) ot 2 T

an. Das Symbol [...]pe: markiert, dafl ¢ aus € = 0 = ¢/ — ¢ + R(ct/) auszurechnen und in der

prinzipiellen Form
t =1t (z,t) (I1.174)

einzusetzen ist. Explizit 148t sich ¢’ nur fiir einfache Bewegungsprobleme angeben.
Die o.a. Potentiale heiflen auch Lienard - Wiechert - Potentiale.

11.2 Feldberechnung aus den Lienard - Wiechert - Potentialen

Ausgangspunkt sind die Lienard - Wiechert - Potentiale in der Form
__4 1
dweo R(t) — Lo(t)R(t)

A1) =2 o

mit (11.175)

d(z, 1)

—r 1 1
¢ ¢
Fiir die Feldberechnung

=—grad¢ — 9, A

£ (I1.176)
B=rotA '

sind A und ¢ nach z und ¢ zu differenzieren, die explizit von z und implizit iiber ¢ von z und ¢
abhéingen. Demnach werden die Ausdriicke aa—tf und gradt’ benétigt. Diese Rechnung fithren wir
im Detail vor; sie ist eine perfekte Ubung fiir implizites Differenzieren und die Anwendung der

Kettenregel. Aus

1
t—t'(z,t) = ~ |z —r(t'(z,1))| (I1.177)
¢
folgt nach Anwendung voné—{’75 zunéchst
o' 1 0 ot’
1-—===—lz—r{)| = . 11.178
ot = cort g (IL178)
Wir substituieren
R=z—rt) R = |R| (I1.179)
und berechnen den rechten Term separat:
0 0 OR,
Z R= .

_ fa <_ a’“a(ﬂ)) (IL.180)
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Somit folgt
ot’ 1 z—r() ot
- == = o) = 11.181
o~ ) Y% (IL.181)
und daraus
ot’ 1 R
i =0l = iR (11.182)
¢ Jz—r()] c
Die Gradientenbildung von t’ ergibt
/ 1 / 1
—gradt’(z,t) = — grad |z — r(t'(z,t))| = —grad R (T1.183)
c

cC

Fiir die Brechnung des rechten Terms benutzen wir wiederum die obige R - Substitution und

schreiben in Komponenten

ORy Ry, ORy
Oy, R=0p,R— = —
@ Ry 01, R 0Oz,
Nun ist
ORy :E)xb _ 67‘1,(15’(&, t))
oxr, Ox, 0x,
_g,, O O
b T 0xq
ot
=6pq — vp(t’
b v )&Ea
und somit
Ry ot’
0, R=— | dpy —
v R ( ba T 8.ra>
R, vy Ry O
O0r,R=— —
v R~ R 0z,
R R
grad R = i Qf gradt’
Fiir gradt’ folgt schliefilich
1
—gradt’ = R (R — v Rgradt')
R 1
grad t/ = E ﬂ 1
cR
1 R
radt’ = — = ——
gra P

c

Fiir die spétere Anwendung stellen wir noch eine weitere Beziehung bereit:

/ Qat/ 1 R v R
gradt +C_QE:_ER—Q+C_2R—Q
1R— %y

(I1.184)

(I1.185)

(I1.186)

(11.187)

(I1.188)
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Nach diesen Vorbereitungen berechnen wie die Felder E und B. Ausgangspunkt ist

q 1
#= dmeg R — %
A=50
mit
R(t") =z —r(t')
R(t") =|R(t)| = |z — r(t)] (11.189)
und
t=t'(z,1)
implizit gegeben durch
1
t—t = R(t)

Zur Berechnung von E stellen wir grad ¢ und 9;A bereit. Der Gradient setzt sich aus zwei An-
teilen zusammen: Zum einen durch Differentiation bei festgehaltenem ¢’ und zum anderen durch
Differentiation nach dem in ¢’ enthaltenem z. Dann folgt

grad¢ = gradp| + % gradt/ . (I1.190)
t/
Nun ist
gradep| = q grad
o Ame R— % o
grad ( R — %)
p— t’
4meg (R B g) 2
R ¢ (I1.191)
__4a R ¢
4meg Rr\?
=
1 R-Z
gradg| ———L — = <=

Weiterhin berechnen wir

oo q 0 1

ot _47'(50@}2_%

(11.192)

4 1 @(fg)f@fg(f%)
dmeg (R—ﬁ)Z R ot c c ot
9 _ _4 1 oR R _v?
2\ R c c
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Die zeitliche Ableitung des Vektorpotentials liefert

0.4 = 0. (u(t) 9(a,)

= 01—2@, (u(t") ¢(z,1)) %—i (11.193)

1/ op\ Ot
até—c—z <Q¢+Q%) ot

Das elektrische Feld ergibt dann

8¢ 1. ot v dpot
E=—grad¢| — = gradt/ — —i¢p— — ———
E=—gndo| —gyeadt = 5005~ aor ot
9 v\ 1. ot
E=—grad¢| —— (gradt' + = — | — S 0 —
- grad¢ v t (gra ta 6t> c? ¢ ot
¢ 1 R-%y
dmeg R (R_ Q)Q (11.194)
4meg R—%)Q ¢) R
e 1, 1 R
4WEQC2_R7%R7%

g BB E(ROEF) L (FoT) @ )

dmeg R*%Y)’

g 1 @B (B2 -aR(R- )

imeo (r- %)3 (IL.195)
¢ B-ty) (-4 H - %)

4reg (R_ﬁ)?’

g 1(R—Zv)(Rd)—d(R(R-Z0v))

Ameg 2 (R_%)P’
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Dieser Ausdruck fiir £ 148t sich i.a. nicht weiter vereinfachen.

Das magnetische Feld B berechnet sich wie folgt:

u(t')

5 o, t))

B =rot A = rot (

. 1 ¢ (I1.196)
B=—¢rotv+ S gradg X v
¢ c
Nun gilt:
Ov, Ot
to(t’ —Ca caz c = Ca (‘_c
(roto(t")), =€abe Oz, Ve = € B0 Dy (11.197)
rotv =gradt’ x ¢
und somit
1 1 0
B :C—2¢gradt’ X0+ =z (graqu ., + 8—fgradt') X v
)R DR 2
q 1 Rxd 1| 1 R-Ey 1(?+T*%)E
E:47r5 B R2+02 R rR\?2 ¢ R\" *e
Uy ey )
(T1.198)
Wiederum separieren wir die © - Terme und erhalten
g 1] B -ty t(F-n) R (R Rxit BRx
§:4 2\ 3 XU = 3
TTEY C (R—%) (R_%)
(11.199)
Einarbeitung von v x v = 0 liefert
o1 [E(R-2E)+1(£-2) L(R-tB)Rxi+ (@R R+o
TEY C (R - % (R o %)
1 2 1 R 1
B=-—1 3{(I—U—Q>Exy+—(R—Q—_>EXQ+—2(QE)Exy}
dmeg 4 < QE) c c c c
C R— =
(I1.200)
Diese Beziehung l&8t sich kompakt darstellen in der Form
1R
B=-=xE . 11.201
B=12xp (11201)

Zum Beweis setzen wir E ein und zeigen die Ubereinstimmung. Zweckmiifiigerweise betrachten
wir die © - abhéingigen und ¢ - unabhéingigen Terme getrennt. Fiir die entsprechenden Anteile ist
dann folgendes nachzuweisen.

v - unabhéngige Terme:

g 1 1-%
47eq 2 R\
(72
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v - abhéngige Terme:

(I1.203)

Damit ist die B - Darstellung bestétigt.
Wir fassen die elektromagnetischen Felder einer beliebig bewegten Punktladung zusammen:

st () (- 2) B (-2 )

B(E) t) = E X E 3
c
wobei R=R()=z rt) . R=R¢)=|& . v=u@) . (209
und ¢ =#(z,t) ist als Losung von
t/
P
c
einzusetzen.

Die Feldkonfiguration wird nun diskutiert.

e KB

e Das elektromagnetische Feld besteht aus einem rein geschindigkeitsabhéngigem Term und
einem Term, der die Beschleunigung des Teilchens enthélt.

e Der rein geschwindigkeitsabhingige Term ist proportional 1/R?2, der @ - Term ist proportional
1/R und dominiert daher das Fernfeld.

e Betrachtung der Nahzone

E:
= Areg (ng)s
‘ P (I1.205)
B q lﬁxy(lfc_?)
___471'606_2 ng)‘g’
Fiir v << ¢ folgt

E=g. %

eo (11.206)
g I vxX R po xR

4r R34 R3

Das elektrische Feld geht in das einer elektrostatischen Punktladung iiber; Retardierungs-
effekte sind wegen R/c << t — t' vernachlissigt, woraus t’ = t folgt. Das magnetische Feld
gehorcht dem Biot - Savart - Gesetz, das in spéiteren Kapiteln noch besprochen wird.
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e Betrachtung der Fernzone

E =
= dmegc n_ g)?’
¢ 11.207
a1 1Rx{Ex[(B= o) xi]) (200
= dmeg 3 R R_%)?’
Fiir v << ¢ folgt
g 4 R x (R x0)
== 2 P2
dmep R (11.208)
p__ 4 vXx R
- 47r60 3 R?
Es ist zu sehen, dafl im Fernfeld fiir v << ¢
E-B=0
E-R=0 (11.209)
B-R=0

11.3 Berechnung des Poynting - Vektors

Wir schrénken die Diskussion auf v << ¢ ein und berechnen die Nahzone und Fernzone getrennt.

e Nahzone
1
I=FxH= —FExDB
Ho
1 g quBx(@xR)
=0 dreg 4n 76 (I1.210)
n——C Lrp pur
= 16m2eg RS Wi - RuB)}
e Fernzone
H:i q q i[ﬂx(ﬁxﬁ)x@xﬁ)
= po 4meq 4dmeg P R5
, e (11.211)
o 4 ro R@xR)
= 1672 ¢ R ’
wobei benutzt wurde
a:=uvxR , aR=0 |,
[Rx (Rx )] x (0 xR)=ax(Rxa)=Ra*>—a(aR) (I1.212)
=R (i x R)?

11.4 Abstrahlung

Der Poynting - Vektor ist bekanntlich die Energiefludichte. Wir erinnern an die Mafleinheit
J
] =

— 11.213
p— ( )
Im vorangegangenem Abschnitt wurde berechnet, dafi der Poynting - Vektor
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e in der Nahzone Terme proportional v und proportional R und

e in der Fernzone Terme nur proportional R

enthiilt. Wir berechnen nun den gesamten Energieflufl des elektromagnetischen Feldes, der von der
bewegten Punktladung ausgeht. Dazu betrachten wir folgende Konfiguration.

e Die Bewegung der Punktladung sei zwar beliebig, aber auf ein endliches Gebiet beschrénkt,

also
@) <t (I1.214)

wobei [ die Ausdehnung der Teilchenbewegung beschreibt. Der Koordinatenursprung 0 liege
in dem Gebiet. Die Bewegung sei also z.B. elliptisch.

e Wir betrachten eine Kugelsphéire S um das endliche Bewegungsgebiet und definieren den
Energiefluf} I als Integral des Poynting - Vektors iiber die Kugelsphire,

1) = 7{ Tl(z, t)dS (11.215)
s
Der Energieflul hat die Mafleinheit

=8 =2 m?=L =20y (1.216)

m?2s s s

Der Energieflufl hat also die Mafleinheit einer Leistung. Er wird auch Intensitéit genannt.

-5
-
-

aRve

e Aus dem vorhergehendem Abschnitt {ibernehmen wir die Ndherung v << c.

Der Energiefluf} soll nun durch eine grofie Kugelsphére S berechnet werden, also
lz| >> 1> |r(t")] , (11.217)

bzw.

z—r(t)=R{t)~z (11.218)
mit der Folge, dafl

(11.219)
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Wir wollen hier wieder die bereits im Abschnitt , Multipol - Entwicklung® benutzte Abkiirzung
lz| =7 (I1.220)

verwenden; man beachte aber, dafl hier r # |r(¢')| ist. Dann ist die retardierte Zeit ¢’ ebenso wie

im Abschnitt ,,Multipol - Entwicklung®
f=t—l . (11.221)
c

Wir berechnen zunéchst den Energieflul; der mit der Fernzonen - Losung des Poynting - Vektors

¢ po [o(t) x R

o) = t 11.222
I(#) 1672 ¢ R(t")5 E(t) ( )
einhergeht. Wegen z ~ R und r ~ R gilt
dsS =r?sind diden
z R
n———= —
= r R )
dS =r?sing ddy R* &
= R (11.223)

und damit

™

2T

2 . 2

> o |0 x R

L
1672 ¢ <p/ R2

0 0

Fiir die ¥ - Integration ist es zweckmiiflig, die Polarachse in ¢ - Richtung zu legen, denn dann wird
[0 x R| = |v|Rsind (11.224)

und weiter

2m T

2
9~ Ho .o ;3
I= —
T6n2 o L /d(p/dﬁsm 0

0

NI (11.225)
4
3
2
I = qa o o2
6mc
Mit vollstindigen Argumenten liest sich das Ergebnis
2 2 2
_QMO./Z_QMO{. 7“}
I1(t) = — {o(t = — t— - . 11.22
() = L fae)y? = LE Lo - ) (11.226)

Die Intensitdt der Strahlung ist damit abhéngig vom Beschleunigungsquadrat der Teilchenbewe-
gung. Sie ist unabhéngig vom Abstand, auler daf3 die Intensitét zur Aufpunktzeit t abhédngt von
der Beschleunigung des Teilchens zur retardierten Zeit ¢t — =. ~ ist gerade wieder die Signallaufzeit
ziwschen Ursache und Wirkung (Beobachtung).

Die abgeleitete Beziehung ist eine der wichtigsten Formeln der Strahlungstheorie. Ihre Kernaus-

sage ist: Eine beschleunigte Ladung strahlt elektromagnetische Energie ab.

Bisher haben wir nur die Fernzonen - Losung des Poynting - Vektors betrachtet. Der entspre-
chende Ausdruck fiir den Nahzonen - Term verschwindet aber. Dies ist leicht zu sehen, denn es
gilt

e

1671’260

Ids = % {vR* — R (vR)} R*sind didyp % . (11.227)

Damit folgt
{vR* - R(vR)}R=(vR)R*—R*(vR)=0 . (11.228)
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q.e.d.

Damit kann die obige Kernaussage noch straffer gefafit werden: Fine Ladung strahlt genau dann
elektromagnetische Energie ab, wenn sie beschleunigt wird.

11.5 Beispiele fiir strahlende Ladung

e Kreishewegung

e Hertzscher Dipol

s. Ubungsaufgaben.



