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KAPITEL 1

Gleichgewicht, Stabilitiat, Instabilitit

Den Begriffen , Stabilitdat* und , Instabilitdt® wollen wir uns zunéchst intuitiv ndhern. Gut aus-
gepragt ist unser Alltagsverstéindnis fiir eine stabile Gesundheit, einen stabilen Finanzmarkt oder
fiir eine stabile Wetterlage, wobei stabil jeweils auch durch instabil ersetzt werden konnte. Insta-
bil wird ein Zustand oder eine Situation empfunden, wenn ein gewisser Referenzzustand gestort
ist und die Storung mit der Zeit anwiichst. Fiir das Anwachsen der Stérung miissen Ressourcen
verfiighar sein.

Um die Begriffe ,,Stabilitdt* und ,, Instabilitdat“ wissenschaftlich schéarfer zu fassen, wird der jeweili-
ge Referenzzustand als Gleichgewichtszustand festgelegt, wobei im Gleichgewicht die Ableitungen
der das Gleichgewicht beschreibenden Groflen verschwinden. Stabilitdt bedeutet dann, dass der
Zustand des Systems im Gleichgewicht verharrt. Instabil ist der Zustand des Systems, wenn er
vom Gleichgewicht weglauft.

Wie ordnet sich dann ein ,stabiles Wachstum® (z.B. stabiles Wirtschaftswachstum) in diesen Rah-
men ein? Zun#chst passen Stabilitdt und Wachstum aus physikalischer Sicht nicht gut zusammen,
denn Stabilitdt bedeutet Verharren im Gleichgewicht und damit Verschwinden der Zeitableitungen
der entsprechenden Gréflen. Wachstum beinhaltet offensichtlich das Nichtverschwinden gewisser
zeitlicher Ableitungen. Im Alltag haben wir beim ,stabilen Wachstum® zwei Zeitskalen vor Au-
gen. Stabilitdt meint dann, dass sich ein Gleichgewichtszustand nur auf einer langsamen Zeitskala
dndert. Stabilitdt sollte physikalisch exakt als Quasi-Stabilitdt bezeichnet werden. Instabilitét ist
dann entsprechend das Weglaufen des Zustandes vom Gleichgewicht auf einer schnellen Zeitskala.
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KapiTEL 11

Stabilititsanalyse einfacher dynamischer
Systeme

Vorbereitend auf die Stabilitéitsanalyse im Plasma werden zunéchst einfache mechanische Systeme
behandelt. Fiir mechanische Systeme sind die auftretenden Groflen reine Zeit-Funktionen; der Ort
oder andere Parameter erscheinen in der jeweiligen Variablen-Liste nicht. Beispiele sind:

e Position eines Korpers z(t)
e Fliiche eines Olteppichs o (t)

e Wechselkurs USD/EUR = u(t)

Beim letzten Beispiel handelt es sich nicht tatsédchlich um ein mechanisches Problem, allerdings
kann u(t) wie eine mechanische Gréfie behandelt werden.

Im vorliegenden Kapitel werden Systeme mit einem, zwei und schliefllich n Freiheitsgraden un-
tersucht. Mathematisch fiihrt die Stabilitdtsanalyse auf ein Eigenwert-Problem. Das Ziel ist die
Klassifikation von Gleichgewichtszusténden und das Herausarbeiten von Stabilitétskriterien in ein-
fachen (mechanischen) Systemen.

Die Idee dieses Kapitels ist dann auch die wesentliche Grundlage der Stabilitdtsanalyse im Plasma.

1 Systeme mit einem Freiheitsgrad

Beschreibung durch eine Variable u € R!

dyu = f(u); (2.1)
u(to) = Up (2.2)

Losungen sind eindeutig V Anfangsbedingungen uy

Beispiel:
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verallgemeinerte Kraft

o
ou’

ggf Potential V(u) einfithren mit f(u) =

fiir 1-dimensionale Systeme (u Skalar) existiert immer ein Potential V (u)

fiir mehrdimensionale Systeme (u Vektor) existiert ein Potential V' (u) nur unter bestimmten
Bedingungen

Es werden nun die drei Begriffe Gleichgewicht, Stationaritdt und Stabilitdt definiert, die bereits
im vorangehenden Kapitel erwdhnt wurden.

e Definition von Gleichgewichtszustdnden:
Das System befindet sich im Gleichgewicht, wenn fiir den Zustand des Systems

dyu =0 (2.3)

gilt.

e Definition von stationdren Zustédnden:
Gleichgewichtszustinde sind stationire Zustinde. Fiir stationédreZustinde u° gilt wegen Glei-
chung (2.1)
F(®) =0 (2.4)

Da f i.A. nichtlinear ist, sind ggf. mehrere stationéire Zustinde “(()1)7 u?Q), - u?n) moglich.

e Definition von stabilen Zusténden:
Ein stationiirer Zustand u° ist stabil, wenn eine Stérung du dieses Zustandes mit der Zeit
nicht anwichst. Andernfalls ist der stationire Zustand u° instabil. Stabile stationire Zustinde
heiflen Attraktoren. Instabile stationére Zusténde heiflen Repelloren.
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Die Stabilitét eines stationdren Zustandes wird wie folgt untersucht:

u=u’+du (2.5)
1
~ didu = f(u® + ou) = f(u®) +f (u®)éu + 5f"5u2 + .. (2.6)
~ didu = f'(u®)ou (2.7)
Su oc ef ()=t (2.8)
2.9)
Schlussfolgerungen:
1. f'(u®) < 0 stabil (asymptotisch stabil)
2. f'(u®) > 0 instabil
3. f'(u®) = 0 grenzstabil; fordert genauere Untersuchung
fu)
- U
o< <o : .
0 0

0
(1) U(2) U3) uly)

"
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Fazit:

o Im Zustandsdiagramm gibt es stabile stationire Zustéinde = Attraktoren (ug}), ufy).

e Fast der gesamte Zustandsraum ist Einzugsgebiet jeweils eines Attraktors, abgegrenzt durch
instabile stationédre Zustédnde = Repelloren (u?Q), u?g)). Die Pfeile symbolisieren die Richtung

der zeitlichen Entwicklung von u(t).
e Es gibt keine Oszillationen.
e Es gibt Multistabilitét (“?1) und u?4)).

2 Systeme mit zwei Freiheitsgraden

Beschreibung durch Variablen-Paar (z,y) € R?

diz = f(x,y) (2.10)

diy = g(,y) (2.11)

e Stationaritit/Gleichgewicht: f(2°,¢%) = g(2°,4°) =0
y

v (9307310)(1), -+ (7)
e Stabilitat:

r =246z (2.12)

y=1"+ 0y (2.13)
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+ Linearisierung
dﬂ;(lﬁ = A115x + A125y (214)
dtdy = A215$ + A225y (215)
bzw. 5 N N 5
T 11 12 x
d = 2.16
()= 2 () 19
mit A1y = 0, f(2°,y°) usw. reell
Ansatz:
Sz = ciePt (2.17)
Sy = coelt (2.18)
bzw. 5
X _ Cl pt
()= (%) 219
A11 A12 C1 &1
= 2.20
(A21 Ago C2 P C2 ( )
D.h. p ist Eigenwert von A, (21> ist Eigenvektor.
= \c2
Ay —p Ai2
det(A —pl) =0 = det 2.21
c (: p:) © ( Agq Azp —p ( )
p® — (A1 + A)p+ (A11 42 — AjpAz) =0 (2.22)
~ Wurzeln sind Eigenwerte: p1, po
v Zugehorige Eigenvektoren: ¢; = (Cn , Co = (Cu)
- €21 - C22
~ Allgemeine Losung:
ox p1t p2t
5y ) = Ge + cye (2.23)
Wenn pq, pa € R, wird Gleichung (2.23) direkt ausgewertet.
Wenn
p=ps=:p +ip” 2.24)
~e =cy=:c +ic’ (2.25)
<§§> — 7l cos(pt) + ¢ sin(p"t)} (2.26)
Nebenrechnung:
Ac) =pie, = (p' +ip")ey (2.27)
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Acy = pacy = () —ip")ey (2.28)
N ¢y = ¢ fiir A reell 2.29)
und

0z = c1ePrt 4 cqeP?t (2.30)

oy - —= '
= (e e)eos(pt) +ile — c)sin(p"t)} (2.31)
= e{(c; + ¢)eos(p"t) +ilc, — ¢;)sin(p"t)} (2.32)
(2.33)

Mittels Gleichung (2.23) bzw. (2.26) ist die Klassifikation der Gleichgewichtszustéinde méglich. Die
Zusammenstellung erfolgt in der Tabelle.

Wurzeln p1, po
in der komplexen Ebene

Name d. stat. Zustandes

Trajektorienverlauf

Bemerkung

aperiodisch geddmpfte

stabiler Knoten
Anndherung
——
instabiler Knoten aperiodische
Entfernung
———
Sattel (instabil) %/ﬁ\’&é Sitci;rillltg;r; teiil]twickeln
- —
/\
dampft iodisch
stabiler Strudel (Fokus) ge afnp € periodische
u Anniherung
|

instabiler Strudel

sich aufschaukelnde
Schwingungen
miinden oft

in einem Grenzzyklus

R

Wirbel (stabil)

@
©

ungeddampfte
Schwingungen;
System stabil,
nicht asymptotisch

Bemerkungen:
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1. nur stabile Knoten und stabile Strudel sind auch asymptotisch stabil

2. die Fille bzw. bediirfen genauerer Diskussion

3. Vielfalt stabilen und instabilen Verhaltens wiichst enorm an; Tendenz zum Ubergewicht der
instabilen Zusténde

4. Erweiterung auf n Dimensionen: siehe unten

3 Verallgemeinerung auf Systeme mit n Freiheitsgraden

diu; = fi(uj)
t,j=1,...,n

Statische Losung: u?
Stabilitéit: du; = u; — u

didu; =Y O, fi(u)dus (2.34)
k=1
Ansatz:
Su; = ciet (2.35)
C1 C1
P = A (2.36)
CTL Cn

~ Eigenwerte pq, ..., pn
Stabilitit <= Re(p;) <0i=1,....n (Vi ~ Tendenz zur Instabilitit)

Es ist nicht notwendig, die Eigenwertgleichung zu 16sen, sondern Anwendung des HURWITZ-
Kriteriums:

Pt ap” . 4 an_1-pta,=0 (2.37)

Re(p;) < 0Vi <—

ay >0 (2.38)
R R (2.39)
asz a
ay 1 0
az az ai| >0 (2.40)

as a4 as
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a1 1 0

as a9 a1 1 0

a5 .. ... a2 a/l 1 O DR > 0 (2.41)
a2n71 ... .. ... DR DR DR a/n

wobei a, =0, 17 >n

Folgerung:

Mit wachsendem n wéchst Vielfalt lawienenartig an. Auch mit Hurwitz-Kriterium ist Stabilitdt
eines Systems nicht mehr handhabbar bereits bei moderatem n.

Numerische Auswertung geeignet bis n ~ 102
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Stabilitdtsanalyse im Plasma

1 Maxwell-Boltzmann-Gleichungen und MHD-Gleichungen

Bevor die eigentliche Stabilitéitsanalyse im Plasma vorgestellt wird, stellen wir die Grundglei-
chungen der Plasmatheorie zusammen. Wir konzentrieren uns hierbei zum einen auf die kineti-
sche Plasmabeschreibung mit den Maxwell-Boltzmann-Gleichungen als dem entsprechenden Sy-
stem der Grundgleichungen und zum anderen auf die Einfliissigkeitsbeschreibung mit den MHD-
Gleichungen als dem hierzu dquivalenten System der Grundgleichungen. Die nach ihrem Komple-
xitdtsgrad zwischen diesen beiden Theorien liegende Mehrfliissigkeitsbeschreibung analysieren wir
hier nicht.

Die Gleichungen iibernechmen wir aus dem Skript ,, Plasmaphysik“ Kapitel IT und III; die Symbolik
wird ebenfalls iibernommen.

Die Maxwell-Boltzmann-Gleichungen der kinetischen Plasmatheorie schreiben sich als

F,
OcFo + v0 Fo + %(E +u X B) 0, F, = (%:) V Plasmaspecies « (3.1)
« coll

1 3
Iy xB = 628tE+u0;qae/vFadv (3.2)
O, xE = —0.B (3.3)

1

0, E = — ae/Fadsv 3.4
. E = Za:q (34)
9,-B = 0 (3.5)

Die MHD-Gleichungen der Einfliissigkeits-Theorie schreiben sich als

Kontinuitédtsgleichung:
o+ 0y (0u)=0 (3.6)

Impulsgleichung:

Ampere’sches Gesetz:
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Faraday’sches Gesetz:

JxB
HB=0; X (ux B)— 0y x = (3.9)
= = e/myp
Isotroper Drucktensor:
O=ps (3.10)
Adiabatisches Druckgesetz:
p = const - o~ (3.11)

Fiir die physikalischen Gréflen wurden die Standard-Symbole verwendet, zur Ableitung der Glei-
chungen und weitergehenden Erkldrungen verweisen wir auf das Skript ,, Plasmaphysik*.

Ausgezeichnete Rolle der Maxwell-Verteilung

Unter der Vielzahl der moéglichen Verteilungsfunktionen F, spielt die Maxwell-Verteilung Fj;q
eine ausgezeichnete Rolle. In vielen Fillen wird sie als Endzustand (t — c0) eingenommen, wenn
das Plasmasystem ins thermodynamische Gleichgewicht kommt. Wir schreiben sie in der Form

Fy(z,v,t) = n(z,t) {%k;nw}% exp (—W) (3.12)

mit

T'(z,t) Temperatur der Species «

u(z,t) Stromungsgeschwindigkeit der Species «

n(z,t) Teilchendichte der Species a,

wobei der Index « fiir die Plasmaspecies unterdriickt wurde.

2 Gleichgewicht von Plasmazustinden und stationire Losungen

Gesucht werden nun Zusténde, in denen sich das Plasma im Gleichgewicht befindet. Mathematisch
entspricht das stationdren Losungen. Um diese zu finden, setzen wir 9; = 0 sowohl fiir das Plasma
als auch fiir die Kraftfelder bzw. die entsprechende Beschleunigung, d.h.

O F, =0 (3.13)
OHE =0 (3.14)

Die Boltzmann-Gleichung geht dann iiber in

O0F,
00, Fo + a0y Fy, = () (316)
B B ot coll

Konsistenz mit einer stationéren Losung liegt nur vor, wenn auch d;a =0, d.h. 9;E =0, ;B =0
gilt.
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2.1 Gleichgewicht im stof3freien Plasma

oF,
= 1
( ot )coll 0 (3 7)
%
mit .
=—(E B 1
a ms(f+2><f) (3.19)

~ Eine beliebige stationéire Losung der Vlasov-Gleichung ist eine Gleichgewichtsverteilung!

Beispiele:
1. Feldfreies und homogenes Plasma: £ =B =0, 0, =0

~j= Zea /ch(vs)dgv < 0 und 0=0 (3.20)

sonst Maxwell-Gleichungen nicht erfiillt.

~ Alle Funktionen, die nur von v, vy, v, abhéingen und symmetrisch sind, sind Gleichge-
wichtslosungen, wie

1
Fy, o< ——r 3.21
" W+ ud) (3:21)
F, ¢ 8(v2)8(v,)3(v2 — v2p) (3.22)
(v + vy +v2)
F,, x exp (25? (3.23)
2. Homogenes Magneto-Plasma: B = By, E =0, 0, =0
(v X By)0yFa =0 (3.24)
B, = (0,0, By) (3.25)
’UyBO
vx By = | —vzBo (3.26)
0
(VyOy, — V20p,)Fo =0 (3.27)
Charakteristiken: J J IF
s =By _La (3.28)

v dvg + vyduy =0 (3.29)
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df, =0
UI+U§=C1
Fa—CQ

2.2 Gleichgewicht im stof3ebehafteten Plasma
e StoB-Beschreibung nach Krook:
09, Fo + a0, Fo = —1(Fy — Faga)

und E=0
~ Fo = Fuya

ist Gleichgewichtsverteilung im feldfreien wie im Magneto-Plasma.

Beweis:
P = e <++>
(V2714 207,
%k‘BTa = %vfa
0:F, =0
a0y Fo = (v X By)0uwFo =0, da 0,F, L v x By.
e Einschub:

Ausgezeichnete Rolle der Maxwell-Verteilung

(a) Mathematisch: Konvergenz natiirlicher Verteilungen gegen Normalverteilung

(zentraler Grenzwertsatz)

(b) Physikalisch: Maxwell-Verteilung entspricht maximaler Entropie

S(t,z) = —kp /F(t,g, v) ~1n(F(t,Ly))d3v

(vgl. 0 = =% P, - In(F;), Index o unterdriickt)
~

dtS = —kB /(th . IH(F) + th)dB’U

Es gilt:
th: 8tF+8£Fy+8EFQ

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.40)

(3.41)

(3.42)
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1. diS = 0 im Vlasov-Plasma (d:F = 0)
Entropie immer konstant, tendiert nicht zu einem Maximum

F
2. Boltzmann-Plasma: d; F = (;)
coll

Satz:
Die Maxwell-Verteilung ist von maximaler Entropie.

Beweis:

Variationsproblem mit Nebenbedingungen: Teilchenzahl-, Impuls-, Energieerhaltung
Nebenbedingungen:
Gesamtmasse: n(t,z) = [ F(t,z,v)d>v
Gesamtimpuls: 7( z) = [ muF(t,z,v)d*v
Gesamtenergie: x)=[ %y (t,z,v)d>v
Lagrange-Parameter: A, p, v (t,z) (da n, P, € von t, x abhiingig)

~6{S+ An — /Fd%] + p[P — /mng%] +vle — /(% v HFdv]} =0  (3.43)

—kp /(mF +1)6Fd*v — A/aFd% - E/myéFd?’v - u/%y%m% =0

A kp(InF -+ 1)+ A+ mpp + v = 0 (3.44)
A muy vVom
F = exp(~1 A = _rm 4
exp( )exp( kB) eXp( . )emp( . 5 U ) (3.45)
kg + A mu? v om N2
F= - £ S Pra 4
exp( i )exp <2kgl/> exp< s 2 (g+ 1/) > (3.46)

Ersetzung der Lagrange-Parameter:

1

Temperatur (~ v) T=-
v

Stromungsgeschwindigkeit (~ ) u=—-=
= v

Normierung (~ A) n= [Fd

m - u(t, z))* ) (3.47)

3
F(t =nlt,z) ,|——— _
(t,z,v) =n(t,z) Sk (L) eXp( g T(L.2)

Man sagt auch: Driftende Maxwell-Verteilung mit Driftgeschwindigkeit u

e zuriick zum Gleichgewicht im feldfreien- oder Magneto-Plasma
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at:(),@x:() 5%

3 2
D _mly—w)*
~ )= [ooe T e { 2T }

Galilei-Trafo ins Koordinatensystem mit uw = 0

m
F) =m ) 5opT &P {_ o%kp

3 Stabilitdtsuntersuchung mit Normalmoden-Analyse

3.1 Kinetische Plasma-Beschreibung
e Idee: wie in Systemen, die nur rein zeitabhéngig sind

1. Start:
ein bestimmter Gleichgewichtszustand ()o, 9y =0
Ey(z)
By(z)
Foa(z,0)

2. Storung von()o:

3. Linearisierung der allgemeinen Gleichungen beziiglich dE, B, §F,,

wt

4. Losung des linearen Systems: §() o< eP! &< e ! = Normalmoden

w=w' +iw'"; Instab. £ w"’ >0

5. Beurteilung der zeitlichen Entwicklung von 0E(t,z), 0B(t,z), 6Fu(t, z,v)

3.2 MHD-Beschreibung

e Idee: analog

o statt F,, werden jetzt die Momente gestort:

n(t,z) = no(z) + on(t,
u(t,z) = up(z) + ou(t,

18
~

18
~

(t,z) = Eg(z) + 0E(t, )
(t,z) = By(z) + 0B(t, z)
Foo(t,z,v) = Fo(z,v) + 6Fpu(t, z,v)

(3.48)
(3.49)
(3.50)

(3.51)

(3.52)
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21

o ggf. sind noch hohere Momente zu betrachten
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KaPITEL IV

Zur Klassifizierung von
Plasma-Instabilitidten

1 Geschwindigkeitsraum-Instabilitdten (Mikro-Instabilitéten)

Ortsunabhéngige (homogene) Gleichgewichtslgsungen,

Treiben von Instabilitdten durch Inhomogenitéiten im Geschwindigkeitsraum,
Maxwell-Verteilung als Gleichgewichtszustand

0, =0,0, #0

2 Ortsraum-Instabilititen (Makro-Instabilititen)

Ortsabhiingige (inhomogene) Gleichgewichtslésungen,
Treiben von Instabilitéten durch Inhomogenitéten im Ortsraum d, # 0.
Oy # 0 weniger wichtig. Meist betrachtet in MHD oder Multi-Fluid-Beschreibung
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IV Zur Klassifizierung von Plasma-Instabilititen




KAPITEL V

Geschwindigkeitsraum-Instabilititen
(Mikro-Instabilitéiten)

1 Beam-Plasma-Instabilitat
(Zwei-Strom-Instabilitét)

Situation:

e homogenes, unbegrenztes, stofiefreies Plasma aus verschiedenen Komponenten: By, E, Foq (v)

e Relativ-Bewegung zwischen verschiedenen Komponenten oder Teilchenpopulationen einer
Komponente

Konkret:
3 Populationen (Indices «)

z.B.
a = e: langsame Elektronen

a = b: schnelle Elektronen rdumlich unbegrenzt
o = 1: Ionen

Mit den Verteilungsfunktionen Fp, im Gleichgewicht
~ Teilchendichten: noq = [ Fyu(v)d®v

mit Stréomungsgeschwindigkeit: ug, = — [ vFpad*v
n

O
Gleichgewicht:
In welchen Relationen miissen n0, u® stehen, damit eine feldfreie Gleichgewichtslésung existiert?
!
P0 = XagaChoa = gie€noi + geenoe + grenoy = 0 (5.1)
. !
Jo = Yalalhoa = Gi€Ug; + qe€Ug, + quelg, = 0 (5.2)
g, = _ iMoo, + @eNoeloe (5'3)
avNob
Es ist moglich, die Betrachtungen im Ionen-Ruhesystem u,; = 0 auszufiihren:
n,
Upp = — e Ug (5.4)

—0Oe
4bN0b



26 V Geschwindigkeitsraum-Instabilitéiten (Mikro-Instabilitéiten)

Unser Beispiel: e,b Elektronen.
D.h. Elektronen miissen gegenstromen, wobei diinnere Population schneller sein muss!

Damit ist klar, dass der Gleichgewichtszustand existiert.

Fiir die Fy, wahlen wir driftende Maxwell-Verteilungen

_ 2
Fo,lnoa~exp{(uvgoo‘)} (5.5)
ta

FOQ

UOa U(” QO@)

0
Thermische Geschwindigkeit v;, und Temperatur T, sind verkniipft iiber

My o

TUta = ]fBTa (56)

Stabilitéit dieses Gleichgewichtes:

e Suche nach Instabilitit ohne magnetische Storung (6B = 0, §E # 0); d.h. suche nach Ei-
genl6sungen in einem Unterraum

e Ansatz
E = 0+40E (5.7)
B = 040 (5.8)
F, = Fyo+0F, (5.9)
0o = 0+dp (5.10)
j o= 044j (5.11)
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e Linearisiertes Maxwell-Vlasov-System:
1 )
0= g&géﬁ—&- Hodj (5.12)
Oy x 0E =0 (5.13)
1
0:0E = —dp (5.14)
z .
010 Fy + v0,0F, + %@aﬁm =0 (5.15)
[
(5.16)
mit
So = ane/aFad% (5.17)
[e3
8j = ane/@Fad% (5.18)
[0}
e Losungsansatz:
SE, 6F, o et (5.19)
x e Wt (5.20)
w=uw +iw" (5.21)
Instabil £ w” >0
~ O — —iw
e Plasma sei rdumlich unbegrenzt
~ Fourier-Transformation bzgl. z, z.B. 6FE = féﬁ(k)eiﬁ_i‘“td?’k
~ Oy — +ik
A0 = —icqwdE + 0] (5.22)
ikx0E=0~k | 0E (5.23)
~ 1
k6E = —dp (5.24)
€0
—iwdFy + ik - vF, + %@FME =0 (5.25)
mit
50 = ane/éﬁ;dgv (5.26)
52 = ane/y(ﬂf’;d% (5.27)
~ algebraisches lineares System fiir 4(...)
- at avF a =
§F, = —daC %0 sp (5.28)
Mmei(w — k- v)
2,2
~ gae” 1 0y Foa 3 e
0o = * - = d°véE 5.29
¢ Zmai/uJ—E-y Vo= (5:29)

[e%
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e Koordinatensystem im v-Raum

Vi1
UH
k
Vg
~ v-k=wvk mit k = |k
~ k§E=kSE ,dak || 6E, §EL =0
e a Foz
~ 00 = Z q;;a ;/ k(:) dv,‘dvlldvuéEH
q 6 a’u FOOz -
00 = & - dv,0E,
e= Zma Z/w—kv‘, v
mit
Foo = [ Foadviidvs
. 2 2
PN i qe Oy, Foa
k(SEH = - = d \I(SEH
! €0 ; M /w — kv, v
bzw.

2.2 n
Z gae” 1 Oy, Foa oo
{1_ — £0Ma kz/v,—w/kdv'}aE'_O

(5.30)
(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

Eigenwert-Problem reduziert sich auf eine einzige Gleichung. Gesucht wird Eigenwert w,
insbesondere Im(w) = w”. Eigenfunktion 0F, # 0 ~ {...} = 0. Eigenwert-Gleichung heif}t

auch Dispersionsrelation, da w = w(k).

e Bemerkung:

Ampere’sches Gesetz
0= —iggdE + 65

nicht benutzt. Enthélt keine weitere Information, denn

(5.36)
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~ 1 40Dy, Foo =
EH = - Ju = « ||.7Hd \\6EH 5.37
0 lsow 1w Z 9ot /U (w— kuv,) Y ( )
q,¢€ 1 Uuav FOa e
1-— ¢ — [ ———dv, ;0E, =0 5.38
{ za:somawk/v,—w/kdv }5 ( )
2,2 n
g’e® 1 (v, —w/k 4+ w/k)0y, Foa ~
1-— - - dv, p0FE, =0 5.39
{ ;aoma wk/ v, —w/k v ( )
2,2 n
q,€ 1 a’uuF‘Oa f
1-— Q ———dv, p0FE, =0 5.40
{ za;somak v, —w/k v } ( )

Ampere’sches Gesetz fithrt somit auf die bereits oben abgeleitete Dispersionsrelation.
e Diskussion der Eigenwerte / Dispersionsrelation

1. Thermisches Plasma, v;, # 0 : Einfithrung der Plasma-Dispersionsfunktion:

Def:  Z(¢) = \/17?/_00 j%vdv

~ Ableitung:  Z'(& \/>/ (v
Z'(§) = =21+ &+ Z(8)] (5.43)

Umformung der Integrals in {}:

"fast” eine Standardfunktion (5.41)

part. Integration! (5.42)

e av,,FOOL o e F
[m md’v“ = +[OO md’v” (544)
. o exp (_ (’U” _’U;LOom) >
_ Oc ta
Y B e
(5.46)
Uy — Uoan _

oo 71)2

Noa e
= dv 5.48
\/771"()?01 [m < w/ku0a|>2 ( )
p — LT

Vta

- e () 54
ta

Vta

~ Dispersionsrelation fiir thermische Zwei-Strom-Instabilitét

2
qanOa 1 / W/k — Upan
1-— - Z =0 5.50

g0 k2vZ, ( Viay ) ( )

w? w/k — woan
1-2/{%@-2’( ):0 (5.51)

Vtar
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Es erweist sich, dass v, > 0 nicht essentiell fiir die Instabilitét ist.

2. Kaltes Plasma, viq, — 0 ™~ Foo(v,) — 1000 (v, — oan)

81) F()a F(Ja
———dy, = ——dvy, 5.52
/Ulw_w/kv ~/(U|_"‘-)/k)2 Y ( )
Moo
= — 5.53
(o — ]2 (5:59)
~ 2.2
e“qinoa 1
1-— 2 =0 5.54
; EoMe (w - kuOom)Q ( )
mit 5 o
oo _ 2 (5.55)
E0Mq
Plasmafrequenz der Komponente o
a=1,e,b:
w? w? w?
1-— : - - - 5 =0 5.56
(@ Fuon)? @~ kuow)?  (w— kuuon,)? (5:56)
Sei ugg, = 0 und w; K we, wp wegen m; > me
w? w?
1-— < - b =0 | Pol 4. Ordnung.
@ Fuon 2 (0= kuog)? olynom rdnung
4 Losungen reell (5.57)
oder 2 konjugiert
komplexe Losungen.
Sei wp < we (Diinner Beam b)
2
We2 2 2
1— e — kuop,)? = ~0 5.58
(i~ kuge7 | (4~ o) = (55%)
Faktoren links getrennt =~ 0 setzen:
w — kuge, = Twe (559)

w — kugp, =0 (Doppellosung)

Néherungslosung liefert somit mehrere lineare Dispersionszweige, d.h. Geraden im w-k-
Diagramm. Ndherungslosung brauchbar bis auf Kreuzungspunkt, dort Aufspaltung wie

NS

R

<%HQ
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We

wmax

Im(w)

Im(w) >0 : 6B, = 0E,e”™!
_ 5E|”e—i-Re(w)t . e—l—]m(w)t
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anwachsend mit der Anwachsrate I'm(w)
In Realitéiit wachsen genau die Storungen wellenartig an, fiir die Im(w) = max gilt. Dazu

gehoren die Frequenzen Re(wmaz) und Kppaq-

Bemerkung:

— Das war einer der einfachsten Falle!

— Es existieren zahlreiche Variationen dieses Grundtyp einer Instabilitét: Ionen-Beams, im
By # 0 existieren viel mehr Moden bereits ohne Beam, Beam destabilisiert verschiedene
dieser Moden.

Je nach Dichte und Geschwindigkeit des Beams ergeben sich als instabile Moden
— Whistler-Instabilitéat
— Ionen-Zyklotron-Instabilitét

— Bump-on-tail-Instabilitéit

2 Anisotropie-Instabilitéit
Situation:

e homogenes, unbegrenztes, stofefreies Plasma aus 2 Komponenten (Minimum) B, # 0,
Eo =0

e Termische Geschwindigkeiten der Plasmateilchen einer (oder beider) Komponenten parallel
zum Magnetfeld und senkrecht zum Magnetfeld sind unterschiedlich.

Konkret: Verteilungsfunktionen seien Bi-Maxwellsch:

2 2

Moo Uy vy
Foo(vy,v1) = — 3 &P (—2 -3 (5.60)
Uta‘lvtaJ_ﬁ Ut Vtal
2 2
B v v
Isoflichen Fy, = const ~ 2—“ + ZL = const
Vtou Vial
Koordinatensystem v, = U,

vl:,/vg—i—vg Ugp = U COS Y

t _ Y — 3
an Y = ’Uy—’UJ_SlngO
T
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BO7 Uy

el B _
\/ v iy =0

Gleichgewichtszustand:  erfiillt
0=0 (Neutralitéit)
J,=0 +/ (jede Vektorkomponente ist symmetrisch um v = 0)

Stérung des Gleichgewichts/der Stabilitit: 9, — ik wegen Homogenitét

—c% ik x 6B + giéj = iw-0E (5.61)
0]
ikx6E = iw-6B  (5.62)
ik v 0F, + 25y x By) - 0,6F + %(@w X 0B) - 0,Foa = iw-6F,  (5.63)

Einschrankung:

e Storungen parallel zu B, ausbreitend: k = (0,0, k)
e nur Elektronen seien anisotrop, Ionen isotrop
o w, K we

® U1 — vy, (Der Index e in der parallelen und der senkrechten thermischen Elektronen-
geschwindigkeit wird im Weiteren unterdriickt.)

Eigenwerte/Dispersionsrelation: w(k)

k2c? w2 w
1-Er s S 2+ Al 2] =0 (5.64)
mit v
A=-"E Anisotropie
Uty
_w—Q (5.65)
k- Uty

Plasma-Dispersionsfunktion

e es existieren komplexe Losungen fiir w
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Re(w) — Q.

> 1 und |[Im(w)| < |Re(w)|
k- Uty

e analytische Naherungsausdriicke fiir

(5.66)

(M)

2
A Im(w) = ﬁrk?;” (1 _ R;%J)) [AQ. — (A+1) - Re(w)] - exp

~
Wenn A =0 : Im(w) < 0 stabil
Wenn A > 0, d.h. v;; > vy, : Im(w) > 0 instabil

Im(w)

Phys. Fluids, 19(1976), 1507

3 MHD-Instabilitiaten

e Betrachtung von Plasma-Bedingungen, die MHD-Betrachtung erlauben

e Erinnerung an MHD-Moden

Alfven-Mode (a
Fast-Mode (f)
Slow-Mode (s)

)

e Darstellung z.B. im Friedrichs-Diagramm oder bei festen 6 im w-k-Diagramm:;
6 = 10° (quasi-parallel)
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k
MHD-Moden sind stabil im isotropen Plasma:
p 0 0
I=pi=10 p O (5.67)
0 0 p
Instabilitdt im anisotropen Plasma (Bylle,):
p. 0 O
I=(0 p. O (5.68)
0 0 p
(a)— Fire-Hose-Instabilitét
(s)— Mirror-Instabilitét
Anisotropie des Plasmas bevorzugt durch Plasmabeta § beschrieben:
thermischer Druck
gi=L - 2p = — (5.69)
Pm  B?/2up  magnetischer Druck
insbesondere: oL »
BL = o Bii= = 5.70
B? /20 B?/2u0 (5.70)
Gleichgewichtszustand:
E0:0a10207 QOZO,@OZO,HOZO,
B, = Boe,, Bo = const,
pio O 0
II={( 0 po O (5.71)
0 0 Puo

Stabilititsanalyse = Normalmoden-Analyse der linearisierten MHD-Gleichungen (wird hier
nicht vorgefiihrt; vgl. Hasegawa, Plasma Instab and Nonlinear Effects)
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3.1 Mirror-Instabilitit

o Im(w)>0:140, (1 - %) < 0 fiir k,/k1 < 1 (quasi-senkrecht) und Re(w) =0
~ 1 > 3, notwendige Bedingung!
/8H
1.

3.2 Fire-Hose-Instabilitit

o Im(w) > 0: 1+5L2_ﬁ” <0
fiir k,/k1 > 1 (quasi-parallel) und Re(w) =0
~ (B, > (1 + 2 notwendige Bedingung!

/3H

e

///
_
/////

B
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4 Zusammenfassende Bemerkungen

e Instabilitdten brauchen eine Quelle; d.h. Bedingungen abseits des thermodynamischen Gleich-
gewichts.

e Anwachsende Feldamplituden korrespondieren mit wachsenden Feldenergien.

e Feldenergien miissen anzapfbares Reservoir haben; anzapfbar heif3t aber wiederum jenseits
eines thermodynamischen Gleichgewichts

e Im Falle konkurrierender Instabilitdten gilt: hohere Anwachsrate setzt sich durch

e Vgl. Instabilitéten im Alltag, Okonomie, Gesellschaft
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KaPITEL VI

Ortsraum-Instabilititen
(Makroinstabilititen)

e Nicht nur im Geschwindigkeitsraum treten Gradienten auf, sondern insbesondere auch im
Ortsraum

e DBeispiele sind:

— Druckgradienten

Dichtegradienten

Geschwindigkeitsscherungen

— USwW.

e Generell muss man fragen, ob die mit diesen Ortsraumgradienten einhergehenden physikali-
schen Situationen iiberhaupt stabil sind?

e Denn merke: Grundsétzlich darf man nicht vorraussetzen, dass ein physikalischer Zustand
stabil ist!

1 Die Rayleigh-Taylor-Instabilitit

M ist eine Situation mit Dichtegradient im Schwerefeld g
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Vo=A-h

01 # 02

02

Vi=A-h

Betrachte harmonische Storung der Grenzfliche, d.h. Auslenkung um Hohe h iiber Fliche A

Diese Auslenkung ist mit einer Anderung der potentiellen Energien verbunden:

5W1: 7Q1.g.v :7glghA

Damit ergibt sich fiir die gesamte Anderung der Energie:

Nun gilt der Energieerhaltungssatz:

o 0W <0: potentielle Energie wird in kinetische Energie umgewandelt
W = konst. :>6W>0: und 7vice? versa

Also: Falls 0W < 0, d.h. fiir die Situation mit g; > 09, ist die Grenzflache instabil.

Beispiel: Salzstocke wie unter dem Nussberg oder unter der Asse sind instabile Gebilde, da die

Dichte von Salz mit 2, 17L3 deutlich geringer ist als die von z.B. Sandstein mit ca. 2, 5%.
cm cm

~ Dann versucht die leichtere Materie iiber die schwerere zu kommen.

Nicht-lineare Entwicklung =

Sobald die Instabilitéit los geht, wird sie auch bald schon nicht-linear!

Lineare Instabilitdtsanalyse
~ Normal-Moden-Analyse = U.M.

Wichtig: Priife den Grundzustand!
Existiert der iiberhaupt?

Grenzflaeche
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e Betrachte dazu z.B. folgende Bewegungsgleichung des warmen MHD-Plasmas:
0-div =7 X B—08p (6.3)

Grundzustand: d;v = 0
~
ZO X Eo = 8§p0 (6.4)

Dieser Grundzustand muss existieren!

e Diesen existierenden Grundzustand stort man jetzt und betrachtet die Entwicklung

2 Die Kelvin-Helmholtz-Instabilitat

e Physikalisches Bild bzw. analoge Situation:

ov>0,dp<0

Wind

Haus

Fiir den Wind stellt das Haus eine Verringerung des Stromungs-Querschnitts dar.
Die Erhaltung des Massenflusses erfordert daher eine Zunahme der Stromungsgeschwindigkeit,
damit bei vermindertem Querschnitt entsprechend viel Masse um das Haus gelenkt wird.

=, In der Baustelle sollte man schneller fahren, damit kein Stau entsteht

e Nun gilt der Satz von Bernoulli:

1
5@1}2 + p = const. (6.5)

N Falls v zunimmt, muss p abnehmen
~ oberhalb des Daches hat man Druckstérung ép < 0
= Dach wird wegen Unterdruck angehoben und abgedeckt.

e Ubertragung auf Situation an z.B. der Magnetopause

5p <0 Auslenkung

Stromung

Grenzflache

Vg 71Uy
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~ Dort, wo Stromungsquerschnitt an der Grenzfliche verengt wird, tritt Situation mit dp < 0
auf.
= Grenzfliche wird instabil

Theoretische Behandlung:
Betrachte in der MHD-Néherung zwei Medien unterschiedlicher Dichte in relativer Stromung,
dh. 0; xu#0

yl? 01, El

Grenzflache
— Vg # Uy, 02 F# 01, By #0

Frage:
Ist diese Situation mit Scherstromung stabil?

Annahme:
Plasma sei stabil, d.h. £ = —v x B und inkompressibel, d.h. d, - v = 0 und homogen in den
beiden Halbrdumen oberhalb und unterhalb der Grenzfliche.

Die Bewegungsgleichung lautet dann
Q'dtQ:ixﬁ_agp (6.3)
bzw. in 1. Nédherung (wir nehmen an, dass der Grundzustand existiert)

00 - diwy = j, X Bo+ j, X By — s (6.6)

Definiere nun die Auslenkung & der Grenzflache aus der Gleichgewichtslage durch

Oie =0 (6.7)
Dann gilt (6.6) und 0, x By = puoj, bzw. 0y x By = poj,
00+ 9Fe = ~(0, x By) x By + (0, x Bo) x By — Oun (63
Ho Ho
Mit 9, x E = —0; X (v x By) = —0;B; hat man
B, =0: x (g x By) (6.9)
Bilde nun 9, von (6.8), sodass folgt:

1 1
Ou-(00-E) = 7 Oul(On X By) x Bol + 7% 0a[(9e X Bo) x Bu] = Apy (6.10)
0 0

Daraus lésst sich nach Rechnung die folgende Beziehung fiir die gesamte Druckstorung
b-B
p= - + p1 ableiten:
Ho

Amﬁ;@@m@&+@y@&%@@@ (6.11)
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e Weitere Annahme: 9y x By =0~ j =0

e Damit und wegen der Annahme eines homogenen, inkompressiblen Plasmas mit
0z = 0ze = 0 folgt fiir die Druckstérung in der Grenzfliche

Ap=0 (6.12)

e Losungsansatz: p = Po - exp(ikzx + ikyy + tk,z — iwt)

e Damit dann aus (6.12)

K24+ k2+k2=0 ~ ko=i-\[k2+k2 (6.13)

Das Koordinatensystem sei so gewiihlt, dass fiir die Flichennormale gilt: n = (0,0,1), d.h.
die z-Achse zeigt weg von der Grenzflache.

e Also hat man Oberflichenwelle mit

b =po-e "7 exp(ikyx + ikyy — iwt) (6.14)

e Benétigt wird noch eine Beziehung fiir :
B, =0, x (e x By) = (By - dy)e (6.15)
woraus mit der obigen Ansatz folgt

El :i(k'ﬁo)é E: (kz,ky,kz)

e Weitere Annahme zur Vereinfachung

By, =By
e Betrachte nun nochmal die Bewegungsgleichung

1
90'8t2§:;'(8£x§1)x§0_8£p1 (6.16)
0

~  [(oopo - w? — (k- By)*e = po - Oup

wo der Ansatz und Relation (6.15) genutzt wurde.
e Fiir die Auslenkung der Grenzfliche gilt dann:

o
T ) (047
mit

va = By/\/Io0o

e Mit den Beziehungen (6.12) und (6.17) haben wir nun Ausdriicke fiir die Druckstorung und
Auslenkung auf beiden Seiten der Grenzfliache.

e Randbedingungen:



44 VI Ortsraum-Instabilititen (Makroinstabilititen)

1. Kontinuitdt von €, der Normalenkomponente von &

2. Kontinuitédt von d,p, der Normalenkraft auf Grenzflache

e Annahmen:
z > 0 = Region 2
z < 0 = Region 1
Uy = Vg9 — Vg1 = relativer Drift der beiden Halbrdume
Wy = W
w1 = w — k - u; = Dopplerverschiebung wegen des relativen Drifts

e Betrachte zunichst Kontinuitdt von e,; diese gewihrleistet iibrigens, dass zwischen den
Halbraumen keine Liicke entsteht...

(0zP1)- _ (Oxp2)-

= 6.18
00r 7~ (k0 202leF — (k208 (1%
dann die von 0,p
(agﬁl)z = _(8£ﬁ2)z (619)
e Aus (6.18) und (6.19) mit den Annahmen
1 1

=0

_l’_
0o1[(w—k-ug)* = (k-va)7] 02l — (k- va)3]
woraus nach Rechnung eine quadratische Gleichung fiir w(k) folgt:

2
2 00,1 ke 00,2 .

2 Q0,1 2 2
: o)W — (kvy)g+———— (k) — (kv =0 (6.20
gy o= (i (k) (ke =0 (620)

e Lisungsdiskussion
2
p p
= —— :l: _— =
wi/2 D) 1 q
»?
N we(C,fallsZ<q
2
d.h. falls =— < ¢, dann ist die Loésung imaginir, d.h. w = wg + ¢y und mit v > 0

moglicherweise instabile Situation

e Beachte noch: Falls |uy| = 0, dann ist auch ¢ = 0 ~ w € R, d.h. nur oszillatorische Losungen
sind moglich.
~ Grenzfliche ist nur instabil, falls |u,| # 0! Die relative Stromung treibt also nur die In-
stabilitat.

e Notwendige Bedingung fiir Instabilitét:

2

% <q¢ =
2 1 1 2 2
(EQ()) > a + @ : [QU,I(E'EA)l + QO,Q(E‘QA)Q] (6.21)

e Diskussion der notwendigen Bedingungen:

— Grenzschicht ist instabil, falls relative Strémung zwischen den Halbrdumen ausreichend
grof} ist
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— Anwachsende, d.h. instabile Moden sollten sich parallel zu u, ausbreiten, da dann (k-u)
den grofiten Wert annimmt.

— Anwachsende Moden sollten sich L zu B, ausbreiten, da dann die rechte Seite von
(6.21) klein ist.

— Magnetische Spannung stabilisiert also die Grenzfliche, denn fiir k L B, existiert keine
Kriimmung der Feldlinien.

Vergleich: Oberflichenspannung im Wasser-Luft-Grenzfliche Fall

e Nochmal physikalisches Bild:
op <0, 6v >0 Storung, z.b. therm. Rauschen

N
\
\
\
\
\

Region 1, v, T

Region 2,
egion 2, vy Druckgradient

\_> Storung wichst an

e Genauere Rechnung liefert dann auch
v(k)

Es gibt viele Wellen mit unterschiedlichen k’s, die anwachsen kénnen.

= Die Mode gewinnt, die am schnellsten anwéchst.

e Instabilitiat, d.h. anwachsende Mode, baut relative Drift ab und homogenisiert Plasma

e Nicht-lineare Entwicklung

3 Pinch-Instabilititen

3.1 Der lineare Pinch

e Situation mit 0, x B = pgj # o

.

/o
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Z: (anajz)
B =(0,By,0)

In MHD-Niherung gilt fiir den statischen LP:

J X B=0gp (6.22)
By

APl (6.23a)

oder
drp = —j=(r)Bo(r) (6.23b)

Gesamtstrom im Teilzylinder r» < rg
I(r) = / j=(0) - 2mo*do (6.24)
0

bzw.
d.I,(r)y=2m-1-7.(r)

Fiir By(r) gilt (Linienstromfeld)

By(r) = 2”70 -L.(r) (6.25)
r
Damit dann aus (6.23b)
Ho
d.p= 12 - L(r) - d.I.(r)
oder )
4722 - d,p(r) = —d, <2u01z2(r)> (6.26)
Integration von r = 0 bis r = rq liefert
T0 1
am*r? - p(r)|pe — 47r/ 27r - p(r)dr = —§u0[§
0

mit o = L(r=rg); L.(r=0)=0
Beachte: Fiir Séule mit eingeschlossenem Plasma gilt: p(r) = 0 fiir » > rq

Fiir den Gesamtstrom gilt dann

8 ro
I2 = °r 2mr - p(r)dr (6.27)
Ho Jo

Plasma bestehe aus Elektronen und Protonen mit den Temperaturen T, und 7T}, und es gelte

DPep = ne,p(r) ' kB ' Te,p
Nep = Nep(r)

Tep # Tep (r)

Mit p = p, + p. gilt dann

5 87 ro
Ij = —kp-(T.+Tp) - 27 - n(r)dr
Ho 0

ne = np, = Quasi-Neutralitét
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e Und damit
8
2= MikB (T, +T,) N, (6.28)
0

Benett-Beziehung

mit der Stulendichte N, = [ 277 - n(r)dr

e Die Benett-Beziehung gibt den erforderlichen Gesamtstrom an, der im von I, erzeugten
Magnetfeld eingeschlossenen Plasma flielen muss, damit Plasma auch wirklich eingeschlossen
ist
—> Grundzustand Tokamak

e Beispiel:
N, ~ 10"9m~1
T, + T, ~ 105 107 10°A!

e Radiale Verteilung von p(r) und By(r), falls j,(r) = const im Pinch

polg r?
p(?”) = 4 202 . <1_2>
™o "o (6.29)
By =00 ;T <r,
2mrd '
e Graphisch
fr)
p(r)
By(r)
\ -

e Frage: Sind Pinch-Strukturen stabil?
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e Gleichungen 1. Ordnung lauten:

901 + 0z(00v;) =0
00 Orvy = —0up1 + j; X By +j, X By

~
h_ 'yp—o bzw. (]?1) = const

01 ©o 01
81551 = ag X (21 X EO)
8§ X Bl = :U'011

e Elimination von p; fithrt auf
0
£ Oip1 + 7 - Oz(0ovy) =0
Po
woraus mit v; = 0:e und Integration folgt:
P1 = —7YPo - Oz€ — £ - OuPo

e Bewegungsgleichung formt sich um in

(6.35)

1
00-07e = %(é%poﬂm%&ﬂ; {[0:x 0 x (X Bg)| X Bo+(0z X By) %[0 % (X By)] } (6.36)
0

e Betrachte nun Pinch im idealen Plasma mit der zusétzlichen Annahme, dass im Inneren des

Pinches noch ein axiales Magnetfeld anliegt:

BO - (O,BeaBz) r S To
B, = (0,By,0) r > 1

e Solche Situationen kann man technisch erzeugen; sie kommen aber auch natiirlich vor, z.B.

in der Magnetosphére mit feldparallelen Strémen

B B

e Mit pq,e o exp(—iwt) folgt aus (6.36):

o0 = po - Da(Da) + Mi{ag x 0y % ( X By)} x By
0
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Nehme desweiteren Stérungen an, die zylindersymmetrisch sind, d.h.

e(r) = (er(r),e0(r),e.(r)) exp(imb + ikz)

mit m =0
Dann, nach lingerer Rechnung(!), erhdlt man:

(k*v% —we, = (2 +0%) - d, { dr(ra,«)} +ikc? - de,
(k*v% —w?)eg = N 0 (6.37)
(k*v% —w?)e, = 2. {Z -dr(rsr)}

r

1
r

Hier kann man &, eliminieren und findet

(k2c? — w2)(kzv?4 —w?)

k2c2v? — w?(c2 +v%)

1
d%e, + ;drsz - £, =0 (6.38)

Bessel-Gleichung

Losung: e,(r) = Io(Lr) = Jo(iLr)
!

modifizierte Besselfunktion

(w/k)*

w\ 2
- (2) (@ +03)

mit L2 =k%- {1+

und fiir £, dann:

_ L fa R =) m T
ik c2(k2vg — w?)

Losung fiir eg = Scherung der Feldlinien, d.h. Alfven-Mode, die stabil ist (w?/k? = v%) und
nicht mit &, und ¢, koppelt!

Er

Dispersionsrelation erhédlt man nun wieder, wenn man Randbedingungen bei r = ry beachtet;
man erhilt nach Rechnung (siehe z.B. Boyd/Sanderson, Plasma Dynamics, 1969)

k2 B2 B2 1 L -r - IN(L
w2 — z 0 . = - (w> T 0( ’I") (639)
HoQo Moo T Io(Lr)

Beachte: L = L(w), d.h. (6.39) kann nur numerisch gelést werden!

Man kann aber zeigen, dass w? € R, d.h. komplexe w € C treten nur auf, falls

B2 < Bg L.r-Ij(Lr)
= (L-r)? Iy(Lr)

Beachte: Sonderfall B, =0

~ w? < 0 kann immer auftreten

~ Pinch ohne Fiihrungsfeld ist immer instabil!
= axiales Feld stabilisiert!
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VI Ortsraum-Instabilititen (Makroinstabilitdten)

e Instabilitédtstypen

a) Sausage-Instabilitét

Fig. 12 The sausage instability.

1
Da By x — im Auflenraum, wird duflerer magnetischer Druck dort erhoht (erniedrigt), wo
T

Pinch eingeschniirt (aufgeblasen) wird.
M Storung wichst an!

Axiales Feld stabilisiert, da es mit seinem magnetischen Druck gegen Einschniirung wirkt!

b) Kink-Instabilitéit

Auf der konkaven (—) Seite der Storung wichst magnetischer Druck und unterstiitzt kin-
Mode; auf der konvexen Seite (—) fillt Druck ab
= Instabilitét
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Axiales Feld stabilisiert wegen den auftretenden magn. Spannungen

4 Tearing-Mode-Instabilititen

e Pinch-Instabilitdten

1
= axialer Strom = 7toracidales? Feld mit pasqq o -
r

= Variation von ppsqg treibt Inst.
e Frage: Sind alle Situationen mit j # 0 instabil?

o Betrachte dazu Rotationsinstabilitit mit 0, x B = poj # 0
= unendlich ausgedehnter Schickstrom mit py,.q = const.
= Pinch-Instabilitéit greift nicht

e 777Aber: Ein anderer Instabililitéitstypen, eben die sog. Tearing-Mode greift???

o Grundzustand: Harris-Stromschicht

Jj (@) = é - sech? (g)

By(z) = tanh (2)

ist konsistente Losung des Vlasov-Maxwell-Systems

e Prinzip der Instabilitdt: Stromfadenbild

J
0O O O O O ~ O oOoo O

Clusterung von Stromfiaden
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e Wachstumsrate

’YTearing ~ 07 6771/2 n= 1/U (640)

e Notwendige Bedingung fiir Instabilitét:

2 /(1 .

d : Dicke der Schicht
k : Wellenzahl

A > 0 : Instabilitat
A < 0 : Stabilitéit

= Tearing-Mode tritt fiir grofle Wellenldngen auf. ergibt physikalisch auch Sinn, da Tearing
»kleine“Struktur abbauen und grofie schaffen will.

e Detaillierte Losung liefert auch
wel

d.h. rein anwachsende Mode!

e Wachstumsrate ist allerdings klein, d.h. wihrend des Anwachsens kann B-Feld durch Plasma
diffundieren (Beachte: o endlich)
~ Rekonnexion ist moéglich

e Bedeutung endl. o:
= ermoglicht Umbau magnetischer Energie in magnetische Energie erst



KaPITEL VII

Instabilitat nicht-linearer Wellen

e Betrachte Stérung grofer Amplitude im kalten Plasma:

Q‘dtyzzxﬁ
B? 1
~odwt 0 (U Oy == 0| 5— ) +—(B-0,)B (7.1)
—_——— =\ 20 Ho -

NL-Therm in v
- NL-Therm in B NL-Therm in B

e Nicht-lineare (NL) Terme verursachen Problem:
Es ist keine lineare Superposition mehr méglich! Betrachte dazu z.B. Term |B| o sin(k-r—wt)
und Ausdruck mit B2

~ B xsina-sina = (1 — cos2a)/2
~ B? o (1 —cos(k-r—wt))/2

d.h. es taucht Term mit z.B. doppelter Frequenz auf
e Und die DGL algebraisiert nicht mehr!

e Beachte aber: Alfven-Mode mit b > By ist auch Losung der nicht-linearisierten Gleichung!
Es gilt weiterhin:
|B| = | By + b| = konst.

d.h. Magnetfeldvektor der NL-Alvfen-Mode liegt immer auf Oberfliche einer Kugel

Frage: Wie sieht b, (t) bzw. b,(t) aus?
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VII Instabilitit nicht-linearer Wellen

Problem: Ist MHD-Welle grofler Amplitude stabil, d.h. gibt sie durch
Welle-Teilchen-WW

oder

Welle-Welle-WW

Energie ab und zerfallt?

Betrachte dazu nun vereinfachte nichtlineare Wellengleichung

dip —d2p +o = ap? (7.2)

Term verursacht Dispersion Nicht-linearer Term

Losungsansatz:
o(z,t) = Z A, (t) exp(ik,x — iwyt) (7.3)

d.h. Uberlagerung ebener Wellen mit Amplitudenmodulation A,, (t)

Fiir « = 0, d.h. ohne NL-Term erhélt man durch Einsetzen von (7.3) in (7.2):
—W2+k2+1=0

falls A, (t) = const.; damit dann

wy, =VEk2+1 (7.4)
Dispersionsrelation
~ Term ,,p“bringt echte Dispersion in die Welle
Nun Ansatz in die volle, nicht-lineare Wellengleichung; sei hier nun ¢ (t) = A, (¢) - exp(”)
dann gilt:

dipy, = di Ay - exp(?) —iw, Ay - exp(”)
df(py = (deV — 2w, - di A, — w2 A,) - exp(”)

und
d2p, = —k2A, exp(”) Beachte: A, ist eine Funktion von 7!
~(T4) _ (w2 — 1) A, exp(?) Ansatzniherung

o Weiter gilt:

a- o (z,t) = a(A;(t)exp(l) + A2(t) exp(2) + ...) *
(A1(t) exp(1) + A2(t) exp(2) + ...)
= a4y Arexp(i(kr + k1)z — i(wr +w1)t) +
Ay - Agexp(i(ky + ka)z —i(wy + wo)t) + ...

Nun alle Ausdriicke einsetzen in
dip — dp + ¢ = ap?
und Koeffizientenvergleich in exp(ik,x)
~ [dtQAV — 2w, - di A, — WA, + WA, — A, + A,] - exp(—iwyt)

=« Z AnAp exp(—i(wo +wg) - 1)
ko-+hp=h,
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e Und damit dann

dtQAl, — 2w, - diA, =« Z AaAgexp(—i(wy, — wo —wg) - 1) (7.5)
ka+tkg=k,

e Betrachte zum Vergleich erzwungene Schwingung
d?x + 2 - dyx + Wiz = kcoswt (7.6)

= Resonanz, falls w = wq

e Nun Vergleich zu (7.5) ~
NL-WW-Term
mit
W = w, — w, — wg beschreibt anregende Kraft
und wir haben ,,Resonanz®, falls
wp=0=w=w, —wy —wg

e Also, eine nicht-lineare, resonante WW tritt auf, falls

Wo +wg = w, Energiesatz
und (7.7)
ko +kg =k, impulssatz

e D.h. wir sehen, dass eine nichtlineare Welle zerfallen oder auch aus zwei anderen Wellen
durch deren WW entstehen kann

B
Zerfall Erzeugung

e Beachte: Die Bedingungen (7.7) sind notwendige Bedingungen, keine hinreichenden!
Denn w = w(k), d.h. auch Dispersion muss mitspielen
»Heiraten mdéchte jeder, aber der Partner kann fehlen“

e Anwendung auf MHD-Wellen
k, = zirkular polarisierte Alfve’n-Welle, vorwértslaufend
k, = zirkular polarisierte Alfve'n-Welle, riickwértslaufend
w2 - ]{JBTE
k2 o m;

ks = Tonen-akustische Welle,

e Beispiel Goldstein, Astrophys. J., 219, 700-704, 1978
— Ausgangsgleichungen
o+ 05(0v) = 0

B? 1
00w+ o(v- 0z)v i (p 2%) MO( )
O B=—-B-0,u+ (B-0;)v—(v-0,)B (7.8)

p=clo
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— Problem: studiere Stabilitéit einer zirkular polarisierten Alfve’'n-Welle grofier Amplitude
B,

v, =
V0O

Weitere Annahmen: ,,Slab geometry“, d.h. rdumliche Variation nur in z-Richtung || B,.
Kleine Fluktuationen im Plasma bereits vorhanden, d.h. ,,thermisches Rauschen*.

— Damit
o(z,t) = o0+ 0'(z,t); gestrichene Gréfien = Hoise
u(z,t) = v,(zt) +2)(21) +u,(21)
B(zt) = Boe.,+ Bi(zt) +B(21)
[

zirk. pol. Welle

— Einsetzen in Ausgangsgleichung liefert

1
Ofe' — 2020 = —02(B, - B))
/ R Ho B (7.9)
07 B! —v30:B) = 5o UiB1) = Bo- 0:(v0:v, ) — o 9:(0" - Orv,)
Zwei Gleichungen, deren rechte Seiten, abh. von B (Pumpwelle), die Anregung von
Storungen ¢ und B’ beschreiben

— Betrachtung zum Term 9%B | - B’ :
falls B, = B’/, dann ist dies eine sogenannt ponderomotorische Kraft

By

SOl

El i;n lp = (jpaoao)
EL - (07 -By, O)
~ ip X EL = (0701 _jpBJ_)
d.h. Welle wechselwirkt mit sich selber und bewirkt Kraft in Ausbreitungsrichtung
= Strahlungsdruck 9, B3

— Losungsansatz, reeller Ansatz mit exp(ia)

B (z,t) = %{B exp|—i(koz — wot)|ey + B* expli(koz — wot)ler}

Ansatz fiir B € C; B* konj. Komplex
!
3 1
B. gntsp rechend ey = —=(e, T ie,) links bzw. rechts zirkular polarisierte Welle
mit w und k V2 -

B,

vV Hoo

— Einsetzen in Stérungsgleichung;:

Weiter nehme an: v, =+

1.2
(2 4 K) (k) = S [BB" (ko) + BBk, w.)] (7.10)
0
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N
usw. fiir B/

wobei

ki:kﬂ:ko; w:t:w:tW()

Daraus folgt dann Dispersionsrelation

2

(W? = BE)(w — k) [(w + k)? — 4] = %( 3 4wk — 3w+ k)

mit n = |B]?/Bg; 8 = ¢} /vi; k/ko — ki w/wo — w

0.5

Y (k)
_'
1
3.0
o T T 7 T T T T T T T 7T
—————— B=0.1
B+ 0.55
V—7=0.1
~ \ 7+=0.9 7
wr / k ION ACOUSTIC
WAVE .
L (We/k=/B ) -
[
L e e T - — — = \:\\_\ ________
".’:0.|/\ ~ - ]
oY S A I N O T S N N Y
1.0 2.0 3.0

(7.11)
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Stabilitit einer zirkular polarisierten Alfve’'n-Welle grofler Amplitude

Or—r—T T 7T T T T T [ T T T 1T
------ B=0.1
B = 0.55
\*—7=0.1
- \ 7=0.9 .
wr /k ION ACOUSTIC
WAVE .
Ay
L ((wr/k=/B ) N -
(Y
L e e T - — — = \:\\_\ ________
=017 “~_
- ~o_ _
O|:|||1||1I||11
1.0 2.0 3.0
k
0.5

Y (k)

3.0

aus: Goldstein, M.L., Astrophys. J., 219, 700, 1978

e Zur Interpretation:

Die Situation mit n = 0, 1, d.h. fast linear, liefert nur geringe Anwachsraten; da die Anwachs-

rate der Instabilen Welle die Ddmpfungsrate der Pumpwelle ist, ist die Pumpwelle nahezu
stabil.

Situation mit § = 0,1, d.h. thermischer Druck klein im Vergleich zum magnetischen Druck;
fuir n = 0,9, d.h. grole Amplitude der Pumpwelle, schneidet Disp.ast der instabilen Welle
den Disp.ast der Ionen-akust- Welle = dritter Partner gefunden = Instabilitét

e Betrachte nun einige kinetische Effekte:
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= Niederfrequente Wellen im Zwei-Komponenten-Plasma, d.h. Gas mit Ionen und Elektro-
nen



