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Allgemeines

Additionstheoreme

1 = sin2 x+ cos2 x

sin(x± y) = sinx cos y ± cosx sin y

cos(x± y) = cosx cos y ∓ sinx sin y

Werte trigonometrischer Funktionen
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Kugelkoordinaten
x = r sinϑ cosϕ
y = r sinϑ sinϕ
z = r cosϑ
mit 0 ≤ ϑ ≤ π und 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Hyperbolische Funktionen
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)
sinh(x± y) = sinhx cosh y ± sinh y coshx

cosh(x± y) = coshx cosh y ± sinhx sinh y

1 = cosh2 x− sinh2 x

Laplace-Operator
in Polarkoordinaten:
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in Kugelkoordinaten:
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Analysis 3

Kurvenintegral∫
Γ

u(x) ds mit ( ds)2 = ( dx1)2 + · · ·+ ( dxd)
2

Arbeitsintegral∫
Γ

v · dx =

∫
Γ

(
v1

dx1

ds
+ · · ·+ vd

dxd
ds

)
ds

Transformationssatz∫
Ψ(Ω)

u(y) day =

∫
Ω

u(Ψ(x))|det∇Ψ(x)|dax

Partielle Integration∫
Ω

u,j(x) da =

∫
∂Ω

u(x)nj ds

1. Greensche Formel∫
Ω

∇u · ∇w da+

∫
Ω

u∆w da =

∫
∂Ω

u
∂w

∂n
ds

2. Greensche Formel∫
Ω

u∆w − w∆uda =

∫
∂Ω

u
∂w

∂n
− w ∂u

∂n
ds

Stokesscher Integralsatz∫
Ω

(∇× v) · nda =

∫
Γ

v · dx

Normalenvektor
für eine durch p(u, v) parametrisierte Fläche

n =
∂p

∂u
× ∂p

∂v



Partielle Differentialgleichungen

Kontinuitätsgleichung

∂

∂t
u(t,x) = −∇x · I(t,x)

konstitutive Gleichung
I in Abhängigkeit von ∇xu bzw. u

Gesamtenergie der schwingenden Mem-
bran

E(t) =
%

2

∫
Ω

u2
,t da+

1

2

∫
Ω

∇uTA(x)∇uda

Plattengleichung

%u,tt = − Eh3

12(1− ν)
∆∆u

Stationäre elektrische Felder

D = ε(x)E, ∇ ·D = %, E = −∇Φ

Navier-Stokes-Gleichung

% [v,t + (v · ∇)v] = η∆v −∇p

Lineare Elastizitätstheorie

%u,tt = ∇ · σ + f , σ · n = p, σ = Sε,

ε =
1

2
(∇uT+∇u), ∇·σ = µ∆u+(λ+µ)∇∇·u,

µ =
E

2(1 + ν)
, λ =

νE

(1 + ν)(1− 2ν)

Eigenschwingungen
zu u,tt = Du in Ω, u = 0 auf ∂Ω:
u(t, x) = cos(ωt)U(x)
mit −ω2U(x) = DU(x) in Ω, u = 0 auf ∂Ω

Spektralzerlegung

u(t, x) =

∞∑
k=1

γk(t)Uk(x)

Eulersche Differentialgleichung
a2x

2y′′ + a1xy
′ + a0y = 0, Ansatz y = xα

Burgers-Gleichung
ist die eindimensionale Variante der Navier-
Stokes-Gleichung

Charakteristiken von u,t +
d

dx
F (x, u) = 0

erfüllen

d

dt
ξ(t) =

∂

∂u
F (ξ(t), u(t, ξ(t)))

mit

d

dt
u(t, ξ(t)) = − ∂

∂x
F (ξ(t), u(t, ξ(t)))

Fundamentallösung
• für elliptische Gleichungen erfüllt

u(x) =

∫
Rd

f(y)g(x− y) dy

• für die Wärmeleitungsgleichung erfüllt

u(t, x) =

∫
R
g(t, x− y)u0(y) dy

+

∫ t

0

∫
R
g(t− τ, x− y)f(τ, y) dy dτ

• für den Laplace-Operator:

g(x) =

{
− 1

4π
1
r für d = 3

1
2π ln r für d = 2

Green-Funktion
für die Poisson-Gleichung erfüllt

u(x) =

∫
Ω

G(x,y)f(y) dy +

∫
Γ2

G(x,y)p(y) dy

+

∫
Γ1

∂

∂ny
G(x,y)q(y) dy

Variationsformulierung
zu −∇ · [A(x)∇u] = f in Ω und u = 0 auf ∂Ω

J(u) =
1

2

∫
Ω

∇uTA(x)∇uda−
∫

Ω

fuda

Schwache Formulierung
Multiplikation mit einer Testfunktion ϕ und
partielle Integration

Fredholmsche Alternative
für Mx = b, M ∈ Rn×n
1. detM 6= 0⇒ x = M−1b eindeutig
2. detM = 0

2a) b ∈ imM ⇒ ∃x : M(x+ y) = b
∀y ∈ kerM

2b) b /∈ imM ⇒ @x : Mx = b

Finite Elemente
Variationsformulierung für endlich-dimensionalen
Ansatzraum für u (Diskretisierung) und endlich
viele Testfunktionen ϕj

%u,tt = Du+ f → %Mα′′ = −Kα+ f

mit Massematrix M und Steifigkeitsmatrix K


