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KAPITEL I

VEKTORANALYSIS

Vektorfelder sind räumlich variable Vektoren. Um die räumliche Variation zu beschreiben, müssen Vektor-
veränderungen betrachtet werden, d.h. räumliche Differentialquotienten. Beziehungen von Vektorfeldern
untereinander, einschließlich deren räumliche und auch zeitliche Differentialquotienten, stellen partielle
Differentialgleichungen dar, die physikalische Situationen und Prozesse beschreiben. Die Lösung dieser
Gleichungen führt auf die Umkehroperation — die Integration. In diesem Abschnitt werden wichtige De-
finitionen und Sätze zusammengestellt.

1 Integrale im dreidimensionalen Raum

1.1 Linienintegrale

Problem:Über einen räumlich veränderlichen Vektor ist längs einer vorgegebenen Kurve zu integrieren,
wobei nur die Komponente des Vektors tangential zur Kurve interessiert.

Folgende Umschreibungen sind möglich:

∫

C

v(x)dx=

2∫

1

v(x)dx=

2∫

1

vtds=

2∫

1

(v1dx1 +v2dx2 +v3dx3) . (I.1)

vt(x) ist die Tangentialkomponente vonv(x) anC, ds ist das Bogenelement vonC. Der rechte Term drückt
das Integral in den Komponenten eines kartesischen Koordinatensystems aus. Bei Kurven besonderer Sym-
metrie (Kreisbögen, gerade Linien etc.) ist die Wahl eines geeigneten Basis-Systems (z.B. Kugelkoordina-
ten) zweckmäßig.

Von besonderer Bedeutung sind Linien-Integrale über geschlossene Wege, z.B.

Z =
∮

C

v(x)dx . (I.2)

1. Beispiel x x2 2

x1x1

v

v(x) =




v1

v2

v3


=




−ωx2

ωx1

0


 (I.3)

sei ein zirkuläres Strömungsfeld.Z ist die Zirkulation.

(a) Berechnung von Z entlang eines Kreises mit dem Radiusρ0.
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Für die Geschwindigkeit der Strömung in Zylinderkoordinaten gilt

vρ = 0, vϕ = ωρ , vz = 0 .

Das Integral (I.2) ergibt in diesen Koordinaten

Z =
∮

CS

v(x)dx=
∫ (

vρdρ +vϕρdϕ +vzdz
)

.

Folglich

Z =
∮

C(ρ0)

ωρ ·ρdϕ =

2π∫

0

ωρ2
odϕ = 2πωρ2

0

(b) Berechnung von Z entlang eines Kreisring-Segmentes CS.

ρ2

ρ1

CS
x2

x1

∆ϕ

Da vρ = 0, liefern die radialen Wegstücke keinen Beitrag. Wir erhalten

Z =

∫
ωρ2dϕ = ω

(
ρ2

1 −ρ2
2

)
∆ϕ .

2. Beispiel

Integration eines KraftfeldesF(x) zwischen zwei Punkten 1x2

x1 x1

x2
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und 2:

A21 =

2∫

1

F(x)dx .

Dieses Integral bedeutet die Arbeit, die verrichtet werden
muß, um einen Massenpunkt von 1 nach 2 längs eines be-

stimmten Weges in diesem Kraftfeld zu bewegen.

SeiF(x) =




αx2

αx1

0


 mit der Konstantenα > 0.

Verschieben vonP1 nachP2 auf zwei unterschiedlichen Wegen.

x1

x2

P2

P1

1

1

linker Haken L

rechter Haken R

∫

L

F(x)dx=

∫

L

(F1dx1 +F2dx2) =

1∫

0

F2dx2 +

1∫

0

F1dx1

=

1∫

0

α ·0dx2+

1∫

0

α ·1dx1 = α

∫

R

F(x)dx=

∫

R

(F1dx1 +F2dx2) =

1∫

0

F1dx1 +

1∫

0

F2dx2 =

1∫

0

α ·0dx1 +

1∫

0

α ·1dx2 = α

Offensichtlich ist die verrichtete Arbeit auf beiden Wegengleich. Für das angegebene Kraftfeld ist die
Arbeit generell wegunabhängig, denn es gilt nach dem Satz von Schwarz

∂F1

∂x2
= α =

∂F2

∂x1
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1.2 Oberflächenintegrale

Problem:Im Raum ist eine Fläche vorgegeben. Auf dieser Fläche ist in allen ihren Punkten eine physika-
lische Größe (Skalar oder Vektor) gegeben. Das Integral derphysikalischen Größe über die Fläche ist zu
bestimmen.

Die Oberfläche kann beliebig gekrümmt sein. Im einfachsten Fall ist die Oberfläche eine Koordinaten-
Ebene. Es ist also eine zweifache Integration über die zwei die Fläche beschreibenden Variablen auszufüh-
ren.

Beispiel

Die zu integrierende Funktion sei das Skalarx2
1− x2

2. Die Integrationsfläche liege

x2

x1
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

a

a

in der Ebenex3 = 0 und sei begrenzt durch die Geradenx1 = x2, x2 = 0 undx1 = a.

Zu berechnen ist

∫

A

(
x2

1−x2
2

)
dx1dx2 =

a∫

0

dx1

x1∫

0

dx2
(
x2

1−x2
2

)
=

a∫

0

dx1

[
x2

1x2−
1
3

x3
2

]x1

0
=

a∫

0

dx1
2
3

x3
1 =

1
6

a4

Die Integration überx2 muß zuerst ausgeführt werden, da ihre Grenzex1 enthält.

Oft sind die Integrale jedoch über beliebig gekrümmte Flächen x2

x1

x3

a(2)

a(1)
ξ  =2

ξ  =1 const.

const.

auszuführen. Dann ist die Fläche in geeigneten Koordinatendar-
zustellen und das Integral auf diese neuen Koordinaten umzu-
schreiben. Wie sich eine Linie (Kurve) durch einen Parameter,
die Bogenlänges, beschreiben läßt, so ist eine Fläche durch zwei
Parameter (ξ1,ξ2) beschreibbar, die gleichzeitig ein Koordina-
tensystem auf der krummen Fläche beschreiben. Die Parameter-
darstellung der Fläche lautet dann

xi = xi(ξ1,ξ2) , i = 1,2,3 (I.4)

Für ein Linienelement auf der Fläche folgt

dxi =
2

∑
k=1

∂xi

∂ξk
dξk und ds2 =

3

∑
i=1

(dxi)
2 =

2

∑
k,l=1

3

∑
i=1

∂xi

∂ξk

∂xi

∂ξl
dξkdξl . (I.5)

Mit den Vektoren

a(1) =

(
∂x1

∂ξ1
,

∂x2

∂ξ1
,

∂x3

∂ξ1

)
, a(2) =

(
∂x1

∂ξ2
,

∂x2

∂ξ2
,

∂x3

∂ξ2

)
(I.6)

und den metrischen Koeffizienten

g11 = a(1) ·a(1) , g22 = a(2) ·a(2) , g12 = g21 = a(1) ·a(2) (I.7)

folgt

ds2 =
2

∑
k,l=1

gkldξkdξl . (I.8)

Diese Darstellung heißt auch die erste Gaußsche Fundamentalform der Fläche.g12(ξ1,ξ2) = a(1) ·a(2) = 0
ist offenbar notwendig und hinreichend dafür, daß die krummlinigen Koordinatenξ1 und ξ2 orthogonal
sind, und zwar für alle Punkte der Fläche.
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Das von den Koordinatenξ1 undξ2 aufgespannte Flächenelement ist definiert durch

dS= a(1)dξ1×a(2)dξ2 . (I.9)

Das Flächenelement ist ein Vektor senkrecht auf der Fläche,in Richtung der Normalen. Da

dS= |dS| =
√(

a(1)×a(2)
)2

dξ1dξ2 (I.10)

folgt wegen (
a(1)×a(2)

)2
=
(

a(1)
)2

·
(

a(2)
)2

−
(

a(1) ·a(2)
)2

(I.11)

für den Betrag des Flächenelements

dS=
√

g11g22−g12g21dξ1dξ2 . (I.12)

Damit ist das Problem der Integration über eine beliebige Fläche auf ein einfaches zweidimensionales In-
tegral zurückgeführt. Es bleiben lediglich Integrand und Integrationsgrenzen durch die Flächenparameter
(-koordinaten) auszudrücken. Für einfache Flächen wie Kugel, Zylinder oder Ebene ist es leicht, entspre-
chende Koordinaten zu finden.

Physikalisch treten Oberflächenintegrale oft nur in Verbindung mit ei-

1ξ 

2ξ 

1ξ 1ξ 

2ξ +d2ξ 

1ξ da(1)

2ξ da(2)

+d

nem Vektor als Integranden in den Formen

Ψ =

∫∫

S

j ·dS (I.13)

oder
Ω =

∫∫

S

v×dS (I.14)

auf. Das IntegralΨ heißt Fluß der Größej durch die FlächeS. Wegen

j ·dS= jndS , (I.15)

wobei jn die Normalkomponente darstellt, geht nur die Komponente von j senkrecht zur Fläche ein.

Wichtig ist auch hier wieder der Spezialfall des Integrals über einegeschlosseneFlächeS. Das Integral stellt
dann den gesamten aus dem umschlossenen Volumen austretenden Fluß dar. Istv eine Geschwindigkeit
einer strömenden Flüssigkeit, so ist ∫∫

S

v·dS

das pro Zeiteinheit durch die FlächeShindurchgehende Flüssigkeitsvolumen. Istj eine Stromdichte, so ist
∫∫

S

j ·dS

der durch S fließende Strom. Für elektrische und magnetischeFelder heißen
∫∫

S

D ·dS und
∫∫

S

B·dS

elektrischer bzw. magnetischer Fluß.

Bei der Form ∫∫

S

v×dS

gehen nur die Komponenten vonv, die parallel zur Fläche S liegen, in das Integral ein.
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1.3 Volumenintegrale

Unter einem Volumenintegral versteht man die Integration einer physikalischen Größe über ein dreidimen-
sionales Gebiet. Ein einfaches Beispiel ist die Berechnungder Masse eines Volumens bei vorgegebener
Massendichteρ(x):

M =

∫∫∫

V

ρ(x)dV =

∫∫∫

V

ρ(x)dx1dx2dx3 . (I.16)

Von kartesischen kann auf andere, der Symmetrie des Problems angepaßte Koordinaten umgerechnet wer-
den.

Ein weiteres Beispiel für ein Volumenintegral ist das Trägheitsmoment eines Körpers. Exemplarisch werde
hier das Trägheitsmoment eines Quaders mit den Kantenlängena,b,c berechnet. Die Drehachse geht durch
den Schwerpunkt und ist parallel zuc. Die Dichteρ ist konstant.

Dann gilt

����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������

����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������
����������

x1

x3

-a/2 a/2

c/2

-c/2

Ic =

∫

Quader

ρ
(
x2

1 +x2
2

)
dV

=

a/2∫

−a/2

dx1

b/2∫

−b/2

dx2

c/2∫

−c/2

dx3 ρ
(
x2

1 +x2
2

)

=
ρ
3

{[(a
2

)3
−
(
−a

2

)3
]
·bc+a ·

[(
b
2

)3

−
(
−b

2

)3
]
·c
}

=
ρabc
12

(
a2 +b2)=

M
12

(
a2 +b2) .

Für eine Kugel vom Radius R ergibt sich

IR =
∫

Kugel

ρ
(
r2− r2cos2 θ

)
dV .



12 I. Vektoranalysis

Folglich erhält man

Massenelementdm

R

θ r

r’

x1

x3

IR = ρ
∫

Kugel

(
r ′
)2

dV

= ρ
∫

Kugel

r2 sin2 θ r2sinθ drdθdφ

= ρ
R∫

0

dr

2π∫

0

dφ
π∫

0

dθ r4sin3 θ

= −2πρ
R5

5

π∫

0

(1−cos2 θ )d(cosθ )

= −2
5

πρR5
[(

cosθ − cos3 θ
3

)]π

0

=
2
5
· 4π

3
R5ρ =

2
5

MR2 mit M =
4π
3

R3ρ

2 Differentialoperatoren

2.1 Gradient

Startpunkt ist das skalare FeldΦ(x). Jedem skalaren Feld lassen sich Flächen konstanter Feldgröße (Φ =
const.) zuordnen, die wir als Äquipotentialflächen bezeichnen wollen, unabhängig davon, welche physika-
lische GrößeΦ darstellt.

Problem:Wie ändert sich das Feld beim Übergang vom Ortx nachx+dx?

Diese Änderung ist offenbar

dΦ = Φ(x+dx)−Φ(x) = ∂x1Φdx1 + ∂x2Φdx2 + ∂x3Φdx3 . (I.17)

Die rechte Seite entspricht einem Skalarprodukt aus zwei Vektoren; der eine hat die Komponenten∂xi Φ,
der anderedxi , wobei ein kartesisches Koordinatensystem mit den Basisvektorenei zugrunde gelegt ist.
Den Vektor der Ableitungen eines skalaren Feldes bezeichnet man als Gradienten.

Definition

gradΦ = ∂x1Φe1 + ∂x2Φe2 + ∂x3Φe3

oder gradΦ =
(
∂x1Φ,∂x2Φ,∂x3Φ

)
.

(I.18)

Der Differentialoperator grad ist damit durch

grad=
(
∂x1,∂x2,∂x3

)
(I.19)

festgelegt. Ferner ist
dx= (dx1,dx2,dx3) (I.20)

das vektorielle Linienelement. Damit kann die Änderung desFeldesΦ überdx geschrieben werden als

dΦ = gradΦ ·dx (I.21)
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Der Gradient eines skalaren Feldes stellt für jedesx einen Vektor dar. Die Operation grad ordnet jedem
skalaren Feld ein Vektorfeld zu, z.B.

F(x) = −gradΦ(x) bzw. Fi = −∂xi Φ . (I.22)

Geometrisch bedeutet dies eine Zuordnung von Feldlinien zuden Äquipotential-

Φ  > Φ  > Φ1 2 3

F

flächen. An jedem Punkt der Äquipotentialflächen läßt sich ein lokales orthogo-
nales Koordinatensystem so einführen, daß zwei Basisrichtungen in die jeweilige
Tangentialebene fallen. Fürdx in der Tangentialebene verschwindetdΦ per defi-
nitionem. Nur für die dritte unabhängige Richtung senkrecht zu den Äquipotenti-
alflächen istdΦ 6= 0. D.h. aber, der Vektor gradΦ steht senkrecht auf den Äquipo-
tentialflächen. Der Betrag von gradΦ ist umgekehrt proportional zum Abstand der
Äquipotentialflächen.

Eingangs wurde festgestellt, daß sich jedem Skalarfeld durch Gradientenbildung
ein Vektorfeld zuordnen läßt. Gilt das auch umgekehrt? Läßtsich einem Vektorfeld
F durch Integration von

dΦ = −F1dx1−F2dx2−F3dx3 = −F ·dx

einΦ zuordnen, so daßFi =−∂xi Φ gilt? Um das zu gewährleisten, müssen natürlich die gemischten zweiten
Ableitungen vonΦ übereinstimmen, also

∂xi ∂xj Φ = ∂xj ∂xi Φ , i 6= j . (I.23)

FürF ist somit zu fordern

∂x2F3 = ∂x3F2 , ∂x3F1 = ∂x1F3 , ∂x1F2 = ∂x2F1 (I.24)

(Satz von Schwarz). Wenn die Integrabilitätsbedingung erfüllt ist, ist dΦ integrier-

P1

P2

��
��
��
��

��

bar und es existiert einF zugeordnetesΦ. Physikalisch bedeutet dies die Wirbel-
freiheit vonF . Die Integration vondΦ zwischen zwei RaumpunktenP1 undP2 ist
dann vom konkreten Weg unabhängig. Es gilt

P2∫

P1

dΦ = −
P2∫

P1

F ·dx= Φ(x2)−Φ(x1) , (I.25)

wodurchΦ bis auf eine beliebige Integrationskonstante festgelegt ist.

2.2 Divergenz und Gaußscher Satz

Definition

Startpunkt ist ein VektorfeldF(x). In kartesischen Koordinaten ist die Divergenz vonF definiert durch

divF = ∂x1F1 + ∂x2F2 + ∂x3F3 . (I.26)

Per definitionem ist divF ein Skalar. Die physikalische Bedeutung ergibt sich aus demGaußschen Satz.
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Gaußscher Satz

V ist ein Volumen unsSdie (geschlossene) Oberfläche vonV. Dann gilt
∫∫∫

V

divF dV =

∫∫

S

F ·dS (I.27)

Beweis:Zunächst gilt
F ·dS= F ·ndS= (F1n1 +F2n2 +F3n3)dS , (I.28)

wobei n der Normaleneinheitsvektor auf dem Flächen-

��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��

x’1

n’1

dS’’=n’’dS’’

n’’1

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

x’’1

dS’=n’dS’

S
V

x2

x3

x1

randdS ist. Wir betrachten vorerst nur den ersten Sum-
mandenF1n1dSund haltenx2 undx3 fest. Dazu betrach-
ten wir eine infinitesimal dünne Säule bei festemx2 und
x3 im VolumenV. Die Deckflächen der Säule sinddS′

unddS′′. Es sind Elemente vonS. Weiterhin gilt

n′′1dS′′ = dx2dx3 ,n′1dS′ = −dx2dx3 . (I.29)

Das „Oberflächenintegral“ eingeschränkt auf die Deck-
flächen der Säule ergibt dann

∑
dS′,dS′′

F1n1dS= F1(x
′′
1,x2,x3)dx2dx3−F1(x

′
1,x2,x3)dx2dx3 . (I.30)

Wir betrachten nun die linke Seite des Gaußschen Satzes und berechnen das „Volumenintegral“ über die
Säule zunächst auch nur für den ersten Summanden der Divergenz und erhalten

∫∫∫

Saeule

∂x1F1dV =
∫∫∫

∂x1F1dx1dx2dx3 =
[
F1(x

′′
1,x2,x3)−F1(x

′
1,x2,x3)

]
dx2dx3 . (I.31)

Dies ist offensichtlich gleich dem aus der rechten Seite desGaußschen Satzes berechneten Ausdruck.
Aufsummieren über alle Säulen inV ergibt dann

∫∫∫

V

∂x1F1dV =

∫∫

S

F1n1dS . (I.32)

Für die beiden anderen Summanden gilt analog
∫∫∫

V

∂x2F2dV =

∫∫

S

F2n2dS ,

∫∫∫

V

∂x3F3dV =

∫∫

S

F3n3dS . (I.33)

Die Summe über die drei Anteile ergibt den Gaußschen Satz, q.e.d.

Interpretation der Divergenz

Das SkalarproduktF ·dSbeschreibt den Fluß vonF durch die FlächedS. Nach dem Gaußschen Satz ist
somit der Fluß vonF durch die geschlossene FlächeSgleich der im Volumen enthaltenen Divergenz von
F . divF beschreibt damit die Quellstärke des FeldesF. Ist

divF = 0 ∀x∈V ,

dann ist das VolumenV quellenfrei und der Gesamtfluß durch dieV umschließende FlächeSverschwindet.
Quellen negativer Stärke heißen Senken.
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Der Gaußsche Satz ermöglicht noch eine koordinatenunabhängige Definition der Divergenz. Dazu betrach-
ten wir den Grenzwert

lim
V→0

∫∫∫

V

divF dV = lim
V→0

∫∫

S

F ·dS .

Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung ergibt

lim
V→0

divF ·V = lim
V→0

∫∫

S

F ·dS (I.34)

und folglich

divF = lim
V→0

1
V

∫∫

S

FdS . (I.35)

Die Divergenz eines FeldesF in einem Punktx ist der Grenzwert des Quotienten aus dem Fluß durch eine
den Punkt umschließende Oberfläche und dem Volumen des eingeschlossenen Bereichs.

2.3 Rotation und Stokesscher Satz

Bei der Einführung des Gradienten hatten wir

∂xi Fj = ∂xj Fi , i 6= j , i, j = 1,2,3 (I.36)

als Bedingungen angegeben, daß sich ein VektorfeldF als Gradient eines SkalarsΦ darstellen läßt. Diese
Bedingungen lassen sich vektoriell zusammenfassen zu

rotF = 0 mit rotF =




∂x2F3− ∂x3F2

∂x3F1− ∂x1F3

∂x1F2− ∂x2F1


 (I.37)

rotF heißt die Rotation vonF oder auchWirbelstärke. Verschwindet rotF heißtF wirbelfrei.

Um die Bedeutung der Rotation zu veranschaulichen betrachten wir zwei Geschwindigkeitsfelderv(x),w(x):

v(x) =




−ωx2

ωx1

0


 , w(x) =




ωx2

ωx1

0


 . (I.38)

Diese Beispiele sind uns im Prinzip schon bekannt. Sie wurden im Abschnitt1.1 skizziert und diskutiert.
Die Berechnung der Rotation der Felder ergibt

rotv =




0
0

2ω



 , rotw =




0
0
0



= 0 . (I.39)

Im ersten Fall ist rotv senkrecht zur Strömungsebene gerichtet, die Strömungv(x) dreht sich im positiven
Sinn um diex3-Achse. Das Feldw(x) hingegen ist wirbelfrei. Offenbar hängt das Verhalten von rotv mit
dem Verhalten der Zirkulation

Z =

∮
v·dx bzw. Z =

∮
w ·dx

zusammen. Kondensiert ist dieser Zusammenhang imStokesschen Satz.

Stokesscher Satz ∫∫

S

rotv·ds=

∮

C

v·dx , (I.40)
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wobei S eine offene Fläche undC deren geschlossene Randkurve darstellen1. Offenbar ist das Linienin-
tegral überv längs der RandkurveC einer offenen FlächeS gleich dem Oberflächenintegral über rotv.
In physikalischen Begrifflichkeiten bedeutet dies, das dieZirkulation vonv längs einer vorgegebenen ge-
schlossenen Kurve gleich dem Fluß von rotv durch die von der Kurve umschlossenen Fläche ist. Wie sich
die Fläche innerhalb ihrer Randkurve aufspannt ist gleichgültig. Ist rotv ≡ 0, das Feld also wirbelfrei,
verschwindet auch die Zirkulation.

Durch den Grenzübergang zu einer infinitesimal kleinen FlächeSmit deren Normalenn folgt

(rotv)n ≡ n· rotv = lim
S→0

1
S

∮

C

vdx (I.41)

als koordinatenunabhängige Definition der Wirbelstärke.

Zum Verständnis der Bezeichnung „Rotation“ führen wir nochein einfaches Beispiel aus der Mechanik
an. Wir betrachten ein Teilchen am Ortx, welches mit der konstanten Winkelgeschwindigkeitω um eine
Achse geführt wird. Dann gilt

v = ω ×x . (I.42)

Rotationsbildung ergibt

ω =
1
2

rotv . (I.43)

Somit beschreibt rotv den inv enthaltenen Rotationsanteil.

2.4 Vektorgradient

Der Gradient wurde als Änderung eines Skalarfeldes beim Fortschreiten umdxeingeführt. Es soll nun ver-
sucht werden, eine ähnliche Beschreibung für ein Vektorfeld zu finden. Gefragt ist also nach der Änderung
einer jeden Komponente eines Vektorfeldesa(x) beim Fortschreiten umdx.

Es folgt unmittelbar

dai = dx1∂x1ai +dx2∂x2ai +dx3∂x3ai

dai = (dx·grad)ai .
(I.44)

Das Skalarprodukt ist hierbei zuerst auszuführen. Vermittels des dyadischen Produktes — symbolisiert
durch⊗ — läßt sich auch schreibenda= dx·grad⊗a.

2.5 Totale Differentiale

Wir betrachten ein VolumenelementdV in einer strömenden Flüssigkeit. Das Volumenelement befindet
sich zur Zeitt am Ortx und habe die Massendichteρ(x,t). Zur Zeit t +dt befindet sich eben dieses Volu-
menelement am Ortx+ vdt und besitzt i.a. eine andere Massendichteρ(x+ vdt,t + dt), da sich aufgrund
der Strömungsverhältnisse etwa der Druck auf die Flüssigkeit ändert. An der Stellex befindet sich zur Zeit
t +dt ein anderes Volumenelement mit der Dichteρ(x,t +dt).

Es ist also zu unterscheiden zwischen einer lokalen Dichteänderung in der Zeitdt und der Dichteände-
rung eines in seiner Bewegung verfolgten Volumenelements.Die letztere heißt totale oder substantielle
Änderung, die erstere die partielle oder lokale Änderung. Entsprechend werden die Differentialquotienten
bezeichnet. Der lokale oder partielle Differentialquotient ist wie üblich∂tρ (hier wird der Ortx festgehal-
ten). Der totale oder substantielle Differentialquotientist

1Beweis inSmirnow, Lehrgang der höheren Mathematik, Bd.II, S.199
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dtρ = lim
∆t→0

ρ(x+v∆t,t + ∆t)−ρ(x,t)
∆t

= ∂tρ +dtx ·gradρ ,

dtρ = ∂tρ +v·gradρ .

(I.45)

Bei einer vektoriellen Größea(x, t), z.B. der Strömungsgeschwindigkeit selbst, ist entsprechend a(x+
vdt,t +dt) unda(x, t +dt) mit a(x, t) zu vergleichen, und zwar für jede Komponente getrennt. Das liefert

dta = ∂ta+(vgrad)a . (I.46)

Dies ist bereits ein Beispiel für das Auftreten des Vektor-Gradienten, der im vorhergehenden Abschnitt
eingeführt wurde.

Diese Überlegungen zur substantiellen Änderung von Feldgrößen (ρ(x,t)

�
�
�
� ����

����
����
����
����
����

����
����
����
����
����
����

���� ��������

x+v dt, t+dtx,t

odera(x,t)) selbst, lassen sich nun auch auf Integrale über diese Feld-
größen anwenden, wobei sich das Integrationsgebiet jeweils mitbewegt.
Das umfaßt die totale Änderung von Linienintegralen über sich bewe-
gende Linien, von Oberflächenintegralen über sich bewegende Oberflä-
chen und von Volumenintegralen über sich bewegende Volumina. Die totalen Ableitungen dieser Integrale
sollen hier nur angegeben werden, für deren Ableitung verweisen wir z.B. aufSmirnow, Höhere Mathema-
tik, Bd.II, S. 317-319.

Für ein Linienintegral
∫

C
a(x, t)dx, das längs einer sich mit der Geschwindigkeitv bewegenden und sich

deformierenden KurveC zu bilden ist, gilt

dt

∫

C

adx=
∫

C

(∂ta+grad(va)−v× rota) dx . (I.47)

Für ein Oberflächenintegral bei sich deformierender OberflächeSgilt

dt

∫∫

S

a(x, t) ·dS=

∫∫

S

(∂ta+ rot(a×v)+vdiva) ·dS (I.48)

und für ein Volumenintegral bei sich deformierenden VolumenV folgt

dt

∫∫∫

V

ρ(x, t)dV =

∫∫∫

V

(
∂tρ +div(ρv)

)
dV . (I.49)

Auf den rechten Term kann desweiteren der Gaußsche Satz angewandt werden, was

dt

∫∫∫

V

ρ(x,t)dV =

∫∫∫

V

∂tρ dV+

∫∫

S

ρv·dS (I.50)

ergibt.

2.6 Nabla-Operator

Die Schreibweise der Vektoranalysis läßt sich unter Verwendung des Nabla-Operators vereinheitlichen. Er
ist durch

∇ = e(1)∂x1 +e(2)∂x2 +e(3)∂x3 (I.51)
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in kartesischen Koordinaten definiert. Diverse Vektoroperationen lassen sich damit wie folgt umschreiben:

gradΦ = ∇Φ
divF = ∇ ·F
rotF = ∇×F

dΦ = (dx·∇)Φ = dx·∇Φ
dF = (dx·∇)F

dtρ = ∂tρ +(v·∇)ρ
dta = ∂ta+(v·∇)a

(I.52)

Besonders bei mehrfachen Differentialoperationen läßt sich ∇ vorteilhaft verwenden.

3 Mehrfache Differentialoperatoren

3.1 Laplace-Operator

Startpunkt ist ein skalares FeldΦ(x). Wird zuerst der Gradient und danach die Divergenz gebildet, gelangt
man zum Laplace-Operator.

∆Φ ≡ divgradΦ = ∇ ·∇Φ = ∇2Φ . (I.53)

Folglich ist in kartesischen Koordinaten

∆ = ∂ 2
x1

+ ∂ 2
x2

+ ∂ 2
x3

. (I.54)

Der Laplace-Operator ist auch auf Vektoren anwendbar. An die Stelle des SkalarsΦ tritt eine Vektorkom-
ponente:

∆a = (divgrad)a = (∇ ·∇)a . (I.55)

3.2 div rot

Die Divergenz der Rotation eines Vektors verschwindet immer, denn

divrota = ∇ · (∇×a) = (∇×∇) ·a≡ 0 (I.56)

rota ist somit immer quellenfrei. Folglich: Wenn ein FeldB(x) quellenfrei ist,

divB = 0 ,

so läßt sichB als Rotation eines beliebigen FeldesA(x) darstellen:

B = rotA . (I.57)

3.3 rot grad

Die Rotation eines Gradienten eines SkalarfeldesΦ(x) verschwindet immer, denn

rotgradΦ = ∇× (∇Φ) = (∇×∇)Φ ≡ 0 . (I.58)

Ein VektorfeldF(x), daß durch Gradientenbildung aus einem SkalarfeldΦ(x) konstruiert wird, ist also
immer wirbelfrei. Sei

F(x) = −gradΦ(x) ,
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dann gilt
rotF(x) = 0 . (I.59)

Diese Beziehung läßt sich auch koordinatenunabhängigaus dem Stokesschen Satz deduzieren. In Abschnitt
2.1wurde die Wegunabhängigkeit des Linienintegrals

P2∫

P1

gradΦ ·dx= Φ(P2)−Φ(P1)

festgestellt. Folglich verschwindet das Integral über einen geschlossenen Weg und man erhält

0 =
∮

C

gradΦ ·dx=
∫∫

S

rotgradΦdx . (I.60)

Da diese Beziehung nun für jede beliebige FlächeSgilt, ist zu folgern

rotgradΦ ≡ 0 . (I.61)

Umgekehrt folgt für ein wirbelfreies VektorfeldF , d.h.

rotF = 0 ,

daß ein SkalarfeldΦ(x) existiert, so daßF als

F = −gradΦ (I.62)

konstruierbar ist.

3.4 Weitere Operatoren

In physikalischen Anwendungen tritt eine Vielzahl zusammengesetzter bzw. hintereinander auszuführender
Differentialoperatoren auf. Es ist von Fall zu Fall zu entscheiden, ob man das Resultat selbst ableiten oder
lieber in einer Formelsammlung nachschlagen möchte. Das Einprägen häufig auftretender Konstruktionen
beschleunigt sicherlich dann deren Ausrechnen.

Beispiele

∇× (∇×A) = ∇(∇A)−∇2A = ∇(∇A)−∆A

∇(A×B) = B(∇×A)−A(∇×B)

∇× (ΦA) = Φ(∇×A)−A×∇Φ
∇(ΦA) = Φ∇A+A∇Φ

(I.63)

4 Integralsätze

4.1 Derivate des Stokesschen und des Gaußschen Satzes

Die für uns wichtigen Integralsätze sind nach Stokes und Gauß benannt. Wir haben sie bereits wiederholt
verwendet und führen sie hier zur Vollständigkeit nochmalsauf.

Stokesscher Satz ∮

C

A·dx=

∫∫

S

∇×A·dS , (I.64)
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wobeiC die Randkurve der FlächeSdarstellt.

Gaußscher Satz ∫∫

S

A·dS=
∫∫∫

V

∇AdV , (I.65)

wobeiSdie Oberfläche des VolumensV darstellt.

Diese Sätze gelten nicht nur über die Summen, die die Skalarprodukte jeweils auf den linken und rech-
ten Seiten repräsentieren, sondern sogar über die einzelnen Summanden getrennt. Kombiniert man diese
Summanden-Terme neu, gelangt man zu Derivaten des Stokesschen und des Gaußschen Satzes, die mitun-
ter sehr nützlich sind: ∮

C

Φdx=

∫∫

S

dS×∇Φ , (I.66)

wobeiC der Rand der offenen FlächeS ist.
∫∫

S

ΦdS=

∫∫∫

V

∇ΦdV (I.67)

∫∫

S

dS×A=
∫∫∫

V

∇×AdV , (I.68)

wobeiSdie geschlossene Randfläche des VolumensV ist. Es tritt hier eine vektorielle Multiplikation mit
dSauf. Um ein Minuszeichen zu vermeiden, haben wirdSals ersten und den jeweiligen Integranden als
zweiten Faktor geschrieben. Beispielsweise gilt aber natürlich

dS×A= −A×dS . (I.69)

Die Beweise für die angegebenen Sätze finden sich z.B. beiSmirnow, Bd.II, S.296.

4.2 Die Greenschen Integralformeln

Für einen Vektor, der aus zwei skalaren Feldern in der Form

F = Φ1∇Φ2

gebildet wird, liefert der Gaußsche Satz
∫∫

S

Φ1∇Φ2 ·dS=
∫∫∫

V

∇(Φ1∇Φ2)dV . (I.70)

Weiterhin ist
∇(Φ1∇Φ2) = ∇Φ1 ·∇Φ2 + Φ1∆Φ2 (I.71)

sowie
∇Φ2 ·dS= ∂nΦ2 ·dS , (I.72)

wobei∂nΦ2 die Ableitung vonΦ2 in Richtung der Normalen vondSbedeutet. So folgt dieerste Greensche
Integralformel ∫∫

S

Φ1∂nΦ2dS=

∫∫∫

V

(Φ1∆Φ2 + ∇Φ1 ·∇Φ2)dV . (I.73)

In dieser Gleichung können wirΦ1 undΦ2 vertauschen und die neue von der alten Gleichung subtrahieren.
Es resultiert mit ∫∫

S

(Φ1∂nΦ2−Φ2∂nΦ1)dS=

∫∫∫

V

(Φ1∆Φ2−Φ2∆Φ1)dV (I.74)
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diezweite Greensche Integralformel.

Die Greenschen Integralformeln verbinden somit skalare Felder und deren Normalenableitungen auf einer
geschlossenen FlächeS mit deren Funktionswerten im umschlossenen GebietV. Dies ist sehr brauchbar
für die Lösung gewisser partieller Differentialgleichungen, wobei Größen und deren Ableitungen auf einer
Fläche (=Rand) vorgegeben sind und deren Werte im Inneren gesucht sind.

5 Differentialoperatoren in krummlinigen orthogonalen Koordina-
ten

5.1 Krummlinige orthogonale Koordinaten

Statt in einem kartesischen Koordinatensystem zu arbeiten, ist es oft zweckmäßig,

e~1
e1

e2

e~2
e1

e2

e~1

e~2

gekrümmte Koordinaten einzuführen. Die wichtigsten sind Zylinder- und Kugel-
koordinaten. Sie sind zweckmäßig bei Problemen entsprechender Symmetrie.

Als Bezeichnungen wollen wirx1,x2,x3 für die kartesischen Koordinaten beibehal-
ten. Die dazugehörigen Basisvektoren sinde1,e2,e3. Die krummlinigen Koordina-
ten werden allgemein mitξ 1,ξ 2,ξ 3 bezeichnet. Die dazugehörigen Basisvektoren
sind ẽ1, ẽ2, ẽ3. Im Unterschied zu denei sind dieẽi im Raum nicht mehr konstant;
sie sind aber in jedem Punkt des Raumes orthonormiert und bilden ein Rechtssystem.

Insbesondere gilt

ẽi · ẽj = δi j i, j = 1,2,3

ẽ1× ẽ2 = ẽ3 , ẽ2× ẽ3 = ẽ1 , ẽ3× ẽ1 = ẽ2

(I.75)

Das Differential des Ortsvektorsr geht von

dr = dx1e1 +dx2e2 +dx3e3

in
dr = h1dξ 1ẽ1 +h2dξ 2ẽ2 +h3dξ 3ẽ3 (I.76)

über. Die Koeffizientenhi(ξ ) sind Funktionen des Ortes und tragen der Nicht-Konstanz derẽi im Raum
Rechnung. Das Linienelementdsergibt sich dann aus

ds2 = dr ·dr = dx2
1 +dx2

2+dx2
3 = h2

1

(
dξ 1)2

+h2
2

(
dξ 2)2

+h2
3

(
dξ 3)2

. (I.77)

Das vektorielle Flächenelement berechnet sich zu

dS= h2h3dξ 2dξ 3ẽ1 +h3h1dξ 3dξ 1ẽ2 +h1h2dξ 1dξ 2ẽ3

bzw. dS=
(
h2h3dξ 2dξ 3,h3h1dξ 3dξ 1,h1h2dξ 1dξ 2) .

(I.78)

Das Volumenelement folgt schließlich zu

h d

h dξ

3

2

h dξ1ξ

2

13

dV = h1h2h3dξ 1dξ 2dξ 3 . (I.79)

Wir ermitteln nun diehi ’s für die wichtigen Fälle von Zylinder- und Kugel-
koordinaten.

Vorab betrachten wir ebene Polarkoordinaten mitξ 1 = ρ , ξ 2 = ϕ , ẽ1 = eρ undẽ2 = eϕ .
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Der Ortsvektor ist hier
r = ρeρ . (I.80)

Für dessen Differential folgt
dr = dρeρ + ρdeρ (I.81)

Aus der Skizze liest man ab

φd ρd

dρ φ

ρ

dr

dr = dρeρ + ρdϕeϕ , (I.82)

woraus offensichtlichdeρ = dϕeϕ folgt. Das ebene Linienelement ergibt
sich unmittelbar zu

ds2 = dρ2 + ρ2dϕ2 , (I.83)

woraus abzulesen ist, daß
h1 = 1 und h2 = ρ . (I.84)

Die Erweiterung zu Zylinderkoordinaten ist trivial. Wir benennenξ 3 = z, ẽ3 = ez. Der Ortsvektor ist jetzt

r = ρeρ +zez (I.85)

und dessen Differential
dr = dρeρ + ρdϕeϕ +dzez . (I.86)

ez ist konstant. Damit folgt

ds2 = dρ2+ ρ2dϕ2 +dz2 (I.87)

und wir lesen ab
h1 = 1 , h2 = ρ , h3 = 1 . (I.88)

So ergibt sich z.B.dV = ρ dρdϕdz.

In Kugelkoordinaten führen wir ein

ξ 1 = r , ξ 2 = θ , ξ 3 = ϕ
ẽ1 = er , ẽ2 = eθ , ẽ3 = eϕ .

(I.89)

Für den Ortsvektor gilt
θ

φ
er

eφ
sinr θ

eθ

r

r = rer . (I.90)

Dessen Differential ist nun

dr = drer + rdθeθ + r sinθ dϕeϕ . (I.91)

Es folgt

ds2 = dr2 + r2dθ 2 + r2sin2 θdϕ2 (I.92)

und damit
h1 = 1 , h2 = r , h3 = r sinθ . (I.93)

Hier erhält man für das Volumenelement

dV = r2 sinθ drdθdϕ . (I.94)

Zur Vervollständigung geben wir noch die Umrechnungen in kartesische Koordinaten an.
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Zylinderkoordinaten

x1 = ρ cosϕ
x2 = ρ sinϕ
x3 = z

(I.95)

Kugelkoordinaten

x1 = r sinθ cosϕ
x2 = r sinθ sinϕ
x3 = r cosθ

(I.96)

5.2 Differentialoperatoren

Für krummlinige Koordinaten haben wir Linien-, Flächen undVolumenelement angegeben. Zusammen mit
den Koordinatenunabhängigen Darstellungen reicht dies aus, um die Vektoroperationen auszurechnen.

Gradient

Aus seiner Definition folgt in Basisrichtung

(grad)iΦ = lim
∆ξi→0

Φ(ξi +hi∆ξ i)−Φ(ξi)

hi∆ξi
=

1
hi

∂ξi
Φ . (I.97)

Divergenz

Wir benutzen

n n

d

ξ +ξ ξd

ξ ξd

1 11

32

divA = lim
∆V→0

1
∆V

∫∫

S

A·dS (I.98)

und betrachten den FlußA·dSdurch die gegenüberliegenden Flächendξ 2dξ 3

beiξ 1 undξ 1+dξ 1 unter Beachtung von Gl.(I.78):

− (A1h2h3)(ξ 1)dξ 2dξ 3 +(A1h2h3)(ξ 1 +dξ 1)dξ 2dξ 3 = +∂ξ 1(A1h2h3)dξ 1dξ 2dξ 3 . (I.99)

Desgleichen für die Koordinatenrichtungenξ 2 undξ 3. Summation der drei Terme und Division durch das
Volumenh2h3h3dξ 1dξ 2dξ 3 (Gl.(I.79)) führt auf

divA =
1

h1h2h3

(
∂ξ 1(A1h2h3)+ ∂ξ 2(A1h1h3)+ ∂ξ 3(A1h1h2)

)
. (I.100)

Rotation

Wir gehen aus von

(rotA)n = lim
∆S→0

1
∆S

∮

K

A·dx . (I.101)

Für die Komponente in Richtung vonξ 1 ist ∆S= h2h3dξ 2dξ 3 und es folgt

(rotA)1 = lim
∆S→0

1
h2h3dξ 2dξ 3

∮
(A2h2dξ 2 +A3h3dξ 3)
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Das Kurvenintegral ergibt

∮
(A2h2dξ 2)+ (A3h3dξ 3) =

[
(A2h2)(ξ 3)− (A2h2)(ξ 3 +dξ 3)

]
dξ 2+

[
(A3h3)(ξ 2 +dξ 2)− (A3h3)(ξ 2)

]
dξ 3

=− ∂ξ 3(A2h2)dξ 3dξ 2 + ∂ξ 2(A3h3)dξ 2dξ 3 .

(I.102)

Folglich gilt

(rotA)1 =
1

h2h3

(
∂ξ 2(A3h3)− ∂ξ 3(A2h2)

)
. (I.103)

Die weiteren Komponenten folgen durch zyklische Vertauschung.

Laplace-Operator

ξ +ξ ξd
ξ

+ξ ξd

2 2 2

3

33

Nacheinanderausführung von divgrad liefert

∆Φ =
1

h1h2h3

(
∂ξ 1

(
h2h3

h1
∂ξ 1Φ

)
+ ∂ξ 2

(
h3h1

h2
∂ξ 2Φ

)
+ ∂ξ 3

(
h1h2

h3
∂ξ 3Φ

))

(I.104)
Wir merken noch an, daß diese Betrachtungen die Komponentender Vektoroperationen in dem krummli-
nigen orthogonalen Koordinatensystem liefern, als Funktion dieser neuen Koordinatenξi . Die kartesischen
Koordinaten ausgedrückt durchξi sehen anders aus und sind getrennt zu berechnen. Es ist nun trivial, die
Differentialoperatoren in speziellen Koordinaten auszurechnen. Wir geben die Resultate an.

Zylinderkoordinaten

ξ 1 = ρ , ξ 2 = ϕ , ξ 3 = z ẽ1 = eρ , ẽ2 = eϕ , ẽ3 = ez h1 = 1, h2 = ρ , h3 = 1

gradΦ =

(
∂ρ Φ,

1
ρ

∂ϕΦ,∂zΦ
)

divA =
1
ρ

∂ρ(ρAρ)+
1
ρ

∂ϕAϕ + ∂zAz

rotA =

(
1
ρ

∂ϕAz− ∂zAϕ ,∂zAρ − ∂ρAz,
1
ρ

∂ρ(ρAϕ)− 1
ρ

∂ϕAϕ

)

∆Φ =
1
ρ

∂ρ(ρ∂ρ Φ)+
1

ρ2 ∂ 2
ϕ Φ+ ∂ 2

z Φ

(I.105)

Kugelkoordinaten

ξ 1 = r, ξ 2 = θ , ξ 3 = ϕ ẽ1 = er , ẽ2 = eθ , ẽ3 = eϕ h1 = 1, h2 = r, h3 = r sinθ

gradΦ =

(
∂rΦ,

1
r

∂θ Φ,
1

r sinθ
∂ϕΦ

)

divA =
1
r2 ∂r(r

2Ar)+
1

r sinθ
∂θ (sinθAθ )+

1
r sinθ

∂ϕAϕ

rotA =

(
1

r sinθ
[
∂θ
(
sinθAϕ

)
− ∂ϕAθ

]
,

1
r sinθ

∂ϕAr −
1
r

∂r(rAϕ),
1
r

∂r(rAθ )− 1
r

∂θ Ar

)

∆Φ =
1
r2 ∂r

(
r2∂r Φ

)
+

1
r2sinθ

∂θ (sinθ∂θ Φ)+
1

r2sin2 θ
∂ 2

ϕΦ

(I.106)
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6 Allgemeine Zusammenhänge zwischen Feldern

6.1 Kontinuitätsgleichung

Wir betrachten eine Strömung. Durch diese wird eine physikalische Eigen- S

V

schaft transportiert, deren Dichteρ(x, t) ist. Das kann eine Massen-, Teilchen-,
Ladungs-, Energiedichte sein oder auch eine vektorielle Dichte wie die Impuls-
dichte.

Die Strömungsgeschwindigkeit istv(x, t). Dann ist über die Bildung von

j(x,t) = ρ(x,t) ·v(x,t) (I.107)

der Dichteρ eine Stromdichtej zugeordnet. Das Flächenintegral überj ergibt gerade den Fluß

Ψ =

∫∫

S

j ·dS . (I.108)

Darüberhinaus definieren wir noch den integralen FlußΨI durch

dΨI

dt
= Ψ . (I.109)

Der in der Zeitdt durch eine FlächeSausströmende integrale Fluß ist

dΨI =

∫∫

S

j ·dSdt =

∫∫∫

V

div j dVdt=
∫∫∫

V

div(ρv)dVdt . (I.110)

Der durch das Ausströmen auftretende Verlust an Menge ist andererseits

dΨI = −
∫∫∫

V

∂tρ dVdt , (I.111)

wobei∂tρ die lokale Änderung der Dichte ist. Wenn keine Vernichtung oder Erzeugung vonρ stattfindet,
müssen beide Ausdrücke gleich sein, und zwar für jedes Volumen und jedes Zeitintervall. Dies erfordert

div(ρv)+ ∂tρ = 0 bzw. div j + ∂tρ = 0 . (I.112)

Dies ist dieKontinuitätsgleichung. Folgende andere Darstellungen sind möglich:

ρdivv+v·gradρ + ∂tρ = 0 ,

ρdivv+dtρ = 0 .
(I.113)

6.2 Darstellung von stationären Feldern durch Quellen und Wirbel

Besitzt ein FeldF1(x) Quellen, so gilt
divF1 6= 0 . (I.114)

Die dem FeldF1 zugeordnete Quellendichte seiρ(x). Dann gilt

divF1 = ρ . (I.115)

Ein FeldF2(x) sei nicht wirbelfrei, also
rotF2 6= 0 . (I.116)
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Die zugeordnete Wirbelstärke (Quellstromdichte) seij(x) und es gilt

rotF2 = j . (I.117)

Divergenzbildung ergibt
div j = 0 . (I.118)

Sindρ und j unabhängig, so sind es auchF1 undF2. Wir wollen ein wirbel- und ein quellenfreies Feld aus
ihren Quellen und Stromdichten bestimmen. Für die FelderF1 undF2 gelte

rotF1 = 0 divF2 = 0

divF1 = ρ rotF2 = j .

Es handelt sich hierbei um lineare partielle Dgln. fürF1 undF2, die nun gelöst werden sollen. Die ersten
beiden Gleichungen lassen sich durch

F1 = −gradΦ′ , F2 = rotA′ (I.119)

befriedigen, d.h. die Bestimmung vonF1 und F2 ist auf die Bestimmung vonΦ′ und A′ zurückgeführt.
Φ′ heißt das skalare Potential des FeldesF1 undA′ das Vektorpotential vonF2. Einsetzen in die beiden
verbleibenden Gleichungen liefert

divgradΦ′ = ∆Φ′ = −ρ ,

rot rotA′ = graddivA′−∆A′ = j .
(I.120)

Die Potentiale sind nicht eindeutig bestimmt. Offenbar ändern sich die FelderF1 undF2 und damit auch
der primäre Zusammenhang zwischen Quellen und Feldern nicht, wenn die Potentiale einer sogenannten
„Eichtransformation“

Φ = Φ′ +C , A = A′ +gradχ(x) (I.121)

unterworfen werden. FürF1 undF2 ist es unerheblich, obΦ undA oderΦ′ undA′ verwendet werden.C
ist eine beliebige räumliche Konstante.χ(x) ist eine beliebige Funktion vonx. Mit ihrer Hilfe ist es z.B.
immer möglich, das Vektorpotential so zu eichen, daß divA = 0 wird (Coulombeichung). Dann gilt

∆Φ = −ρ , ∆A = − j . (I.122)

Dies sind Poisson-Gleichungen für die Potentiale, die das Problem im stationären Fall vollständig beschrei-
ben. Die (inhomogenen) Lösungen lauten

Φ(x) =
1

4π

∫∫∫ ρ(x′)
|x−x′|dV′ ,

A(x) =
1

4π

∫∫∫ j(x′)

|x−x′|dV′ .

(I.123)

Die Lösung im Aufpunktx ergibt sich als Volumenintegral über die Quellstärken in allen Quellpunktenx′

dividiert durch den jeweiligen Abstand zwischen Quell- undAufpunkt.

Bevor wir den Beweis für diese Formeln antreten, prüfen wir die Eichbedingung divA = 0. Es folgt

divA =
1

4π

∫∫∫
dV′div

j(x′)

|x−x′| . (I.124)

Da der Divergenzoperator div nur auf die Aufpunktex nicht aber auf die Quellpunktex′ wirkt, läßt sich
(I.124) umformen zu

div
j(x′)

|x−x′| = j(x′)grad
1

|x−x′| = − j(x′)
x−x′

|x−x′|3 . (I.125)
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Wir führen nun die Operatoren div′ und grad′ ein, die gerade auf die Quellpunktex′ wirken und nicht auf
die Aufpunktex und erhalten

j(x′)
x−x′

|x−x′|3 = j(x′)grad′
1

|x−x′| = div ′ j(x′)

|x−x′| −
div ′ j(x′)

|x−x′| . (I.126)

Da aber im stationären Fall div′ j(x′) = 0 gilt, erhalten wir durch Vergleich mit (I.125)

div
j(x′)

|x−x′| = −div ′ j(x′)

|x−x′| (I.127)

und damit

divA = − 1
4π

∫∫∫

V

dV′div ′ j(x′)

|x−x′| = − 1
4π

∫∫

S

dS′
j(x′)

|x−x′| . (I.128)

Wir nehmen inselartige Quellstromdichten an und erstrecken die Oberfläche jenseits dieser Inseln, so daß
das Oberflächenintegral verschwindet. Im Extremfall kann die OberflächeS des VolumensV ins Unend-
liche verlagert werden, wo natürlich auch keine Ströme fließen. Damit verschwindet die rechte Seite und
divA = 0 ist erfüllt, q.e.d.

Wir kommen nun zum Beweis der Lösungsformeln (I.123). Ausgangspunkt ist die zweite Greensche Inte-
gralformel (Gl.(I.74))

∫∫

S

(Φ1∂nΦ2−Φ2∂nΦ1)dS=

∫∫∫

V

(Φ1∆′Φ2−Φ2∆′Φ1)dV′ , (I.129)

die für folgende Situation angepaßt wird:

Φ1 =
1
r

, Φ2 = Φ , r = |x−x′| .

V ist zunächst eine Hohlkugel mit dem InnenradiusRi und dem Außenradius

Ra

Sa

x

x’

V

r
Ri

Si

0

Ra. Ri werden wir später gegen 0 undRa gegen∞ gehen lassen. Die Dichteρ
sei inselartig, und möge bei∞ verschwinden. Die Oberfläche ist entsprechend
S= Si∪Sa. Das Zentrum der Hohlkugel ist der Aufpunktx, in dem das Potential
zu berechnen ist.x′ ist ein beliebiger Quellpunkt der Dichteρ(x′). Dann gilt

∫∫

S

(
1
r

∂nΦ−Φ∂n

(
1
r

))
dS=

∫∫∫

V

(
1
r

∆′Φ−Φ∆′1
r

)
dV′ . (I.130)

Weiterhin ist

∂nΦ


Ri
= −∂rΦ


Ri

, ∂n
1
r


Ri

= −∂r
1
r


Ri

=
1

R2
i

. (I.131)

Der GrenzübergangRa → ∞ führt zum Verschwinden des entsprechenden Anteils des Oberflächenintegrals
(daρ inselartig) und es folgt

∫∫

Si

(
− 1

Ri
∂r Φ


Ri

−Φ(Ri)
1

R2
i

)
dS=

∫∫∫

V

1
r

∆′ΦdV′−
∫∫∫

V

Φ∆′ 1
r

dV′ . (I.132)

Nun ist der GrenzübergangRi → 0 auszuführen. Die Terme ergeben folgende Anteile:

∫∫

S

1
Ri

∂r Φ


Ri

dS=

2π∫

0

π∫

0

1
Ri

∂rΦ


Ri

R2
i sinθdθdϕ −→

Ri→0
0 , (I.133)
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solange∂r Φ


Ri
endlich bleibt.

∫∫

S

Φ(Ri)
1

R2
i

dS=

2π∫

0

π∫

0

Φ(Ri)
1

R2
i

R2
i sinθ dθdϕ −→

Ri→0
4πΦ(x) (I.134)

∫∫∫
1
r

∆′ΦdV′ = −
∫∫∫ ρ(x′)

r
dV′ , (I.135)

wobei die Ausgangsgleichung∆Φ = −ρ benutzt wurde.

∫∫∫
Φ∆′

(
1
r

)
dV′ = 0 , da ∆′

(
1
r

)
≡ 0 . (I.136)

Die nichtverschwindenden Anteile ergeben zusammen

−4πΦ(x) = −
∫∫∫ ρ(x′)

|x−x′|dV′ , q.e.d. (I.137)

Für das Vektorpotential gilt wegen der komponentenweisen Formäquivalenz analoges.

Aus den Potentialen können nun noch die Felder bestimmt werden zu

F1(x) = −grad
∫∫∫ ρ(x′)

|x−x′|dV′ =
1

4π

∫∫∫ ρ(x′)(x−x′)
|x−x′|3 dV′ ,

F2(x) = rot
∫∫∫ j(x′)

|x−x′|dV′ =
1

4π

∫∫∫ j(x′)× (x−x′)

|x−x′|3 dV′ .

(I.138)

Im stationären Fall sind damit die Felder durch Quellen und Ströme (Wirbel) bestimmt.

Hauptsatz der Vektoranalysis (Helmholtz-Theorem)

Bisher haben wir zwei getrennte Probleme betrachtet: Zum einen das wirbelfreie FeldF1(x) und seine
Quellenρ(x) und zum anderen das quellenfreie FeldF2(x) und seine Wirbelj(x). Wir betrachten nun das
SummenfeldF = F1 +F2. Dann ist klar, daßF aus einem quellen- und einem wirbelfreien Anteil besteht
und es gilt

divF = divF1 = ρ ,

rotF = rotF2 = j .
(I.139)

Wir fragen nun umgekehrt: Zu lösen ist das System

divF = ρ , rotF = j .

Ist die Lösung dann immer in der FormF = F1+F2 mit divF2 = 0 und rotF1 = 0 darstellbar? Die Antwort
liefert derHauptsatz der Vektoranalysis:

Das Problem besteht aus den Dgln.

divF = ρ und rotF = j aufV (I.140)

und der Randbedingung

Fn := F ·n = g(x) aufS (S ist Rand vonV, n ist

äußerer Normalenvektor)
(I.141)
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ist eindeutig lösbar, wenn

V ⊂ R3 beschränkt und einfach zusammenhängend mit glattem RandS

ist.

Beweis:
Annahme zweier LösungenF undF̃ des Randwertproblems. Dann erfüllt

δF := F − F̃

das Randwertproblem

divδF = divF −div F̃ = ρ −ρ = 0 aufV

rotδF = rotF − rotF̃ = j − j = 0 aufV

δFn := (F − F̃) ·n = g−g= 0 aufS .

Wegen
rotδF = 0

kann
δF = −gradψ , ψ beliebige Funktion

gesetzt werden. Wegen
divδF = 0

folgt
divgradψ = ∆ψ = 0 .

Die erste Greensche Integralformel
∫

V

φ ∆ψ dV+

∫

V

gradφ gradψ dV =

∮

S

φ gradψ dS (I.142)

liefert mit φ = ψ und∆ψ = 0
∫

V

(gradψ)2dV =

∮

S

ψ gradψ dS

∫

V

(δF)2dV = −
∮

S

ψ δF dS

= −
∮

S

ψ δF ·ndS

= −
∮

S

ψ δFndS .

(I.143)

Da δFn = 0 aufSfolgt ∫

V

(δF)2 dV = 0 . (I.144)

Der Integrand kann nicht negativ werden, somit folgt

δF = 0. q.e.d. (I.145)

Für inselartige Quellenρ(x) ist der Satz auf unbegrenzteV ausdehnbar. Dazu betrachten wirV = lim
r→∞

K,

wobeiK eine Kugel vom Radiusr ist. Mit Q bezeichnen wir die Gesamtquellstärke im Raum, also

Q = lim
r→∞

∫

K

ρ dV . (I.146)
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Dann folgt

Q = lim
r→∞

∫

V

divF dV = lim
r→∞

∫

S

gdS= lim
r→∞

4πg(r) · r2 (I.147)

bzw.

lim
r→∞

Fn = lim
r→∞

g = lim
r→∞

Q
4πr2 . (I.148)

Es ist also zu fordern, daßFn hinreichend schnell ins Unendliche hin abfällt, nämlich

Fn ∝
1
r2 für r → ∞ . (I.149)

Zu prüfen ist, ob diese Forderung mit der bekannten Lösungsformel für endliche Gebiete

F =
1

4π

∫ ρ(x′)(x−x′)+ j(x′)× (x−x′)

|x−x′|3 dV′ (I.150)

konsistent ist. Nun gilt

x’

x

x’x-

xr= | | 

x’(    )inselartiges ρ

x
x

0

n= |   |

lim
r→∞

∫ ρ(x′)(x−x′)
|x−x′|3 dV′ =

∫
ρ(x′)dV′ x

|x|3 =
Q
r2 n

sowie

lim
r→∞

∫ j(x′)× (x−x′)

|x−x′|3 dV′ =
∫

j(x′)×ndV′ 1
r2 .

(I.151)

Skalare Multiplikation mitn eliminiert j ×n und es verbleibt der Nachwies
der geforderten Konsistenz

lim
r→∞

Fn = lim
r→∞

F n =
1

4π
Q
r2 . (I.152)

Die Lösungsformel fürF ist also auch auf unbegrenzte Gebiete anwendbar, wenn die Quellen inselartig
sind.

6.3 Feldgleichungen im zeitabhängigen Fall

Die Quellenρ(x) und Wirbel j(x) seien nicht unabhängig und auch nicht stationär, sondern durch die
Kontinuitätsgleichung (I.112) verbunden. Somit ist i.a. divj 6= 0 und damit auchj 6= rotF2. Diese letzte
Gleichung muß einen Zusatz bekommen, der divj = −∂tρ kompensiert. Das wird durch∂tF1 geleistet,
also

rotF2 = j + ∂tF1 . (I.153)

Die Gleichung divF2 = 0 bleibt dabei unverändert. Die im stationären Fall gültigeBeziehung rotF1 = 0
kann deshalb auch mit dem zusätzlichen Term∂tF2 versehen werden, also

rotF1 = −∂tF2 , (I.154)

um die „Symmetrie“ wieder herzustellen. Die nichtstationär verallgemeinerten Gleichungen stellen wir
jetzt nochmals zusammen:

rotF1 = −∂tF2 divF2 = 0 (I.155)

rotF2 = j + ∂tF1 divF1 = ρ . (I.156)
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Tatsächlich sind dies bereits die Maxwellschen Gleichungen des elektromagnetischen Feldes im Vakuum.
Die Quellenρ(x) sind die elektrischen Ladungen, die Wirbelj(x) die durch bewegte Ladungen hervorge-
rufenen Ströme.F1 = E ist das elektrische Feld;F2 = B ist die magnetische Induktion. Es ist zu beachten,
daß hierρ und j noch nicht physikalisch skaliert sind. Eine Erweiterung ist noch möglich, nämlich

rotF1 = −∂tF2 divF2 = 0 (I.157)

rotG2 = j + ∂tG1 divG1 = ρ . (I.158)

Damit sind auch alle Forderungen erfüllt. Allerdings fehltein Zusammenhang zwischen den FeldernF und
G, der erst durch die Physik geliefert wird. Die vier Gleichungen sind die Maxwellschen Gleichungen für
Felder in Medien. Es sind dann

F1 = E das elektrische Feld,

F2 = B die magnetische Induktion,

G1 = D die dielektrische Verschiebung,

G2 = H die magnetische Feldstärke.





KAPITEL II

ALLGEMEINE GRUNDLAGEN DER

M AXWELL -THEORIE

1 Feldgleichungen

Im Kapitel „Vektoranalysis“ haben wir auf mathematischem Wege über allgemeine Strukturen und Zusam-
menhänge von Vektorfeldern an die Maxwell-Gleichungen herangeführt. In diesem Abschnitt werden die
Maxwell-Gleichungen nun axiomatisch eingeführt, physikalisch interpretiert und Konklusionen abgeleitet.

In ruhenden Medien lauten die Maxwell-Gleichungen:

rotH = ∂tD+ j (II.1)

divD = ρ (II.2)

rotE = −∂tB (II.3)

divB = 0 (II.4)

E elektrische Feldstärke

B magnetische Induktion

D dielektrische Verschiebung

H magnetische Feldstärke

j elektrische Stromdichte

ρ elektrische Ladungsdichte

(II.1) und (II.2) bilden das inhomogene System; (II.3) und (II.4) das homogene System.ρ und j sind die
Quellen (und Wirbel) des elektromagnetischen Feldes, die die Inhomogenitäten des Systems (II.1) und
(II.2) bilden.

Die Stromdichte kann unterteilt werden in

j = j (cv) + j(cd) . (II.5)

j (cd) symbolisiert den konduktiven Strom (Leitungsstrom), während j (cv) = ρv den konvektiven Strom
(Ladungsstrom) darstellt.

Als Bezeichnungen werden auch verwendet:

• (II.1) Ampéresches Durchflutungsgesetz

• (II.2) Gaußsches Gesetz

• (II.3) Faradaysches Induktionsgesetz
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• (II.4) ?

Integrale Form der Maxwell-Gleichungen

Auf (II.1) und (II.3) ist der Stokessche Satz anzuwenden. Dazu

S

C dx

dS= dSn betrachten wir eine FlächeS im Raum, die von der KonturC
berandet wird. Es folgt

aus (II.1) ⇒
∫

S

rotH ·dS=

∫

S

(
∂tD+ j

)
·dS

⇒
∮

C

H ·dx= dt

∫

S

D ·dS+J . (II.6)

J ist der Gesamtstrom durch die FlächeS.

aus (II.3) ⇒
∫

S

rotE ·dS= −
∫

S

∂tB·dS

⇒
∮

C

E ·dx= −dt

∫

S

B ·dS= −dtΦ. (II.7)

Φ ist der magnetische Fluß durchS. Weiterhin werden folgende Bezeichnungen benutzt:

∫

S

D ·dS : elektrischer Fluß,

V12 =

P2∫

P1

E ·dx : elektrische Spannung,

S12 = −
P2∫

P1

H ·dx : magnetische Spannung.

Auf (II.2) und (II.4) ist der Gaußsche Satz anzuwenden. Dazu betrachten wir eindS

V

S

VolumenV, daß von der geschlossenen FlächeSberandet wird. Es folgt

aus (II.2) ⇒
∫

V

divDdV =

∫

V

ρ dV

⇒
∮

S

D ·dS= Q . (II.8)

Q ist die Gesamtladung im VolumenV. Der elektrische Fluß durch die OberflächeS ist gleich der einge-
schlossenen Gesamtladung.

aus (II.4) ⇒
∫

V

divBdV = 0

⇒
∮

S

B·dS= 0 . (II.9)

Der magnetische Fluß durch eine geschlossene Fläche verschwindet. Es gibt keine magnetischen Monopo-
le.
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2 Materialgleichungen

Das einfachste „Material“ ist dasVakuum. Dort besteht ein sehr einfacher Zusammenhang zwischen den
elektrischen und magnetischen Größen jeweils untereinander:

D = ε0E (II.10)

H = κ0B (II.11)

mit

ε0 = 8,86·10−12 As
Vm

(Influenzkonstante oder Dielektrizitätskonstante des Vakuums)

κ0 =
1
µ0

, µ0 = 1,256·10−6 Vs
Am

(Induktionskonstante)

Es gilt ε0µ0 =
1
c2 , c = 299792

km
s

(Vakuumlichtgeschwindigkeit).

Die resultierenden Maxwell-Gleichungen des Vakuums

rotB =
1
c2 ∂tE+ µ0 j (II.12)

divE =
1
ε0

ρ (II.13)

rotE = −∂tB (II.14)

divB = 0 (II.15)

liefern die FelderE undB in jedem Punkt des Raumes, sobald die Quellenρ und j spezifiziert sind. Für
eine kleine Anzahl definierter Quellen stellt die Bestimmung der FelderE und B ein technisch lösbares
Problem dar; praktisch unlösbar sind die Gleichungen für eine makroskopische Anzahl von Quellen.

In diesem Zusammenhang spielen zwei Aspekte eine Rolle. Dereine ist die immens große Zahl einzelner
Quellen, nämlich die der geladenen Teilchen in der Hülle undim Kern eines Atoms oder die der Elektronen
und Ionen in einem Plasma. Der andere ist die Tatsache, daß das detaillierte Verhalten der Felder auf ato-
maren Raumskalen für makroskopische Beobachtungen nicht von Bedeutung ist. Entscheidend ist dann der
Mittelwert über ein Volumen, das groß ist im Vergleich zur atomaren Struktur. Solche gemittelten Größen
werden makroskopische Felder bzw. Quellen genannt, für diebestimmte Materialgleichungen gelten. Ihre
allgemeine Form ist

D = D(E,B) (II.16)

H = H(E,B) (II.17)

Für leitende Medien tritt noch das verallgemeinerte Ohmsche Gesetz

j = j(E,B) (II.18)

hinzu. Die funktionale Abhängigkeit kann mitunter kompliziert sein, etwa nichtlinear oder von der Vorge-
schichte abhängig (Hysterese-Effekt).

In den meisten Materialien gilt jedoch ein linearer Zusammenhang (ruhende Medien, ohne Remanenz)

D =ε0ε E (II.19)

H =κ0κ B (II.20)

ε Tensor der Dielektrizität

κ = µ−1 reziproker Permeabilitätstensor

µ Permeabilitätstensor
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Analog gehorcht die konduktive Stromdichte in sehr vielen Fällen dem Gesetz (ruhendes Medium)

j = σ E mit dem Leitfähigkeitstensorσ . (II.21)

Für ein mit der Geschwindigkeitv bewegtes Medium gilt

j = σ(E+v×B) . (II.22)

ε, µ undσ drücken die lineare Reaktion des Mediums auf die Einwirkungder FelderE undB aus.

Korrekt gilt dieser multiplikative Zusammenhang nur für die raum-zeitlichen Fourierkomponenten der je-
weiligen Feldgrößen, z.B.

D(k,ω) = ε0ε(k,ω) ·E(k,ω) . (II.23)

Für die untransformierten Feldkomponenten ist der Zusammenhang i.a. nichtlokal und nicht instantan, d.h.
z.B.

D(x, t) = ε0

∫

V′

dV′
∞∫

0

dt′ ε(x′,t ′)E(x−x′,t − t ′) . (II.24)

FürH(x,t) gilt analoges.D(x, t) ist somit eine Faltung (Konvolution) ausε(x,t) undE(x,t). Entsprechend
einem mathematischen Satz ist die Fouriertransformierte einer Faltung gleich dem Produkt der jeweiligen
Fouriertransformierten.

Im weiteren wollen wir die Beziehungen (II.19) und (II.20) als Standardsituation zugrunde legen.

3 Polarisation und Magnetisierung

Die Materialgleichungen (II.19) und (II.20) können umgeformt werden zu

D = ε0ε E = ε0E+P , (II.25)

B = µ0µ H = µ0(H +M) (II.26)

Für dieelektrische PolarisationP ergibt sich

P = ε0(ε −1)E = χeE . (II.27)

Eingeführt wurde der Tensor derelektrischen Suszeptibilitätχe

χe = ε0(ε −1) . (II.28)

Für die Magnetisierung (=magnetische Polarisation) M gilt entsprechend

M = (µ −1)H = χmH . (II.29)

Für diemagnetische Suszeptibilitätgilt

χm = (µ −1) . (II.30)

Im Vakuum gilt offensichtlichP = 0, M = 0.
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4 Anisotropie und Inhomogenität

• Anisotropie: ε, µ undσ sind Tensoren.

• Isotropie: ε = ε ·1, µ = µ ·1, σ = σ ·1. ε, µ , σ sind Skalare.

• Inhomogenität: ∂xaε 6= 0, ∂xaµ 6= 0, ∂xaσ 6= 0.

• Homogenität: ∂xaε = 0, ∂xaµ = 0, ∂xaσ = 0. xa ist eine beliebige Komponente vonx = (x1,x2,x3).

• Vakuum: Isotropie & Homogenität &ε = 1, µ = 1/κ = 1, σ = 0.

5 Bilanz der elektrischen Ladung

Die Diskussion der Ladung und des Stroms war für uns ein wichtiger Punkt, um im KapitelI die Struktur
der Maxwell-Gleichungen zu erschließen. Es ist somit nichtverwunderlich, daß diese eine Ladungsbilanz
enthalten.

Ausgangsgleichung ist das Ampéresche Durchflutungsgesetz

rotH = ∂tD+ j . (II.31)

Divergenzbildung ergibt
divrotH = ∂tdivD+div j = 0 . (II.32)

Einarbeiten von divD = ρ ergibt die Kontinuitätsgleichung

∂tρ +div j = 0 . (II.33)

Anwendung des Gaußschen Satzes überführt diese lokale Bilanz in eine globale:

dt

∫

V

ρ dV+

∫

V

div j dV = dtQ+

∮

S

j ·dS= 0 . (II.34)

Die Gesamtladung im VolumenV

Q =
∫

V

ρ dV

ändert sich zeitlich über die durch die OberflächeSfließenden Ströme:

dtQ = −
∮

S

j ·dS . (II.35)

Die Ladung verringert sich bei nach außen abfließenden Strömen.
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6 Bilanz - Gleichungen

6.1 Bilanz der elektromagnetischen Energie

Durchflutungs- und Induktionsgesetz werden in folgender Weise miteinander kombiniert:

E · rotH = E ·∂tD+E · j

H · rotE = −H∂tB



 −

Das ergibt
E · rotH −H · rotE︸ ︷︷ ︸

=div (H×E)

= E∂tD+H∂tB+E · j . (II.36)

Die Größe
Π = E×H

heißtPoynting-Vektor. Sie hat den Charakter einer Energiestromdichte.

Folglich ergibt sich zunächst
divΠ+E∂tD+H∂tB+E · j = 0 . (II.37)

Die weitere Umformung dieser Gleichung wird unter der Annahme eines elektrisch wie magnetisch li-
nearen Mediums gemacht; außerdem seien die Materialtensoren zeitunabhängig und symmetrisch. Diese
Annahmen sind in verlustfreien Medien erfüllt. Dann gilt

E∂tD = ε0E ·∂t(ε E) = ε0
1
2 ∂t(E · ε E) =

1
2 ∂t(E ·D) , (II.38)

da 1
2 ∂t(E · ε E) =

1
2 (∂tE)ε E +

1
2 E∂t(ε E)

=
1
2 E∂t(ε E)+

1
2 E∂t(ε E)

= E∂t(ε E) ,

sowie

H∂tB =
1
2

∂t(H ·B) . (II.39)

Wir führen mittels

u =
1
2
(E ·D+H ·B) (II.40)

dieelektromagnetische Energiedichteein und vermittels

L(Joule) = E · j (II.41)

dieJoulesche Verlustleistungsdichte. Dann kann (II.37) zusammengefaßt werden zu

∂tu+divΠ = −L(Joule) (Poyntingscher Satz). (II.42)

Diese Beziehung beschreibt die lokale Energiebilanz. Daraus folgt die globale Energiebilanz durch An-
wendung des Gaußschen Satzes auf ein VolumenV:

dt

∫

V

udV+

∫

V

divΠdV = −
∫

V

L(Joule) dV .

Die Größe
U =

∫

V

udV
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ist die elektromagnetische Gesamtenergie im VolumenV. Es folgt

dtU +

∮

S

Π ·dS= −
∫

V

L(Joule) dV . (II.43)

Die Gesamtenergie inV ändert sich durch den Energiefluß
∮

Π ·dSdurch die OberflächeSvonV und durch
die Jouleschen Verluste im VolumenV. Innerhalb der Jouleschen Verluste wird elektromagnetische Energie
in eine andere Energieform (Teilchenenergie, Wärme etc.) umgewandelt.

In Medien, die nicht durch eine lineare Materialgleichung beschrieben werden, treten im Poyntingschen
Satz Zusatzterme auf, z.B. aufgrund

• remanenter Magnetisierungen und Hysterese in ferromagnetischen Materialien

• nichtlinearer Polarisationen in nichtlinear-optischen Medien

Weitere Terme können auftreten durch Asymmetrien des Materials (ε 6= εT , µ 6= µT) und Zeitabhängig-

keiten der Materialtensoren(∂tε 6= 0, ∂t µ 6= 0).

6.2 Bilanz des elektromagnetischen Impulses

Durchflutungs- und Induktionsgesetz werden in folgender Weise miteinander kombiniert:

rotH ×B= ∂tD×B+ j ×B

D× rotE = −D× ∂tB



 −

Das ergibt

D× rotE− rotH ×B= −D× ∂tB− ∂tD×B− j ×B (II.44)

= −∂t(D×B)− j ×B. (II.45)

Die Größe
p := D×B

heißtelektromagnetische Impulsdichte. Man verifiziert die aus der Mechanik bekannte Maßeinheit für
eine Impulsdichte:

[ p] = [D ][B] = [ε0 ][E ][B] =
As
Vm

V
m

Vs
m2 =

VAs2

m4 =
Nms
m4 =

Ns
m3 . (II.46)

Somit ergibt sich zunächst

∂t p+D× rotE− rotH ×B= − j ×B. (II.47)

Da mittlerweile die Struktur von Bilanzgleichungen schon gut vertraut ist, liegt es nahe nach Umformungen
zu suchen, die die rot enthaltenden Terme in eine Divergenz überführen. Um die Rechnung überschaubar
zu halten, wollen wir nur recht einfache Materialgleichungen betrachten:

D = ε0ε E , H = κ0κ B (lineare Medien) (II.48)

mit ∂xaε = 0 , ∂xaκ = 0 (homogene Materialien) (II.49)

ε = εT , κ = κT (symmetrische Materialtensoren) (II.50)
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Dann folgt nach der unten angegebenen Nebenrechnung

D× rotE = ∂xc(
1
2 DEδac−DcEa)+EadivD (II.51)

−rotH ×B= ∂xc(
1
2 H Bδac−HaBc)+HadivB . (II.52)

Die in diesem Term enthaltene Größe

Σ := E ◦D+H ◦B− 1
2 (ED+H B)1 = E ◦D+H ◦B−u1 (II.53)

in Komponentenschreibweise

Σab = EaDb +HaBb−uδab (II.54)

heißtMaxwellscher Spannungstensor. Für die Medien mit vorausgesetzten symmetrischen Materialten-
soren ist der Spannungstensor ein symmetrischer Tensor:

Σ = ΣT bzw. Σab = Σba (II.55)

Im Abschnitt 12 greifen wir den Maxwellschen Spannungstensor wieder auf und betrachten eine Darstel-
lung, die auch für nichtsymmetrische Materialtensoren gilt.
Hier benutzen wir den Spannungstensor, um die Impuls - FlußdichteΣ̃ als negativen Maxwellschen Span-
nungstensor zu definieren:

Σ̃ = −Σ. (II.56)

Man verifiziere die aus der Mechanik bekannte Maßeinheit füreine Impuls - Flußdichte:

[
Σ̃
]

= [D ][E ] = [ε0 ][E ]2 =
As
Vm

V2

m2 =
VAs
m3 =

Nm
m3 =

Ns
m3

m
s

=
Ns
m2s

(II.57)

Setzen wir die Impuls - Flußdichte in die Bilanzgleichung ein und ersetzen die Divergenz - Terme entspre-
chend der Maxwellgleichungen, so folgt

∂t pa + ∂xcΣ̃ac = −ρEa− ( j ×B)a (II.58)

Der Term

kL
a = ρEa +( j ×B)a (II.59)

ist die Lorentz - Kraftdichte. Wir werden sie in Aschnitt 12 noch genauer untersuchen.

Wenn man die a-Komponente vonΣ̃ca als Vektor auffaßt, dann ist

∂cΣ̃ca (II.60)

gerade die Divergenz dieses Vektors und die Impuls - Bilanz hat die erwartete bekannte Form einer Bilanz
- Gleichung.
Zur Interpretation der Impuls - Bilanz lassen wir die Impuls- Flußdichte zunächst außer acht; z.B. mögen
alle Felder räumlich homogen sein. Schreiben wir:

∆p = −(ρE+ j ×B)∆t, (II.61)

so liegt die Interpretation auf der Hand. Links steht die Veränderung der Impulsdichte des elektromagne-
tischen Feldes und rechts die negative Veränderung der Impulsdichte, die von allen Ladungen und Strö-
mungen getragen wird. Die Summe aus beiden bleibt konstant.Wird die Impuls- Flußdichte mit in die
Betrachtung einbezogen, so beschreibt dieser Term das mögliche Zu- oder Abfließen von Impuls.
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Nebenrechnung:

•
[

ε E× rotE
]

a
= εabcεbdEd εce f ∂xeEf (II.62)

mit εabcεce f = δaeδb f − δa f δbe (II.63)

= (δaeδb f − δa f δbe)εbd Ed ∂xeEf (II.64)

= εbd Ed ∂xaEb − εbdEd ∂xbEa (II.65)

= ∂xa(
1
2 εbdEbEd)− εcdEd ∂xcEa (II.66)

= ∂xc(
1
2 εbd EbEd δac− εcdEd Ea)+ εcdEa∂xcEd (II.67)

[
ε E× rotE

]
a
= ∂xc(

1
2 εbd EbEd δac− εcdEd Ea)+Ea∂xc(εcd Ed) (II.68)

[D× rotE ]a = ∂xc(
1
2 DEδac−DcEa)+Ea∂xcDc (II.69)

(II.70)

•
[
rotκ B×B

]
a
= εabcεbde(∂xd κe f Bf )Bc = εabcεbdeκe f Bc∂xdBf (II.71)

mit εabcεbde= −(δadδce− δaeδcd) (II.72)

= −(δadδce− δaeδcd)κe f Bc∂xdBf (II.73)

= −
{

κc f Bc∂xaBf −κa f Bc ∂xcBf
}

(II.74)

= −
{

∂xa(
1
2 κbdBbBd)−κadBc∂xcBd

}
(II.75)

= −
{

∂xc(
1
2 κbdBbBd δac−κadBcBd)+ κadBd ∂xcBc

}
(II.76)

[
rotκ B×B

]
a
= −

{
∂xc(

1
2 κbdBbBd δac−κadBd Bc)+ κadBd ∂xcBc

}
(II.77)

[ rotH ×B]a = −
{

∂xc(
1
2 H Bδac−HaBc)+Ha∂xcBc

}
(II.78)

6.3 Bilanz des elektromagnetischen Drehimpulses

Aus der Bilanz des Impulses kann die Bilanzgleichung für denelektromagnetischen Drehimpuls gewonnen
werden. In Analogie zur Mechanik wird die elektromagnetische Drehimpulsdichte definiert als:

L := x× p, (II.79)

in Komponentenschreibweise

La := εabcxb pc (II.80)

p ist die im vorhergehendem Abschnitt eingeführte elektromagnetische Impulsdichte.
Die Impuls - Bilanz

∂t pa + ∂xcΣ̃ca = −kL
a (II.81)

wird vektoriell mit dem Ortsvektor multipliziert. Es folgt

εabcxb ∂t pc + εabcxb∂xd Σ̃dc = −εabcxbkL
c . (II.82)

Nun gilt

εabcxb ∂t pc = ∂t(εabcxb pc), (II.83)
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dat undxb unabhängig sind. Man verwechselexb nicht mit der Ortskoordinate eines bewegten Teilchens,
für die sehr wohl∂txb 6= 0 gilt. Weiterhin gilt:

εabcxb ∂xd Σ̃dc = ∂xd(εabcxb Σ̃dc)− εabcΣ̃dc∂xd xb (II.84)

= ∂xd(εabcxb Σ̃dc)− εabcΣ̃dcδbd (II.85)

= ∂xd(εabcxb Σ̃dc)− εabcΣ̃bc. (II.86)

Der Term ganz rechts verschwindet, da für jeden Index a die verbleibende Konstruktion eine Spur aus
einem symmetrischen Tensor(Σbc = Σcb) und einem antisymmetrischen Tensor(εabc = −εacb) darstellt
und verschwindet. Da wir von der Impuls - Bilanz im vorhergehenden Abschnitt ausgegangen sind, über-
tragen sich natürlich auch die Einschränkungen an die Materialgleichungen auf den jetzigen Abschnitt.
Insbesondere ist hier die Impuls - Flußdichte ebenfalls symmetrisch. Somit verbleibt

εabcxb ∂xd Σ̃dc = ∂xd(εabcxb Σ̃dc). (II.87)

Eingeführt werden nun über

Tda := εabcxb Σ̃dc (II.88)

der Tensor der Drehimpuls - Flußdichte und über

la := εabcxbkL
c (II.89)

die Drehmomentendichte der Lorentz - Kraft. Damit schreibtsich die Drehimpuls - Bilanz als

∂tLa + ∂xcTca = −la, (II.90)

in der wir die bekannte Form einer Bilanzgleichung wiedererkennen.

7 Elektromagnetische Potentiale

Durch die Einführung elektromagnetischer Potentiale ist das homogene Maxwell-System (II.3) und (II.4)
leicht zu befriedigen. Die Gleichung

divB = 0

wird befriedigt durch Einführung des VektorpotentialsA über

B = rotA . (II.91)

Das Induktionsgesetz
rotE+ ∂tB = rot(E + ∂tA) = 0

wird befriedigt durch Einführung des skalaren PotentialsΦ über

E+ ∂tA = −gradΦ . (II.92)

Das „−“ wird in Analogie zur Mechanik eingefügt. Somit folgt

B = rotA (II.93)

E = −∂tA−gradΦ (II.94)

und die homogenen Maxwell-Gleichungen für beliebige PotentialeA undΦ sind gelöst.

Wir behalten die BezeichnungenA undΦ, die bereits in Kapitel I eingeführt wurden, bei. Jetzt ist aber zu
beachten, daß die Maßsystemkonstantenε0 undµ0 den Potentialen eine physikalische Dimension verleihen.

E undB ausgedrückt durch die PotentialeA undΦ werden nun in das inhomogene Maxwell-System (II.1)
und (II.2) eingesetzt. Dazu sind die Materialgleichungen festzulegen. Wir betrachten



8 Eichtransformationen 43

1. ein lineares Medium

2. ein isotropes Medium

3. ein ruhendes Medium

4. keine explizite Zeitabhängigkeit der Materialkoeffizienten.

Somit sollte gelten

D = ε0εE , (II.95)

H = κ0κB bzw. B = µ0µH . (II.96)

ε undκ sind zeitunabhängige Skalare. Einsetzen vonD undH ergibt

rot

(
1

µ0µ
B

)
= ∂t(ε0εE)+ j , (II.97)

div(ε0εE) = ρ . (II.98)

Anwendung der „Produktregeln“ für rot und div liefert

1
µ

rotB+grad
1
µ
×B= ε0µ0ε∂tE+ µ0 j ,

εdivE+E ·gradε =
1
ε0

ρ .

rotB−grad lnµ ×B= ε0µ0εµ∂tE + µ0µ j ,

divE +E ·grad lnε =
1

ε0ε
ρ .

rotB = ε0µ0εµ∂tE+ µ0µ j +grad lnµ ×B ,

divE =
1

ε0ε
ρ −E ·grad lnε .

Einarbeiten der Potentiale ergibt

rotrotA = −ε0µ0εµ∂ 2
t A− ε0µ0εµgrad∂tΦ+ µ0µ j +grad lnµ × rotA ,

−div∂tA−divgradΦ =
1

ε0ε
ρ +(∂tA+gradΦ)grad lnε .

−∆A+ ε0µ0εµ∂ 2
t A = µ0µ j −graddivA− ε0µ0εµgrad∂tΦ+grad lnµ × rotA , (II.99)

−∆Φ−div∂tA =
1

ε0ε
ρ +(∂tA+gradΦ)grad lnε . (II.100)

Weitere Vereinfachungen dieser Gleichungen werden im nächsten Abschnitt beschrieben.

8 Eichtransformationen

Aus KapitelI ist bekannt, daß die PotentialeA und Φ nicht eindeutig bestimmt sind. Sie können gewis-
sen Transformationen — genannt Eichtransformationen — unterworfen werden, ohne die physikalischen
FelderE undB zu verändern.
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Wir wenden nun Eichtransformationen an, um die Gleichungen(II.99) und (II.100) zu vereinfachen:

A = A′ +gradχ (II.101)

Φ = Φ′− ∂t χ , χ : Eichfunktion . (II.102)

Zunächst wird geprüft, obE undB unverändert bleiben.

B = rotA = rot(A′ +gradχ) = rotA′

E = −∂tA−gradΦ = −∂t(A
′ +gradχ)−grad(Φ′− ∂t χ)

E = −∂tA
′−gradΦ′−∂tgradχ +grad∂t χ︸ ︷︷ ︸

=0

.

Offensichtlich sindE undB eich-invariant beim Übergang vonA, Φ zu A′, Φ′. Wir setzen nun die trans-
formierten Potentiale mit zunächst beliebiger Eichfunktion χ in die Gleichungen (II.99) und (II.100) ein
und erhalten

∆(A′ +gradχ)− ε0µ0εµ∂ 2
t (A′ +gradχ) = −µ0µ j

+grad(divA′ + ∆χ + ε0µ0εµ∂tΦ′− ε0µ0εµ∂ 2
t χ)︸ ︷︷ ︸

(∗)

− ε0µ0grad(εµ)∂t(Φ′− ∂t χ)−grad lnµ × rotA′ ,

(II.103)

∆(Φ′− ∂t χ)+ ∂tdiv(A′ +gradχ) = − 1
ε0ε

ρ − (∂tA
′ +gradΦ′)grad lnε . (II.104)

8.1 Lorentz-Eichung

Wir wählen nun eine spezielle Eichfunktion, so daß der Term(∗) verschwindet, d.h. es ist fürχ die soge-
nannte Eichgleichung

∆χ − ε0µ0εµ∂ 2
t χ = −divA′− ε0µ0εµ∂tΦ′ (II.105)

zu erfüllen. Explizit ist die Lösung überhaupt nicht von Interesse; das Wissen um ihre Existenz ist ausrei-
chend. Wir nennen diese LösungχL. DiesesχL benutzen wir, um zu

A = A′ +gradχL , (II.106)

Φ = Φ′− ∂t χL (II.107)

zurückzukehren, und erhalten

∆A− ε0µ0εµ∂ 2
t A = −µ0µ j − ε0µ0grad(εµ)∂tΦ−grad lnµ × rotA (II.108)

∆Φ+ ∂tdivA = − 1
ε0ε

ρ − (∂tA+gradΦ)grad lnε . (II.109)

Die Eichgleichung wird zu

divA+ ε0µ0εµ∂tΦ = 0 (Lorentz-Bedingung). (II.110)

Spezialisieren wir noch auf den wichtigen Fallhomogener Medien(gradµ = gradε = 0), ersetzen divA
vermittels der Lorentz-Bedingung und führen die Abkürzung

cPh =
1√ε0µ0εµ

(Phasengeschwindigkeit)

ein, so folgt

∆A− 1

c2
Ph

∂ 2
t A = −µ0µ j (II.111)

∆Φ− 1

c2
Ph

∂ 2
t Φ = − 1

ε0ε
ρ . (II.112)
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Diese beiden Gleichungen sind von gleicher Form und sie sindentkoppelt! Sie repräsentieren inhomogene
Wellengleichungen und sind zusammen mit der Eichgleichungden Maxwell-Gleichungen äquivalent. Die
Lorentz-Eichung ist nicht die einzige Möglichkeit zur Vereinfachung der Gleichungen für die Potentiale
A und Φ. Ihr Vorzug besteht in der Entkoppelung der Gleichungen fürA und Φ, deren Symmetrie und
schließlich ist die Lorentz-Bedingung koordinatenunabhängig und ordnet sich in natürlicher Weise in das
Konzept der speziellen Relativitätstheorie ein.

8.2 Coulomb-Eichung

Die Wahl anderer Eichfunktionen alsχL führt auf andere Eichbedingungen und die Formen der Gleichun-
gen fürA undΦ ändern sich natürlich auch. Von Bedeutung ist auch die Coulomb-Eichung, bei der eine
EichfunktionχC benutzt wird, die

div(A′ +gradχC) = 0 (II.113)

realisiert. Rücktransformation aufA undΦ ergibt dann die Eichgleichung

divA = 0 (Coulomb-Bedingung) (II.114)

sowie

∆A− 1

c2
Ph

∂ 2
t A = −µ0µ j +

1

c2
Ph

grad∂tΦ−grad lnµ × rotA (II.115)

∆Φ = − 1
ε0ε

ρ − (∂tA+gradΦ)grad lnε . (II.116)

Beschränken wir uns wiederum auf homogene Medien (gradµ = gradε = 0), so folgt

∆A− 1

c2
Ph

∂ 2
t A = −µ0µ j +

1

c2
Ph

grad∂tΦ (II.117)

∆Φ = − 1
ε0ε

ρ . (II.118)

Für das skalare PotentialΦ gilt die Poisson-Gleichung, deren Lösung wir in KapitelI bereits ausgerechnet
haben:

Φ(x, t) =
1

4πε0ε

∫
dV′ ρ(x′,t)

|x−x′| . (II.119)

Das skalare PotentialΦ ist somit das momentane Coulomb-Potential der Ladungsdichteρ(x,t).

Damit kann der Term grad∂tΦ in Gleichung (II.117) berechnet werden und es verbleibt eine inhomogene
Wellengleichung fürA. Die rechte Seite dieser Gleichung läßt sich jedoch deutlich vereinfachen.

Wir zerlegen die Stromdichte in zwei Anteile

j = j
L
+ j

T
.

j
L

ist der longitudinale oder wirbelfreie Anteil mit

rot j
L

= 0 . (II.120)

j
T

ist der transversale oder quellenfreie (solenoidale) Anteil mit

div j
T

= 0 . (II.121)

Diesen Ansatz setzen wir in die Vektor-Identität

rotrot j = grad(div j)−∆ j (II.122)
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ein und erhalten

∆( j
L
+ j

T
) = grad(div j

L
)− rotrot j

T
. (II.123)

Auftrennung ergibt

∆ j
L

= grad(div j
L
) , (II.124)

∆ j
T

= −rot(rot j
T
) . (II.125)

Hier interessiert nur der longitudinale Anteilj
L
. Addition einer Null auf der rechten Seite (divj

T
= 0)

ergibt

∆ j
L

= grad(div j) . (II.126)

Die rechte Seite wird als Inhomogenität einer Poisson-Gleichung aufgefaßt und die formale Lösung fürj
L

in der Form

j
L
(x, t) = − 1

4π

∫ grad′
(
div ′ j(x′,t)

)

|x−x′| dV′ (II.127)

erhalten. Partielle Integration liefert

j
L
(x, t) = +

1
4π

∫
div ′ j(x′,t) ·grad′

1
|x−x′|dV′ . (II.128)

Nun gilt

grad′
1

|x−x′| = −grad
1

|x−x′|

und es folgt

j
L
(x, t) = − 1

4π
grad

∫
dV′ div ′ j(x′,t)

|x−x′| . (II.129)

Wenden wir die Kontinuitätsgleichung

div ′ j(x′,t)+ ∂tρ(x′,t) = 0

an, so ergibt sich

j
L
(x, t) =

1
4π

grad∂t

∫
dV′ ρ(x′,t)

|x−x′| . (II.130)

Herausziehen des skalaren PotentialsΦ liefert

j
L
(x,t) = ε0εgrad∂tΦ (II.131)

bzw.

− µ0µ j
L
+

1

c2
Ph

grad∂tΦ = 0 ; (II.132)

der longitudinale Stromanteil und die Ableitung des skalaren PotentialsΦ kompensieren sich gerade. Auf
der rechten Seite von (II.117) verbleibt nur noch der transversale Stromanteil:

∆A− 1

c2
Ph

∂ 2
t A = −µ0µ j

T
(II.133)

∆Φ = − 1
ε0ε

ρ . (II.134)

Aufgrunddessen wird die Coulomb-Eichung auchtransversaleEichung genannt.
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9 Retardierte und avancierte Potentiale

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten Grundgleichungen aufgestellt und umgeformt wurden, sol-
len einige nun gelöst werden.

Vorausgesetzt sei ein homogenes isotropes Medium mit Strom- und Ladungsquellen. Für die Beschreibung
des elektromagnetischen Feldes verwenden wir die Potentiale A undΦ. Wir eichen die Potentiale durch die
Lorentz-Bedingung

divA+
1

c2
Ph

∂tΦ = 0 . (II.135)

Dann gilt

∆A− 1

c2
Ph

∂ 2
t A = −µ0µ j (II.136)

∆Φ− 1

c2
Ph

∂ 2
t Φ = − 1

ε0ε
ρ . (II.137)

Es handelt sich hier um lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung, speziell um Wellengleichun-
gen. Die allgemeine Lösung linearer Differentialgleichungen setzt sich zusammen als Summe der allge-
meinen Lösung des homogenen Problems und einer speziellen Lösung des inhomogenen Problems. Die
in der allgemeinen Lösung des homogenen Problems enthaltenen Freiheitsgrade werden genutzt, um die
Lösung an mögliche vorgegebene Rand- und Anfangswerte anzupassen.

Wir wollen hier keine speziellen Ränder betrachten, sondern den unendlichen Raum,

x-x’

(x,t)ρ

x

x’

V

0

in dem sich inselartige Strom- und Ladungsquellen befinden.Von Interesse ist
dann nur die Lösung der inhomogenen Gleichungen. FürΦ gilt:

Φ(x, t) =
1

4πε0ε

∫

V

ρ
(

x′,t ∓ |x−x′|
cPh

)

|x−x′| dV′ . (II.138)

Dieses Ergebnis beweist man durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung.

Bemerkung:Für cPh→ ∞ gelangt man formal zum stationären Grenzfall. Die Wellengleichung geht dann über in die
Poisson-Gleichung

∆Φ = − 1
ε0ε

ρ

mit der Lösung

Φ(x) =
1

4πε0ε

∫

V

ρ(x′)
|x−x′|dV′ .

Diese Situation wurde bereits in KapitelI besprochen.

Offensichtlich existieren zwei Lösungen, die sich in der Quellzeit um ein Vorzeichen unterscheiden. Die
Lösung mit dem Zeitargument

tR = t − |x−x′|
cPh

(retardierte Zeit) (II.139)

beschreibt das retardierte Potential, die mit

tA = t +
|x−x′|

cPh
(avancierte Zeit) (II.140)

das avancierte Potential. Das die beiden Lösungen auftreten müssen, ist klar, da die Wellengleichung inva-
riant gegenüber der TransformationcPh→−cPh ist.
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Wir diskutieren nun die beiden Lösungen. Wir betrachten dasretardierte Potential zur Zeitt am Ortx,
Φ(x,t). Dieser Potentialwert wird nun durch die möglichen Quellstärkenρ an den verschiedenen Orten
x′ zu den ZeitentR bestimmt. Da aber stetstR ≤ t gilt, wird das Potential zur Zeitt von Quellstärken zur
gleichen Zeit oder von vorherigen Quellstärken festgelegt. Die Kausalität ist gewahrt.

Das avancierte Potential zur Zeitt wird jedoch von Quellereignissen zur ZeittA beeinflußt; wegentA ≥ t
ist hier die Kausalität nicht gewahrt: Zukünftige Ursachenzeigen gegenwärtige Wirkungen. Diese Lö-
sung muß offensichtlich ausgeschlossen werden. Diese zusätzliche Maßnahme über die Einführung der
Maxwell-Gleichungen hinaus, legt den Schluß nahe, daß die Maxwellsche Theorie keine abgeschlossene
Theorie darstellen kann.

FürA gilt völlig analog

A(x, t) =
µ0µ
4π

∫

V

j
(

x′,t ∓ |x−x′|
cPh

)

|x−x′| dV′ (II.141)

sowie auch die vorangegangene Diskussion.

Achtung: Φ undA mit den obigen Darstellungen erfüllen die entsprechenden Wellengleichungen. Zu prü-
fen ist jedoch auch die Erfüllung der Eichgleichung!

Es soll also die Eichgleichung (II.135) überprüft werden. Einsetzen der retardierten PotentialeA und Φ
(avancierte Potentiale analog) ergibt

µ0µ
4π

∫

V

div
j
(

x′, t ∓ |x−x′|
cPh

)

|x−x′| dV′ +
1

c2
Ph

1
4πε0ε

∫

V

1
|x−x′|∂tρ

(
x′,t ∓ |x−x′|

cPh

)
dV′ !

= 0

⇒
∫ (

div
j(x′, tR)

|x−x′| +
∂tρ(x′,tR)

|x−x′|

)
dV′ !

= 0 wobei tR = tR(t,x,x′) .

Nun gilt

div
j(x′, tR)

|x−x′| = j(x′,tR) ·grad
1

|x−x′| +
∂tR j

|x−x′| ·gradtR

= − x−x′

|x−x′|3 · j(x′,tR)− ∂tR j
1

cPh

x−x′

|x−x′|2 .

Andererseits gilt

div ′ j(x′, tR)

|x−x′| = j(x′, tR)grad′
1

|x−x′| +
div ′ j(x′,tR)


tR

+ ∂tR j ·grad′tR

|x−x′|

=
x−x′

|x−x′|3 j(x′, tR)+
1

|x−x′|

(
div ′ j(x′,tR)


tR

+
1

cPh
∂tR j(x′,tR)

x−x′

|x−x′|

)
.

Damit kann man schreiben

div
j(x′, tR)

|x−x′| +div ′ j(x′,tR)

|x−x′| =
div ′ j(x′,tR)


tR

|x−x′| . (II.142)

Dieser Ausdruck wird im Integranden der Eichgleichung genutzt und es folgt

∫ (
−div ′ j(x′, tR)

|x−x′| +
div ′ j(x′,tR)


tR

|x−x′| +
∂tρ(x′,tR)

|x−x′|

)
dV′ = 0 .

Der zweite und dritte Term bilden die Ladungsbilanz

div ′ j(x′, tR)


tR
+ ∂tρ(x′,tR) = div ′ j(x′,tR)+ ∂tρ(x′,tR) = 0
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und heben sich heraus. Den verbleibenden ersten Term formenwir mittels des Gaußschen Satzes um zu

∫

V

div ′ j(x′,tR)

|x−x′| dV′ =
∮

S

j(x′,tR)

|x−x′| dS .

Die OberflächeSliegt im Unendlichen, wo die inselartige Stromquellej verschwindet. Somit verschwindet
der gesamte Term und die Eichgleichung (II.135) ist erfüllt.

Zum Abschluß dieses Abschnitts soll noch die Darstellung der retardierten und avancierten Potentiale mit
Hilfe der s.g. Greenschen Funktion erfolgen. Wir beschränken uns o.B.d.A. auf die retardierten Potentiale,
denn mitcPh→−cPh gelangt man zu den avancierten Potentialen.
Die retardierte Greensche Funktion der elektromagnetischen Wellengleichung ist durch

G(x−x′, t − t ′) =





δ (t−t′− |x−x′ |
cPh

4π |x−x′| ) für t > t ′

0 für t < t ′
(II.143)

definiert. Damit lassen sich die retardierten Potentiale darstellen in der Form:

A(x, t) = µ0µ
∫

dV′
∫

dt′G(x−x′,t − t ′) j(x′,t ′)

φ(x, t) =
1

ε0ε

∫
dV′

∫
dt′G(x−x′,t − t ′)ρ(x′,t ′) .

(II.144)

Zum Beweis setzen wir die Greensche Funktion ein und führen die Zeitintegration aus. Für das skalare
Potential folgt dann

φ(x, t) =
1

ε0ε

∫
dV′

t∫

−∞

dt′
δ (t − t ′− |x−x′|

cPh
)

4π |x−x′| ρ(x′,t ′)

+
1

ε0ε

∫
dV′

∞∫

t

dt′ 0 ρ(x′,t ′)

φ(x, t) =
1

4πε0ε

∫
dV′

t∫

−∞

dt′
ρ(x′,t ′)
|x−x′| δ (t − |x−x′|

cPh
− t ′)

φ(x, t) =
1

4πε0ε

∫
dV′ ρ(x′,t − |x−x′|

cPh
)

|x−x′|

(II.145)

Die Beweisführung für das Vektorpotential ist natürlich analog.

q.e.d.
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10 Multipol- Entwicklung

Die retardierten Potentiale sollen nun ausgewertet werdenfür große Entfernungen von inselartigen Quellen.

x−x′

x

x′
ρ(x′,t) bzw. j(x′,t)

0

Es gilt also
|x′|
|x| ≪ 1

und Taylor - Entwicklungen nachx′ sind somit naheliegend. Im Fernfeld (|x| >> |x′|) liefern bereits die
Terme niedriger Ordnungen präzise Darstellungen.
Physikalisch ist auch klar, daß für große Entfernungen des Aufpunktes von der Quelle, eine sehr speziel-
le Mikrokonfiguration der Quellfunktionenρ und j nicht entscheidend sind, sondern die Potentiale durch
globale Parameter der Quellfunktionen bestimmt werden. Folgende globalen Quellparameter werden in-
nerhalb dieses Abschnitts definiert:

• Gesamtladung Q :=
∫

dV′ρ(x′,t)

• Elektrisches Dipolmoment p(t) :=
∫

dV′ x′ ρ(x′,t)

• Magnetisches Dipolmoment m(t) := 1
2

∫
dV′ x′× j(x′,t)

Außerdem wollen wir aus praktischen Gründen folgende Abkürzungen verwenden:

• r := |x|

• v := cPh

Die betrachteten Materialien seien wiederum linear, homogen, isotrop, relaxationsfrei und remanenzfrei.
Die weitere Mühe besteht nun in der Taylorentwicklung der Potentiale

A(x, t) =
µ0µ
4π

∫
dV′ j(x′,t − |x−x′|

v )

|x−x′|

φ(x, t) =
1

4πε0ε

∫
dV′ ρ(x′,t − |x−x′|

v )

|x−x′| .

(II.146)

Wir betrachten zunächst die Funktion:

f (x′) ≡ f (x′1,x
′
2,x

′
3) := |x−x′| =

√
(x1−x′1)

2 +(x2−x′2)
2 +(x3−x′3)

2 (II.147)
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und entwickeln beix′ = 0 bis zur ersten Ordnung inx′1,x
′
2,x

′
3. Es folgt

f (x′1,x
′
2,x

′
3) = f (0,0,0)+

∂ f
∂x′1


0
x′1 +

∂ f
∂x′2


0
x′2 +

∂ f
∂x′3


0
x′3 + ...

|x−x′| = r − x1

r
x′1−

x2

r
x′2−

x3

r
x′3 + ...

|x−x′| = r − xx′

r
+ ...

1
|x−x′| =

1

r(1− xx′
r2 + ...)

=
1
r
(1+

xx′

r2 + ...)

1
|x−x′| =

1
r

+
xx′

r3 + ...

(II.148)

Nun werden die Quellen in folgender Weise entwickelt:

ρ(x′, t − |x−x′|
v

) = ρ(x′,t − r
v )+

∂ρ(x′,t − r
v)

∂ tR
grad′tR


0
x′ + ...

j(x′, t − |x−x′|
v

) = j(x′,t − r
v )+

∂ j(x′,t − r
v)

∂ tR
grad′tR


0
x′ + ...

(II.149)

wobei die retardierte Zeit des vorigen Abschnitts übernommen wurde:

tR = t − |x−x′|
v

.

Nun gilt

grad′tR


0
=

x
rv

und statt ∂
∂ tR

schreiben wir einfach∂
∂ t . Dann folgt

ρ(x′, t − |x−x′|
v

) = ρ(x′,t − r
v )+

∂ρ(x′,t − r
v)

∂ t
x ·x′
rv

+ ...

j(x′, t − |x−x′|
v

) = j(x′,t − r
v )+

∂ j(x′,t − r
v)

∂ t
x ·x′
rv

+ ...

(II.150)

Für das skalare Potential ergibt sich dann

φ(x, t) =
1

4πε0ε

∫
dV′

{
ρ(x′, t − r

v )+
∂ρ(x′,t − r

v)

∂ t
xx′

rv
+ ...

}{
1
r

+
xx′

r3 + ...

}

φ(x, t) =
1

4πε0ε

{
1
r

∫
dV′ρ(x′, t − r

v )+

(
x
r3 +

x
r2v

∂
∂ t

) ∫
dV′x′ ρ(x′,t − r

v )+ ...

}

φ(x, t) =
1

4πε0ε

{
Q
r

+

(
x
r3 +

x
r2v

∂
∂ t

)
p(t − r

v )+ ...

}

φ(x, t) =
1

4πε0ε
Q
r

+
1

4πε0ε
x ṗ(t − r

v )

r2v
+

1
4πε0ε

xp(t − r
v )

r3 + ...

(II.151)

Der erste Term entspricht dem Potential einer Punktladung Q; er fällt mit 1
r im Fernfeld ab. Der zwei-

te Term ist ein typischer dynamischer Dipolbeitrag, der ebenfalls mit 1
r abfällt; man beachte|x| = r. Der

dritte Term tritt auch bei einem statischen Dipol auf; er fällt mit 1
r2 schneller ab als die beiden ersten Terme.

Für das Vektorpotential ergibt sich

A(x, t) =
µ0µ
4π

∫
dV′

{
j(x′, t − r

v )+
∂ j(x′,t − r

v)

∂ t
xx′

rv
+ ...

}{
1
r

+
xx′

r3 + ...

}

A(x, t) =
µ0µ
4π

{
1
r

∫
dV′ j(x′, t − r

v )+

(
1
r3 +

1
r2v

∂
∂ t

) ∫
dV′ j(x′,t − r

v )(xx′)+ ...

} (II.152)
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Die Terme können weiter umgeformt werden. Für die Umformungdes erstens Terms gehen wir vom elek-
trischen Dipolmoment

p(t) =
∫

dV′ x′ ρ(x′,t) (II.153)

aus. Zeitliche Differentiation ergibt:

ṗ(t) =

∫
dV′ x′ ρ̇(x′,t)

ṗ(t) = −
∫

dV′ x′div ′ j(x′,t)

ṗa(t) = −
∫

dV′ x′a ∂x′b
jb(x

′,t)

ṗa(t) = −
∫

dV′ ∂x′b
(x′a jb)+

∫
dV′ jb(x

′,t)δab

ṗa(t) = −
∫

dS′ x′a j(x′,t)+
∫

dV′ ja(x′,t)

ṗa(t) =

∫
dV′ ja(x

′,t) ,

(II.154)

da für inselartige Quellen die Stromdichte auf einer OberflächeS′ jenseits der Insel verschwindet und mit
ihr das Oberflächenintegral. Somit verbleibt für den erstenTerm

ṗ(t − r
v ) =

∫
dV′ j(x′,t − r

v ) . (II.155)

Für den zweiten Term gehen wir vom magnetischen Dipolmoment

m(t) =
1
2

∫
dV′ x′× j(x′,t) (II.156)

aus. Vektorielle Multiplikation mitx ergibt

m(t)×x=
1
2

∫
dV′ (x′× j(x′,t)

)
×x

m(t)×x=
1
2

∫
dV′x×

(
j(x′,t)×x′

)

m(t)×x=
1
2

∫
dV′{ j(x′,t)(xx′)−x′(x j(x′,t))

}
(II.157)

Der äußerste rechte Term ist weiter in Komponentenschreibweise umzuformen:
∫

dV′x′axb jb(x
′,t) = xb

∫
dV′x′aδbc jc(x

′,t)

= xb

∫
dV′x′a

∂x′b
∂x′c

jc(x
′,t) = −xb

∫
dV′x′b

∂ (x′a jc(x′,t))
∂x′c

= −xb

∫
dV′x′b

∂x′a
∂x′c

jc(x
′,t)−xb

∫
dV′x′bx′a

jc(x′,t)
∂x′c

= −xb

∫
dV′x′b ja(x

′,t)+xb

∫
dV′x′ax′bρ̇ .

(II.158)

Somit folgt

m(t)×x=
1
2

∫
dV′ j(x′,t)(xx′)

+
1
2

∫
dV′ j(x′,t)(xx′)

− 1
2

∫
dV′ ρ̇(x′,t)x′ (xx′)

m(t)×x=

∫
dV′ j(x′,t)(xx′)

− 1
2

∫
dV′ ρ̇(x′,t)x′ (xx′) .

(II.159)
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So lautet der gesuchte zweite Term im Vektorpotential
∫

dV′ j(x′, t − r
v )(xx′)

= m(t − r
v )×x+

1
2

∫
dV′ ρ̇(x′,t − r

v )x′ (xx′) .
(II.160)

Der äußerst rechte Ausdruck ist aber von 2. Ordnung inx′, so daß wir ihn in unserer Betrachtung bis zur 1.
Ordnung inx′ weglassen können. Es verbleibt

A(x, t) =
µ0µ
4π

1
r

ṗ(t − r
v )

+
µ0µ
4π

(
1
r3 +

1
r2v

∂
∂ t

)
m(t − r

v )×x+ ...

A(x, t) =
µ0µ
4π

ṗ(t − r
v )

r
+

µ0µ
4π

ṁ(t − r
v )×x

r2v
+

µ0µ
4π

m(t − r
v )×x

r3 + ...

(II.161)

Um die äußerlich symmetrische Form der Multipol- Entwicklung des skalaren und des Vektorpotentials zu
verdeutlichen,stellen wir beide Gleichungen noch einmal zusammen:

φ(x, t) =
1

4πε0ε
Q
r

+
1

4πε0ε
ṗ(t − r

v )x

r2v
+

1
4πε0ε

p(t − r
v )x

r3 + ...

A(x, t) =
µ0µ
4π

ṗ(t − r
v )

r
+

µ0µ
4π

ṁ(t − r
v )×x

r2v
+

µ0µ
4π

m(t − r
v )×x

r3 + ...

(II.162)

Spezialisierungen auf konkrete Quellfunktionen sind nun leicht möglich, ebenso wie der Fernfeldberech-
nung vonE undB.

Wenn die Taylor - Entwicklung weiter als bis zur 1. Ordnung inx′ vorgenommen wird, erscheinen auch
höhere Momente als Monopol und Dipole, nämlich

• Quadrupole

• Oktupole

• etc.
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11 Elektromagnetisches Feld einer bewegten Punktladung

Wir betrachten eine Punktladung q, die sich mit der Geschwindigkeitv(t) entlang einer Bahnkurver(t) im
Vakuum bewegt.

0

x

r(t)

R(t)

v(t)

R(t) := x− r(t)

v(t) = ṙ(t)

Letztendlich soll für dieses Standardproblem die Abstrahlung elektromagnetischer Energie untersucht wer-
den. Dazu sind folgende Schritte auszuführen:

• Berechnung der retardierten PotentialeA,φ

• Berechnung der elm. FelderE,B

• Berechnung des Poynting- Vektors

• Berechnung der Intensität der Energieabstrahlung in den Raum

11.1 Lienard- Wiechert- Potentiale

Die mit der bewegten Ladung verbundene Ladungs- und Stromdichte läßt sich leicht konstruieren:

ρ(x′, t) =qδ (x′− r(t))

j(x′, t) =ρ(x′,t)v(t) = qv(t)δ (x′− r(t))
(II.163)

Zunächst überzeugen wir uns von der Erfüllung der Ladungsbilanz. Mit der Abkürzung

y(t) := x′− r(t) (II.164)

folgt

∂tρ(x′, t) =q∂t δ (y(t))

=q∂ya δ (y(t)) · ẏa

=−q∂ya δ (y(t))va(t)

=− ∂ya qva δ (y(t))

=− ∂x′b

{
qva(t)δ (x′− r(t))

} ∂x′b
∂ya

=− ∂x′b
ja(x

′,t)δba

=−div ′ j(x′,t) .

(II.165)
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Zur Berechnung der retardierten Potentiale gehen wir von deren Darstellung mit Hilfe der Greenschen
Funktion aus, also

φ(x, t) =
1
ε0

∫
dV′

∫
dt′G(x−x′,t − t ′)ρ(x′,t ′)

A(x, t) =µ0

∫
dV′

∫
dt′G(x−x′,t − t ′) j(x′,t ′) .

(II.166)

Einsetzen der Quellen und Greenschen Funktion liefert

φ(x, t) =
1

4πε0

∫
dV′

t∫

−∞

dt′
δ (t − t ′− |x−x′|

c )

|x−x′| qδ (x′− r(t ′))

A(x, t) =
µ0

4π

∫
dV′

t∫

−∞

dt′
δ (t − t ′− |x−x′|

c )

|x−x′| qv(t ′)δ (x′− r(t ′))

(II.167)

Integration über das Quellvolumen ergibt

φ(x, t) =
q

4πε0

t∫

−∞

dt′
δ (t − t ′− |x−r(t′)|

c )

|x− r(t ′)|

A(x, t) =
qµ0

4π

t∫

−∞

dt′
v(t ′)δ (t − t ′− |x−r(t′)|

c )

|x− r(t ′)|

(II.168)

Die dt′ - Integration läßt sich nicht unmittelbar ausführen, da dert ′ - Wert, für den das Argument derδ -
Funktion verschwindet, i.a. nicht explizit angebbar ist. Es folgen die Substitutionen

R(t ′) :=x− r(t ′)

R(t ′) :=|R(t ′)| = |x− r(t ′)|

ξ :=t ′− t +
R(t ′)

c

(II.169)

sowie

dξ
dt′

=1+
1
c

dR(t ′)
dt′

dR(t ′)
dt′

=
d|x− r(t ′)|

dt′

=grad|x− r(t ′)|(−v(t ′))

=−v(t ′)
x− r(t ′)
|x− r(t ′)|

dR(t ′)
dt′

=−v(t ′)
R(t ′)
R(t ′)

dξ
dt′

=1− v(t ′)
c

R(t ′)
R(t ′)

dt′

|x− r(t)| =
dt′

R(t ′)
=

dξ
R(t ′)− v(t′)R(t′)

c

.

(II.170)

Damit nehmen die Potentiale die Form

φ(x, t) =
q

4πε0

∫
dξ

δ (ξ )

R(t ′)− 1
cv(t ′)R(t ′)

A(x, t) =
qµ0

4π

∫
dξ

v(t ′)δ (ξ )

R(t ′)− 1
cv(t ′)R(t ′)

(II.171)



56 II. Allgemeine Grundlagen der Maxwell-Theorie

und somit

φ(x, t) =
q

4πε0

[
1

R(t ′)− 1
cv(t ′)R(t ′)

]

ret

;

A(x, t) =
qµ0

4π

[
v(t ′)

R(t ′)− 1
cv(t ′)R(t ′)

]

ret

=
v(t ′)
c2 φ(x,t)

(II.172)

an. Das Symbol[...]ret markiert, daßt ′ ausξ = 0= t ′− t + R(t′)
c auszurechnen und in der prinzipiellen Form

t ′ = t ′(x,t) (II.173)

einzusetzen ist. Explizit läßt sicht ′ nur für einfache Bewegungsprobleme angeben.
Die o.a. Potentiale heißen auchLienard - Wiechert - Potentiale.

11.2 Feldberechnung aus den Lienard - Wiechert - Potentialen

Ausgangspunkt sind die Lienard - Wiechert - Potentiale in der Form

φ(x, t) =
q

4πε0

1

R(t ′)− 1
cv(t ′)R(t ′)

A(x, t) =
v(t ′)
c2 φ(x,t)

mit

t ′ = t ′(x,t)

aus

t − t ′ =
|x− r(t ′)|

c
=

1
c
|R(t ′)| = 1

c
R(t ′)

(II.174)

Für die Feldberechnung

E =−gradφ − ∂tA

B = rotA
(II.175)

sindA undφ nachx undt zu differenzieren, die explizit vonx und implizit übert ′ von x undt abhängen.
Demnach werden die Ausdrücke∂ t′

∂ t und gradt ′ benötigt. Diese Rechnung führen wir im Detail vor; sie ist
eine perfekte Übung für implizites Differenzieren und die Anwendung der Kettenregel. Aus

t − t ′(x,t) =
1
c
|x− r(t ′(x,t))| (II.176)

folgt nach Anwendung von∂∂ t zunächst

1− ∂ t ′

∂ t
=

1
c

∂
∂ t ′

|x− r(t ′)| ∂ t ′

∂ t
. (II.177)

Wir substituieren
R= x− r(t ′) , R= |R| (II.178)

und berechnen den rechten Term separat:

∂
∂ t ′

R=
∂

∂Ra
R· ∂Ra

∂ t ′

=
Ra

R

(
−∂ ra(t ′)

∂ t ′

)

=− x− r(t ′)
|x− r(t ′)| v(t ′) .

(II.179)
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Somit folgt

1− ∂ t ′

∂ t
= −1

c
x− r(t ′)
|x− r(t ′)| ·v(t

′)
∂ t ′

∂ t
(II.180)

und daraus
∂ t ′

∂ t
=

1

1− v(t′)
c

x−r(t′)
|x−r(t′)|

=
R

R− vR
c

(II.181)

Die Gradientenbildung vont ′ ergibt

−gradt ′(x, t) =
1
c

grad|x− r(t ′(x,t))| = 1
c

gradR (II.182)

Für die Brechnung des rechten Terms benutzen wir wiederum die obige R - Substitution und schreiben in
Komponenten

∂xaR= ∂RbR
∂Rb

∂xa
=

Rb

R
∂Rb

∂xa
. (II.183)

Nun ist

∂Rb

∂xa
=

∂xb

∂xa
− ∂ rb(t ′(x,t))

∂xa

=δba−
∂ rb

∂ t ′
· ∂ t ′

∂xa

=δba−vb(t
′)

∂ t ′

∂xa

(II.184)

und somit

∂xaR=
Rb

R

(
δba−vb

∂ t ′

∂xa

)

∂xaR=
Ra

R
− vbRb

R
∂ t ′

∂xa

gradR=
R
R
− vR

R
gradt ′ .

(II.185)

Für gradt ′ folgt schließlich

−gradt ′ =
1

cR

(
R−vRgradt ′

)

gradt ′ =
R
cR

1
vR
cR−1

gradt ′ =− 1
c

R

R− vR
c

.

(II.186)

Für die spätere Anwendung stellen wir noch eine weitere Beziehung bereit:

gradt ′ +
v
c2

∂ t ′

∂ t
=− 1

c
R

R− vR
c

+
v
c2

R

R− vR
c

=− 1
c

R− R
c v

R− vR
c

.

(II.187)
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Nach diesen Vorbereitungen berechnen wie die FelderE undB. Ausgangspunkt ist

φ =
q

4πε0

1

R− vR
c

A =
v
c2 φ

mit

R(t ′) =x− r(t ′)

R(t ′) =|R(t ′)| = |x− r(t ′)|
und

t ′ =t ′(x,t)

implizit gegeben durch

t − t ′ =
1
c

R(t ′) .

(II.188)

Zur Berechnung vonE stellen wir gradφ und∂tA bereit. Der Gradient setzt sich aus zwei Anteilen zusam-
men: Zum einen durch Differentiation bei festgehaltenemt ′ und zum anderen durch Differentiation nach
dem int ′ enthaltenemx. Dann folgt

gradφ = gradφ


t′
+

∂φ
∂ t ′

gradt ′ . (II.189)

Nun ist

gradφ


t′
=

q
4πε0

grad
1

R− vR
c


t′

=− q
4πε0

grad
(

R− vR
c

)
t′(

R− vR
c

)2

=− q
4πε0

R
R− v

c(
R− vR

c

)2

gradφ


t′
=− q

4πε0

1
R

R− R
c v

(
R− vR

c

)2 .

(II.190)

Weiterhin berechnen wir

∂φ
∂ t ′

=
q

4πε0

∂
∂ t ′

1

R− vR
c

=− q
4πε0

∂
∂ t′

(
R− vR

c

)

(
R− vR

c

)2

=− q
4πε0

1
(

R− vR
c

)2

(
∂R
∂ t ′

− R
c

∂v
∂ t ′

− v
c

∂R
∂ t ′

)

=− q
4πε0

1
(

R− vR
c

)2

(
R
R

(− ∂ r
∂ t ′

)− Rv̇
c

− v
c

(− ∂ r
∂ t ′

)

)

∂φ
∂ t ′

=
q

4πε0

1
(

R− vR
c

)2

(
vR
R

+
v̇R
c

− v2

c

)
.

(II.191)
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Die zeitliche Ableitung des Vektorpotentials liefert

∂tA =
1
c2 ∂t

(
v(t ′)φ(x,t)

)

=
1
c2 ∂t′

(
v(t ′)φ(x,t)

) ∂ t ′

∂ t

∂tA =
1
c2

(
v̇φ +v

∂φ
∂ t ′

)
∂ t ′

∂ t
.

(II.192)

Das elektrische Feld ergibt dann

E =−gradφ


t′
− ∂φ

∂ t ′
gradt ′− 1

c2 v̇φ
∂ t ′

∂ t
− v

c2

∂φ
∂ t ′

∂ t ′

∂ t

E =−gradφ


t′
− ∂φ

∂ t ′

(
gradt ′ +

v
c2

∂ t ′

∂ t

)
− 1

c2 v̇φ
∂ t ′

∂ t
.

E =+
q

4πε0

1
R

R− R
c v

(
R− vR

c

)2

− q
4πε0

vR
R + v̇R

c − v2

c(
R− vR

c

)2

(
−1

c

)
R− R

c v

R− vR
c

− q
4πε0

1
c2 v̇

1

R− vR
c

R

R− vR
c

.

(II.193)

Wir separieren die ˙v - Terme und erhalten

E =
q

4πε0





1
R

R− R
c v

(
R− vR

c

)2 +
1
c

(
vR
R − v2

c

)(
R− R

c v
)

(
R− vR

c

)3





+
q

4πε0





1
c2

(v̇R)
(
R− R

c v
)

(
R− vR

c

)3 − 1
c2

v̇R
(

R− vR
c

)2





=
q

4πε0

1
R

(
R− R

c v
)(

R− vR
c

)
+ 1

c

(
vR
R − v2

c

)(
R− R

c v
)

(
R− vR

c

)3

+
q

4πε0

1
c2

(v̇R)
(
R− R

c v
)
− v̇R

(
R− vR

c

)

(
R− vR

c

)3

=
q

4πε0

(
R− R

c v
)(

1− vR
cR + vR

cR− v2

c2

)

(
R− vR

c

)3

+
q

4πε0

1
c2

(
R− R

c v
)
(Rv̇)− v̇

(
R
(
R− R

c v
))

(
R− vR

c

)3

E =
q

4πε0

(
R− R

c v
)(

1− v2

c2

)

(
R− vR

c

)3

+
q

4πε0

1
c2

R×
((

R− R
c v
)
× v̇
)

(
R− vR

c

)3 .

(II.194)
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Dieser Ausdruck fürE läßt sich i.a. nicht weiter vereinfachen.

Das magnetische FeldB berechnet sich wie folgt:

B =rotA = rot

(
v(t ′)
c2 φ(x,t)

)

B =
1
c2 φ rotv+

1
c2 gradφ ×v

(II.195)

Nun gilt:

(
rotv(t ′)

)
a =εabc∂xbvc = εabc

∂vc

∂ t ′
∂ t ′

∂xb

rotv =gradt ′× v̇
(II.196)

und somit

B =
1
c2 φ gradt ′× v̇+

1
c2

(
gradφ


t′

+
∂φ
∂ t ′

gradt ′
)
×v

B =
q

4πε0




− 1

c3

R× v̇
(

R− vR
c

)2 +
1
c2


−

1
R

R− R
c v

(
R− vR

c

)2 −
1
c

(
vR
R + v̇R

c − v2

c

)
R

(
R− vR

c

)3


×v





.

(II.197)

Wiederum separieren wir die ˙v - Terme und erhalten

B =
q

4πε0

1
c2




−

1
R

(
R− vR

c

)(
R− R

c v
)
+ 1

c

(
vR
R − v2

c

)
R

(
R− vR

c

)3 ×v−
1
c

(
R− vR

c

)
R× v̇+ v̇R

c2 R×v
(

R− vR
c

)3





.

(II.198)

Einarbeitung vonv×v= 0 liefert

B =− q
4πε0

1
c2






1
R

(
R− vR

c

)
+ 1

c

(
vR
R − v2

c

)

(
R− vR

c

)3 R×v+

1
c

(
R− vR

c

)
R× v̇+ 1

c2 (v̇R) R+v
(

R− vR
c

)3






B =− q
4πε0

1

c2
(

R− vR
c

)3

{(
1− v2

c2

)
R×v+

1
c

(
R− vR

c

)
R× v̇+

1
c2 (v̇R)R×v

} (II.199)

Diese Beziehung läßt sich kompakt darstellen in der Form

B =
1
c

R
R
×E . (II.200)

Zum Beweis setzen wirE ein und zeigen die Übereinstimmung. Zweckmäßigerweise betrachten wir die
v̇ - abhängigen und ˙v - unabhängigen Terme getrennt. Für die entsprechenden Anteile ist dann folgendes
nachzuweisen.
v̇ - unabhängige Terme:

− q
4πε0

1
c2

1− v2

c2
(

R− vR
c

)3 R×v=
1
c

R
R
× q

4πε0

R− R
c v

(
R− vR

c

)3

(
1− v2

c2

)

− 1
c2 R×v=

1
c

R
R
×
(

R− R
c

v

)
= − 1

c2 R×v �

(II.201)
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v̇ - abhängige Terme:

− q
4πε0

1
c2

1
(

R− vR
c

)3

{
1
c

(
R− vR

c

)
R× v̇+

v̇R
c2 R×v

}

=
1
c

R
R
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4πε0

1
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1
(

R− vR
c

)3

{
R×

[(
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c
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)
× v̇
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−
(

R− vR
c

)
R× v̇− v̇R

c
R×v=

1
R

R×
{(

R− R
c

v

)
(Rv̇)− v̇

[
R

(
R− R

c
v

)]}

=− R×v
c

(
Ṙv̇
)
−R× v̇

(
R− vR

c

)
�

(II.202)

Damit ist dieB - Darstellung bestätigt.
Wir fassen die elektromagnetischen Felder einer beliebig bewegten Punktladung zusammen:

E(x, t) =
q

4πε0

1
c2

1
(

R− vR
c

)3

{(
R− R

c
v

)(
1− v2

c2

)
+

1
c2R×

[(
R− R

c
v

)
× v̇

]}

B(x, t) =
1
c

R
R
×E ,

wobei R= R(t ′) = x− r(t ′) , R= R(t ′) = |R| , v = v(t ′) ,

und t ′ = t ′(x, t) ist als Lösung von

t ′ = t − R(t ′)
c

einzusetzen.

(II.203)

Die Feldkonfiguration wird nun diskutiert.

• E⊥B

• Das elektromagnetische Feld besteht aus einem rein geschindigkeitsabhängigem Term und einem
Term, der die Beschleunigung des Teilchens enthält.

• Der rein geschwindigkeitsabhängige Term ist proportional1/R2, der v̇ - Term ist proportional 1/R
und dominiert daher das Fernfeld.

• Betrachtung der Nahzone

E =
q

4πε0

(
R− R

c v
)(

1− v2

c2

)

(
R− vR

c

)3

B =− q
4πε0

1
c2

R×v
(

1− v2

c2

)

(
R− vR

c

)3 .

(II.204)

Fürv≪ c folgt

E =
q

4πε0

R
R3

B =
qµ0

4π
v×R
R3 =

µ0

4π
J×R

R3 .

(II.205)

Das elektrische Feld geht in das einer elektrostatischen Punktladung über; Retardierungseffekte sind
wegenR/c≪ t − t ′ vernachlässigt, woraust ′ ≈ t folgt. Das magnetische Feld gehorchtdem Biot -
Savart - Gesetz, das in späteren Kapiteln noch besprochen wird.
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• Betrachtung der Fernzone

E =
q

4πε0

1
c2

R×
[(

R− R
c v
)
× v̇
]

(
R− vR

c

)3

B =
q

4πε0

1
c3

1
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R×
{

R×
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R− R
c v
)
× v̇
]}

(
R− vR

c

)3

(II.206)

Fürv≪ c folgt

E =
q

4πε0

R× (R× v̇)
c2R3

B =
q

4πε0

v̇×R
c3 R2

(II.207)

Es ist zu sehen, daß im Fernfeld fürv≪ c

E ·B =0

E ·R=0

B·R=0 .

(II.208)

11.3 Berechnung des Poynting - Vektors

Wir schränken die Diskussion aufv≪ c ein und berechnen die Nahzone und Fernzone getrennt.

• Nahzone

Π =E×H =
1
µ0

E×B

=
1
µ0

q
4πε0

qµ0

4π
R× (v×R)

R6

Π =
q2

16π2ε0

1
R6

{
vR2−R(vR)

}

(II.209)

• Fernzone

Π =
1
µ0

q
4πε0

q
4πε0

1
c5

[R× (R× v̇)]× (v̇×R)

R5

Π =
q2

16π2

µ0

c
R(v̇×R)2

R5 ,

(II.210)

wobei benutzt wurde

a := v̇×R , aR= 0 ,

[R× (R× v̇)]× (v̇×R) =a× (R×a) = Ra2−a(aR)

=R(v̇×R)2 .

(II.211)

11.4 Abstrahlung

Der Poynting - Vektor ist bekanntlich die Energieflußdichte. Wir erinnern an die Maßeinheit

[Π] =
J

m2s
. (II.212)

Im vorangegangenen Abschnitt wurde berechnet, daß der Poynting - Vektor
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• in der Nahzone Terme proportionalv und proportionalR und

• in der Fernzone Terme nur proportionalR

enthält. Wir berechnen nun den gesamten Energiefluß des elektromagnetischen Feldes, der von der beweg-
ten Punktladung ausgeht. Dazu betrachten wir folgende Konfiguration.

• Die Bewegung der Punktladung sei zwar beliebig, aber auf einendliches Gebiet beschränkt, also

|r(t ′)| < l , (II.213)

wobeil die Ausdehnung der Teilchenbewegung beschreibt. Der Koordinatenursprung 0 liege in dem
Gebiet. Die Bewegung sei also z.B. elliptisch.

• Wir betrachten eine Kugelsphäre S um das endliche Bewegungsgebiet und definierenden Energiefluß
I als Integral des Poynting - Vektors über die Kugelsphäre,

I(t) =

∮

S

Π(x,t)dS (II.214)

Der Energiefluß hat die Maßeinheit

[I ] = [Π] · [S] =
J

m2s
·m2 =

J
s

=
Ws
s

= W . (II.215)

Der Energiefluß hat also die Maßeinheit einer Leistung. Er wird auch Intensität genannt.

r

R

x

S

• Aus dem vorhergehendem Abschnitt übernehmen wir die Näherungv≪ c.

Der Energiefluß soll nun durch eine große Kugelsphäre S berechnet werden, also

|x| >> l > |r(t ′)| , (II.216)

bzw.
x− r(t ′) = R(t ′) ≈ x (II.217)

mit der Folge, daß

t − t ′ =
1
c
|x− r(t ′)| ≈ 1

c
|x|

t ′ =t − |x|
c

.

(II.218)
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Wir wollen hier wieder die bereits im Abschnitt „Multipol - Entwicklung“ benutzte Abkürzung

|x| = r (II.219)

verwenden; man beachte aber, daß hierr 6= |r(t ′)| ist. Dann ist die retardierte Zeitt ′ ebenso wie im Abschnitt
„Multipol - Entwicklung“

t ′ = t − r
c

. (II.220)

Wir berechnen zunächst den Energiefluß, der mit der Fernzonen - Lösung des Poynting - Vektors

Π(t ′) =
q2

16π2

µ0

c
|v̇(t ′)×R(t ′)|2

R(t ′)5 R(t ′) (II.221)

einhergeht. Wegenx≈ Rundr ≈ R gilt

dS=r2sinϑ dϑdϕ n ,

n =
x
r

=
R
R

,

dS=r2sinϑ dϑdϕ R2 R
R

und damit

I =
q2

16π2

µ0

c

2π∫

0

dϕ
π∫

0

dϑ
|v̇×R|2

R2 .

(II.222)

Für dieϑ - Integration ist es zweckmäßig, die Polarachse in ˙v - Richtung zu legen, denn dann wird

|v̇×R| = |v̇|Rsinϑ (II.223)

und weiter

I =
q2

16π2

µ0

c
v̇2

2π∫

0

dϕ
π∫

0

dϑsin3ϑ

︸ ︷︷ ︸
4
3

I =
q2µ0

6πc
v̇2 .

(II.224)

Mit vollständigen Argumenten liest sich das Ergebnis

I(t) =
q2µ0

6πc

{
v̇(t ′)

}2
=

q2µ0

6πc

{
v̇(t − r

c
)
}2

. (II.225)

Die Intensität der Strahlung ist damit abhängig vom Beschleunigungsquadrat der Teilchenbewegung. Sie
ist unabhängig vom Abstand, außer daß die Intensität zur Aufpunktzeit t abhängt von der Beschleunigung
des Teilchens zur retardierten Zeitt− r

c . r
c ist gerade wieder die Signallaufzeit ziwschen Ursache und Wir-

kung (Beobachtung).
Die abgeleitete Beziehung ist eine der wichtigsten Formelnder Strahlungstheorie. Ihre Kernaussage ist:
Eine beschleunigte Ladung strahlt elektromagnetische Energie ab.

Bisher haben wir nur die Fernzonen - Lösung des Poynting - Vektors betrachtet. Der entsprechende Aus-
druck für den Nahzonen - Term verschwindet aber. Dies ist leicht zu sehen, denn es gilt

ΠdS=
q2

16π2ε0

1
R6

{
vR2−R(vR)

}
R2sinϑ dϑdϕ

R
R

. (II.226)

Damit folgt {
vR2−R(vR)

}
R= (vR)R2−R2(vR) = 0 . (II.227)
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q.e.d.

Damit kann die obige Kernaussage noch straffer gefaßt werden: Eine Ladung strahlt genau dann elektro-
magnetische Energie ab, wenn sie beschleunigt wird.

11.5 Beispiele für strahlende Ladung

• Kreisbewegung

• Hertzscher Dipol

s. Übungsaufgaben.
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12 Elektromagnetische Wellen

In diesem Abschnitt werden freie Wellen als Lösung der homogenen Wellengleichung betrachtet. Quellen
sind nicht anwesend, d.h.ρ = 0, j = 0. Wir beschränken uns auf einfache Wellen und einfache Medien —
dies sind aber auch die wichtigsten Fälle.

12.1 Ebene Wellen in homogenen und isotropen Isolatoren

ε und µ sind ortsunabhängige Skalare und die Leitfähigkeit verschwindet (σ = 0). Die Gleichungen für
die Potentiale lauten dann

∆A− 1

c2
Ph

∂ 2
t A = 0 (II.228)

∆Φ− 1

c2
Ph

∂ 2
t Φ = 0 . (II.229)

Da beide Gleichungen die gleiche Form haben, werden die Rechnungen exemplarisch für eine beliebige
Komponente — genanntΨ — vorgeführt.

Ansatz: Ψ(x,t) = Ψ(k ·x−ωt) . (II.230)

Die zum Ansatz gebrachten Parameter haben folgende Bedeutungen:

k ·x−ωt Wellenphase

ω = 2π f Kreisfrequenz (f : Frequenz)

k Wellenvektor der Welle mitk = |k| = 2π
λ

,

wobeiλ die Wellenlänge ist.

Diese Größen sind zunächst frei angesetzt. Einsetzen in dieWellengleichung bringt sie in einen gewissen
Zusammenhang. Es folgt (

k2− ω2

c2
Ph

)
Ψ′′ = 0 . (II.231)

Ein Strich amΨ bedeutet die Ableitung nach dem gesamten Argument, also nach der Wellenphase. Die
Gleichung läßt sich nur erfüllen, wenn der linke Klammerausdruck verschwindet. Die resultierende Formel

ω2 = c2
Phk

2 bzw. ω = ±cPhk =: ±ω0 (II.232)

heißt Dispersionsrelation.

Bemerkung: In komplizierteren Medien wird auch die Dispersionsrelation komplizierter. Ihre allgemeine Form ist

ω = ω(k) . (II.233)

Die allgemeine Lösung hat dann die Form

Ψ = Ψ1(k ·x−ω0t)+ Ψ2(k ·x+ ω0t) . (II.234)

Ψ1 undΨ2 sind beliebige Funktionen. Das Auftreten von Anteilen mit Wellenphasen, die sich durch±ω0

unterscheiden, ergibt sich aus der Invarianz der Ausgangsgleichungen gegenüber der SubstitutioncPh →
−cPh.
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Die LösungenΨ1, Ψ2 heißenebene Wellen. Die Bezeichnung leitet sich aus der Form der Phasenfläche
ab. Für eine willkürlich herausgegriffene konstante Wellenphaseδ gilt (etwa fürΨ1)

k ·x−ω0t = δ = const. (II.235)

bzw.
k ·x = δ + ω0t . (II.236)

Für jeden Zeitpunktt beschreibt diese Beziehung eine Ebene. Führen wir den

x

xt

xn

0

n
k δ=const.Einheitsvektorn = k/k und die Abkürzungp = (δ + ω0t)/k ein, so kann man

die Ebenen-Gleichung (II.236) in die Hessesche Normalform überführen:

n·x = p . (II.237)

Den die Ebene abtastenden Ortsvektorx spalten wir in einen Anteilxt tangen-
tial undxn normal zur Ebene auf. Dann folgt

k ·x = k ·xn = k ·xn = δ + ω0t

oder

xn =
δ
k

+cPht . (II.238)

Im Verlaufe der Zeit bewegt sich die Phasenebene mit der Geschwindigkeit+cPh in Richtung des Wellen-
vektorsk.

Für Ψ2 ist cPh→−cPh zu ersetzen und die Ausbreitungsrichtung ist−k.

Wir wollen nun das elektrische und magnetische Feld ebener Wellen untersuchen. Unser Ausgangspunkt
waren die homogenen Potentialgleichungen, die äquivalentfür die Maxwell-Gleichungen ohne Quellen
stehen. Von den Potentialen gelangt man durch Differentiationen zuE undB. Die Differentiationen sind
aber unschädlich für den raum-zeitlichen Zusammenhang, sodaß sich fürE undB ebenfalls die funktionale
Abhängigkeit

E(x,t) = E(kx−ωt) , (II.239)

B(x,t) = B(kx−ωt) (II.240)

ergibt. Ausnutzen der Dispersionsrelation modifiziertE undB zu

E(x,t) = E(nx∓cPht) , (II.241)

B(x,t) = B(nx∓cPht) . (II.242)

Einsetzen in das Induktions- und Durchflutungsgesetz ergibt

rotE = −E′×grad(nx∓cPht) = −E′×n = n×E′

∂tB = ∓cPhB
′

rotH =
1

µµ0
n×B′

∂tD = ∓ε0εcPhE
′

und damit

n×E′ = ±cPhB
′ (II.243)

n×B′ = ∓ 1
cPh

E′ . (II.244)
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Die Differentiation nach der gesamten Phase()′ kann abintegriert werden; die entstehenden Integrations-
konstanten sind Gleichfeldanteile, die wir Null setzen, dasie für die Wellenbetrachtungen ohne Belang
sind:

B = ± 1
cPh

n×E , (II.245)

E = ∓cPhn×B . (II.246)

Skalare Multiplikation mitn oderk liefert
E

B

n k

E ·n = 0 , B·n = 0 ,

d.h. ebene Wellen sindtransversal polarisiert (im betrachteten Medi-
um).

Ein wichtiger Spezialfall der ebenen Welle ist die harmonische Welle:

E = E1 ·cos(kx−ω0t + ϕ1)+E2 ·cos(kx+ ω0t + ϕ2) . (II.247)

Bequemer ist häufig die komplexe Schreibweise

E = E1ei(kx−ω0t+ϕ1) +E2ei(kx+ω0t+ϕ2) . (II.248)

Bei der komplexen Schreibweise ist jedoch darauf zu achten,daß nur der Realteil vonE eine physikalische
Bedeutung hat.

12.2 Kugelwellen in homogenen und isotropen Isolatoren

Wir betrachten eine homogene Wellengleichung für eine beliebige FeldkomponenteΨ:

∆Ψ− 1

c2
Ph

∂ 2
t Ψ = 0 . (II.249)

Den Laplace-Operator schreiben wir jetzt in Kugelkoordinaten

1
r2 ∂r

(
r2∂r Ψ

)
+

1

r2 sin2 ϑ
∂ϑ (sinϑ∂ϑ Ψ)+

1

r2sin2 ϕ
∂ 2

ϕΨ− 1

c2
Ph

∂ 2
t Ψ = 0 . (II.250)

Wir suchen nun Lösungen der Form

Ψ =
Ψ̃(kr−ωt)

r
, (II.251)

die insbesondere nicht vonϑ undϕ abhängen. Dann gilt

∂r Ψ =
Ψ̃′ ·kr− Ψ̃

r2 ,

∂r
(
r2∂r Ψ

)
= Ψ̃′′ ·k2r + Ψ̃′ ·k− Ψ̃′ ·k .

Folglich

k2 Ψ̃′′

r
− ω2

c2
Ph

Ψ̃′′

r
=

(
k2− ω2

c2
Ph

)
Ψ̃′′

r
= 0 .

Um diese Gleichungen erfüllen zu können, ist eine analoge Dispersionsrelation

ω2 = c2
Phk

2 bzw. ω = ±cPhk≡±ω0 (II.252)
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einzuhalten. Die allgemeine Lösung ist nun

Ψ =
1
r

Ψ1(kr−ω0t)+
1
r

Ψ2(kr + ω0t) . (II.253)

Die Flächen gleicher Wellenphasen sind sowohl fürΨ1
r als auch fürΨ2

r Kugeloberflächen.Ψ1
r beschreibt

eine auslaufende undΨ2
r eine einlaufende Kugelwelle. Eine Ausbreitungsrichtung wie bei ebenen Wellen

existiert hier nicht. Die Kugeloberflächen breiten sich isotrop aus. Für den Normalenvektor der Phasenflä-
chen ergibt sich

grad(kr−ω0t) = k ·gradr = k
x
r

= k ·er . (II.254)

Spezialfall harmonische Kugelwelle:

Ψ =
Ψ̂1

r
·ei(kr−ω0t+ϕ1) +

Ψ̂2

r
·ei(kr+ω0t+ϕ2) . (II.255)

12.3 Ebene Wellen in homogenen und isotropen Leitern

Zwar soll auch hier von außen kein Quellstrom angelegt sein,aber im Unterschied zu Isolatoren verschwin-
det nun die Leitfähigkeit des Mediums nicht mehr. In die Grundgleichungen ist somit das Ohmsche Gesetz

j = σE (II.256)

einzuarbeiten, wodurch das elektrische FeldE selbständig einen Strom induziert. Dazu gehen wir von den
Gleichungen für die Potentiale aus und benutzen hier vorteilhafterweise die Coulomb-Eichung; dann gilt

∆A− 1

c2
Ph

∂ 2
t A = −µ0µ j

T
, (II.257)

∆Φ = 0 . (II.258)

Transversale Ströme müssen jetzt zugelassen werden, Ladungsdichten treten aber nicht auf. Wir können
somitΦ = 0 als Lösung annehmen. Somit treten auch keine longitudinalen Strömej

L
auf. Dann folgt

E = −∂tA ,

j = j
T

= σE = −σ∂tA
(II.259)

und weiter

∆A− 1

c2
Ph

∂ 2
t A− µ0µσ∂tA = 0 . (II.260)

Wir suchen Lösungen vom Typ harmonischer ebener Wellen:

A(x,t) = Â·ei(kx−ωt) . (II.261)

Einsetzen liefert (
−k2 +

ω2

c2
Ph

+ iωµ0µσ
)

Â = 0 . (II.262)

Die Dispersionsrelation

k2− ω2

c2
Ph

− iωµ0µσ = 0 (II.263)

ist nun schon etwas komplizierter geworden. Während wir in den vorangegangenen Abschnittenω(k)
bestimmt haben, diskutieren wir jetztk(ω). Die Lösung fürk ist offensichtlich komplex. Trennung in
Real- und Imaginärteilk = kr + iki ergibt

k2
r −k2

i =
ω2

c2
Ph

, 2krki = ωµ0µσ (II.264)
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woraus weiter

k2
r −

(ωµ0µσ)2

4k2
r

=
ω2

c2
Ph

,

k4
r −

ω2

c2
Ph

k2
r −
(ωµ0µσ

2

)2
= 0 ,

k2
r =

ω2

2c2
Ph

+
(−)

√
ω4

4c4
Ph

+
(ωµ0µσ

2

)2
,

kr =
1√
2

ω
cPh

√√√√
1+

√

1+

(
µ0µσc2

Ph

ω

)2

(II.265)

sowie

k2
i = k2

r −
ω2

c2
Ph

,

k2
i = − ω2

2c2
Ph

+

√
ω4

4c4
Ph

+
(ωµ0µσ

2

)2
,

ki =
1√
2

ω
cPh

√√√√−1+

√

1+

(
µ0µσc2

Ph

ω

)2

. (II.266)

Die oben angegebene Formel fürkr(ω) beschreibt eine nichttriviale metallische Dispersion.ki ist ein fre-
quenzabhängiger Absorptionskoeffizient Sein = k/k der Einheitsvektor der Wellenausbreitungsrichtung,
dann gilt

A(x,t) = Âei(kr ·nx−ωt)e−ki ·nx . (II.267)

Die Größek−1
i ist damit eine Skinlänge (Eindringtiefe). Für wachsende

ki
-1

x

σ = 0 σ = 0

ω wird die Eindringtiefe geringer. Die Felder werden an die Oberfläche
eines Leiters gedrängt (=Skin-Effekt ).
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13 Grenzbedingungen des elektromagnetischen Feldes und der Strom-
dichte

Zwei Medien sind an einer Grenzfläche in Kontakt.

n

l

l

A

B

n

F

2h

R0

2h

2h

Medium I

Medium II

Wir berechnen die Übergangsbedingungenfür die elek-
tromagnetischen Größen.
MAXWELL -GLEICHUNGEN:

rotH = ∂tD+ j divD = ρ
rotE = −∂tB divB = 0

j = σ E+ ρv

Ziel ist es, die Gleichungen geeignet über das Quasi-
Rechteck und über den Quasi-Zylinder zu integrieren.
Danach wird der Limesh→ 0 ausgeführt und die Be-
trachtung unmittelbar auf die Grenzfläche reduziert.
Vorbereitend führen wir die FlächenladungsdichteρS und die FlächenstromdichtejS ein:

ρS := lim
h→0

h∫

−h

ρ dh ,

jS := lim
h→0

h∫

−h

(
j
)

S
dh

(II.268)

Der IndexS bei
(

j
)

S
markiert die Komponente senkrecht zum Quasi-Rechteck. DieFlächenstromdichte

wird umgeformt vermöge

jS = lim
h→0

h∫

−h

(σ E)Sdh+ lim
h→0

h∫

−h

(
j (cv)

)

S
dh . (II.269)

Der erste rechte Term verschwindet jedoch, daσ und E als physikalische Größen beschränkt sind. Die
Flächenstromdichte kann somit nur konvektive Anteile enthalten. Wegen

(
j(cv)

)
S
= ρ vS (II.270)

schreiben wir

jS = lim
h→0

h∫

−h

ρ vSdh= ρSvS (II.271)

mit der entsprechenden KonvektionsgeschwindigkeitvS der Flächenladungen.
Anwendung des Stokesschen Satzes auf den Quasi-Rechteckbereich:

(a)
∫

Rechteck

rotH dS=

∮

Rand

H dx

=
(

H II ,AB
t −H I ,AB

t

)
· l +

(
H II ,B

n −H II ,A
n

)
·h+

(
H I ,B

n −H I ,A
n

)
·h

=
∫

Rechteck

(∂tD+ j)dS

=

∫

Rechteck

∂tDdS+ l

h∫

−h

(
j
)

S
dh .
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∂tD kann hier nicht unbedingt als stetig im gesamten Rechteck angenommen werden, Stetigkeit liegt jedoch
stückweise innerhalb der Gebiete I und II vor. Wir zerlegen das Integrationsgebiet in die Teilbereiche I und
II und wenden je den Mittelwertsatz an:

∫

Rechteck

∂tDdS=

∫

Teilrechteck I

∂tDdS+

∫

Teilrechteck II

∂tDdS

=
(
∂tDI

)
S l ·h+

(
∂tDII

)
S l ·h .

(II.272)

Mit der Definition
(∂tD)S := 1

2

{(
∂tDI

)
S+
(
∂tDII

)
S

}
(II.273)

erhält man
∫

Rechteck

rotH dS= (∂tD)S 2hl + l

h∫

−h

(
j
)

S
dh . (II.274)

(∂tD)S ist als physikalische Größe jedoch beschränkt. Ausführen des Grenzübergangesh→ 0 ergibt:

H II ,AB
t −H I ,AB

t = ρsvs .

Insbesondere gilt für verschwindende Flächenladungsdichte (ρs = 0)

H I
t = H II

t .

Die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstärke geht stetig über.

(b)
∫

Rechteck

rotEdS=
∮

Rand

Edx

=
(

EII ,AB
t −EI ,AB

t

)
· l +

(
EII ,B

n −EII ,A
n

)
·h+

(
EI ,B

n −EI ,A
n

)
·h

=−
∫

Rechteck

∂tBdS

=−2hl (∂tB)S , (II.275)

wobei der Mittelwertansatz analog zu obigen Überlegungen angewandt wurde. Hier lieferth→ 0 :

EI
t = EII

t .

Die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes geht stetig über.

Die Anwendung des Gaußschen Satzes auf den Quasi-Zylinder ergibt folgendes:

(c)
∫

Zylinder

divDdV =
∮

DdS

=
(
DI

n−DII
n

)
·F

+2h ·2π ·R0 ·Dt

=

∫

Zylinder

ρ dV

=F

h∫

−h

ρ dh (II.276)
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Grenzwerth→ 0 ergibt:

DI
n−DII

n = ρs . (II.277)

Die Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung geht bei verschwindender Flächenladungs-
dichte (ρs = 0) stetig über, ansonsten beträgt der Sprung geradeρs.

(d)
∫

divBdV =

∮
BdS

=
(
BI

n−BII
n

)
·F

+2h ·2π ·R0 ·Bt

=0 . (II.278)

Fürh→ 0 ergibt sich daraus:

BI
n = BII

n . (II.279)

Die Normalkomponente der magnetischen Induktion ist stetig.

(e)
∫

Zylinder

div j dV =

∮
j dS

=
(

j In− j IIn
)
·F

+

∮

Mantel

j dS

=− ∂t

∫
ρ dV

=− ∂t

h∫

−h

ρ dh·F (II.280)

Weiterhin kann unterteilt werden in:
∮

Mantel

j dS=
∮

Mantel

j (cd)dS+
∮

Mantel

j (cv)dS (II.281)

Im Grenzübergangh→ 0 ergibt der konduktive Stromj (cd) = σ E generell keinen Anteil, da sowohlσ als
auchE endlich bleiben.

Für den konvektiven Anteil

2h

v

dS=2h  du.

du du

"Draufsicht" v∮

Mantel

j (cv)dS=
∮

Mantel

ρ ·v dS

unterteilen wie die Mantelfläche in Streifen, so daß

dS= 2h ·du

gilt.

Das Linienelement des Umfangsdu ist nach außen gerichtet, da

du‖ dSgilt. Bei derdu-Integration heben sich gegenüberliegende Anteile weg.
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Somit gilt

lim
h→0

∫
ρvdS= lim

h→0

∫
ρv2hdu= ρS

∫
vdu= 0 .

Es verbleibt

j IIn − j In = ∂tρS . (II.282)

Die Normalkomponente des Stromes geht stetig über, wenn dieFlächenladung konstant ist.

(f) Übergangsbedingungen für die Potentiale

Die Felder

E = −∂tA−gradφ ,

B = rotA (II.283)

dürfen nicht divergieren. Die Potentiale müssen somit stetig sein:

φ I = φ II (II.284)

AI = AII . (II.285)

14 Elektromagnetische Kraft und Drehmoment

Um die in diesem Abschnitt auftretenden Größen und Beziehungen übersichtlich darstellen und kompakt
handhaben zu können, führen wir für die Vektoren und ihre räumliche Ableitungen eine spezielle Kompo-
nentenschreibweise ein:

Indizes, die die Vektorkomponenten des 3-dim. Raumes ansprechen, bezeichnen wir lateinisch mit:

a,b,c, ..,h = 1,2,3 .

Ein Vektor j hat die Komponentenja:

j = ja = ( j1, j2, j3) .

Für eine räumliche Ableitung eines skalaren FeldesZ(x) schreiben wir.

∂xaZ ≡ Z,a = gradZ .

Analoges gilt für die Komponenten eines VektorfeldesZ(x):

∂xaZb = Zb,a

ist gleichbedeutend mit
Z,a .

Die Einsteinsche Summenkonvektion:Über doppelt auftretende Indizes wird summiert.

Das heißt zum Beispiel:

Za,a = Z1,1 +Z2,2+Z3,3 = ∂x1Z1 + ∂x2Z2 + ∂x3Z3 = divZ

oder
xa ya = x1 y1 +x2 y2 +x3 y3 = x ·y .
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Bemerkung: Später benötigen wir die Indizesi, j,k, ... . Diese laufen von 1 bis 4 (z.B.dxi dxi = dx2
1 +

dx2
2 +dx2

3 +dx2
4).

Wichtige Größen:

δ -Tensor (Einheitstensor):

δab =

{
1 a = b
0 a 6= b

δab =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 (II.286)

ε-Tensor (vollständig antisymmetrischer Einheitstensor):

εabc =






0 a = b odera = c oderb = c
1 a,b,c gerade Permutation von 1, 2, 3
−1 a,b,c ungerade Permutation von 1, 2, 3

(II.287)

Zum Beispielε113 = 0, ε123 = 1, ε132 = −1, ε312 = 1 usw.

Abgeleitete Regeln:

δab = δba (II.288)

δaa = 3 = Spur(δ ) (II.289)

δabδbc = δac (II.290)

εabc = −εbac (II.291)

εabcεade= δbdδce− δbeδdc (II.292)

(A×B)a = εabcAbBc (II.293)

(rotA)a = εabcAc,b (II.294)

14.1 Elektromagnetische Kraftdichte

Die elektrom. Kraftdichte setzt sich zusammen aus derLorentz-Kraftdichte

kL
a = ρEa +

(
j ×B

)
a

(II.295)

und derInhomogenitäts-Kraftdichte

kI
a =

1
2

(
B ·H,a−H ·B,a +D ·E,a−E ·D,a

)
, (II.296)

die die Gesamt-Kraftdichte
ka = kL

a +kI
a (II.297)

ergeben. Die Inhomogenitäts-Kraftdichte läßt sich mittels Polarisation und Magnetisierung umschreiben.
Wir verwenden

D = ε0 ·E+P

H = κ0 ·B−M κ0 =
1
µ0

und ersetzen entsprechend. Es folgt

kI
a =

1
2

(
κ0B·B,a−B·M,a−κ0B·B,a +M ·B,a

+ ε0E ·E,a +P·E,a− ε0E ·E,a−E ·P,a

)
,

kI
a =

1
2

(
M ·B,a−B·M,a +P·E,a−E ·P,a

)
. (II.298)
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Wir leiten noch eine andere Formel fürkI ab, die in einem isotropen und linearen Medium gilt. Wir ver-
wenden hier:

B = µ0µH, D = ε0εE

und erhalten:

kI
a =

1
2

(
µ0µH ·H,a−H ·µ0µ ·H,a−H ·µ0µ,a ·H

+ε0εE ·E,a−E · ε0ε ·E,a−E · ε0ε,a ·E
)

=⇒ kI =− 1
2

(
ε0E2gradε + µ0H2gradµ

)
. (II.299)

Kraft auf eine Punktladung eam Ort x0(t) im Vakuum

Die Ladungsdichte hat die Form
ρ(x,t) = eδ

(
x−x0(t)

)
. (II.300)

Die Bewegung der Ladung erzeugt eine konvektive Stromdichte

j(x, t) = ρ(x,t) ·v(x,t) = eδ
(
x−x0(t)

)
·v(x,t) . (II.301)

Zur Kraftdichte trägt hier nur der Lorentz-Term bei, und es ergibt sich

kL = eδ
(
x−x0(t)

)
E(x,t)+eδ

(
x−x0(t)

)
·v(x,t)×B(x,t) . (II.302)

Volumen-Integration liefert die Kraft

KL =

∫
kLdV

KL =e
∫

δ
(
x−x0(t)

)
E(x,t) dV +e

∫
δ
(
x−x0(t)

)
v(x,t)×B(x,t) dV

KL =eE(x0, t)+ev(x0, t)×B(x0,t) , (II.303)

die als Lorentz-Kraft bekannt ist.

Kraft auf einen Punkt-Dipol im Vakuum

Exemplarisch betrachten wir einen punktförmigen magnetischen Dipol. Er sei charakterisiert durch sein
magnetisches Dipolmomentm(t). Der Dipol befindet sich am Ortx0(t). Die Magnetisierung ist dann:

M(x,t) = m(t) δ
(
x−x0(t)

)
. (II.304)

Ladungs- oder Stromdichten werden von einem Dipol nicht erzeugt, so daß nur die Inhomogenitäts-Kraft-
Dichte wirksam werden kann. Aus:

kI
a =

1
2
(M B,a−BM,a)

folgt

kmD
a =

1
2

[
m(t) ·δ

(
x−x0(t)

)
·∂xaB(x,t)−B(x,t) ·m(t) ·∂xaδ

(
x−x0(t)

)]
. (II.305)

Volumenintegration ergibt die Kraft

KmD
a =

∫
kmD

a dV

=
1
2

(
m(t) ·

∫
δ
(
x−x0(t)

)
·∂xaB(x,t) dV

−m(t)
∫

B(x,t) ·∂xaδ
(
x−x0(t)

)
dV
)
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Den die Ableitung derδ -Funktion enthaltenden Summanden integrieren wir partiell und erhalten
∫

B∂xaδ dV = Bδ
∣∣∣
∞

−∞︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫

(∂xaB)δ dV . (II.306)

Somit folgt:

KmD
a =

1
2

m∂xaB(x0,t)+
1
2

m ∂xaB(x0,t) .

Wir formen weiter um zu:
KmD

a =
(
m(t) ·B(x0,t)

)
,a

oder
KmD = grad(m·B) . (II.307)

Interessant ist noch folgende Umformung:

grad(m·B) =m× rotB︸︷︷︸
=1/c2∂tE

+(m·grad)B+B× rotm︸︷︷︸
=0

+(B·grad)m︸ ︷︷ ︸
=0

,

die

KmD =(m·grad)B+
1
c2m× ∂tE (II.308)

liefert.

Für einen elektrischen Dipolp(t) mit

P(x,t) = p(t) ·δ
(
x−x0(t)

)
(II.309)

folgt analog:

KeD = grad(p·E) . (II.310)

Insbesondere folgt aus den abgeleiteten Beziehungen erwartungsgemäß:

KmD = 0 , (II.311)

KeD = 0 , (II.312)

wenn magnetisches und elektrisches Feld homogen sind (E = const.,B = const.).

14.2 Elektromagnetische Drehmomentendichte

Die elektromagnetische Drehmomentendichtel setzt sich aus zwei Anteilen zusammen, die in Komponen-
tenschreibweise die Form

lba = (kaxb−kbxa)+ Σab−Σba (II.313)

annehmen.k ist dabei die elektromagnetische Kraftdichte undΣ derMaxwellsche Spannungstensormit
den Komponenten

Σab = EaDb +HaBb−
1
2

δab(E D+H B) . (II.314)

Der Vektorl der Drehmomentendichte ist hier formal auf einen antisymmetrischen Tensorlab abgebildet.
Es gilt

l12 = l3 , l23 = l1 , l31 = l2 . (II.315)
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Der Spannungstensor-Term kann unter Ausnutzung der Materialgleichungen

Da = ε0Ea +Pa

Ha = κ0Ba−Ma

in

Σab−Σba =EaDb−EbDa +HaBb−HbBa

=Eaε0Eb +EaPb−Ebε0Ea−EbPa

+ κ0BaBb−MaBb−κ0BbBa +MbBa

=EaPb−EbPa +BaMb−BbMa . (II.316)

umgeformt werden. Betrachten wir ein Index-Paar genauer, z.B. a = 2, b = 1,

l12 = k2x1−k1x2 +E2P1−E1P2 +B2M1−B1M2 = l3

so können wir in die kompakte Schreibweise

l = x×k+P×E+M×B (II.317)

übersetzen. Für einen magnetischen Dipol mit

M = m·δ (x−x0) (II.318)

ergibt sich damit ein Drehmoment

LmD =
∫

lmD dV =
∫

m·δ (x−x0)×B dV

LmD = m×B , (II.319)

für einen elektrischen Dipol analog
LeD = p×E . (II.320)



KAPITEL III

EINFÜHRUNG IN DIE SPEZIELLE

RELATIVITÄTSTHEORIE

1 Die Relativitätsprinzipien der Newtonschen Mechanik undder Elek-
trodynamik

Eine zentrale Rolle spielt in diesem Abschnitt der Begriff des Inertialsystems. Darunter verstehen wir
ein Bezugssystem, in dem sich jedes massive Objekt(m 6= 0), auf das keine Kraft wirkt, gleichförmig
geradlinig bewegt. Es gilt also das Newtonsche Trägheitsgesetz uneingeschränkt:

mẍ = K = 0 (III.1)

→ x = x0 +v0 t (III.2)

Begriff: iners= träge (latein)

Aus der klassischen Mechanik ist das Galileische Relativitätsprinzip bekannt: Das Grundgesetz der Me-
chanik

mẍ = K (III.3)

besitzt in allen durch Galilei-Transformationen auseinander hervorgehenden Inertialsystem dieselbe Form,
auch genanntForminvarianz oderKovarianz.

Die Anwendung der Galilei-Transformation
x3

x1

x2

x1’

x2’

x3’

Σ’PΣ

v
x x’

x′ = x−v· t (III.4)

wollen wir exemplarisch für ein mechanisches Teilchensystem betrach-
ten, daß über Zweikörper-Potentiale miteinander wechselwirkt. Die Be-
wegungsgleichung für TeilchenA lautet dann inΣ

mAẍA = −∇∑
B

VAB
(
|xA−xB|

)
. (III.5)

In Σ′ gilt

x′A = xA−vt (III.6)

ẋ′A = ẋA−v (III.7)

ẍ′A = ẍA (III.8)

|x′A−x′B| = |xA−xB| (III.9)

∇′ = ∇ (∂x′a = ∂xb ·
∂xb

∂x′a
= ∂xbδba = ∂xa) . (III.10)
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Folglich erhält man
mAẍ′A = −∇′∑

B

VAB
(
|x′A−x′B|

)
. (III.11)

Die absolute Zeitwird bewahrt:t = t ′. Verallgemeinert auf beliebige Kräfte gilt dann

mAẍ′A = K′
⇋ mAẍA = K . (III.12)

Eine ausführliche Erörterung der Forminvarianz des 2. Newtonschen Gesetzes wurde bereits in der Vorle-
sung “Theoretische Mechanik” vorgenommen. Wir verweisen dazu auf unser Mechanik-Skript, Abschnitt
2.2.

Gilt für die Elektrodynamik — d.h. für die Maxwellschen Gleichungen — dieses Relativitätsprinzip auch?

Nein, die Maxwellschen Gleichungen sind nicht kovariant beim Übergang von einem Inertialsystem in ein
anderes Inertialsystem, der durch eine Galilei-Transformation realisiert ist. Vorgeführt wird dies nicht, da
wir bisher sowieso die Maxwell-Gleichungen nur in einem ruhenden Medium kennengelernt haben.

Existiert ein anderes Relativitätsprinzip für die Elektrodynamik; gibt es eine andere Transformation, die
ein Inertialsystem in ein anders Inertialsystem überführtund bei der die Maxwell-Gleichungen kovariant
bleiben ?

Ja, es existiert ein Relativitätsprinzip; als Transformation ist die sog.Lorentz-Transformation anzuwen-
den. Dann sind die Maxwellschen Gleichungen in allen Inertialsystem kovariant.

Die Gültigkeit dieses Prinzips wird letztendlich nur durchExperimente bestätigt. Davon gibt es eine Viel-
zahl; das von Michelson (1881) ist das berühmteste. Es wurdefestgestellt, daß die Lichtgeschwindigkeit
im Inertialsystem eine vom Bewegungszustand der Lichtquelle unabhängige universelle Konstante ist. Da
Licht nichts anderes als eine elektromagnetische Welle ist, können wir sagen: Der Michelson-Versuch zeigt,
daß in allen Inertialsystemen für elektromagnetische Erscheinungen im Vakuum die Wellengleichungen

∆A− 1
c2 ∂ 2

t A = 0 (III.13)

∆Φ− 1
c2 ∂ 2

t Φ = 0 (III.14)

divA+
1
c2 ∂tΦ = 0 (Lorentz-Eichung) (III.15)

mit gleichemc gilt.

Weitergehend gilt auch die Kovarianz bei den inhomogenen Gleichungen:

∆A− 1
c2 ∂ 2

t A = −µ0 j (III.16)

∆Φ− 1
c2 ∂ 2

t Φ = − 1
ε0

ρ (III.17)

die ja bekanntlich äquivalent zu den Maxwell-Gleichungen sind.

Das Postulat der Allgemeingültigkeit des Relativitätsprinzips wurde von Albert Einstein im Jahr 1905
aufgestellt.
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Relativitätsprinzip

• Physikalische Gesetze haben in allen Inertialsystemen, die durch Lorentz-Transformationen ausein-
ander hervorgehen, die gleiche Form (Kovarianz, Forminvarianz).

• Die Geschwindigkeit des Lichts ist unabhängig von seiner Quelle.

2 Eigentliche Lorentz-Transformation

Wir betrachten zwei Inertialsysteme, die sich längs derx1 bzw.x′1-Achse mit der Geschwindigkeitv zuein-
ander bewegen. In den Ursprüngen sitzt je ein Beobachter.

Zum Zeitpunktt = 0 sollenx1 = 0 undx′1 = 0 zusammenfallen. Zu diesem Zeitpunkt werde im gemeinsa-
men Nullpunkt ein Lichtblitz ausgesandt. Jeder Beobachterbehauptet nun im Mittelpunkt einer objektiven
Kugelwelle zu sein, da ja beide Systeme gleichberechtigt sind:

Σ : x2
1 +x2

2 +x2
3 = c2t2 ,

Σ′ : x′1
2
+x′2

2
+x′3

2
= c2t2 .

Das ist ein logischer Widerspruch. Zu dessen Lösung darf aber die Form der Glei-
x1 x1’

x3 x3’

x2 x2’

Σ’

Σ

chungen nicht grundsätzlich verändert werden (Kovarianz!). Lösbar ist der Wider-
spruch, wenn jedem Bezugssystem eine eigene Zeit zugeordnet wird, also

Σ : x2
1 +x2

2 +x2
3−c2t2 = 0 , (III.18)

Σ′ : x′1
2
+x′2

2
+x′3

2−c2t ′2 = 0 . (III.19)

Die linken Terme müssen bei der Transformation kovariant sein, so daß gelten muß:

x2
1 +x2

2 +x2
3−c2t2 = x′1

2
+x′2

2
+x′3

2−c2t ′2 .

Naheliegenderweise giltx2 = x′2 undx3 = x′3 so daß

x2
1−c2t2 = x′1

2−c2t ′2 (III.20)

verbleibt. Die Bedingung ist nun durch eine lineare Transformationx′1 = x′1(x1,t), t ′ = t ′(x1,t) zu erfüllen.
Dementsprechend ist allgemein anzusetzen.

x′1 = a11x1 +a14t , (III.21)

t ′ = a41x1 +a44t (III.22)

wobei die Koeffizientena11,a14,a41 unda44 zu bestimmen sind. Eingesetzt folgt:

x2
1−c2t2 = a2

11x
2
1 +2a11a14x1t +a2

14t
2−c2(a2

41x
2
1 +2a41a44x1t +a2

44t
2)

=
(
a2

11−c2a2
41

)
x2

1−c2
(

a2
44−

1
c2 a2

14

)
t2 +2x1t

(
a11a14−c2a41a44

)
.

Damit diese Beziehung identisch inx1 undt erfüllt wird, müssen entsprechende Koeffizienten gleich sein:

1 = a2
11−c2a2

41 , (III.23)

1 = a2
44−

1
c2a2

14 , (III.24)

0 = a11a14−c2a41a44 . (III.25)
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Als vierte Gleichung betrachten wir den Ursprung vonΣ′ (x′1 = 0), der sich mit der Geschwindigkeitv in Σ
bewegt, alsox1 = vt und folglich

0 = x′1 = a11x1 +a14t = (a11v+a14)t . (III.26)

Die letzte Gleichung liefert

a14 = −va11 . (III.27)

Gleichung (III.25) liefert:

a41 =
a11a14

c2a44
= − v

c2 ·
a2

11

a44
. (III.28)

Diese beiden Ausdrücke eingesetzt in die beiden Gleichungen (III.23) und (III.24) liefern

1 = a2
11−c2v2

c4 ·
a4

11

a2
44

= a2
11

(
1− v2

c2 ·
a2

11

a2
44

)
, (III.29)

1 = a2
44−

1
c2v2a2

11 = a2
44

(
1− v2

c2 ·
a2

11

a2
44

)
. (III.30)

Damit

a2
11 = a2

44 bzw. a11 = a44 .

Das mögliche negative Vorzeichen schließen wir aus, da sowohl a11 > 0 als aucha44 > 0 sein mögen, um
bei v = 0 die identische Transformation zu erhalten. Dies ausnutzend liefern die Gleichungen (III.29) und
(III.30)

a44 =
1√

1−v2/c2
, a11 =

1√
1−v2/c2

. (III.31)

Schließlich

a14 = − v√
1−v2/c2

, a41 = − v
c2 ·

1√
1−v2/c2

. (III.32)

Es gilt also:

x′1 =
x1−vt√
1−v2/c2

, x′2 = x2, x′3 = x3 (III.33)

t ′ =
t − v·x1

c2√
1−v2/c2

. (III.34)

Die Formeln werden nach ihrem Entdecker H.A. Lorentz benannt.

Im Matrizenkalkül nimmt die Lorentz-Transformation die Gestalt




x′1
x′2
x′3
ct′


=




1√
1−v2/c2

0 0 −v/c√
1−v2/c2

0 1 0 0
0 0 1 0

−v/c√
1−v2/c2

0 0 1√
1−v2/c2







x1

x2

x3

ct


 (III.35)

an. Die Umkehrtransformation ergibt sich, wie man leicht nachrechnet, einfach durch Ersetzen vonv durch
−v, was aufgrund des Relativitätsprinzips ja auch klar ist:
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x1 =
x′1 +vt′√
1−v2/c2

(III.36)

x2 =x′2
x3 =x′3

t =
t ′ + v

c2 x′1√
1−v2/c2

. (III.37)

Bemerkung:Die für die InertialsystemeΣ undΣ′ abgeleitete Transformation heißt
Σ’

Σ

v
~

~
spezielleLorentz-Transformation. Liegtv nicht entlang einer Koordinatenachse
und sind die zwei InertialsystemeΣ̃, Σ̃′ noch gegeneinander verkippt, gelangt man
zur allgemeinenLorentz-Transformation.̃Σ und Σ̃′ können durch Drehungen im
R3 in zwei InertialsystemeΣ undΣ′ überführt werden, so daß je eine Koordinate
mit v zusammenfällt.

3 Folgerungen aus der Lorentz-Transformation

3.1 Relativierung der Gleichzeitigkeit

Zwei EreignisseA undB mit den Koordinaten inΣ

A : xA
1,xA

2 ,xA
3 ,tA

B : xB
1,xB

2 ,xB
3 ,tB

werden betrachtet. InΣ′ entsprechen diesen Ereignissen die Koordinaten (nur Zeit)

tA′ =
tA− v

c2 xA
1√

1−v2/c2
, tB′ =

tB− v
c2 xB

1√
1−v2/c2

. (III.38)

Somit ist

tB′− tA′ =
tB− tA− v

c2

(
xB

1 −xA
1

)
√

1−v2/c2
. (III.39)

Gleichzeitigkeit inΣ, d.h.tB = tA bedingt aber nicht Gleichzeitigkeit inΣ′. FürxB
1 6= xA

1 folgt

tB′ 6= tA′ . (III.40)

3.2 Längenkontraktion

Ein Stab der Längel ′ ruhe inΣ′ auf derx′1-Achse:

l ′ = xe
1
′−xa

1
′ . (III.41)

Wir vermessen diesen Stab vonΣ aus. Dazu müssen wir offenbar Anfangs- und Endpunkt des Stabes
gleichzeitig fixieren. Die Differenz der Koordinaten der soin Σ festgelegten Punkte liefert die Länge

l = xe
1−xa

1 . (III.42)



84 III. Einführung in die spezielle Relativitätstheorie

�����
�����
�����
�����

Σ Σ′

xa′
1

xa
1

l ′

l

xe′
1

xe
1

x′1

x1

Nun gilt

xe
1
′−xa

1
′ =

xe
1−xa

1−v(te− ta)√
1−v2/c2

. (III.43)

Da wir xe
1 undxa

1 zum gleichen Zeitpunktte = ta feststellen, ergibt sich

l ′ =
l√

1−v2/c2
, (III.44)

l < l ′ .

Der bewegte Stab ist kürzer als der ruhende. Die Überlegung gilt nur in Bewegungsrichtung.

3.3 Zeitdilatation

Wir betrachten eine inΣ′ bei x′1 = x′2 = x′3 = 0 ruhende UhrA. A gleitet an inΣ ruhenden Uhren vorüber,
die alle bzgl.Σ synchronisiert sind.
Wir betrachtenB undC, die in Σ ruhen,B bei x1 = x2 = x3 = 0 undC bei x1 = d,x2 = x3 = 0. A undB
zeigen beim Vorbeigleiten aneinander Null Uhr an. Dieses Ereignis hat also die Koordinaten

Σ : x1 = x2 = x3 = t = 0 ,

Σ′ : x′1 = x′2 = x′3 = t ′ = 0 .

Für das Ereignis des Vorbeigleitens vonA anC gilt

x’3x3

x’1
x1

x2
x’2

Σ ’

v

B

A

C

Σ

Σ : x1 = d,x2 = x3 = 0 ,

Σ′ : x′1 = x′2 = x′3 = 0 .

Eingesetzt in die Formeln für die Lorentz-Transformation folgt

0 =
d−vt√
1−v2/c2

,

t ′ =
t − vd

c2√
1−v2/c2

.

Somit

t =
d
v

und

t ′ =
t − v2

c2 t
√

1−v2/c2
=

√
1− v2

c2 t (III.45)

d.h.
t ′ < t . (III.46)
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Die Uhr A zeigt beim Vorbeigleiten anC die Zeitt ′ < t an, obwohl beim Vorbeigleiten vonA andB beide
Uhren die gleiche Zeit Null angezeigt haben. InΣ′ wird die Zeit gedehnt:Zeitdilatation .

Immer geht also die relativ zu einem Inertialsystem bewegteUhr im Vergleich mit den im Inertialsystem
ruhenden Uhren nach, wobei man wegen der Bewegung immer mit laufend anderen Uhren des Inertialsy-
stems vergleichen muß.

Eigenzeit

Unter Eigenzeitτ einer Uhr verstehen wir die in ihrem Ruhesystem gemessene Zeit. Bewegt sich die Uhr
in einem InertialsystemΣ, so gilt

τ =
√

1−v2/c2 t . (III.47)

Fürv(t) gilt

τ =

t∫

0

√
1− v2 (t̃)

c2 dt̃ . (III.48)

3.4 Additionstheoreme für Geschwindigkeiten

In Σ′ bewege sich ein Punkt mit der Geschwindigkeit

u′ = (u′1,u
′
2,u

′
3) =

(
dx′1
dt′

,
dx′2
dt′

,
dx′3
dt′

)
.

Durch Differenz- bzw. Differentialbildung folgt aus der Lorentz-Transformation

dx1 =
dx′1 +vdt′√

1−v2/c2
, dx2 = dx′2 , dx3 = dx′3 ,

dt =
dt′ + v

c2 dx′1√
1−v2/c2

,

woraus die Geschwindigkeitu dieses Punktes inΣ bestimmt werden kann. Es ergibt sich

u1 =
dx1

dt
=

dx′1 +vdt′

dt′ + v
c2 dx′1

=

dx′1
dt′ +v

1+ v
c2 ·

dx′1
dt′

=
u′1 +v

1+
v·u′1
c2

, (III.49)

u2 =
dx2

dt
=

dx′2 ·
√

1− v2

c2

dt′ + v
c2 dx′1

=

dx′2
dt′

√
1− v2

c2

1+ v
c2

dx′1
dt′

=
u′2

√
1− v2

c2

1+
v·u′1
c2

, (III.50)

u3 =
u′3

√
1− v2

c2

1+
v·u′1
c2

. (III.51)

Diskutieren wir insbesondere den Spezialfallu′2 = u′3 = 0. Wennu′1 = c ist, so folgt

u1 =
c+v

1+ v·c
c2

= c (III.52)

Ist u′1 < c, so folgt auchu1 < c.

Wenn man zur Lichtgeschwindigkeit eine weitere Geschwindigkeit addiert (oder subtrahiert), ergibt sich
stets wieder die Lichtgeschwindigkeit. Die Addition zweier Unterlichtgeschwindigkeiten ergibt stets wie-
der eine Unterlichtgeschwindigkeit.



86 III. Einführung in die spezielle Relativitätstheorie

4 Der Minkowski-Raum

Die Formeln der Lorentz-Transformation zeigen uns, daß Raum und Zeit nicht wie in der vorrelativisti-
schen Physik getrennt voneinander betrachtet werden können. So kommt z.B. der Aussage „es finden zwei
Ereignisse gleichzeitig in einer bestimmten Entfernung voneinander statt“ offenbar nur in Bezug auf be-
stimmte Inertialsysteme einen Sinn zu. Wir müssen uns deshalb von einer solchen Ausdrucksweise trennen
und zu bezugssystemunabhängigen Begriffen übergehen.

Der elementare Begriff ist der des Ereignisses. Ein EreignissE wird durch drei räumliche Koordinaten
x = (x1,x2,x3) und eine Zeitkoordinatet beschrieben. Wir definieren nun einen AbstandSzwischen zwei
EreignissenEA undEB mittels der Formel

S2 = (xA
1 −xB

1)2 +(xA
2 −xB

2)2 +(xA
3 −xB

3)2−c2 · (tA− tB)2. (III.53)

Die GrößeS2 ist offensichtlich eine Invariante — die sogenannte Fundamentalinvariante — beim Über-
gang von einem Inertialsystem in ein anderes. Wir haben diese Größe ja gerade benutzt, um die Lorentz-
Transformation abzuleiten.

Für infinitesimal benachbarte Ereignisse gilt entsprechend:

dS2 = dx2
1 +dx2

2 +dx2
3−c2 ·dt2 (III.54)

Damit hatdS2 in allen Inertialsystemen den gleichen Wert. Diesen Abstand (exakt müßte man sagen:
das Abstandsquadrat)dS2 kann man nun als Größe in einem vierdimensionalen Raum interpretieren. Wir
führen neue Koordinatenξ 1, . . . ,ξ 4 ein, wobei

ξ 1 = x1 , ξ 2 = x2 , ξ 3 = x3 (III.55)

und als vierte Dimension die Koordinate

ξ 4 = c · t (Galileische Koordinate) (III.56)

definiert wird. Damit folgt

dS2 =
(
dξ 1)2

+
(
dξ 2)2

+
(
dξ 3)2−

(
dξ 4)2

. (III.57)

Bei dS2 handelt es sich um einen Spezialfall der allgemeinen Bilinearform der Differentialedξ i von der
Form

dS2 =
4

∑
i=1

4

∑
j=1

gi j dξ idξ j . (III.58)

Wie lesen ab, daß hier gilt

(gi j ) =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 -1


 . (III.59)

Im Minkowsi-Raum ist stattgi j auch die Bezeichnungηi j gebräuchlich. Die Größe(gi j ) heißt metri-
scher Tensorodermetrischer Fundamentaltensordes durch die Koordinatenξ 1,ξ 2,ξ 3,ξ 4 aufgespann-
ten Raumes. Dieser vierdimensionale Raum wirdMinkowski-Raum oderRaum-Zeit-Welt genannt.

Die Koordinatenξ 1, . . . ,ξ 4 bilden offensichtlich kein kartesisches Koordinatensystem, denn dann müßte
für gi j die euklidische Metrik

(δi j ) =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 (III.60)
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gelten; ein euklidischer Raum würde vorliegen. Die Koordinatenξ 1, . . . ,ξ 4 des Minkowski-Raumes bil-
den einen speziellen Satz von krummlinig-schiefwinkligenKoordinaten. Verkürzt spricht man einfach von
krummlinigen Koordinaten, auch wenn ggf. die Koordinatenlinien gar nicht gekrümmt sondern nur schief-
winklig sind. Eingeführt und ausführlich erörtert wurden krummlinige Koordinatensysteme in der Vorle-
sung “Theoretische Mechanik”. Wir verweisen auf unser Mechanik-Skript, Abschnitt 1.2. Dort wird zwar
nur der dreidimenisonale Raum betrachtet, aber die Verallgemeinerung auf einen vierdimensionalen Raum
bereitet keine Schwierigkeiten; die Überlegungen und die Mehrzahl der Formeln bleiben gültig, wenn eine
vierte Koordinate hinzugenommen wird. Insbesondere werden die Summationen statt von 1 bis 3 einfach
von 1 bis 4 erstreckt. Wir erinnern an die Vereinbarung, daß die Indizesa,b, . . . von 1 bis 3 laufen und
die Indizesi, j, . . . von 1 bis 4. Außerdem wenden wir die Einsteinsche Summenkonventionen an: Über
in einem Term doppelt auftretende Indizes wird automatischsummiert. Einige Überlegungen zu krumm-
linigen orthogonalen Koordinatensystemen befinden sich auch bereits in AbschnittI.5 des vorliegenden
Skriptes. Wir wollen hier nur die wichtigsten Eigenschaften allgemeiner krummliniger Koordinatensyste-
me aufschreiben und dann die Spezialisierungen für den Minkwoski-Raum vornehmen.

In krummlinigen Koordinatensystemen kann man in jedem Punkt des Raumeskovariante Basisvektoren
bi undkontravariante Basisvektorenbi einführen, die i.a. weder die gleiche Richtung noch die gleiche
Länge haben.

Die kovarianten Basisvektorenbi schmiegen sich an die jeweiligen Koordinatenlinien an. Siesind definiert
durch

bi =
∂x
∂ξ i (III.61)

(vgl. Mechanik-Skript, Gl. (I.33)).

Die kontravarianten Basisvektorenbi stehen auf den Flächen senkrecht, die entstehen, wenn diei-te Koor-
dinate konstant gehalten wird. Sie sind definiert durch

bi =
∂ξ i

∂x
(III.62)

(vgl. Mechanik-Skript, Gl. (I.36)). Im vierdimensionalenRaum sind die “Flächen” dann dreidimensionale
Hyperflächen.

Die ko- und kontravarianten Basisvektoren stehen aufgrundihrer Konstruktion senkrecht aufeinander, also

bi ⊥ bk , i 6= k . (III.63)

Skalarproduktbildung führt auf

bi ·bk =
∂x
∂ξ i ·

∂ξ k

∂x
=

∂ξ k

∂ξ i = δ k
i , (III.64)

wobeiδ k
i das Kronecker-Symbol darstellt.

Die Skalarprodukte der kovarianten Basisvektoren untereinander definieren gerade den bereits erwähnten
metrischen Tensor, der sich allgemein in der Form

gik = bi ·bk (III.65)

schreibt. Kompakt als Matrix können wir auch schreiben

g = (gik) = (bi ·bk) . (III.66)

Das Skalarprodukt der kontravarianten Basisvektoren untereinander wird mit

gik = bi ·bk (III.67)
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bezeichnet.gik als Matrix aufgefaßt erweist sich gerade als das Inverse von(gik). Wir schreiben

g−1 =
(

gik
)

. (III.68)

Der Verschiebungsvektordξ in einem beliebigen Punkt des vierdimensionalen Raumes kann nun mit bei-
den Basissystemen dargestellt werden, also

dξ = bi ·dξi (III.69)

oder
dξ = bi ·dξ i . (III.70)

Natürlich sind die Koeffizientendξi bzw. dξ i bei Benutzung verschiedener Basisvektoren ebenfalls ver-
schieden, obwohl es sich um die gleiche physikalische Realität — hier ausgedrückt durchdξ — handelt.
dξi sind die kovarianten Koordinatendifferentiale unddξ i entsprechend die kontravarianten.

Mit Hilfe des metrischen Tensors und seines inversen Tensors lassen sich ko- und kontravariante Kompo-
nenten beliebiger Größen ineinander umrechnen. Wir betrachten dies am Beispiel der Koordinatendiffe-
rentiale. Es gilt

dξi = gikdξ k (III.71)

bzw.
dξ j = g jl dξl . (III.72)

Dies ist leicht einzusehen, denn skalare Multiplikation von (III.69) mit bk und von (III.70) mit b j führt auf

bk ·dξ = bk ·bidξi = δ i
kdξi = dξk (III.73)

bzw.
b j ·dξ = b j ·bidξ i = δ j

i dξ i = dξ j . (III.74)

In einem weiteren Schritt folgt bereits

dξk = bk ·dξ = bk ·bjdξ j = gk jdξ j (III.75)

sowie
dξ j = b j ·dξ = bj ·bl dξl = g jl dξl . (III.76)

Wir verifizieren hier auch gleich noch die obige Aussage, daß
(
gik
)

das Inverse von(gik) darstellt. Nach-
einanderausführung der beiden letzten Gleichungen liefert

dξk = gk jdξ j = gk jg
jl dξl . (III.77)

Folglich muß
gk jg

jl = δ l
k (III.78)

gelten.

Diese ganz allgemeinen Regeln sollen jetzt auf den Minkowski-Raum angewendet werden. Wir schreiben
das Abstandsdifferential in verschiedenen Formen, d.h.

dS2 = dξ ·dξ (III.79)

= bidξi ·bjdξ j = gi j dξidξ j (III.80)

= bidξ i ·bjdξ j = gi j dξ idξ j (III.81)

= bidξ i ·bjdξ j = δ i
jdξ idξ j = dξ idξi . (III.82)
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Der metrische Tensor und sein Inverses sind hier recht einfach und stimmen sogar überein:

g = g−1 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 -1


 . (III.83)

Somit gilt

dξ a = dξa , (a = 1,2,3) (III.84)

dξ 4 = −dξ4 . (III.85)

Bemerkung:Prinzip des richtigen Indexbildes

Der Kalkül ist so konstruiert, daß das Indexbild einer Gleichung folgenden formalen Regeln genügen muß.

• Es ist zwischen freien Indizes und Summationsindizes zu unterscheiden.

• In einer Gleichung müssen rechts und links des Gleichheitszeichens die gleichen freien Indizes vor-
kommen.

• Gleiche freie Indizes müssen den gleichen Charakter (kovariant bzw. kontravariant) und damit die
gleiche Höhenpositionierung (unterer bzw. oberer Index) haben.

• Bei doppelt auftretenden Summationsindizes (auch gesättigte Indizes genannt) muß ein Index kova-
riant und der andere kontravariant sein.

• Die Umrechnung von ko- und kontravarianten Indizes ineinander nach den Formeln

T i = gikTk , (III.86)

Ti = gikTk (III.87)

wird auch “Indexziehen” genannt.

Wir wollen nun einige Überlegungen zur Lorentz-Transformation im Minkowski-Raum anfügen. Aus der
Invarianz vonS2 bzw. dS2 hatten wir die spezielle Lorentz-Transformation (III.35) abgeleitet. “Speziell”
wird sie in diesem Fall genannt, weil die KoordinatensystemeΣ undΣ′ achsenparallel zuv und außerdem
nicht gegeneinander verdreht sind. Wir schreiben Gleichung (III.35) in der Form

ξ i′ = LS
i′
j ξ j (III.88)

bzw. differentiell

dξ i′ = LS
i′
j dξ j (III.89)

mit

L
S

=
(

LS
i′
j

)
=




1√
1−v2/c2

0 0 −v/c√
1−v2/c2

0 1 0 0
0 0 1 0

−v/c√
1−v2/c2

0 0 1√
1−v2/c2




. (III.90)

Die inverse spezielle Lorentz-Transformation berechnet man daraus zu

L
S
−1 =

((
LS

−1)i
j ′

)
=




1√
1−v2/c2

0 0 +v/c√
1−v2/c2

0 1 0 0
0 0 1 0

+v/c√
1−v2/c2

0 0 1√
1−v2/c2




. (III.91)
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Erwartungsgemäß ergibt sichL
S
−1 ausL

S
einfach durch Vorzeichenumkehr vonv (v→−v); die den Über-

gang vonΣ nachΣ′ beschreibende Transformation wird wieder rückgängig gemacht.

Auf die Annahme der speziellen Lorentz-Transformation verzichten wir jetzt.L =
(

Li′
j

)
beschreibe eine

allgemeine Lorentz-Transformation vonΣ nachΣ′. v ist nicht mehr achsenparallel undΣ und Σ′ können
beliebig gegeneinander verdreht sein. Wir setzen an

dξ i′ = Li′
jdξ j . (III.92)

Vermittels der Gleichungen (III.71) und (III.72) folgt

dξi′ = gi′k′dξ k′ = gi′k′L
k′
mdξ m = gi′k′L

k′
mgmndξn . (III.93)

Die Symmetrie des metrischen Tensors ausnutzend ist zu schreiben

dξi′ = gi′k′g
nmLk′

mdξn . (III.94)

Die Invarianz vondS2 liefert

dS′2 = dξi′dξ i′ = gi′k′g
nmLk′

mLi′
j dξndξ j (III.95)

= dS2 = dξ jdξ j , (III.96)

woraus die Forderung

gi′k′g
nmLk′

mLi′
j = δ n

j (III.97)

zu erheben ist. Dies sind 10 Bedingungsgleichungen an dieLk′
m; man beachte die Symmetrie des Kronecker-

Symbols, weshalb nicht 16 sondern nur 10 Bedingungsgleichungen folgen. Determinantenbildung liefert

det(gi′k′)det(gnm)det
(

Lk′
m

)
det
(

Li′
j

)
= 1 (III.98)

bzw. kompakt geschrieben

detg−1detg
(
detL

)2
=
(
detL

)2
= 1 . (III.99)

Die Lösung detL = +1 kennzeichnet dieeigentlicheLorentz-Transformation. Dieser Wert bringtL mit ei-
ner Drehung im Minkowski-Raum in Zusammenhang. Die Lösung detL =−1 beschreibt die uneigentliche
Lorentz-Transformation; sie enthält eine vierdimensionale Spiegelung.

Explizit geben wir die allgemeine Lorentz-TransformationL hier nicht an, da für sehr viele prinzipielle An-
wendungen die spezielle Lorentz-TransformationL

S
ausreicht. UmL im Detail auszurechnen, würde man

nebenΣ undΣ′ zwei HilfskoordinatensystemeΣH undΣ′
H einführen.ΣH undΣ′

H sind nicht gegeneinander
verdreht und ihreξ 1- bzw. ξ 1′-Achsen sind parallel zuv. Die Lorentz-Transformation zwischenΣH und
Σ′

H ist dann geradeL
S
. Nun sind einfach noch zusätzliche dreidimensionale Drehungen jeweils zwischenΣ

undΣH bzw. zwischenΣ′
H undΣ′ vorzunehmen undL ist ausL

S
generiert.

Einige nachfolgende Formeln sind noch hilfreich.

Wir gehen wieder von der Transformation vonΣ nachΣ′

dξ i′ = Li′
jdξ j

aus. Nach der Kettenregel gilt auch

dξ i′ =
∂ξ i′

∂ξ k
dξ k
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und somit folgt

Li′
j =

∂ξ i′

∂ξ j . (III.100)

Die reziproke TransformationΣ′ nachΣ liefert

dξ l =
∂ξ l

∂ξ m′ dξ m′
=
(
L−1)l

m′ dξ m′
.

Nacheinanderausführung ergibt

∂ξ l

∂ξ m′ ·
∂ξ m′

∂ξ r =
(
L−1)l

m′ L
m′
r = δ l

r oder (III.101)

∂ξ i′

∂ξ j ·
∂ξ j

∂ξ k′ = Li′
j

(
L−1) j

k′ = δ i′
k′ . (III.102)

Vergleich mit (III.97) liefert

v

v

Σ ’~

Σ ’~

Σ
~

v
Σ ’Σ

Σ

(b)

(a)

(c)

(
L−1)l

m′ = gm′k′g
lnLk′

n . (III.103)

Für die inverse Transformation schreiben wir

Lm′ l :=
(
L−1)l

m′ = gm′k′g
lnLk′

n (III.104)

und erhalten damit

statt (III.102) Li′
j Lk′

j = δ i′
k′ (III.105)

oder statt (III.101) Lm′ l Lm′
r = δ l

r . (III.106)

Mit der Definition (III.104) haben wir uns eines speziellen Symbols für die
inverse Lorentz - Transformation entledigt; „invers“ wirdalso damit zum
Ausdruck gebracht, dass der Zeilenindex unten steht und derSpaltenindex
oben. Wir weisen ausdrücklich darauf hin, dass es sich beim Symbol auf
der linken Seite von (III.104) um eine Definition handelt und nicht um die Anwendung tensorieller Regeln
für das Indexziehen, auch wenn (III.103) dies suggeriert! AberLk′

n ist kein Tensor.

Wegen der 10 Bedingungsgleichungen sind von den 16 Parametern für L nur 6 tatsächlich frei. Drei Pa-
rameter entsprechen dabei den Eulerschen Winkeln umΣ̃ und Σ̃′ achsenparallel “zurechtzudrehen” und
die weiteren 3 Parameter sind die Komponenten vonv, das i.a. nicht parallel zu einer Koordinatenachse
liegt (a). Σ̃ wird gedreht bis Achsenparallelität zũΣ′ vorliegt (b). Im speziellen Fall der achsenparallelen
Ausrichtung vonΣ, Σ′ undv wird L zu L

S
(c).

Der Lichtkegel

Wir denken uns den Minkwoski-Raum aufgespannt durch ein vierdimensionales Achsenkreuz Die Ereig-
nisse entsprechen dann den Punkten im Minkowski-Raum und werden auch Weltpunkte genannt. Da die
Zeit ständig in positiver Richtung gleichförmig zunimmt, beschreibt jeder Punkt eines materiellen Körpers
eine Kurve — die Weltlinie des Punktes.

Betrachten wir nur Ereignisse auf derx1-Achse. Die beiden im Winkel von 45◦ geneigten Geraden ent-
sprechen offenbar Lichtsignalen („Photonen“) in positiver bzw. negativerx1-Richtung. Die schraffierten
Gebiete heißenLichtkegel, und zwar Vergangenheitskegel (oder Vorkegel) fürct < 0 und Zukunftskegel
(oder Nachkegel) fürct > 0.
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Da sich alle Körper mit Unterlichtgeschwindigkeit bewegen, verlaufen ihre Weltlinien stets im Lichtke-
gel. Die Punkte des Vorkegels entsprechen Ereignissen, dieauf das Ereignis(0,0) einen kausalen Einfluß
ausüben können, während im Nachkegel alle Ereignisse enthalten sind, die vom Ereignis(0,0) kausal
beeinflußt werden können.

Alle Punkte innerhalb des Lichtkegels haben zum Nullpunkt den Abstand

x1
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�����������

Vorkegel

Nachkegel Weltlinie

ct

S2 = x2
1−c2t2 < 0 , S imaginär. (III.107)

Solche Abstände heißenzeitartig.

Raumartige Abstände mit

S2 = x2
1−c2t2 > 0 , Sreell (III.108)

treten zwischen dem Nullpunkt und den Punkten außerhalb desLichtkegels auf.

Abstände mitS2 = 0 heißenlichtartig .

5 Lorentz-Transformation der elektromagnetischen Größen

Bisher haben wir nur den Zusammenhang der Koordinaten(x1,x2,x3,ct) und(x′1,x
′
2,x

′
3,ct′), der durch die

Lorentz-Transformation erzeugt wird, diskutiert. Wir fragen nun nach dem Zusammenhang von(E,B, j ,ρ)
und(E′,B′, j ′,ρ ′) bzw. der Potentiale oder anderer abgeleiteter Größen. Das Relativitätsprinzip fordert die
Kovarianz der Maxwell-Gleichungen unter Lorentz-Transformation, d.h. z.B.

Σ : Σ′ :

rotE = −∂tB rot′E′ = −∂ ′
t B

′

rotH = ∂tD+ j rot′H′ = ∂ ′
t D

′ + j ′

divD = ρ div ′D′ = ρ ′

divB = 0 div′B′ = 0

Da wir den Zusammenhang von(x1,x2,x3,ct) und (x′1,x
′
2,x

′
3,ct′) kennen, läßt sich unmittelbar der Zu-

sammenhang von rot und rot′, ∂t und ∂ ′
t usw. bestimmen. Dies anwendend folgt dann schließlich auch

der Zuammenhang vonE undE′ etc. Diese Rechnung „zu Fuß“ läßt sich wesentlich eleganterim Tensor-
Kalkül ausführen.

Der Einführung von Tensoren liegt folgender Gedanke zugrunde: Physikalische Grund - Größen — ob
Skalare, Vektoren oder kompliziertere Strukturen — stellen objektive Realitäten dar. Sie existieren völlig
unabhängig davon, ob ein Koordinatensystem eingeführt istund erst recht von der konkreten Form eines
Koordinatensystems. Ein Koordinatensystem ist lediglichein menschgemachtes künstliches und willkürli-
ches Hilfsmittel, um diese objektiven Realitäten quantifizierbar zu handhaben. Betrachten wir exemplarisch
das elektrische FeldE in einem bestimmten Punkt des dreidimensionalen Raumes zu einer bestimmten Zeit.
E existiert natürlich ohne Festlegung eines Koordinatensystems. Symbolisieren wollen wirE durch einen
Pfeil, der gerade in diesem Punkt des Raumes ansetzt. Die bestimme Zeit sei “jetzt”.

Um die Stärke vonE (=Länge des Pfeils) und die Richtung vonE (=Richtung des Pfeils) auch reproduzier-
bar angeben zu können, ist ein Koordinatensystem hilfreich. Aufgespannt wird es in dem genannten Punkt
des Raumes durch in bestimmter aber dennoch willkürlicher Weise gewählte Basisvektoren. Die Projektio-
nen vonE auf diese Basisvektoren nennen wir die (kontravarianten) KomponentenE1,E2, . . . von E und
man schreibt

E = E1b1 +E2b2 + . . . . (III.109)
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Bei einer dreidimensionalen Koordinatentransformation,d.h. der Änderung derbi , ändern sich die Kom-
ponentenEi , ohne daß sich die physikalische GrößeE ändern darf. Änderungen derbi bedingen darauf
abgestimmte Änderungen derEi . Allerdings istE keine Grund - Größe im Minkowski - Raum, was schon
wegen der fehlenden 4. Komponente klar ist. Nun ist auch schon zu erahnen wie die weiteren Schritte ausse-
hen. Im Minkowski-Raum wissen wir bereits, daß sich bei einem Übergang vonΣ nachΣ′ die Koordinaten
ξ 1, . . . ,ξ 4 bzw. die entsprechenden Basisvektoren mittels einer Lorentz-Transformation überführen, also
für die kovariante Basis

bi′ = Li′
kbk (III.110)

und für die kontravariante Basis

bi′ = Li′
kb

k . (III.111)

Diese Gleichungen erhalten wir aus

ξ i′ = Li′
k ξ k , (III.112)

da bi′ =
∂ξ i′

∂x
= Li′

k
∂ξ k

∂x
= Li′

k bk (III.113)

bzw. bk =
∂x

∂ξ k =
∂x

∂ξ j ′
∂ξ j ′

∂ξ k = b j ′ L
j ′

k | ·Li′
k (III.114)

b j ′ L
j ′

k Li′
k = b j ′ δ

j ′

i′ = bi′ = Li′
k bk . (III.115)

Nun sind Größen zu definieren, deren Komponenten sich daraufabgestimmt transformieren. Diese Größen
heißen Tensoren. Ihre Einführung erfolgt in diesem Abschnitt. Schließlich müssen wir noch den Zusam-
menhang der uns bisher geläufigen physikalischen Größen wieE,B, j ,ρ etc. mit den Tensoren herstellen
bzw. diese Größen in geeigneter Weise mit den Tensoren identifizieren.

Exemplarisch betrachten wir einen VektorT im Minkowski-Raum.T stelle physikalische Realität dar, z.B.
Felder, und hänge damit nicht vom konkreten Bezugssystem ab. T kann dargestellt werden in verschiedenen

Basen, z.B.{bi} ,
{

bi} ,{bi′} ,
{

bi′
}

, ... .

Also folgt T = T i bi = Ti b
i = T i′ bi′ = Ti′ b

i′ = ... (III.116)

T i ,Ti ,T i′ ,Ti′ , ... sind die entsprechenden Entwicklungskoeffizienten, genannt Komponenten.

Die Umrechnung vonT i → Ti ist bekannt; sie erfolgt mit dem metrischen Tensor und hat nicht wirk-
lich etwas mit der Lorentz - Transformation von InertialsystemΣ ins InertialsystemΣ′ zu tun. Die Lorentz
- Tansformation kommt aber z.B. beim Basis - Wechsel{bi}→ {bi′} ins Spiel.
Behauptung:

T i′ = Li′
j T

j (III.117)

Beweis:

T =T i′ bi′ = Li′
j T

j Li′
k bk (III.118)

=Li′
j Li′

k

︸ ︷︷ ︸
δ k

j

T j bk = δ k
j T j bk (III.119)

=T j b j q.e.d. (III.120)

Analog gilt

Ti′ = Li′
j Tj (III.121)
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und entsprechendes für Tensoren höherer Ordnung.

5.1 Tensoren im Minkowski-Raum (Definitionen)

Im Minkowski - Raum betrachten wir ausschließlich Lorentz -Transformationen. Die darauf abgestimmten
Größen heißen deshalb Lorentz - Tensoren. Später werden wirwieder kurz von Tensor sprechen, meinen
hier aber immer Lorentz - Tensoren.

Lorentz - Tensor 0. Stufe

T ist Lorentz - Tensor 0. Stufe, wenn er bei einer Lorentz-Transformation invariant ist:

T ′ = T . (III.122)

Beispiele:

dS2 Abstandsquadrat

dτ Eigenzeit, dadτ =
√

1−v2/c2dt

dτ =
√

1−v2/c2dt

dτ2 = − 1
c2 (v2dt2−c2dt2)

= − 1
c2 (dx2

1 +dx2
2 +dx2

3−c2dt2)

= − 1
c2

((
dξ 1)2

+
(
dξ 2)2

+
(
dξ 3)2−

(
dξ 4)2

)

= − 1
c2dS2

Lorentz - Tensor 1. Stufe

T ist Lorentz - Tensor 1. Stufe, wenn sich bei einer Lorentz-Transformation seine kovarianten Komponen-
ten gemäß

Ti′ = Li′
jT j (III.123)

und seine kontravarianten Komponenten gemäß

T i′ = Li′
jT

j (III.124)

transformieren.

Beispiele:

dξ i Viererdifferential

∂ξ i Vierergradient

ρ0
dξ i

dτ
Konvektions-Viererstromdichte

dξ i

dτ
Vierergeschwindigkeit

d2ξ i

dτ2 Viererbeschleunigung
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Bemerkung zum Vierergradienten.

Der Vierergradient transformiert sich wie die kovariantenKomponenten, denn es gilt

∂ξ i′ =
∂ξ m

∂ξ i′ ∂ξ m =
(
L−1)m

i′ ∂ξ m = L m
i′ ∂ξ m . (III.125)

Dies ist aber gerade die Transfomrationsformel für kovariante Komponenten.

Für die Viererdivergenz gilt dann

∂ξ i′ T
i′ = L m

i′ ∂ξ mLi′
nTn

=
(
L−1)m

i′ L
i′
n∂ξ mTn

= δ m
n ∂ξ mTn

= ∂ξ mTm . (III.126)

Die Viererdivergenz ist somit invariant und damit ein Lorentz - Tensor 0. Stufe.

Lorentz - Tensor 2. Stufe

T ist ein Lorentz - Tensor 2. Stufe, wenn sich seine Komponenten bei einer Lorentz-Transformationgemäß

Ti′ j ′ = L k
i′ L

m
j ′ Tkm (III.127)

T i′ j ′ = Li′
kL

j ′
mT km (III.128)

transformieren. Auch gemischte Komponenten sind möglich.Dann gilt

T i′
j ′ = L m

j ′ Li′
kT

k
m . (III.129)

Beispiele:

Ai j = BiC j dyadisches Produkt der zwei Tensoren 1. StufeBi undCi

Bmn elektromagnetischer Feldstärketensor

Verjüngung

A i
i (Spur vonA j

i ) ist Tensor 0. Stufe, da

A i′
i′ = L k

i′ Li′
jA

j
k

=
(
L−1)k

i′ L
i′
jA

j
k = δ k

j A
j

k = A k
k

Überschiebung

BiC i ist die Überschiebung (das Skalarprodukt) zweier Vierervektoren.

Lorentz - Tensor n. Stufe

T
˙̇̇

heißt Lorentz - Tensor n. Stufe (n-fach unterstrichen), wenn sich seine Komponenten bei einer Lorentz-

Transformation gemäß

Ti′1i′2...i
′
n
= L k1

i′1
L k2

i′2
. . .L kn

i′n
Tk1k2...kn (III.130)

T i′1i′2...i
′
n = L

i′1
k1

L
i′2
k2

. . .Li′n
kn

T k1k2...kn (III.131)
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transformieren.

Mitunter werdenT i , T i j als kontrvariante Tensoren undTi ,Ti j als kovariante Tensoren bezeichnet. Zur
Unterscheidung werdenT undT etc. dann geometrische Objekte genannt. Wenn wir im weiteren verkürzt
z.B. von einem kontravarianten Tensor sprechen, meinen wirdamit die kontravarianten Komponenten die-
ses Tensors.

5.2 Tensordarstellung der Maxwell-Theorie

Wir formen nun die Gleichungen der Maxwell-Theorie in Viererschreibweise und damit in Tensordarstel-
lung um. Das Verhalten der elektromagentischen Größen bei einer Lorentz-Transformation ist in Vierer-
darstellung dann unmittelbar ablesbar.

Wir betrachten zunächst die Gleichungen für die Potentialeim Vakuum in Lorentz-Eichung:

∆A− 1
c2 ∂ 2

t A = −µ0 j

∆Φ− 1
c2 ∂ 2

t Φ = − 1
ε0

ρ

divA+
1
c2 ∂tΦ = 0

Wir führen jetzt Vierergrößen ein:

A i =

(
Aa,

1
c

Φ
)

kontravariante Komponenten des Viererpotentials (III.132)

J i = ( ja,cρ) kontravariante Komponenten der Viererstromdichte (III.133)

Die mit a,b, . . . indizierten Größen sind die bekannten Vektorkompenten im dreidimensionalen Raum,
bezogen auf ein kartesisches Koordinatensystem. Da in einem kartesichen Koordinatensystem die ko- und
kontravarianten Komponenten identisch sind, wird bei diesen der Index in herkömmlicher Weise nach unten
gesetzt.

Den Wellenoperator formen wir um zu

∆− 1
c2 ∂ 2

t = gi j ∂ξ i ∂ξ j ≡ � . (III.134)

Das Symbol� wird als Wellenoperator oder d’Alembertscher Operator bezeichnet, und bereits am Index-
bild erkennt man, daß es sich um einen Tensor 0. Stufe handelt.

Die beiden Potentialgleichungen lassen sich damit schreiben als

�A k = −µ0J
k . (III.135)

Die Eichgleichung entspricht einer Viererdivergenz

∂ξ j A j = A j
, j = 0 . (III.136)

Hier wurde gleich noch eine verkürzte Schreibweise eingeführt. Für eine partielle Ableitung∂ξ j nach einer
Viererkoordinate schreibt man auch, j (sprich: Komma j).

Schlußfolgerungen:Das ViererpotentialA i und die ViererstromdichteJ i werden formal eingeführt. Die
Viererschreibweise sagt noch nichts über den Tensorcharakter; dieser läßt sich aber aus folgenden Überle-
gungen deduzieren: Die ViererdivergenzA j

, j ist ein Skalar und damit invariant bei Lorentz-Transformation.

Da∂ξ j ein kovarianter Tensor ist, mußA j als Partner einer Überschiebung mit∂ξ j ein kontravarianter Ten-
sor sein, da die 0 auf der rechten Seite von (III.136) natürlich ein Tensor 0. Stufe ist. Da� ein Skalar und
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damit invariant ist, ist�A k ein Tensor (1. Stufe), und damit muß auchJ k ein Tensor (1. Stufe) sein.
Somit sind die oben in Viererschreibweise formulierten Gleichungen Tensorgleichungen.

Im folgenden werden die weiteren Gleichungen der Maxwell-Theorie als Tensorgleichungen — und damit
invariant bei Lorentz-Transformation — formuliert. Dazu führen wir die Größen

H mn =

(
Hab −cDa

cDb 0

)
elektromagnetischer Erregungstensor, (III.137)

Bmn =

(
Bab +1/cEa

−1/cEb 0

)
elektromagentischer Feldstärketensor (III.138)

ein, von denen wir später zeigen, daß es sich um Tensoren 2. Stufe handelt.H mn undBmn sind antisym-
metrisch definiert

H mn = −H nm , Bmn = −Bnm (III.139)

und es wird gesetzt

H 12 = H3 H 23 = H1 H 31 = H2 (III.140)

B12 = B3 B23 = B1 B31 = B2 . (III.141)

Explizit heißt dies

H mn =




0 H3 −H2 −cD1

−H3 0 H1 −cD2

H2 −H1 0 −cD3

+cD1 +cD2 +cD3 0


 , (III.142)

Bmn =




0 B3 −B2 +1/cE1

−B3 0 B1 +1/cE2

B2 −B1 0 +1/cE3

−1/cE1 −1/cE2 −1/cE3 0


 . (III.143)

Behauptung:Die Maxwell-Gleichungen haben die Form

H mn
,n = J m (inhomogenes System) (III.144)

Bmn,k +Bkm,n +Bnk,m = 0 (homogenes System) (III.145)

Beweis

Für eine zügige Beweisführung stellen wir zunächst die Beziehungen für das konkrete Indexziehen voran.
Bekanntlich gilt

T i = gikTk . (III.146)

Dies bedeutet konkret

T 1 = T1 , T 2 = T2 , T 3 = T3 , T 4 = −T4 . (III.147)

Bei Tensoren höherer Ordnungen gilt für jeden Index entsprechendes.

Inhomogenes System:

Fürm= 1:

H 12
,2 +H 13

,3 +H 14
,4 = J 1

H3,2−H2,3−cD1,4 = j1

H3,2−H2,3−cD1,t ·
1
c

= j1

−H2,3 +H3,2 = D1,t + j1
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und analog fürm= 2,3 ergibt
rotH = ∂tD+ j .

Fürm= 4 ergibt sich

H 41
,1 +H 42

,2 +H 43
,3 = J 4

cD1,1+cD2,2+cD3,3 = cρ
⇒ divD = ρ .

Homogenes System:

Fürm,n,k = 1,2,3:

B12,3 +B31,2+B23,1 = 0

B3,3 +B2,2+B1,1 = 0

⇒ divB = 0 .

Fürm,n,k = 1,2,4:

B12,4 +B41,2+B24,1 = 0

B3,4−
1
c

E1,2 +
1
c

E2,1 = 0

1
c

B3,t −
1
c
(E1,2−E2,1) = 0

E2,1−E1,2 = −B3,t

und analog fürm,n,k = 2,3,4 undm,n,k = 1,3,4 ergibt

rotE = −∂tB q.e.d.

Die Kontinuitätsgleichung hat die Viererform

J m
,m = 0 , (III.148)

da

J m
,m = J a

,a +J 4
,4 = div j +cρ,4 = div j +c

1
c

∂tρ = 0 .

Der Zusammenhang zwischen dem Feldstärketensor und dem Viererpotential ist durch die sogenannte
Viererrotation

Bmn = An,m−Am,n (III.149)

gegeben. Man verifiziert

B12 = A2,1−A1,2 = B3

B23 = A3,2−A2,3 = B1

B13 = A3,1−A1,3 = −B2

⇒ B = rotA (III.150)

und

B14 = A4,1−A1,4 = −A 4
,1−A 1

,4 = −1
c

Φ,1−A1,t
1
c

=
1
c

E1

und analog fürB24, B34 ergibt
E = −gradΦ− ∂tA .
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Die Wellengleichung für das ViererpotentialAk betrachten wir im Fall des Vakuums, wo die Materialglei-
chungen

D = ε0E , H =
1
µ0

B

gelten. Wegenε0c = 1
µ0c folgt dann

H mn =
1
µ0

Bmn . (III.151)

Das inhomogene System nimmt jetzt die Form

Bmn
,n = µ0J

m (III.152)

an. Daraus ergibt sich
gmign jBi j ,n = gmign j (A j ,i,n−Ai, j ,n) = µ0J

m . (III.153)

Für den ersten Term folgt

gmign jA j ,i,n = gmign jg jr A
r
,i,n = gmiδ n

r A r
,i,n = gmiA n

,i,n = gmiA n
,n,i . (III.154)

Dieser Ausdruck verschwindet wegen der EichgleichungA n
,n = 0. Es verbleibt

gmign jAi, j ,n = −µ0J
m

gn jδ m
r A r

, j ,n = −µ0J
m

gn jA m
, j ,n = −µ0J

m . (III.155)

Dies ist gerade die Wellengleichung (III.135).

Zu zeigen ist noch, daßH mn undBmn tatsächlich Tensoren 2. Stufe sind. Die TensoreigenschaftvonH mn

folgt aber unmittelbar aus (III.144), daJ m ein Tensor ist und somitH mn zunächst bezüglich des ersten
Index ein Tensor sein muß. Der zweite Index vonH mn wird aber mit dem Vierergradienten überschoben,
so daß die Tensoreigenschaft auch bezüglich dieses Indexesklar ist. Die Tensoreigenschaft vonBmn ist
unmittelbar klar aus (III.149), da die rechte Seite aus Tensoren konstruiert ist.

5.3 Durchführung der Lorentz-Transformation elektromagnetischer Größen

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir explizit das Verhalten der räumlich-zeitlichen Koordinaten
bei einer Lorentz-Transformation untersucht. Nun untersuchen wir das Verhalten, wie sichE, B etc. bei
Anwendung einer Lorentz-Transformation verändern. Die Anwendung des Tensorkalküls macht die Be-
rechnung besonders einfach. Wir beschränken uns hier wieder auf die spezielle Lorentz-Transformation
L

S
, bei derΣ undΣ′ achsenparallel ausgerichtet sind undv in x1- bzw. x′1-Richtung liegt. Es gelten dann

folgende Transformationsformeln:
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Viererpotential A k = (Aa,1/cΦ):

A i′ = Li′
jA

j

A 1′ =
A 1− v

cA
4

√
1−v2/c2

⇒ A1′ =
A1− v

c2 Φ
√

1−v2/c2
(III.156)

A 2′ = A 2 ⇒ A2′ = A2 (III.157)

A 3′ = A 3 ⇒ A3′ = A3 (III.158)

A 4′ =
− v

cA
1 +A 4

√
1−v2/c2

⇒ 1
c

Φ′ =
− v

cA1 + 1
cΦ√

1−v2/c2
⇒ Φ′ =

Φ−vA1√
1−v2/c2

(III.159)

Feldstärketensor:

Bm′n′ = L k
m′L l

n′Bkl

B1′2′ = L k
1′L

l
2′Bkl = L1

1′L
l
2′B1l +L 4

1′L
l
2′B4l

B1′2′ = L 1
1′B12+L 4

1′B42

B3′ =
B3− v

c
1
cE2√

1−v2/c2
⇒ B3′ =

B3− v
c2 E2√

1−v2/c2
(III.160)

B2′3′ = L k
2′L

l
3′Bkl = L 2

2′L
3
3′B23 ⇒ B1′ = B1 (III.161)

B3′1′ = L k
3′L

l
1′Bkl = L 3

3′L
1
1′B31+L 3

3′L
4
1′B34̧

B2′ =
B2− v

c

(
− 1

cE3
)

√
1−v2/c2

⇒ B2′ =
B2 + v

c2 E3√
1−v2/c2

(III.162)

B1′4′ = L k
1′L

l
4′Bkl = L 1

1′L
l
4′B1l +L 4

1′L
l
4′B4l

B1′4′ = L 1
1′L

4
4′B14+L 4

1′L
1
4′B41

1
c

E1′ =
1 ·
(

1
cE1
)
− v

c

(
− v

c

)(
− 1

cE1
)

√
1−v2/c22

=
1− v2

c2

1− v2

c2

1
c

E1 ⇒ E1′ = E1 (III.163)

(III.164)



5.4 Das elektromagentische Feld einer gleichförmig bewegten Punktladung 101

B2′4′ = L k
2′L

l
4′Bkl = L 2

2′L
1
4′B21+L 2

2′L
4
4′B24

1
c

E2′ =
− v

c(−B3)+ 1
cE2√

1−v2/c2
⇒ E2′ =

E2−vB3√
1−v2/c2

(III.165)

B3′4′ = L 3
3′L

1
4′B31+L 3

3′L
4
4′B34

1
c

E3′ =
− v

cB2 + 1
cE3√

1−v2/c2
⇒ E3′ =

E3 +vB2√
1−v2/c2

(III.166)

Die Transformationen vonE undB können wir in kompakte Formeln zusammenfassen, fallsv/c≪ 1. Dann
nähern wir

√
1−v2/c2 ≈ 1 und es folgt mitv = (v,0,0)

E′ = E +v×B , (III.167)

B′ = B− 1
c2v×E ≈ B . (III.168)

Mit diesen Formeln läßt sich leicht die Kraft auf eine Punktladungq ausrechnen. Wennq im SystemΣ′

ruht, gilt

K′ = qE′ . (III.169)

In Σ ist q bewegt und die Ladung erfährt die bekannte Lorentz-Kraft

K = q(E+v×B) . (III.170)

5.4 Das elektromagentische Feld einer gleichförmig bewegten Punktladung

Diese Aufgabe ließe sich ohne jede Kenntnis der Lorentz-Transformation lösen. Im Abschnitt „Retardierte
und avancierte Potentiale“ sind die Quellen

ρ(x,t) = qδ (x−vt) (III.171)

j(x,t) = q ·vδ (x−vt) (III.172)

in den Integralen fürA undΦ zu spezifizieren und dann die Integrationen vorzunehmen. Wesentlich schnel-
ler kommen wir voran, wenn wirq in Σ′ als ruhend annehmen und dann nachΣ transformieren. InΣ′ gilt:

Aa′ = 0 , Φ′ =
q

4πε0r ′
, r ′ =

√
x′1

2 +x′2
2 +x′3

2 .

Damit folgt in Σ

A1 =
v
c2 Φ′

√
1−v2/c2

=
q

4πε0

v
c2√

1−v2/c2

1
r ′

(III.173)

A2 = A3 = 0 (III.174)

Φ =
Φ′

√
1−v2/c2

=
q

4πε0

1√
1−v2/c2

1
r ′

. (III.175)

r ′ ist noch inr umzurechnen:

x′1
2
+x′2

2
+x′3

2
=

(x1−vt)2

1−v2/c2 +x2
2+x2

3 =
(x1−vt)2 +(x2

2+x2
3)(1−v2/c2)

1−v2/c2 .
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Dann erhalten wir

A1 =
q

4πε0

v
c2

1√
(x1−vt)2+(x2

2 +x2
3)(1−v2/c2)

, (III.176)

Φ =
q

4πε0

1√
(x1−vt)2+(x2

2 +x2
3)(1−v2/c2)

. (III.177)

Folglich sind die Flächen gleichen Potentials inΣ keine Kugelflächen mehr sondern Ellipsoide.
Zur Berechnung vonE undB können wir entweder die gerade berechneten PotentialeA1 undΦ differen-
zieren oder wir benutzen (III.160) bis (III.166). Wir gehen den zweiten Weg und invertieren zunächst, um
zu erhalten

E1 =E1′ (III.178)

E2 =
E2′ +vB3′√

1−v2/c2
(III.179)

E3 =
E3′ −vB2′√

1−v2/c2
(III.180)

(III.181)

B1 =B1′ (III.182)

B2 =
B2′ − v

c2 E3′√
1−v2/c2

(III.183)

B3 =
B3′ +

v
c2 E2′√

1−v2/c2
. (III.184)

Im RuhesystemΣ′
des Teilchens gilt

E′ =
q

4πε0

1
r ′2

x′

r ′
(III.185)

B′ =0 . (III.186)

Wir berechnen inΣ nur das elektrische FeldE und erhalten

E1 = E1′ =
q

4πε0

(
1−v2/c2

) 3
2 x1−vt√

1−v2/c2

{
(x1−vt)2 +(x2

2+x2
3)(1−v2/c2)

} 3
2

(III.187)

E2 =
E2′√

1−v2/c2
=

q
4πε0

1√
1−v2/c2

(
1−v2/c2

) 3
2 x2

{
(x1−vt)2+(x2

2 +x2
3)(1−v2/c2)

} 3
2

(III.188)

E3 =
E3′√

1−v2/c2
=

q
4πε0

1√
1−v2/c2

(
1−v2/c2

) 3
2 x3

{
(x1−vt)2+(x2

2 +x2
3)(1−v2/c2)

} 3
2

(III.189)

(III.190)

E1 =
q

4πε0

(
1−v2/c2

)
(x1−vt)

{
(x1−vt)2 +(x2

2+x2
3)(1−v2/c2)

} 3
2

(III.191)

E2 =
q

4πε0

(
1−v2/c2

)
x2

{
(x1−vt)2 +(x2

2+x2
3)(1−v2/c2)

} 3
2

(III.192)

E3 =
q

4πε0

(
1−v2/c2

)
x3

{
(x1−vt)2 +(x2

2+x2
3)(1−v2/c2)

} 3
2

(III.193)
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Σ Σ′

x

v· t
R(x,t) Θ

R

v

Umschrift der Formeln mit

v =




v
0
0


 , x =




x1

x2

x3


 , R(x,t) = x−vt , R= |R| (III.194)

liefert

E(x, t) =
q

4πε0

(
1−v2/c2

)
(x−vt)

{
(x−vt)2 + v2

c2 (x2
2 +x2

3)
} 3

2

(III.195)

E(x, t) =
q

4πε0

(
1−v2/c2

)
R(x,t)

{
R2(x,t)+ v2

c2 (x2
2 +x2

3)
} 3

2

. (III.196)

Mit

R⊥ =




0
x2

x3



 und R⊥ = |R⊥| (III.197)

folgt

v2 (x2
2 +x2

3) =v2R2
⊥ (III.198)

= |v×R⊥|2 (III.199)

= |v×R|2 (III.200)

=(vRsinΘ)2 (III.201)

E(x, t) =
q

4πε0

(
1−v2/c2

)
R(x,t)

{
R2(x,t)− v2

c2 R2 sin2 Θ(x,t)
} 3

2

(III.202)

(III.203)

E(x, t) =
q

4πε0

R(x,t)

R3(x,t)︸ ︷︷ ︸
Coulomb

1−v2/c2

{
1− v2

c2 sin2 Θ
} 3

2

︸ ︷︷ ︸
Abweichung vom Coulomb - Feld

(III.204)

Interessant ist insbesondere die Abweichung vom Coulomb - Feld. Die Feldlinien sind transversal verdich-
tet (siehe Abbildung).

6 Speziell-relativistische Punktmechanik

6.1 Vierdimensionale Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung ist so aufzustellen, daß sie kovariant ist und fürv≪ c das bekannte Newtonsche
Gesetz

dt (mdtxa) = Ka (III.205)
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.

E⊥

E‖

︸ ︷︷ ︸
∆Θt≈ 1

γ

Abbildung III.1: Das elektrische Feld einer schnell bewegten Ladung. Die Feldlinien des konstanten elek-
trischen Feldes enden auf der kontrahierten Ellipse und sind in der transversalen Richtung stark verdichtet.
(nach Ludwig,...)

liefert.

Es liegt nahe, folgenden Ansatz für ein forminvariantes Gesetz zu machen:

dτ
(
m0dτ ξ i)= K i . (III.206)

K i nennen wir Vierer - Kraft. Für die ersten drei Komponenten ergibt sich aus diesem Ansatz:

dt

(
m0√

1−v2/c2
dtξ a

)
= K a ·

√
1−v2/c2 ,

da

dt
dτ

=
1√

1−v2/c2
, (III.207)

wobeiv = |dtxa| und für später vermerken wir hier bereitsva = dtxa . (III.208)

Um das Newtonsche Grundgesetz (III.205) zu reproduzieren, müssen wir

m=
m0√

1−v2/c2
(Dynamische Masse) , (III.209)

Ka = K a ·
√

1−v2/c2 (III.210)

setzen. Es ist hervorzuheben, daß die ursprüngliche Ruhemassem0 durch die speziell relativistische Verall-
gemeinerung in die sogenannte dynamische Massem übergeht. Fürv ≪ c ergibt sich für die dynamische
Massem wieder die Ruhemassem0.

Für die 4. Komponentei = 4 erhalten wir:

dτ
(
m0dτξ 4)= K 4 , ξ 4 = ct

dτ (m0cdτ t) = K 4 ,

dt

(
m0c√

1−v2/c2

)
= K 4 ·

√
1−v2/c2 ,

dt(mc2) = cK 4
√

1−v2/c2 . (III.211)
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Die rechte Seite wird wie folgt umgeformt. Wir nutzen zunächst aus, daß die ViererkraftK i und die
(kovariante) Vierergeschwindigkeitdτ ξi senkrecht aufeinander stehen, denn es gilt bekanntlich

−c2 =

(
dS
dτ

)2

=
dξi

dτ
· dξ i

dτ
. (III.212)

Damit ist

d
dτ

(
dξi

dτ
· dξ i

dτ

)
=

d2ξi

dτ2 · dξ i

dτ
+

dξi

dτ
· d2ξ i

dτ2

= gi j g
ik d2ξ j

dτ2 · dξk

dτ
+

dξi

dτ
· d2ξ i

dτ2

= 2
d2ξ i

dτ2 · dξi

dτ
= 0 . (III.213)

Somit gilt wegen (III.206) auch
K i ·dτξi = 0 . (III.214)

Wir formen um zu

0 = K i ·dτξi = K adτ ξa +K 4dτ ξ4

=
Ka√

1−v2/c2
dtxa

1√
1−v2/c2

−cK 4 1√
1−v2/c2

,

woraus

cK 4
√

1−v2/c2 = Ka ·dtxa (III.215)

und wegen (III.211)
dt(mc2) = Ka ·dtxa = dtA (III.216)

folgt. A steht für die mechanische Arbeit. Die 4. Komponente der Vierer-Bewegungsgleichung liefert somit
die Energiebilanz.mc2 ist als kinetische Energie des Teilchens zu interpretieren, die durch Arbeitsaufwand
verändert wird:

Ekin = mc2 =
m0√

1−v2/c2
c2 . (III.217)

Die Newtonsche kinetische Energie folgt durch Reihenentwicklung fürv2/c2 ≪ 1:

Ekin = m0c2
(

1− v2

c2

)− 1
2

= m0c2
(

1+
1
2

v2

c2 + . . .

)

Ekin = m0c2
︸︷︷︸

Ruheenergie

+
1
2

m0v2

︸ ︷︷ ︸
Newtonsche kin. Energie

+ . . . (III.218)

Eine interessante Darstellung folgt nach folgender Umformung:

(
Ekin

)2
=m2c4 =

m2
0c4

1− v2

c2

=
m2

0c4

1− v2

c2

−m2
0c4 +m2

0c
4 (III.219)

=
m2

0c4−
(

1− v2

c2

)
m2

0c4

1− v2

c2

+m2
0c4 (III.220)

=
m2

0v2c2

1− v2

c2

+m2
0c4 = m2v2c2 +m2

0c
4 (III.221)

Ekin =
√

p2c2 +m2
0c4 (III.222)

mit p =mv . (III.223)



106 III. Einführung in die spezielle Relativitätstheorie

Diese Formel ist Ausgangspunkt für die Dirac - Gleichung undweitere Beziehungen der relativistischen
Quantenmechanik.

In Analogie zum klassischen Impuls wird noch der Viererimpuls über

dτP
i = K i (III.224)

eingeführt. Mitpa = dtKa und (III.211) ergibt sich

P i =

(
pa,

Ekin

c

)
. (III.225)

6.2 Elektromagnetische Viererkraft

Die elektromagnetische Viererkraft auf ein Teilchen der Ladunge wird eingeführt durch

Ki = eBikdτξ k . (III.226)

Zunächst stellen wir die Konsistenz mit der Orthogonalität

Ki ·dτ ξ i = eBikdτ ξ i ·dτξ k = 0

fest. Bekanntlich verschwindet die Spur des Produkts einesantisymmetrischen (Bik) und eines symmetri-
schen (dτξ idτ ξ k) Tensors.

Die Rückinterpretation obiger Beziehung ergibt füri = a:

Ka = Ka

√
1−v2/c2 = eBaidτ ξ i ·

√
1−v2/c2 = eBai ·dtξ i

Ka = eBabdtξ b +eBa4dtξ 4 = eBabdtxb +ceBa4

Ka = eBab ·vb +ce

(
1
c

)
Ea

K = ev×B+eE (Lorentzkraft). (III.227)

Für die vierte Komponentei = 4 erhält man

K4 = eB4bdτ ξ b = −e
1
c

Ebdtxb
1√

1−v2/c2
= −K 4 .

Wegen (III.215) gilt

K 4 = Kadtxa
1
c

1√
1−v2/c2

und folglich vergleicht man zu
eE·v = K ·v = dtA , (III.228)

was die Energiebilanz bestätigt.



KAPITEL IV

SPEZIALFÄLLE

1 Statisches elektrisches Feld

1.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Es verschwinden alle zeitlichen Ableitungen sowie die magnetischen Größen:

∂tD = 0 , B = 0 , H = 0 , j = 0 . (IV.1)

Somit verbleiben die Gleichungen

divD = ρ , (IV.2)

rotE = 0 . (IV.3)

Gl.(IV.3) wird durch das skalare Potential vermittels

E = −gradΦ (IV.4)

erfüllt. Wir betrachten im weiteren ein lineares und isotropes Medium mit

D = ε0εE . (IV.5)

Das Gaußsche Gesetz ergibt dann

divD = ε0div(εE) = ε0εdivE+ ε0Egradε = ρ .

Unter Benutzung der PolarisationP kann formuliert werden

divD = div(ε0E +P) = ε0divE+divP = ρ . (IV.6)

Folgich gilt

ε0divE = ρ −divP =
ρ
ε
− ε0Egrad lnε . (IV.7)

Diese beiden Darstellungen legen nun die Einführung verschiedener Ladungsbegriffe nahe:

ρ wahre Ladungsdichte

ρ p = −divP Polarisationsladungsdichte

ρ f = ρ + ρ p fiktive Ladungsdichte
ρ
ε

freie Ladungsdichte

ρ i = −ε0Egrad lnε induzierte Ladungsdichte

Für das PotentialΦ folgt

∆Φ = − ρ
εε0

−gradΦgrad lnε = − ρ
ε0ε

− ρ i

ε0
(IV.8)
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bzw.

∆Φ = − ρ
ε0

− ρ p

ε0
= −ρ + ρ p

ε0
= −ρ f

ε0
. (IV.9)

In homogenen Medien vereinfacht sich die Beziehung zu

∆Φ = − 1
ε0ε

ρ . (IV.10)

Die inhomogene Lösung lautet

Φ(x) =
1

4πε0ε

∫ ρ(x′)
|x−x′| dV′ . (IV.11)

Diese Formel kann angewendet werden, wennρ(x′) tatsächlich bekannt ist; das ist aber keinesfalls immer
der Fall, z.B. in Leitern.

1.2 Feldberechnungen einfacher Ladungsverteilungen

1.2.1 Punktladung im homogenen, isotropen Medium

Für eine Ladungeam Ortxe gilt die Ladungsdichte

ρ(x′) = eδ (x−xe) . (IV.12)

Das Potential folgt zu

Φ(x) =
e

4πε0ε

∫ δ (x′−xe)

|x−x′| dV′ ,

Φ(x) =
e

4πε0ε
1

|x−xe|
(IV.13)

und ergibt gerade das Coulombpotential. Das elektrische Feld bestimmt sich zu

E = − e
4πε0ε

grad
1

|x−xe|
=

e
4πε0ε

1
|x−xe|2

· x−xe

|x−xe|
(IV.14)

und ist radial nach außen gerichtet (füre> 0) bei mit dem Abstand quadratischem Abfall. Die elektrosta-
tische Kraftwirkung auf eine Ladungf am Ortxf ist dann

K = f ·E =
e· f

4πε0ε
1

|xf −xe|2
xf −xe

|xf −xe|
. (IV.15)

1.2.2 Dipol im homogenen und isotropen Medium

Wir konstruieren einen elektrischen Dipol aus den Ladungene und−e, die sich im Abstandl zueinander
befinden. Das Dipolmoment einer Ladungsverteilung ist allgemein definiert durch

p =
∫

x′ρ(x′)dV′ . (IV.16)

Hier gilt

ρ(x′) = eδ (x′−xe)−eδ (x′−x−e)

= eδ (x′−xe)−eδ
(
x′− (xe− l)

)
.
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Das Dipolmoment folgt dann zu

p =

∫
x′
{

eδ (x′−xe)−eδ
(
x′− (xe− l)

)}
dV′

p = exe−e(xe− l) = el . (IV.17)

Das Potential berechnet sich zunächst zu

Φ(x) =
1

4πε0ε

{
e

|x−xe|
− e

|x−x−e|

}
. (IV.18)

Diesen Ausdruck vereinfachen wir für das Fernfeld des Dipols; dort kannl

x
xe

x-e

l

x-e l xe+ =0

-e

e

als klein angenommen werden und der Dipol als Punkt betrachtet werden.
Es folgt

Φ(x) =
1

4πε0ε
e

|x−xe|




1− 1
|x−x−e|
|x−xe|




 ,

1− 1
|x−xe+l |
|x−xe|

= 1− 1√
(x−xe+l)2

(x−xe)
2

= 1− 1√
(x−xe)

2+2l(x−xe)+l2

(x−xe)
2

(l2 wird vernachlässigt)

= 1− 1√
1+2 l(x−xe)

(x−xe)
2

= 1−
(

1− 1
2
·2 · l(x−xe)

(x−xe)
2

)

=
l(x−xe)

(x−xe)
2 .

Somit folgt

Φ(x) =
1

4πε0ε
p· (x−xe)

|x−xe|3
. (IV.19)

Der Vergleich mit dem Monopol zeigt folgende Tendenz:

Monopol Φ ∝
1

|x−xe|

Dipol Φ ∝
1

|x−xe|2

Quadrupol Φ ∝
1

|x−xe|3
etc.

(IV.20)

Die Momente einer Ladungsverteilung ergeben sich als Potenzreihenentwicklung des Integranden.

Aus dem Potential (IV.19) berechnen wir das elektrische Feld eines Dipols zu

E = −gradΦ = − 1
4πε0ε

grad
p· (x−xe)

|x−xe|3
. (IV.21)

O.B.d.A. legen wir den Dipol in den Ursprungxe = 0, |x| = r und erhalten mit

∇(A ·B) = (A∇)B+(B∇)A+A× rotB+B× rotA (IV.22)
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E = − 1
4πε0ε

{
(p∇)

x
r3 +

(vx
r3 ∇

)
p

︸ ︷︷ ︸
=0

+p× rot
x
r3︸ ︷︷ ︸

=0

+
vx
r3 × rotp

︸︷︷︸
=0

}
,

E
p

x

(p∇)
x
r3 = pa∂xa

xb

r3 = pa
δab

r3 + paxb

(
−3

1
r4

xa

r

)

=
p

r3 −
3(p·x)x

r5

und schließlich

E =
1

4πε0εr3

(
3(p·x)x

r2 − p

)
. (IV.23)

1.2.3 Homogen geladene Kugel

Siehe Übungsaufgabe

1.2.4 Homogen geladene Kugeloberfläche

Siehe Übungsaufgabe.

1.2.5 Vakuole in homogen geladener Kugel

Siehe Übungsaufgabe

1.2.6 Homogen geladener Draht

Siehe Übungsaufgabe

1.3 Feldberechnungen beim Vorhandensein von Leitern

Für Feldberechnungen in berandeten Medien ist die in1.2 angegebene inhomogene Lösung der Poisson-
schen Gleichung nicht mehr ausreichend. Die Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung ist hin-
zuzuziehen, und vermittels geeigneter Wahl der Integrationskonstanten sind die Randwerte zu erfüllen.

Es existieren verschiedene Lösungsmethoden, die der Symmetrie der Probleme angepaßt sind. Im weiteren
werden typische Beispiele vorgestellt.

1.3.1 Kugelkondensator

Die Ladungsdichte lautet
ρ = ρF1 ·2δ (r − r1)+ ρF2 ·2δ (r − r2) , (IV.24)
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wobei±ρF die Flächenladungsdichten auf den Kugelschalen sind. Für die Gesamtladung gilt natürlich

∫
ρ dV = 4πρF1

∞∫

0

2δ (r − r1)r
2dr +4πρF2

∞∫

0

2δ (r − r2)r
2dr

= 4π(ρF1r
2
1 + ρF2r

2
2) = Q1 +Q2 . (IV.25)

Man beachte, daß

ρF1

ρF2

Q2

Q1

r1

r2

n

I,III: Vakuum
II: Medium mit ε

I

II

III
∞∫

0

δ (r − r i)r
2dr =

1
2

r2
i (IV.26)

gilt.

In den verschiedenen Gebieten liefert die Potentialgleichung

∆Φ = d2
r Φ+

2
r

drΦ =
1
r2 dr(r

2drΦ) = 0 (IV.27)

folgende Lösungen

II: r2drΦ = Q = const. , drΦ = −En =
Q
r2 , Φ = −Q

r
+ ΦII

0

I bzw. III: Φ = ΦI
0 bzw.Φ = ΦIII

0 (da hier kein Feld vorhanden ist). (IV.28)

Die Grenzbedingungen ergeben an der Steller = r1

ΦIII
0 = −Q

r1
+ ΦII

0 (IV.29)

DIII
n −DII

n = ρF1 = 0− ε0εEn(r1) = ε0ε
Q

r2
1

(IV.30)

⇒ Q =
ρF1r2

1

ε0ε

und fürr = r2

ΦI
0 = −Q

r2
+ ΦII

0 (IV.31)

DII
n −DI

n = ρF2 = ε0εEn(r2)−0 = −ε0ε
Q

r2
2

(IV.32)

⇒ Q = −ρF2r
2
2

ε0ε
.

Folglich gilt
ρF1r

2
1 = −ρF2r

2
2 (IV.33)

und somit
Q1 = −Q2 ≡ Q . (IV.34)

Die GesamtladungQ1+Q2 verschwindet demnach. Das elektrische Feld zwischen den Kugelschalen kann
dann in der Form

En = −ρF1r
2
1

ε0εr2 = − Q
4πε0ε

1
r2 (IV.35)

dargestellt werden.



112 IV. Spezialfälle

Die Potentialdifferenz zwischen den Kugelschalen ergibt sich zu

Φ(r1)−Φ(r2) = −Q
r1

+
Q
r2

=

(
1
r2

− 1
r1

)
ρF1r

2
1

ε0ε
=

(
1
r2

− 1
r1

)
Q

4πε0ε
. (IV.36)

Die Kapazität des Kugelkondensators definiert durch

C =
Q

Φ(r1)−Φ(r2)
=

4πε0ε
1
r2
− 1

r1

= 4πε0ε
r1r2

r1− r2
. (IV.37)

1.3.2 Plattenkondensator

Siehe Übungsaufgabe.

Weitere kompliziertere Beispiele für Kondensatorberechnungen befinden sich z.B. inA. Sommerfeld, Vor-
lesugen über Theoretische Physik, Bd. 3, Elektrodynamik.

1.3.3 Feld in einem Leiter

Leiter enthalten frei bewegliche Ladungsträger. Alleine deshalb lassen sich bereits qualitative Aussagen
über das elektrische FeldE und das PotentialΦ im Inneren des Leiters und auf seiner Oberfläche machen.

• Im Leiterinneren istE = 0 undΦ = const.

Man denke sich ein FeldE 6= 0 im Leiter. Dann wirkt auf jede Ladungq im Leiter die Kraft

K = qE ,

die die Ladung solange bewegt, bis ein statischer Zustand erreicht ist. Dann ist die resultierende Kraft
auf jede Ladung verschwunden und es giltE = 0.

• Auf der Leiteroberfläche steht das elektrische Feld senkrecht.

Ein paralleles FeldE‖ führt zur Kraft
K‖ = qE‖ ,

die die Ladungq solange parallel zur Oberfläche verschiebt, bisE‖ = 0 gilt und statische Verhältnisse
vorliegen. Folglich ist dann die Leiteroberfläche eine Äquipotentialfläche, d.h.Φ = const. Demzu-
folge gilt an der Oberfläche

0 = dΦ = gradΦ ·dx

und somit
gradΦ ⊥ dx . (IV.38)

• Alle Überschußladungen eines Leiters sind auf seiner Oberfläche als FlächenladungsdichteρS loka-
lisiert.

Jegliche Ladungsverteilung im Innernρ(x,t = 0) wird im Laufe der Zeit abgebaut. Die Kontinuitäts-
gleichung und das Ohmsche Gesetz in homogenen und isotropenLeitern liefern

∂tρ = −div j = −σdivE = − σ
ε0ε

ρ

woraus

ρ(x, t) = ρ(x,t = 0)exp

(
− σ

ε0ε
t

)
−→
t→∞

0 (IV.39)

folgt. Die Übergangsbedingung für die Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung führt
dann auf

Dn = ρS , (IV.40)

wobeiDn außerhalb des Leiters ist (im Leiter istDn = 0).
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1.3.4 Spiegelladungsmethode

a) Punktladung vor einem leitenden Halbraum

Wir wollen nun das elektrische Feld einer Punktladunge vor einem leitenden geerdeten HalbraumΦ = 0
berechnen.

Die Ladunge zieht auf der Leiteroberflächex3 = 0 sogenannteInfluenzladungen ρS(x1,x2) zusammen,
deren Verteilung zunächst nicht bekannt ist. Es ist deshalbnicht möglich, das Randwertproblem für das
PotentialΦ zu lösen, da

ρS = DI
n

∣∣
x3=0− DII

n

∣∣
x3=0 = − DII

n

∣∣
x3=0 = −ε0E3 = ε0∂x3Φ

∣∣
x3=0 (IV.41)

nicht vorgegeben ist. Aus diesem Grunde soll hier die Methode der Spiegelladungen angewandt werden,
die in geometrisch einfach Fällen sehr schnell zum Ziel führt.

Leiter

e
d d

−e

I

z
x3

r
r ′II

Das eigentliche Randwertproblem wird durch ein Äquivalentes Problem ohne Randbedingungen ersetzt.
Die Ladungsverteilung im Leiteraußenraum wird beibehalten und die Randbedingungen werden durch eine
geeignet gewählte Anordnung von fiktiven Ladungen simuliert. Da die fiktiven Ladungen — auch Spiegel-
oder Bildladungen genannt — die Quellen in dem betrachtetenVolumen nicht beeinflussen, stimmen für
beide Probleme die Potentiale im Leiteraußenraum überein.Wir wählen die Spiegelladung−e bei x3 = d.
Dann gilt

Φ =
1

4πε0

(e
r
− e

r ′

)
(IV.42)

Auf der Leiteroberfläche(r = r ′) ist damit die RandbedingungΦ = 0 erfüllt. Wegen der Rotationssymme-
trie des Problems führen wir Zylinderkoordinaten(ρ ,ϕ ,z) ein. Es gilt

r =
√

ρ2 +(z+d)2 , r ′ =
√

ρ2 +(d−z)2

Φ =
e

4πε0

(
1√

ρ2 +(z+d)2
− 1√

ρ2 +(z−d)2

)

∂zΦ =
e

4πε0

(
−1

2
2(z+d)

√
ρ2 +(z+d)23 +

1
2

2(z−d)
√

ρ2 +(z−d)23

)
(IV.43)

Die FlächenladungsdichteρS ergibt sich damit zu

ρS(ρ) = −ε0Ez = ε0∂xΦ|z=0 =
e

4π

(
−2d

√
ρ2 +d23

)
. (IV.44)

Die Gesamtladung auf der Grenzfläche ist dann
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∞∫

0

ρdρ
2π∫

0

dϕρS = −ed

∞∫

0

dρ
ρ

√
ρ2 +d23

= −ed(ρ2 +d2)−1/2
∣∣∣
∞

0
= −e . (IV.45)

Alle von e ausgehenden Feldlinien enden damit auf der Leiterobefläche.

Φ= const.

E-Feldlinien

Ladung e

b) Punktladung von einer leitenden Kugel

Siehe Übungsaufgabe

c) Punktladung zwischen mehreren Metallplatten

Siehe Übungsaufgabe

1.4 Feldberechnung beim Vorhandensein dielektrischer Grenzflächen

1.4.1 Felder in dielektrischen Medien

Das elektrische Feld wird nicht nur durch die Anwesenheit von Leitern, sondern auch durch Nichtleiter
(Dielektrika) geändert. In Nichtleitern sind die Ladungennicht frei beweglich. Im Gegensatz zu den Lei-
tern kann deshalb das Feld im Innern von Nichtleitern durchaus von Null verschieden sein. Ein Nichtleiter
enthält positive und negative Ladungen in gleicher Anzahl,die sich im feldfreien Fall gerade kompensieren.
Wird jedoch ein Feld aufgebaut, dann verschieben sich die positiven und negativen Ladungen in geringen
Grenzen gegeneinander und es kommt zur Ausbildung von atomaren Elementardipolen. Auf diese Weise
entsteht in einem Nichtleiter die PolarisationP. Die dabei entstehenden Ladungen werden Polarisationsla-
dungenρP genannt. Bei gleicher Polarisation aller Atome werden sichdie Polarisationsladungen im Innern
des Dielektrikums gerade kompensieren, an der Oberfläche verbleiben jedoch Oberflächenladungen. Die
können als felderzeugende Ladungen eines Gegenfeldes aufgefaßt werden, welches das ursprüngliche Feld
schwächt.

1.4.2 Dielektrische Kugel im homogenen Feld

Exemplarisch betrachten wir nun eine dielektrische Kugel im homogenen Feld.
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- +

- +

- +

- +

- +

- +

- +

- +

EA

ρP > 0ρP< 0 ρP = 0

EA

EI (inneres Gegenfeld, überlagert
sich mit )

+ -
(äußeres Feld)

Zu lösen ist die Feldgleichung

∆Φ = 0 , E = −gradΦ (IV.46)

mit den Randbedingungen

lim
r→∞

E = E0 (IV.47)

lim
r→∞

Φ = −E0 ·x1 = −E0r cosθ (IV.48)

DI
n

∣∣
R = DII

n

∣∣
R bzw. εI∂r ΦI

∣∣
R = εII ∂rΦII

∣∣
R (IV.49)

ΦI(R) = ΦII (R) . (IV.50)

Mit dem Lösungsansatz

ε II

r

x

x

θ

εI

2

1

R

E0

r < R : ΦI = −λ I ·x1 (IV.51)

r > R : ΦII = −E0x1 +
λ II ·x1

r3 (IV.52)

ist (IV.48) erfüllt. Einsetzen in (IV.46):

∆ΦI = 0

∆ΦII = λ II ·∆x1

r3

= −λ II ∆∂x1

1
r

, da ∂x1

1
r

= −
1
2

1
r 2x1

r2 = −x1

r3

= −λ II ∂x1∆
(

1
r

)
= 0 , da ∆

(
1
r

)
=

1
r2 ∂r r

2∂r
1
r

=
1
r2 ∂r r

2
(
− 1

r2

)
= 0 für r 6= 0.

Damit ist (IV.46) erfüllt.

(IV.50) liefert:

−λ I ·Rcosθ = −E0Rcosθ + λ II cosθ
R2

λ I = E0−λ II 1
R3 . (IV.53)

(IV.49) ergibt:

εI
(
−λ I cosθ

)
= εII

(
−E0cosθ −2

λ II cosθ
R3

)

εI

εII
λ I = E0 +2

λ II

R3 . (IV.54)
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Das Gleichungssystem fürλ I undλ II

(
1 1/R3

εI/εII −2/R3

)(
λ I

λ II

)
=

(
E0

E0

)
(IV.55)

hat die Lösung

λ I =

∣∣∣∣
E0 1/R3

E0 −2/R3

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 1/R3

εI/εII −2/R3

∣∣∣∣
=

−3E0/R3

1/R3(−2− εI/εII )

λ I =
3E0

2+ εI/εII
=

3εII

εI +2εII
E0 (IV.56)

λ II =

∣∣∣∣
1 E0

εI/εII E0

∣∣∣∣
1/R3(−2− εI/εII )

=
1− εI/εII

−2− εI/εII
E0R3

λ II =
εI − εII

εI +2εII
R3E0 . (IV.57)

Zusammenfassend stellt sich die Lösung dar als

ΦI = − 3εII

εI +2εII
E0x1 r ≤ R (IV.58)

ΦII = −E0x1 +
εI − εII

εI +2εII
R3E0

x1

r3 r ≥ R .

(IV.59)

Für das Feld folgt

EI =
3εII

εI +2εII
E0 (IV.60)

EII = E0−
εI − εII

εI +2εII

R3

r3 E0




1− 3x2
1

r2

− 3x2x1
r2

− 3x3x1
r2


 . (IV.61)

Der rechte Term vonEII entspricht einem Dipolfeld, denn wir kön-
nen ein Dipolmoment

p = 4πR3 εI − εII

εI +2εII
ε0εII E0e1 (IV.62)

einführen, woraus

EII = E0 +
1

4πε0εII r3

(
3(p·x)x

r2 − p

)
(IV.63)

folgt. Abgesehen vom HintergundfeldE0 ist dies gerade die Beziehung (IV.23).

1.4.3 Punktladung vor einem dielektrischen Halbraum

Siehe Übungsaufgabe
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1.5 Elektrostatische Energie eines Systems von Punktladungen

Wir betrachten ein Medium mit der Dielektrizitätskonstantenε, in das dieN PunktladungeneA am jewei-
ligen OrtxA eingelagert sind.

Die Ladungsdichte lautet

ρ(x) =
N

∑
A=1

eAδ (x−xA) . (IV.64)

Die elektrostatische Energie berechnet sich zu

U =
1
2

∫

V∞

E ·DdV =
ε0ε
2

∫

V∞

E2dV =
ε0ε
2

∫

V∞

(∇Φ)2 dV . (IV.65)

Wir verwenden die Identität
∇(Φ∇Φ) = (∇Φ)2 + Φ∆Φ , (IV.66)

sowie
∆Φ = − ρ

ε0ε
(IV.67)

und erhalten

U =
ε0ε
2

∫

V∞

∇(Φ∇Φ)dV +
ε0ε
2

∫

V∞

1
ε0ε

ρΦdV . (IV.68)

Auf den ersten Term wird der Gaußsche Satz angewendet. Auf der im Unendlichen liegenden Grenzfläche
vonV∞ verschwindetΦ∇Φ wie 1/r3 und der Term entfüllt. Somit gilt

U =
1
2

∫

V∞

ρΦdV . (IV.69)

Für Φ kann eingesetzt werden

Φ(x) =
1

4πε0ε

∫ ρ(x′)
|x−x′| dV′ , (IV.70)

undU läßt sich schreiben als

U =
1

8πε0ε

∫

V′
∞

∫

V∞

ρ(x) ·ρ(x′)
|x−x′| dV dV′ . (IV.71)

Einsetzen der Ladungsdichte (IV.64) liefert zunächst

U =
1

8πε0ε

N

∑
A,B=1

eA ·eB

|xA−xB|
. (IV.72)

Diese Summe fürU enthält offensichtlich divergierende Summanden; alle Terme mit xA = xB werden
unendlich. Um diese Terme zu verstehen, betrachten wir ein System aus nur einem Teilchen (N = 1). Dann
gilt

U1 =
1

8πε0ε
e2

1

|x1−x1|
→ ∞ . (IV.73)

Das Teilchen befindet sich in seinem eigenen Feld, und diese „Selbstenergie“ ist für Punktteilchen of-
fensichtlich unendlich. Physikalisch interessant ist dieWechselwirkungsenergie zwischen den Ladungen.
Diese erhält man ausU , indem man die Selbstenergie einfach wegläßt (Renormalisierung):

U =
1

8πε0ε

N

∑
A,B = 1
A 6= B

eAeB

|xA−xB|
. (IV.74)
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Für zwei Ladungen folgt damit

U =
1

8πε0ε

{
e1e2

|x1−x2|
+

e2e1

|x2−x1|

}
=

1
4πε0ε

e1e2

|x1−x2|
. (IV.75)

Dieses Ergebnis können wir jetzt folgendermaßen interpretieren: Die Punktladunge1 erzeugt das Potential

Φ(x) =
1

4πε0ε
e1

|x−x1|
.

Die potentielle Energie der Punktladunge2 am Ortx2 ist nun

U = e2Φ(x2) =
1

4πε0ε
e1e2

|x1−x2|
.

Wir stellen jetzt noch ein Gedankenexperiment vor, daßU ermittelt und die Selbstenergie von Punktladun-
gen vermeidet.

1. Die LadungenqA seien zunächst unendlich weit voneinander entfernt. Der Raum ist feldfrei und das
Potential ist Null. Es ist die Arbeit zu berechnen, um die Ladungen aus dem Unendlichen an die Orte
xA zu bringen. Die aufgewendete Arbeit entspricht der potentiellen Energie der Ladungsverteilung.

2. Die Ladungq1 wird aus dem Unendlichen nachx1 gebracht. Hierzu ist keine Arbeit aufzuwenden,
da der Raum noch feldfrei ist,q1 ruft aber das Potential

Φ1(x) =
1

4πε0ε
q1

|x−x1|

hervor.

3. q2 wird nachx2 gebracht. Hierzu ist Arbeit gegenΦ1 zu verrichten. Diese Arbeit ist

U2 = q2 ·Φ1(x2) .

4. q3 wird nachx3 gebracht. Es ist Arbeit gegenΦ1 undΦ2 zu verrichten:

U3 = q3 (Φ1(x3)+ Φ2(x3)) ,

wobeiΦ2 durch

Φ2(x) =
1

4πε0ε
q2

|x−x2|
gegeben ist.

5. Für weitere Ladungen verläuft alles entsprechend. Das Heranbringen der LadungB erfordert die
Arbeit

UB = eB(Φ1(xB)+ Φ2(xB)+ . . .+ ΦB−1(xB))

UB = eB

B−1

∑
A=1

ΦA(xB) .

6. Die gesamte potentielle EnergieU ergibt sich als Summe derUB:

U =
N

∑
B=2

UB =
N

∑
B=2

eB

B−1

∑
A=1

ΦA(xB) .
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7. Wir ersetzen die PotentialeΦA durch

ΦA(xB) =
1

4πε0ε
eA

|xB−xA|

und erhalten

U =
N

∑
B=2

B−1

∑
A=1

1
4πε0ε

eAeB

|xA−xB|
.

Die Doppelsumme läßt sich umschreiben in

U =
1
2

N

∑
A=1

N

∑
B = 1
B 6= A

1
4πε0ε

eAeB

|xA−xB|
.

Diese potentielle Energie stimmt aber mit dem Ausdruck (IV.74) überein, der nach der Renormierung
erhalten wurde.

1 2 N

1

N

2

A

B

A=B

N-1

• : Terme in
N
∑

B=2

B−1
∑

A=1
. . .

� : wie • mit A↔ B

◦ : nicht auftretende Terme

⇒
N
∑

B=2

B−1
∑

A=1
. . . =

N
∑

A,B = 1
A 6= B

. . .

Dieses Gedankenexperiment ergibt darüberhinaus eine schlüssige Erklärung, wieso die Selbstenergie von
Punktladungen divergiert. Die Selbstenergie eines Punktteilchens entspricht dem Arbeitsaufwand, um die-
ses aus einer unendlich verdünnten kontinuierlichen Ladungswolke punktförmig zusammenzuballen.

1.6 Elektrostatische Energie eines Systems von Leitern

Wir betrachtenN Leiter jeweils endlicher Ausdehnung. DerA-te Leiter trage die LadungQA. Zwischen
den LadungenQA und den PotentialenΦA bestehe ein linearer Zusammenhang

QA =
N

∑
B=1

CABΦB

mit konstanten GrößenCAB. Dieser Zusammenhang wird durch Spannungs - Ladungs - Beziehung an
Kondensatoren nahe gelegt. Die Koeffizientenmatrix heißt Kapazitätsmatrix. Sie wird durch die spezielle
Anordnung der Leiter festgelegt.
Das Potential im Unendlichen sei 0. Wenn alle Leiter geerdetsind(ΦA = 0), so sind auch alle Ladungen
QA = 0.

Wird nun der erste Leiter auf das PotentialΦ1 gebracht, während alle anderen Leiter geerdet bleiben, so

hängt die LadungQ(1)
A , die auf denA-ten Leiter strömt, in linearer Form vonΦ1 ab:

Q(1)
A = CA1 Φ1 .

Wird nun der zweite Leiter auf das PotentialΦ2 gebracht, so strömt die zusätzliche Ladung

Q(2)
A = CA2 Φ2
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Q1,Φ1 6= 0 Q2,Φ2 = 0 Q3,Φ3 = 0

auf denA-ten Leiter usw. Insgesamt ergibt sich

QA =
N

∑
B=1

CABΦB .

Zur Berechnung der Energie des Systems schließen wir an (IV.69) an und formen um zu

U =
1
2

∫
ρ ΦdV =

1
2

N

∑
A=1

∫

VA

ρA ΦAdV (IV.76)

U =
1
2

N

∑
A=1

∫

VA

ρAdVΦA =
1
2

N

∑
A=1

QA ΦA . (IV.77)

Somit folgt

U =
1
2

N

∑
A,B=1

CABΦA ΦB .

Bemerkung:

• Im vorhergehendem Abschnitt zur Energie eines Systems von Punktladungen war die Beziehung

U =
1
2

∫
ρ ΦdV

noch gemeinsame Station verglichen mit dem jetzigen Abschnitt.
Im vorhergehendem Abschnitt wurde das Potential zugunstender Ladungen ersetzt. Im jetzigen Ab-
schnitt wurden die Ladungen zugunsten des Potentials ersetzt.

1.7 Elektrische Multipole

Die Multipolentwicklung der elektromagnetischen Potentiale wurde im allgemeinem zeitabhängigen Fall
im Abschnitt II.10 durchgeführt. Mit zunehmender Multipol-Ordnung wurden die Terme recht komplex.
Wir haben uns deshalb auf Dipole als höchste Ordnung beschränkt.
Wir wollen jetzt noch einmal den wesentlich einfacheren elektrostatischen Fall betrachten, dafür aber die
Entwicklung bis zum Quadrupol treiben.

Wir betrachten eine räumlich begrenzte Ladungsverteilungρ . Das PotentialΦ ist dann

Φ(x) =
1

4πε0ε

∫ ρ(x′)
|x−x′| d3V ′ .

Φ(x) bzw.E(x) soll nun im Fernfeld vonρ untersucht werden, d.h. weit weg von der Ladungsverteilung.

Es möge somit gelten|x| ≫ |x′|, wennx′ innerhalb der Ladungsverteilung liegt. Für diese Situation läßt
sich obiges Integral näherungsweise auswerten. Kernpunktist dabei eine Taylor-Reihenentwicklung von
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1
|x−x′| in der Umgebungx′ = 0. Für eine beliebige Funktionf (x−x′) gilt

f (x−x′) = f (x)+ ∂xa f (x)(−x′a)+
1
2

∂xa∂xb f (x)(−x′a)(−x′b)+ . . . (IV.78)

Anzuwenden ist die Summenkonvention. Speziell folgt damit

1
|x−x′| =

1
r
−
(

∂xa

1
r

)
x′a +

1
2

(
∂xa∂xb

1
r

)
x′ax′b + . . . (IV.79)

Setzen wir diese Reihe in das Potential ein, so können wir schreiben

Φ(x) =
1

4πε0ε

{
1
r

∫
ρ(x′)dV′

−∂xa

1
r

∫
x′aρ(x′)dV′

+
1
2

∂xa∂xb

1
r

∫
x′ax′bρ(x′)dV′ + . . .

}
(IV.80)

Zunächst werden die Ableitungen von 1/r ausgerechnet. Es folgt

∂xa

1
r

= −xa

r3 oder kompakt ∇
1
r

= − x
r3 ,

∂xa∂xb

1
r

= −∂xb

xa

r3 = −δab

r2 +3
xa

r4

2xb

2r
=

3xaxb− r2δab

r5 .

Die Integralausdrücke sind uns zum Teil schon bekannt. So sind

Q =
∫

ρ(x′)dV′

die Gesamtladung und

p =

∫
x′ρ(x′)dV′

das in1.2.2eingeführte Dipolmoment der Ladungsverteilung. Der nächste Term steht erwartungsgemäß in
Zusammenhang mit dem Quadrupolmoment. Dies ist ein Tensor 2. Stufe und ist definiert durch

q =

∫ (
3x′⊗x′− r ′21

)
ρ(x′)dV′ (IV.81)

bzw. in Komponenten

qab =

∫
(3x′ax′b− r ′2δab)ρ(x′)dV′ . (IV.82)

Damit läßt sich das dritte Integral in (IV.80) schreiben als

∫
x′ax′bρ(x′)dV′ =

1
3

∫ (
3x′ax′b− r ′2δab

)
ρ(x′)dV′ +

1
3

δab

∫
r ′2ρ(x′)dV′

=
1
3

qab+
1
3

δab

∫
r ′2ρ(x′)dV′ . (IV.83)

Faßt man zusammen, folgt für das Potential

Φ(x) =
1

4πε0ε

{
Q
r

+
x· p

r3 +
1
6

3xaxb− r2δab

r5 qab

+
1
6

3xaxb− r2δab

r5 δab

∫
r ′2ρ(x′)dV′ + . . .

}
. (IV.84)
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Wegen
(3xaxb− r2δab)δab = 3xaxa− r2δaa = 3r2−3r2 = 0

folgt schließlich

Φ(x) =
1

4πε0ε

{
Q
r

+
x
r3 · p+

1
6

tr

(
3x⊗x− r21

r5 ·q
)

+ . . .

}
(IV.85)

=
1

4πε0ε

{Q
r

+
x
r3 · p+

1
2r5

(
xaxbqba− r2δabqba

)
+ . . .

}
(IV.86)

=
1

4πε0ε

{
Q
r

+
x
r3 · p+

1
2r5


xaqabxb− r2 qaa︸︷︷︸

=0


+ . . .

}
(IV.87)

=
1

4πε0ε

{Q
r

+
x
r3 · p+

1
2r5 xTqx+ . . .

}
. (IV.88)

(x⊗ x = xaxb bezeichnet das dyadische Produkt und 1den Einheitstensor). Momente höherer Ordnung
fallen mit zunehmender Entfernungr rasch ab.

Der Quadrupoltensorq ist offensichtlich symmetrisch (qab = qba) und spurfrei (qaa = 0). Er enthält da-
mit 5 unabhängige Komponenten. Die Spezialisierung auf konkrete Ladungsverteilungen erfolgt in den
Übungsaufgaben.

2 Statisches magnetisches Feld

2.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Es verschwinden die zeitlichen Ableitungen und die elektrischen Größen. Darüberhinaus wollen wir für
ein statisches Magnetfeld (im Unterschied zu einem stationären Magnetfeld)keineStröme zulassen:

∂tB = 0 , E = 0 , D = 0 , ρ = 0 , j = 0 . (IV.89)

Es verbleiben die Gleichungen

rotH = 0 (IV.90)

divB = 0 . (IV.91)

Für die Lösung dieser Gleichungen kann man zwei Wege einschlagen. Entweder man benutzt das Vektor-
potentialA oder man führt ein neues magnetisches skalares PotentialΨ ein.

(a) Benutzen des VektorpotentialsA

Wie bekannt setzen wir
B = rotA .

Für den Zusammenhang zwischenH undB nutzen wir

B = µ0(H +M) .

Dann folgt

rotH =
1
µ0

rotB− rotM

0 =
1
µ0

rot rotA− rotM

0 = graddivA−∆A− µ0rotM



2.2 Brechungsgesetz für B-Feldlinien 123

In Coulombeichung divA = 0 gilt damit

∆A = −µ0rotM . (IV.92)

(b) Einführung des skalaren magnetischen PotentialsΨ
Die Gleichung rotH = 0 legt den Ansatz

H = −gradΨ (IV.93)

nahe. Für Materialien, die der Materialgleichung

B = µ0µH

unterliegen, gilt dann
B = −µ0µgradΨ

und Divergenzbildung ergibt

0 = µ∆Ψ+gradΨgradµ ,

∆Ψ = −gradΨ ·grad lnµ . (IV.94)

Die Analogie zur Elektrostatik ist hier offenkundig. VieleBeispiele lassen sich deshalb in die Ma-
gnetostatik formal übertragen.

2.2 Brechungsgesetz für B-Feldlinien

Wir betrachten eine Grenzfläche zweier magnetischer Materialien, die je-

αII
µ II

µ I

BII

BI

αI

t

n
weils durch

B = µ0µH

beschrieben werden.

Es gelten die Übergangsbedingungen

BI
n = BII

n , H I
t = H II

t . (IV.95)

Man liest ab

tanαI =
BI

t

BI
n

, tanαII =
BII

t

BII
n

.

Folglich erhält man
tanαI

tanαII
=

BI
tB

II
n

BI
nBII

t
=

µ0µIH I
t

µ0µII H II
t

=
µI

µII
. (IV.96)

2.3 Feld eines magnetischen Dipols

Das Fernfeld des elektrischen Dipols hatten wir in Abschnitt 1.2.2zu

E =
1

4πε0εr3

(
3(p·x)x

r2 − p

)

berechnet. Das elektrische Dipolmoment ist dabei von− nach+ gerichtet und punktförmig; es fügt sich
gleichsinnig in dieE-Feldlinien ein.

Formale Übertragung auf einen magnetischen Dipol ergibt

B =
µ0µ
4πr3

(
3(m·x)x

r2 −m

)
. (IV.97)
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m ist das magnetische Dipolmoment. Die Ersetzung 1/(ε0ε)→ µ0µ ist durchE = D/(ε0ε) undB= µ0µH
begründet.

Um dieses durch Analogie-Betrachtung erhaltene Ergebnis auch zu begründen, wird das Feld nun berech-
net. Wir greifen auf die Multipol-Entwicklung im Abschnitt10zurück und spezialisieren das Vektorpoten-
tial in Gleichung (II.162) für das statische Magnetfeld zu

A(x) =
µ0µ
4π

m×x
r3 . (IV.98)

Die Berechnung der Rotation liefert:

rot
m×x

r3 = εabc∂xb

εcdemdxe

r3

= (δadδbe− δaeδbd)md
δebr3−xe3r2 xb

r

r6

= ma
3r3

r6 −ma
r3

r6 − 3
r5 mar2 +

3
r5 mbxbxa

rot
m×x

r3 =
1
r3

(
3(mx)x

r2 −m

)
. (IV.99)

Dann folgt

B(x) =
µ0µ
4π r3

(
3(mx)x

r2 −m

)
. (IV.100)

N

S

+

E B

p m

−

2.4 Homogen magnetisierte Kugel

Die Situation ist teilweise äquivalent zur dielektrischenKugel in

M

M M

M
er

e1

eθ

x2

x1
θ

R

I

II
Abschnitt1.4.2. Dipolartige Lösung im Außenraum und homo-
genes Feld in der Kugel können deshalb auch hier zum Ansatz
gebracht werden.

Aus der Skizze liest man ab:

e1 = cosθ ·er −sinθ ·eθ

M =

{
M0e1 r < R

0 r > R

Feldgleichung:

∆Ψ = 0 (IV.101)
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Randbedingungen:

BI
n

∣∣
R = BII

n

∣∣
R (IV.102)

H I
t

∣∣
R = H II

t

∣∣
R bzw. H I ·eθ

∣∣
R = H II ·eθ

∣∣
R (IV.103)

lim
r→∞

B = 0 (IV.104)

Innerhalb der Kugel gilt
BI = µ0(H

I +M) . (IV.105)

Da Isotropie zugrunde gelegt wird, sind alle Vektoren gleichgerichtet. Die Feldgleichung liefert eine lineare
Lösung fürΨ woraus

BI = λ Ie1 = λ I cosθer −λ I sinθeθ (IV.106)

HI =

(
1
µ0

λ I −M0

)
e1 =

(
λ I

µ0
−M0

)
(cosθer −sinθeθ ) (IV.107)

folgt.

Im Außenraum setzen wir an

ΨII = λ II x1

r3 = λ II cosθ
r2 . (IV.108)

Dem entspricht

H II = −gradΨII = −∂rΨII er −
1
r

∂θ ΨII eθ (IV.109)

H II = 2λ II cosθ
r3 er + λ II sinθ

r3 eθ (IV.110)

BII = µ0H II . (IV.111)

Die freien Parameterλ I undλ II sind aus den Randbedingungen zu ermitteln.

(IV.102) liefert

λ I cosθ = 2µ0λ II cosθ
R3

und aus (IV.103) folgt

−
(

λ I

µ0
−M0

)
sinθ = λ II sinθ

R3 .

Das Gleichungssystem fürλ I undλ II

(
1 − 2µ0

R3

1 µ0
R3

)(
λ I

λ II

)
=

(
0

µ0M0

)
(IV.112)

hat die Lösung

λ I =

∣∣∣∣∣
0 − 2µ0

R3

µ0M0
µ0
R3

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
1 − 2µ0

R3

1 µ0
R3

∣∣∣∣∣

=
2

µ2
0M0

R3

µ0
R3 + 2µ0

R3

=
2
3

µ0M0 (IV.113)

λ II =

∣∣∣∣
1 0
1 µ0M0

∣∣∣∣
3µ0/R3 =

µ0M0

3µ0/R3 =
R3

3
M0 . (IV.114)
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Die Innenraumlösung lautet somit

BI =
2
3

µ0M0e1 =
2
3

µ0M (IV.115)

H I =

(
2
3
−1

)
M0e1 = −1

3
M . (IV.116)

Bemerkenswert ist die AntiparallelitätBI ↑↓ H I

Im Außenraum lautet die Lösung

BII =
µ0R3

3
M0

r3 (2cosθer +sinθeθ ) . (IV.117)

Dies ist aber ein Dipolfeld. Um an die bekannte Form in den Abschnitten1.2.2, 1.4.2und2.3anzuschließen,
formen wir weiter um:

sinθeθ = cosθer −e1

ersetzt gibt

2cosθer +sinθeθ = 3cosθer −e1

=
3r cosθ rer

r2 −e1

=
3x1x
r2 −e1 =

3(e1 ·x)x
r2 −e1

und somit

BII =
µ0R3

3
M0

r3

(
3(e1 ·x)x

r2 −e1

)
. (IV.118)

über

m=
4π
3

R3M =
4π
3

R3M0e1 (IV.119)

führen wir das Dipolmoment ein und erhalten mit

BII =
µ0

4π
1
r3

(
3(m·x)x

r2 −m

)
(IV.120)

die bekannte Form.

H−Feld:B−Feld:

3 Stationäres magnetisches Feld

3.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Im Unterschied zum statischen magnetischen Feld sind hier Ströme zugelassen. Somit gilt

∂tB = 0 , E = 0 , D = 0 , ρ = 0 , j 6= 0 . (IV.121)
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Es verbleiben die Gleichungen

rotH = j (auch Oerstedsches Gesetz genannt) (IV.122)

divB = 0 . (IV.123)

Die Strömej sollen sich in einem ruhenden Leitersystem befinden. Innerhalb der Leiter gelte das Ohmsche
Gesetz

j = σE , (IV.124)

im Leiter darf somitE 6= 0 sein, und obige ForderungE = 0 gilt nur im Außenraum. Für die Materialglei-
chungen setzen wir ein isotropes und homogenes Standardmedium voraus, d.h.

B = µ0µH . (IV.125)

Mit
B = rotA = µ0µH

folgt
∆A = −µ0µ j (IV.126)

mit der wohlbekannten inhomogenen Lösung

A(x) =
µ0µ
4π

∫ j(x′)

|x−x′| dV′ . (IV.127)

3.2 Das Biot-Savart-Gesetz

Aus dem oben angegebenem Vektorpotential berechnet man diemagnetische Induktion wie folgt:

B(x) = rotA(x)

B(x) =
µ0µ
4π

∫
rot

j(x′)

|x−x′| dV′ .

Der Operator rot wirkt aufx und nicht aufx′, so daß

x
x’

-

x

x’

j(x’)

ex’

0

P

dx’

dV’

F’

Linienleiter

P Aufpunkt

j(x′) = j(x′) ·ex′

dV′ = F ′ ·dx′

J(x′) = j(x′)F ′

dx′ = dx′ex′

rot
j(x′)

|x−x′| = grad
1

|x−x′| × j(x′)

= − x−x′

|x−x′|3 × j(x′) (IV.128)

und damit das Biot-Savart-Gesetz

B(x) =
µ0µ
4π

∫ j(x′)× (x−x′)

|x−x′|3 dV′ (IV.129)

folgt.

Wir spezialisieren das Gesetz noch auf einen linienförmigen
Leiter. Dann gilt

j(x′)dV′ = J(x′)dx′ . (IV.130)

Folglich erhält man

B(x) =
µ0µ
4π

∫
J(x′)

dx′× (x−x′)
|x−x′|3 (IV.131)

und dieB-Berechnung ist auf ein Kurvenintegral zurückgeführt.
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3.3 Feldberechnungen

3.3.1 Unendlich langer Draht

Wir lösen die Aufgabe auf zwei unterschiedlichen Wegen:

-

eϕ

J

R

C

(a) ohne Biot-Savart-Gesetz, aber mit Voraussetzungen an die Symmetrie der Lösung.

(b) mit Biot-Savart-Gesetz ohne weitere Voraussetzungen.

(a) Die Lösung sei rotationssymmetrisch von der Form

H = Hϕeϕ .

Das Durchflutungsgesetz liefert
∫

rotH dS=

∮
H dx=

∫
j dS= J

=

∮
Hϕds=

2π∫

0

Hϕ ·Rdϕ = Hϕ ·R·2π

und somit

Hϕ =
J

2πR
. (IV.132)

(b) Zur Berechnung des Kurvenintegrals im Biot-Savart-Gesetz orientieren wir uns an der Skizze:

dx’

x’ x

x x’-s

0

α s

P

R

D
ra

ht

sinα =
R

|x−x′|

tanα =
R
s

|dx′| = ds

Das Vektorproduktdx′× (x−x′) läßt nur eineeϕ -Komponente fürB zu:

B = Bϕ ·eϕ . (IV.133)

Dann folgt

Bϕ =
µµ0J
4π

∞∫

−∞

ds· |x−x′| sinα
|x−x′|3 ,

=
µµ0J
4π

∞∫

−∞

sinα ds
|x−x′|2 =

µµ0J
4π

∞∫

−∞

sin3 α
R2 ds .

Die ds-Integration wird vermittels

s=
R

tanα
= R

cosα
sinα

,

ds= R
−sin2 α −cos2 α

sin2 α
dα = −R

1

sin2 α
dα (IV.134)
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in einedα-Integration überführt.

Bϕ = −µµ0J
4π

0∫

π

sin3 α
R2 R

1

sin2 α
dα = −µµ0J

4π

0∫

π

sinα
R

dα

=
µµ0J
4π

cosα
R

∣∣∣∣
0

π
=

µµ0J
2πR

. (IV.135)

Das Abklingverhalten des Feldes∝ 1/R ist charakteristisch für effektiv zweidimensionale Situationen.

3.3.2 Ringspule

Wir betrachten eine Ringspule vom RadiusR und Kerndicked. Gesucht ist die magnetische FeldstärkeH
im Kern. Nach dem Oerstedschen Gesetz gilt differentiell

rotH = j

und integral

∮

C

Hdx=

∫

S

j ·dS . (IV.136)
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Als IntegrationswegC wählen wir den Umfang des Kreises mit RadiusR. Dort gelte

H = Hϕ ·eϕ mit Hϕ = const. (IV.137)

Durch die vonC aufgespannte FlächeSfließt der Stromn · J, wobeiJ der

n Windungen

ϕd
R Spulenstrom ist. Es folgt somit

2π∫

0

Hϕ ·eϕ ·Rdϕ eϕ = n ·J (IV.138)

und schließlich

Hϕ =
nJ

2πR
. (IV.139)

Die Überlegungen lassen sich leicht auch auf einen aufgeschnittenen Ring erweitern.

Dann gilt

l  ,Ha a

li

l  ,Hi i

la : Länge des Spaltes

: Länge ohne Spalt

Hi · l i +Ha · la = nJ .

An den Rändern des Spaltes gelten die Übergangsbedingungen

Bni = Bna . (IV.140)

WegenBn = Bϕ = µ0µHϕ folgt
µiHi = µaHa . (IV.141)

Die magnetische Feldstärke im Spalt berechnet sich dann zu

µa

µi
Hal i +Hala = nJ ,

Ha =
nJ

µa/µi · l i + la
. (IV.142)

Führen wir die Windungsdichte

N =
n
l i

(IV.143)

ein, so erhalten wir

Ha =
NJ

µa
µi

+ la
l i

. (IV.144)

4 Quasistationäres elektromagnetisches Feld

4.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Die Felder dürfen sich langsam verändern, in dem Sinne, daß der Verschiebungsstrom∂tD vernachlässigt
werden kann:

|∂tD| ≪ | j | . (IV.145)

Die Grundgleichungen nehmen dann die Form

rotH = j (IV.146)

divD = ρ (IV.147)

rotE = −∂tB (IV.148)

divB = 0 (IV.149)
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an.

Insbesondere ist∂tB und damit auchE hier nicht vernachlässigbar. Bekanntlich können in Medienho-
her Leitfähigkeitσ bereits kleine FelderE starke Stromdichtenj und damit große Wirkungen erzielen.
Derartige Effekte sind in dieser Beschreibung enthalten.

4.2 Magnetischer Fluß und Induktion

Das Faradaysche Induktionsgesetz B

S

C

rotE = −∂tB

führt in seiner integralen Formulierung auf
∮

C

Edx= −dt

∫

S

BdS= −dtΦm , (IV.150)

wobei
Φm =

∫

S

BdS (IV.151)

den magnetischen Fluß durch die FlächeS darstellt. Unter Benutzung des VektorpotentialsA formen wir
um zu

Φm =

∫

S

rotAdS=

∮

C

Adx . (IV.152)

FürA benutzen wir

A(x,t) =
µ0µ
4π

∫

V

j(x′,t)

|x−x′| dV′ .

In dieser Darstellung ist die Retardierung der Zeit vernachlässigt. Formal gelangt man zu dieser Näherung
für c→ ∞. Dies ist aber gerade konsistent mit der Annahme langsam veränderlicher Felder, für die von der
endlichen Signalausbreitungsgeschwindigkeit abgesehenwerden kann. Dann folgt weiter

Φm(t) =
µ0µ
4π

∮

C

∫

V

j(x′,t)

|x−x′| dV′dx .

Für linienförmige Leiter können wir schreiben (vgl. Abschnitt 3.2)

j(x′,t)dV′ = J(x′,t)dx′

und erhalten

Φm(t) =
µ0µ
4π

∮

C

∫

L

J(x′,t)
|x−x′| dx′dx . (IV.153)

Der mit L markierte Integrationsbereich erstreckt sich über das gesamte Leitersystem.

Wir nehmen nun an, daß das gesamte Leitersystem ausN geschlossenen LeiternLB besteht, die jeweils die
FlächeSB aufspannen. Dann können wir schreiben

J(x′,t) =
N

∑
B=1

JB(x′,t) (IV.154)

und erhalten

Φm(t) =
µ0µ
4π

∮

C

N

∑
B=1

∮

LB

JB(xB,t)
|x−x′B|

dx′Bdx .
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Die Ströme werden nun als konstant in den jeweiligen LeiternLB angenommen:JB = const. Es folgt

Φm(t) =
µ0µ
4π

N

∑
B=1

JB

∮

C

∮

LB

dx′Bdx
|x−x′B|

.

Bisher warC noch eine beliebige Kontur, wir wollen sie jetzt mit einer der Leiter LB gleichsetzen und
nennen sieLA und den entsprechenden FlußΦm

A . Dieser berechnet sich zu

Φm
A(t) =

µ0µ
4π

N

∑
B=1

JB

∮

LA

∮

LB

dx′BdxA

|xA−x′B|

oder

Φm
A(t) =

N

∑
B=1

LABJB (IV.155)

mit der Induktivitätsmatrix

LAB =
µ0µ
4π

∮

LA

∮

LB

dx′BdxA

|xA−x′B|
(IV.156)

Die Induktivitätsmatrix ist wesentlich durch die Leitergeometrie festgelegt. Sie ist symmetrisch (LAB =
LBA) und die NichtdiagonalelementeLAB,A 6= B beschreiben die gegenseitige Induktionswirkung aufein-
ander.

Die DiagonalelementeLBB beschreiben die Selbstinduktionswirkung. Für

S1S2

S3

L1

L2

L3

linienförmige Leiter divergieren diese Koeffizienten allerdings:

LBB → ∞ (für linienförmige Leiter). (IV.157)

Bei Berücksichtigung endlicher Leiterquerschnitte, wie sie in der Realität
ja tatsächlich vorliegen, ist diese Divergenz behoben. Diese Situation ist
analog zur „Selbstenergie“ von Punktteilchen.

4.3 Kirchhoffsche Regeln

4.3.1 Stromregel/Knotensatz

Die Vernachlässigung des Verschiebungsstromes und die Anwendung von

rotH = j

hat
div j = 0 (IV.158)

zur Folge.

Wir betrachten ein linienförmiges Stromsystem, das einen Punkt (Knoten) ge-J1

J2

J3

JA

S

V
meinsam hat, der innerhalb des VolumensV liegt. Die OberflächeSvonV kann
beliebig weit an den Knoten herangezogen werden. Es gilt

0 =
∫

V

div j dV =
∮

S

j dS=
N

∑
A=1

JA . (IV.159)

Im Knoten verschindet die Summe aller Ströme. DieJA sind dabei natürlich vorzeichenbehaftet.
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4.3.2 Spannungsregel/Maschensatz

In einem System von Leitern betrachten wie eine Leiterschleife, die eine geschlossene Kontur bildet. Ent-
halten sind

Res.

Ind.
Galv. El.

Kap.

S

C

Galvanische Elemente (Galv. El.)

Kapazitäten (Kap.)

Resistivitäten (Res.)

Induktivitäten (Ind.)

Das Faradaysche Induktionsgestz
rotE = −∂tB

angewandt auf die von der KonturC umschlossene FlächeSergibt in integraler Formulierung
∫

S

rotEdS=

∮

C

E ·dx= −∂t

∫

S

BdS= −dtΦm .

Die Zerlegung des IntegrationswegesC in die Teilelemente ergibt
∫

Res.

Edx+

∫

Kap.

Edx+

∫

Galv. El.

Edx= −∑
B

LABdtJB .

Für die Teilelemente können wir schreiben:

•
∫

Res.

Edx=

∫ j ·dx

σ
=

∫
j ·dx
σ

=

∫
J dx
F ·σ =

J · l
F ·σ = J ·R , (IV.160)

wobeiR= l/(σF), F die Querschnittsfläche undl die Länge des Elements ist.

•
∫

Kap.

Edx= −ΦC =
Q
C

(∫
Edx sei> 0

)
(IV.161)

•
∫

Galv. El.

Edx= −Φe (IV.162)

In der Induktivitätsmatrix nehmen wir an, daß benachbarte Leiterschleifen genügend weit entfernt sind, um
keinen Einfluß zu haben. Somit gilt

∑
B

LABdtJB = LAAdtJA = LdtJ . (IV.163)

Zusammengefaßt gilt dann

J ·R+
Q
C

+LdtJ = Φe . (IV.164)

In einer Masche ist die Summe aller Urspannungen gleich der Summe aller Spannungsabfälle.

4.4 Magnetische Energie eines Systems von Stromkreisen

In Abschnitt1.5haben wir die elektrostatische Energie eines Systems von Punktladungen berechnet. Das
Vorgehen zur Berechnung der magnetischen Energie eines Systems von Stromkreisen weist eine Reihe von
Analogien dazu auf.
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Ausgehend von der allgemeinen Definition der elektromagnetischen Energiedichte

u =
1
2
(E ·D+H ·B)

berechnet sich die Energie des magnetischen Anteils zu

U =
1
2

∫
H ·BdV . (IV.165)

Wir ersetzen
B = rotA

und benutzen
H ·B = H · rotA = A· rotH +div(A×H) .

Der Anteil div(A×H) liefert keinen Beitrag zur magnetischen Energie, da wir annehmen, daß alle Leiter
im Endlichen liegen. Dann gilt fürr → ∞

A(x) ∝
1
|x| =

1
r

H(x) ∝
1
|x|2 =

1
r2

und somit ∫

V∞

div(A×H)dV =

∮

S∞

(A×H)dS∝
1
r
· 1
r2 · r

2 −→
r→∞

0 .

Es verbleibt

U =
1
2

∫
A· rotH dV =

1
2

∫
A· j dV . (IV.166)

Verwenden wir weiter

A(x,t) =
µ0µ
4π

∫ j(x′,t)

|x−x′|dV′

(Erinnerung: Zeit-Retardierung ist vernachlässigt), so folgt

U =
µ0µ
8π

∫∫ j(x′,t) j(x,t)

|x−x′| dV′dV . (IV.167)

Für linienförmige Leiter
j(x,t)dV = J(x,t)dx

und für ein System ausN geschlossenen Leitern

J(x,t) =
N

∑
A=1

JA(x,t)

folgt weiter

U =
µ0µ
8π

N

∑
A,B=1

∮

LA

∮

LB

JA(x′,t)JB(x,t)dx′dx
|x−x′| .

Sind die Ströme konstant innerhalb ihrer Leiter

JB = const.

können wir zu

U =
µ0µ
8π

N

∑
A,B=1

JA ·JB

∮

LA

∮

LB

dx′dx
|x−x′|

U =
1
2

N

∑
A,B=1

LABJAJB (IV.168)
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umformen, wobeiLAB die in 4.2 eingeführte Induktivitätsmatrix darstellt. Bezüglich der Divergenz der
Selbstinduktionsterme (LAA) bei linieförmigen Leitern gilt die gleiche Überlegung wiein 4.2. Endliche
Leiterquerschnitte beheben die Divergenz.

Interessiert nur die Wechselwirkungsenergie zwischen verschiedenen Leiterschleifen, brauchen die Terme
mit A= B sowieso nicht beachtet zu werden. Man beachte auch hier wiederum die Analogie zur elektrosta-
tischen Wechselwirkungsenergie zwischen Punktladungen und ebenso zur elektrostatischen Energie eines
Systems von Leitern.





Tabelle verschiedener Maßsysteme

International (SI) Elektrostatisch Elektromagnetisch Gauss Heaviside-Lorentz

rotH = j + ∂tD 4π j + ∂tD 4π j + ∂tD 1
c(4π j + ∂tD) 1

c( j + ∂tD)

rotE = −∂tB −∂tB −∂tB − 1
c∂tB − 1

c∂tB

divD = ρ 4πρ 4πρ 4πρ ρ

divB = 0 0 0 0 0

D = ε0E+P E +4πP 1
c2 E+4πP E+4πP E +P

B = µ0 (H +M) 1
c2 (H +4πM) H +4πM H +M H +M

FLor = q(E+v×B) q(E+v×B) q(E+v×B) q(E+ 1
cv×B) q(E+ 1

cv×B)

FCoul.
1

4πε0

qq′

r3 r qq′

r3 r 1
c2

qq′

r3 r qq′

r3 r 1
4π

qq′

r3 r





Linienelement

e1
~ξ1

r
ξ2

e~2dr

ξ3

e~3

ξ
h  d3

31ξ
h 

 d1

ξ
h  d2

2

Koordinatenursprung

ξ
h  d3

3

ξ
h  d2

2

dr =h1dξ1ẽ1+

h2dξ2ẽ2+

h3dξ3ẽ3

Flächenelemente

ξ3

ξ1 e1
~

ξ2

e~2

1ξ
h 

 d1
ξ

h  d3

3

ξ
h  d2

2

e~3

dS1 =h2h3dξ2dξ3ẽ1

dS2 =h1h3dξ1dξ3ẽ2

dS3 =h1h1dξ1dξ2ẽ3

Volumenelement

dV = h1h2h3dξ1dξ2dξ3
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