Technische

Universitat

INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK

Braunschweig

ELEKTRODYNAMIK

Skriptum zur Vorlesung

Dritte, Uberarbeitete Auflage

Sommersemester 2013

Prof. Dr. U. Motschmann

Dr. S. Simon
Dipl.-Phys. H. Kriegel

Braunschweig, 2013






Inhaltsverzeichnis

Vektoranalysis

1 Integrale im dreidimensionalen Raum

1.1 Linienintegrale. . . . . . . . . e
1.2 Oberflachenintegrale . . . . . . . . . . . .
1.3 Volumenintegrale . . . . . . . ..

2 Differentialoperatoren . . . . . . . . . . ...

2.1 Gradient

2.2 Divergenzund Gaul3scherSatz . . . . . ... ... ... ... .........

2.3 Rotation und Stokesscher Satz

2.4 Vektorgradient. . . . . . ..
2.5 Totale Differentiale . . . . . . . . . . ...
2.6 Nabla-Operator . . . . . . . . . .

3 Mehrfache Differentialoperatoren . . . . . . . . . . .. . o

3.1 Laplace-Operator . . . . . . . . . . e

3.2 div rot

3.3 rot grad

3.4 Weitere Operatoren. . . . . . . . . . .

4 Integralsatze
4.1 Derivate des Stokesschen und des Gaul3schen Satzes. . . . . ... ... ..

4.2 Die Greenschen Integralformeln

5 Differentialoperatoren in krummlinigen orthogonalerdfdinaten. . . . . . . .. .. ..
5.1 Krummlinige orthogonale Koordinaten . . . . . . ... .. ... ... .....
5.2 Differentialoperatoren. . . . . . . . . . . ...

6  Allgemeine Zusammenhange zwischenFeldern. . . . . . .. .. ... ... .....

21



4 INHALTSVERZEICHNIS
6.1 Kontinuitatsgleichung. . . . . . . . . . . ... ... .. . 25
6.2 Darstellung von stationaren Feldern durch Quellen uirdé. . . . . . . . . .. 25
6.3 Feldgleichungen im zeitabhéngigenFall . . . . . . .. ... ... ... .... 30
Il Allgemeine Grundlagen der Maxwell-Theorie 33
1 Feldgleichungen . . . . . . . . . . . 33
2 Materialgleichungen. . . . . . . . . . 35
3 Polarisation und Magnetisierung. . . . . . . . . . . . ... e 36
4 Anisotropie und Inhomogenitat. . . . . . . ... oL 37
5 Bilanz der elektrischenLadung. . . . . . . . . . . . ... .. ... 37
6 Bilanz - Gleichungen. . . . . . . . . . 38
6.1 Bilanz der elektromagnetischenEnergie . . . . . . .. . . .. .. ... .... 38
6.2 Bilanz des elektromagnetischenlImpulses . . . . .. .. .. .. ... ... .. 39
6.3 Bilanz des elektromagnetischen Drehimpulses . . . . . . ... ... ... .. 41
7 Elektromagnetische Potentiale. . . . . . . . . . . ... ... . ... .. ... . ..., 42
8 Eichtransformationen . . . . . . . . . . . . 43
8.1 Lorentz-Eichung. . . . . . . . . . . 44
8.2 Coulomb-Eichung. . . . . . . . . . 45
9  Retardierte und avancierte Potentiale . . . . . . ... ... ... ... L. 47
10 Multipol- Entwicklung . . . . . . . L 50
11 Elektromagnetisches Feld einer bewegten Punktladung . . . . . .. .. .. ... .. 54
11.1  Lienard- Wiechert- Potentiale . . . . . . . . . ... ... . ... .. ... ... 54
11.2 Feldberechnung aus den Lienard - Wiechert - Potentiale. . . . . . ... . .. 56
11.3 Berechnungdes Poynting-Vektors. . . . . .. . ... ... ... .. ... .. 62
11.4 Abstrahlung . . . . . . . . . 62
11.5 Beispiele furstrahlendeLadung. . . . . . .. ... .. ... ... ....... 65
12 Elektromagnetische Wellen. . . . . . . . . . . ... o 66
12.1 Ebene Wellen in homogenen und isotropen Isolatoren . . . . . ... ... .. 66
12.2  Kugelwellen in homogenen und isotropen Isolatoren. . . . . . . .. ... .. 68
12.3 Ebene Wellen in homogenen und isotropen Leitern. . . . . . . ... ... .. 69
13 Grenzbedingungen des elektromagnetischen Feldes u&drdendichte. . . . . . . . . . 71
14 Elektromagnetische Kraftund Drehmoment . . . . . . .. .. ... ... ....... 74



INHALTSVERZEICHNIS 5

14.1 Elektromagnetische Kraftdichte . . . . . . .. ... ... ... .. .. ..... 75
14.2  Elektromagnetische Drehmomentendichte. . . . . . . . ... ... ... ... 77
[Il Einfihrung in die spezielle Relativitatstheorie 79
1 Die Relativitatsprinzipien der Newtonschen Mechanik dedElektrodynamik. . . . . . 79
2 Eigentliche Lorentz-Transformation . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ..... 81
3 Folgerungen aus der Lorentz-Transformation. . . . . . .. ... ... ......... 83
3.1 Relativierung der Gleichzeitigkeit . . . . . . .. .. ... ... ... ...... 83
3.2 Langenkontraktion . . . . . . ... 83
3.3 Zeitdilatation. . . . . ... 84
3.4 Additionstheoreme fur Geschwindigkeiten. . . . . . . . ... ... ... ... 85
4 DerMinkowski-Raum . . . . . .. 86
5 Lorentz-Transformation der elektromagnetischen GréRen . . . . . . . . .. ... .. 92
5.1 Tensoren im Minkowski-Raum (Definitionen). . . . . . . ... ... ... ... 94
5.2 Tensordarstellung der Maxwell-Theorie. . . . . . . .. .. ... ... ... .. 96
5.3 Durchfiihrung der Lorentz-Transformation elektronetgther GréRen . . . . . 99
5.4 Das elektromagentische Feld einer gleichformig besreBunktladung. . . . . . 101
6  Speziell-relativistische Punktmechanik . . . . . ... ... ... ... ......... 103
6.1 Vierdimensionale Bewegungsgleichung . . . . . . .. ... ... ... .. .. 103
6.2 Elektromagnetische Viererkraft . . . . . . . .. ... ... .. L. 106
IV Spezialfalle 107
1  StatischeselektrischesFeld . . . . . . . .. ... .. . . 107
1.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen . . . . . . . . ... .. ... .... 107
1.2 Feldberechnungen einfacher Ladungsverteilungen. . . . . . . ... ... .. 108
1.3 Feldberechnungen beim Vorhandenseinvon Leitern . . . . . . ... ... .. 110
1.4 Feldberechnung beim Vorhandensein dielektrischen@légechen . . . . . . . .. 114
15 Elektrostatische Energie eines Systems von Punkttggun. . . . . . . . .. .. 117
1.6 Elektrostatische Energie eines Systemsvon Leitern . . . . . . ... ... .. 119
1.7 Elektrische Multipole . . . . . . . . . . . . .. . ... 120
2  Statisches magnetischesFeld . . . . . . . .. .. ... ... . oo 122



6 INHALTSVERZEICHNIS

2.2 Brechungsgesetz fir B-Feldlinien. . . . . . .. .. ... ... ... ...... 123
2.3 Feld eines magnetischenDipols. . . . . . ... .. .. ... ... ....... 123
2.4 Homogen magnetisierte Kugel. . . . . . . . . . ... ... 124
3  Stationdres magnetischesFeld. . . . . . . .. . ... Lo 126
3.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen . . . . . . . .. ... ... ..... 126
3.2 Das Biot-Savart-Gesetz. . . . . . . . .. .. .. 127
3.3 Feldberechnungen . . . . . . . . . ... . . . . 128
4 Quasistationdres elektromagnetischesFeld . . . . . . .. .. .. ... ... 0. 130
4.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen . . . . . .. .. ... ... ..... 130
4.2 Magnetischer FluB und Induktion . . . . . ... ... ... ... ........ 131
4.3 Kirchhoffsche Regeln. . . . . . . . . . . .. .. . . . ... .. ... 132
4.4 Magnetische Energie eines Systems von Stromkreisen . . . . . . . ... .. 133
Satz: RIpX2¢

Wir danken Joachim Miiller und Christoph Koenders, die nét @ingagement und Sorgfalt die Giberarbei-
teten Fassungen dieses Skripts erstellt hat.

Braunschweig, 7. Méarz 2013

Uwe Motschmann und Sven Simon



KAPITEL |

VEKTORANALYSIS

Vektorfelder sind rAumlich variable Vektoren. Um die raiomé Variation zu beschreiben, miissen Vektor-
veranderungen betrachtet werden, d.h. raumliche Diffedguotienten. Beziehungen von Vektorfeldern
untereinander, einschliel3lich deren rdumliche und autliche Differentialquotienten, stellen partielle
Differentialgleichungen dar, die physikalische Situao und Prozesse beschreiben. Die Losung dieser
Gleichungen fihrt auf die Umkehroperation — die Integmatio diesem Abschnitt werden wichtige De-
finitionen und Satze zusammengestellt.

1 Integrale im dreidimensionalen Raum

1.1 Linienintegrale

Problem: Uber einen raumlich veranderlichen Vektor ist 1angs eir@gegebenen Kurve zu integrieren,
wobei nur die Komponente des Vektors tangential zur Kurteressiert.

Folgende Umschreibungen sind mdglich:

2
v(x)dx= [ v(x)dx= [ wds= [ (vidx+VodX +VvsdXs) . (1.1)
s o [ |

vt (X) ist die Tangentialkomponente vefx) anC, dsist das Bogenelement va@h Der rechte Term driickt
das Integral in den Komponenten eines kartesischen Kaateetisystems aus. Bei Kurven besonderer Sym-
metrie (Kreisbdgen, gerade Linien etc.) ist die Wahl einesigneten Basis-Systems (z.B. Kugelkoordina-
ten) zweckmafig.

\Von besonderer Bedeutung sind Linien-Integrale Giber desséne Wege, z.B.

Z= ¢v(x)dx . (1.2)
!

1. Beispiel X,

v P (1.3) :_j 4| ‘
= V = WX .
v(X) v o \ [Vl- %

sei ein zirkulares Stromungsfeldist die Zirkulation.

<

7
&=

X1

(a) Berechnung von Z entlang eines Kreises mit dem Ragius
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Fur die Geschwindigkeit der Strémung in Zylinderkoorderagyilt
Vp =0, vy=wp, v,=0

Das Integral k.2) ergibt in diesen Koordinaten

Z= f\_/(x)dx: / (Vodp + Vg pd¢ + v,d2)
Cs
Folglich

2
Z— § wp-pdd — [ wpldp — 2mepf
C(po) 0

(b) Berechnung von Z entlang eines Kreisring-Segmerges C

F51 \ X Davp = 0, liefern die radialen Wegstiicke keinen Beitrag. Wir ewdral
2~ [ wp?dp = w(pf - p3) ¢

X2
N
X
l ] X1
AN
Dieses Integral bedeutet die Arbeit, die verrichtet werden
muf3, um einen Massenpunkt von 1 nach 2 langs eines be-
stimmten Weges in diesem Kraftfeld zu bewegen.

Integration eines Kraftfeldds(x) zwischen zwei Punkten 1
und 2:

2
Aoy = / E(x)dx
1

aXo
SeiF(x) = ( axy ) mit der Konstantem > 0.
0

Verschieben vo®; nachP, auf zwei unterschiedlichen Wegen.
X2 linker Haken L

G

1 1
/E()_()dl(:/(FldX]_—i—deXz) :/deX2+/F1dX1
L L 0 0

1 1
R 1 X :/a-dez+/a-1dx1:a
\* 0 0

rechter Haken R

1 1

1 1
/E(>_<)d1<=/(F1dX1+ Fodx) = /Fldxl+/deXZZ/a'del-l-/a-ldXz: a
R R 0 0 0 0
Offensichtlich ist die verrichtete Arbeit auf beiden Weggrich. Fiir das angegebene Kraftfeld ist die
Arbeit generell wegunabhéngig, denn es gilt nach dem SatSebwarz

R

T X

oF

—=a
dxz
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1.2 Oberflachenintegrale

Problem:Im Raum ist eine Flache vorgegeben. Auf dieser Flache idtén @énren Punkten eine physika-
lische Grol3e (Skalar oder Vektor) gegeben. Das Integrabhgsikalischen Grof3e tber die Flache ist zu
bestimmen.

Die Oberflache kann beliebig gekrimmt sein. Im einfachsi@hist die Oberflache eine Koordinaten-
Ebene. Esist also eine zweifache Integration Gber die zigdildche beschreibenden Variablen auszufuh-
ren.

Die zu integrierende Funktion sei das Ska@r— x%. Die Integrationsflache liege
in der Ebenez = 0 und sei begrenzt durch die Geradegn- X2, X = 0 undx; = a.

Zu berechnen ist

, a X1 a x 2
/(xf—x%)dxldxzz/dxl/dxz (X2 —x3) :/dxl {xfxz— %xg] :/dxlgxfz :—éa“
A 0 0 0 ° 9

Die Integration Ubexr, mul3 zuerst ausgefuhrt werden, da ihre Greqzenthalt.

Oft sind die Integrale jedoch Uber beliebig gekriimmte Féich
auszufuihren. Dann ist die Flache in geeigneten Koordiragden
zustellen und das Integral auf diese neuen Koordinaten umzu
schreiben. Wie sich eine Linie (Kurve) durch einen Paramete
die Bogenlangs, beschreiben lafit, so ist eine Flache durch zwei
Parameter §, &») beschreibbar, die gleichzeitig ein Koordina-

tensystem auf der krummen Flache beschreiben. Die Panamete X1
darstellung der Flache lautet dann v
X = Xi(ElvEZ) ) i= 17 253 (|4)
Fur ein Linienelement auf der Flache folgt
2 9% 3 2 3 ax Ox
dx = § -=d& und ds = (dx)?= 2 d&dE 1.5
% k;@e‘k ék i;( X) k;:li: 9%, 95, &kdé (1.5)
Mit den Vektoren
1~ (%%%) e (%%%) (1.6)
- 0817081 084 - 082 082 9&2
und den metrischen Koeffizienten
gll — Q_(l) g(l) , 922 — g(z) . Q(Z) , glz — 921 — _(1) Q(Z) (|7)
folgt
2
ds = Z gd&dé . (1.8)
k=1

Diese Darstellung heiRt auch die erste GauRsche Fundafoemtder Flacheg'?(&1,&) =a¥ -a® =0
ist offenbar notwendig und hinreichend dafir, da3 die krdimgen Koordinateré; und &, orthogonal
sind, und zwar fur alle Punkte der Flache.
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Das von den Koordinatefy und &, aufgespannte Flachenelement ist definiert durch

ds=aVdé xa?dé, . (1.9)

Das Flachenelement st ein Vektor senkrecht auf der FlashHichtung der Normalen. Da

dS=|dg =/ (a® x a?)’d&;dE (1.10)
folgt wegen
2 2 2 2
(Qm xg<2>) - (§<1>) .(§<2>) - (§<1>. g<2>) (1.11)

fur den Betrag des Flachenelements

dS= \/gl1g22 — g12g21d &, dE, . (1.12)

Damit ist das Problem der Integration Uber eine beliebigel# auf ein einfaches zweidimensionales In-
tegral zuriickgefuhrt. Es bleiben lediglich Integrand untég¢rationsgrenzen durch die Flachenparameter
(-koordinaten) auszudrticken. Fir einfache Flachen wieeKutylinder oder Ebene ist es leicht, entspre-
chende Koordinaten zu finden.

Physikalisch treten Oberflachenintegrale oft nur in Vediimg mit ei-
&+dg; nem Vektor als Integranden in den Formen

& Lp://'i.d_s (1.13)
S

& §+d€;

oder »
g://\_/xd_s (1.14)
s
auf. Das Integra¥ heif3t Fluf3 der GroRRgdurch die Flach&. Wegen
j-dS=jndS (1.15)
wobei j die Normalkomponente darstellt, geht nur die Komponentej\&nkrecht zur Flache ein.

Wichtig ist auch hier wieder der Spezialfall des IntegrélsiieinegeschlosseneléacheS. Das Integral stellt
dann den gesamten aus dem umschlossenen Volumen austretdno® dar. Isv eine Geschwindigkeit
einer stromenden Flissigkeit, so ist y

[fos

s

das pro Zeiteinheit durch die FlacB&indurchgehende Flussigkeitsvolumen.jlsine Stromdichte, so ist

Jfies

S
der durch S flieRende Strom. Fir elektrische und magnetzelder heiRen

//g-d_s und /g-d_s

S S

elektrischer bzw. magnetischer Fluf3.
Bei der Form

é/\_/xd_s

gehen nur die Komponenten vendie parallel zur Flache S liegen, in das Integral ein.
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1.3 Volumenintegrale

Unter einem Volumenintegral versteht man die Integratiarmephysikalischen Gré3e tber ein dreidimen-
sionales Gebiet. Ein einfaches Beispiel ist die BerechrdergViasse eines Volumens bei vorgegebener

Massendicht@ (x): - .
M= [[] pav = [[[ prodddx . (1.16)
v v

Von kartesischen kann auf andere, der Symmetrie des Prelaegepalite Koordinaten umgerechnet wer-
den.

Ein weiteres Beispiel fiir ein Volumenintegral ist das Tréigdmoment eines Kérpers. Exemplarisch werde
hier das Tragheitsmoment eines Quaders mit den Kanterma@ge berechnet. Die Drehachse geht durch
den Schwerpunkt und ist parallel zuDie Dichtep ist konstant.

Dann gilt

lc= /p(x%+x§)dv - -

Quader X3

a/2 b/2 c/2 c/2
= / dxq / dxz/ dxz p (x4 +3)

—a/2 —b/2 —c/2 -al2 al2

3 b\ 2 X
P a\3 a\3 b
—5{{(5) -(-3) ]'b”a' <§> ‘(‘5) ]C} .
-C

__ pabc

o (@ +0°) = M (a®+1?)

12
Fur eine Kugel vom Radius R ergibt sich

Ir = / p (r?—r?cog 0)dv
Kugel
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Folglich erhalt man

c - lR=p / (r’)de
X3 Kugel

Massenelementim i
=p / r?sin’ 6 r’sin@drd@dg

Kdgel
- R 2m s
o “ :p/dr/d(p/der4sin39
o 0 0
m

— —2rrp§ /(1— cog 6)d(cosh)
0

= —gnpR5 Kcos@— CO§9)]:

3
2 4m 2 _ an
=z 3 ngMR2 m|tM_?R3p

2 Differentialoperatoren

2.1 Gradient

Startpunkt ist das skalare Fef(x). Jedem skalaren Feld lassen sich Flachen konstanter BBlel@p =
const) zuordnen, die wir als Aquipotentialflaichen bezeichneremlunabhingig davon, welche physika-
lische GroReb darstellt.

Problem: Wie &ndert sich das Feld beim Ubergang vomarachx + dx?
Diese Anderung ist offenbar
dP = P(x+dx) — P(X) = Iy, Pdxg + O, PdXo + Oy, PdXz . (1.17)

Die rechte Seite entspricht einem Skalarprodukt aus zwiioven; der eine hat die Komponentdp®,
der anderalx, wobei ein kartesisches Koordinatensystem mit den Basisken€ zugrunde gelegt ist.
Den Vektor der Ableitungen eines skalaren Feldes bezeichar als Gradienten.

gradd = dy, et + dy, De? + dy, de?

(1.18)
oder gradp = (dx, ®,dy, P, o, D)
Der Differentialoperator grad ist damit durch
gl’ad: (0)(170)(2,0)(3) (I.lg)
festgelegt. Ferner ist
dx= (dxq,dx, dx3) (1.20)

das vektorielle Linienelement. Damit kann die Anderung@elsles® tiberdx geschrieben werden als

dd = gradd - dx (1.22)
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Der Gradient eines skalaren Feldes stellt fir jexlemen Vektor dar. Die Operation grad ordnet jedem
skalaren Feld ein Vektorfeld zu, z.B.

E(x) = —grad®(x) bzw. F=-0® . (1.22)

Geometrisch bedeutet dies eine Zuordnung von FeldliniederuAquipotential-
flachen. An jedem Punkt der Aquipotentialflachen 14Rt sichlekales orthogo-
nales Koordinatensystem so einftihren, daf3 zwei Basisrigia in die jeweilige
Tangentialebene fallen. Fidix in der Tangentialebene verschwindi per defi-
nitionem. Nur fiir die dritte unabh&ngige Richtung senktechden Aquipotenti-
alflachen ist® # 0. D.h. aber, der Vektor grabl steht senkrecht auf den Aquipo-

E
tentialflachen. Der Betrag von grédst umgekehrt proportional zum Abstand der -
Aquipotentialflachen.

Eingangs wurde festgestellt, dal3 sich jedem SkalarfeldhdGradientenbildung @ >,> D,

ein Vektorfeld zuordnen 1aR3t. Gilt das auch umgekehrt? kiRteinem Vektorfeld
E durch Integration von

dd = —Fdxg — Fdx — Fsdxg = —F - dx

ein® zuordnen, so dalR = —dx, @ gilt? Um das zu gewéhrleisten, miissen naturlich die gertésaweiten
Ableitungen vor®d libereinstimmen, also

axiﬁqu) - 0)(] axiq) 5 | # J . (|23)

FurFE ist somit zu fordern
0X2F3 = 0X3F2 9 0X3 Fl - 0X1F3 ) aX]_ F2 = aXz Fl (|24)
(Satz von Schwarz). Wenn die Integrabilitatsbedingunigjkeist, istd® integrier- P,

bar und es existiert eii zugeordnete®. Physikalisch bedeutet dies die Wirbel-
freiheit vonE. Die Integration vord® zwischen zwei Raumpunktd® undP; ist

dann vom konkreten Weg unabhéngig. Es gilt R
¥ ¥
/ dd = — [ F-dx=®(x,) — D(x,) | (1.25)
Py Py

wodurch® bis auf eine beliebige Integrationskonstante festgestgt i

2.2 Divergenz und Gaul3scher Satz

Startpunkt ist ein Vektorfel& (x). In kartesischen Koordinaten ist die Divergenz Yodefiniert durch

leE: 0X1F1+0X2F2+0X3F3 . (|.26)

Per definitionem ist di ein Skalar. Die physikalische Bedeutung ergibt sich aus G@anf3schen Satz.
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| GauRscher SatZ

V ist ein Volumen un&die (geschlossene) Oberflache worDann gilt
///divEdV://Ed_S (1.27)
% s

Beweis:Zunachst gilt
E-dS=FE-ndS= (Fin; + Fonp 4 Feng)dS (1.28)

wobei n der Normaleneinheitsvektor auf dem Flachen-
randdSist. Wir betrachten vorerst nur den ersten Sum-
mandenF;n;dSund haltenx, undxs fest. Dazu betrach-
ten wir eine infinitesimal diinne Saule bei festgyrund

xz im VolumenV. Die Deckflachen der Saule simS
unddS'. Es sind Elemente vo& Weiterhin gilt

‘ ‘ ndS =dxdxs ,ndS =—dxdxs . (1.29)
\’ \” X1
% X Das ,Oberflachenintegral* eingeschrankt auf die Deck-
flachen der Saule ergibt dann
FlnldS: Fj_(X’{,Xz,Xg)ddeXg — Fj_(X&,Xz,Xg)ddeXg . (|.30)

dday

Wir betrachten nun die linke Seite des Gauf3schen Satzesaradimen das ,Volumenintegral” Gber die
Saule zunachst auch nur fiir den ersten Summanden der Dinzenigd erhalten

// dxlFldV:///ﬁxlFldxldxzd&,:[Fl(x’l/7x2,x3)—Fl(x’l,xz,m)]dx2d>@ .31

Saeule

Dies ist offensichtlich gleich dem aus der rechten Seite @asl3schen Satzes berechneten Ausdruck.
Aufsummieren tber alle SaulenVhergibt dann

// dxlFldV://FlnldS . (1.32)
\Y S

Fur die beiden anderen Summanden gilt analog

J|[ aFeav= [[Fanads . [[[ aaFeav= [[Renads . (1.33)
v 5 v £

Die Summe Uber die drei Anteile ergibt den Gaul3schen Sa&tzl.q.

Interpretation der Divergenz ‘

Das Skalarprodukf - dSbeschreibt den Fluf3 voR durch die FlachelS Nach dem Gaul3schen Satz ist
somit der Fluf? vorie durch die geschlossene FlacBgleich der im Volumen enthaltenen Divergenz von
E. divF beschreibt damit die Quellstarke des FelHesst

divE =0 vxeV |

dann ist das Volumeyi quellenfrei und der Gesamtflu® durch ¥i@mschlieBende Flact&verschwindet.
Quellen negativer Starke heiRen Senken.
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Der Gaul3sche Satz erméglicht noch eine koordinatenungeefinition der Divergenz. Dazu betrach-

ten wir den Grenzwert o .
im [[[ dvEav = iim [[E-ds .
V—0,/J. V—0..
\ S

Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnundergi

lim dVE-V = lim //E-d_S (1.34)
V—0 V—0
S
und folglich
1
dlvE_\I/linové/Ed§ . (1.35)

Die Divergenz eines Feldésin einem Punkk ist der Grenzwert des Quotienten aus dem Fluf3 durch eine
den Punkt umschlieende Oberflache und dem Volumen desselrigesenen Bereichs.

2.3 Rotation und Stokesscher Satz

Bei der Einfihrung des Gradienten hatten wir
oxFi=o4F , i#j , 1,j=123 (1.36)

als Bedingungen angegeben, dal’ sich ein VektoHedts Gradient eines Skala#sdarstellen lafit. Diese
Bedingungen lassen sich vektoriell zusammenfassen zu

0X2F3 - 0X3F2
rotF =0 mit rotk = Ox,F1—0dyF3 (1.37)
aX]_FZ - 0X2 Fl

rotF heifl3t die Rotation vok oder auchNirbelstarke Verschwindet roE heil3tFE wirbelfrei.

Um die Bedeutung der Rotation zu veranschaulichen begaetit zwei Geschwindigkeitsfeldgfx), w(x):

— WX WX
vx) =1 wx ;WX = wx : (1.38)
0 0

Diese Beispiele sind uns im Prinzip schon bekannt. Sie wuitieAbschnittl.1 skizziert und diskutiert.
Die Berechnung der Rotation der Felder ergibt

0 0
rotv = 0 , rotw=1| 0 | =0 . (1.39)
2w 0

Im ersten Fall ist rat senkrecht zur Strémungsebene gerichtet, die Strém@fglreht sich im positiven
Sinn um diexs-Achse. Das Feldv(x) hingegen ist wirbelfrei. Offenbar héngt das Verhalten voty mit
dem Verhalten der Zirkulation

Z:f\_/-dg( bzw. Z:j[v_v-dg

zusammen. Kondensiert ist dieser Zusammenhargtokesschen Satz

Stokesscher Satiz

/S/rot\_ﬁd_s_z{\_hdg( , (1.40)
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wobei S eine offene Flache un@ deren geschlossene Randkurve darstéll@ifenbar ist das Linienin-
tegral Uberv langs der Randkurv€ einer offenen Flach& gleich dem Oberflachenintegral Gber vot

In physikalischen Begrifflichkeiten bedeutet dies, dasAlikulation vonv langs einer vorgegebenen ge-
schlossenen Kurve gleich dem FluR vonwdtirch die von der Kurve umschlossenen Flache ist. Wie sich
die Flache innerhalb ihrer Randkurve aufspannt ist gleittigy Ist rotv = 0, das Feld also wirbelfrei,
verschwindet auch die Zirkulation.

Durch den Grenziibergang zu einer infinitesimal kleinenig&mit deren Normalem folgt

(rotv)n = n-rotv — Qﬂ‘oé f vdx (1.41)
c

als koordinatenunabhéangige Definition der Wirbelstéarke.

Zum Verstandnis der Bezeichnung ,Rotation” fihren wir n@@h einfaches Beispiel aus der Mechanik
an. Wir betrachten ein Teilchen am Getwelches mit der konstanten Winkelgeschwindigkeitm eine
Achse geflihrt wird. Dann gilt

<

=WXX . (1.42)
Rotationsbildung ergibt
w= %rot\_/ . (1.43)

Somit beschreibt ratden inv enthaltenen Rotationsanteil.

2.4 \Vektorgradient

Der Gradient wurde als Anderung eines Skalarfeldes beits&meiten undx eingefiihrt. Es soll nun ver-
sucht werden, eine dhnliche Beschreibung fiir ein Vektofalfinden. Gefragt ist also nach der Anderung
einer jeden Komponente eines Vektorfeldés) beim Fortschreiten urdx.

Es folgt unmittelbar

da = dx 0y, 8 + dXa0x, 8 + dXg0x; 8y

da = (dx-grad)a, (1-44)

Das Skalarprodukt ist hierbei zuerst auszufiihren. Veefsitties dyadischen Produktes — symbolisiert
durch® — laf3t sich auch schreibaeta = dx- grad® a.

2.5 Totale Differentiale

Wir betrachten ein VolumenelemedV in einer stromenden Flissigkeit. Das Volumenelement befind
sich zur Zeitt am Ortx und habe die Massendichpéx,t). Zur Zeitt + dt befindet sich eben dieses Volu-
menelement am Ort+ vdt und besitzt i.a. eine andere Massendighte+ vdt,t 4 dt), da sich aufgrund
der Stromungsverhaltnisse etwa der Druck auf die Flusgigkeert. An der Stellg befindet sich zur Zeit

t + dt ein anderes Volumenelement mit der Dicpt,t 4 dt).

Es ist also zu unterscheiden zwischen einer lokalen Diolliréing in der Zeitlt und der Dichteande-
rung eines in seiner Bewegung verfolgten Volumenelemdits letztere heil3t totale oder substantielle
Anderung, die erstere die partielle oder lokale Anderumgsfrechend werden die Differentialquotienten
bezeichnet. Der lokale oder partielle Differentialquotiist wie tblichd p (hier wird der Ortx festgehal-
ten). Der totale oder substantielle Differentialquotisht

1Beweis inSmirnow, Lehrgang der héheren Mathematik, Bd.Il, S.199
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i PXHVALEHAL) — p(xt)
dtp_AI:To At

tp =adp+yv-gradp

=op+dx-gradp (1.45)

Bei einer vektoriellen GroR3a(x,t), z.B. der Stromungsgeschwindigkeit selbst, ist entspeda(x +
vdt,t + dt) unda(x,t 4+ dt) mit a(x,t) zu vergleichen, und zwar fir jede Komponente getrennt. Rt

da=da+ (vgradja . (1.46)

Dies ist bereits ein Beispiel fur das Auftreten des Vektoadienten, der im vorhergehenden Abschnitt
eingeflhrt wurde.

Diese Uberlegungen zur substantiellen Anderung von Félm p(xt)
odera(x,t)) selbst, lassen sich nun auch auf Integrale Uber diese Feld-
grofRen anwenden, wobei sich das Integrationsgebiet jewéiibewegt.
Das umfaft die totale Anderung von Linienintegralen (iben siewe- Xt
gende Linien, von Oberflachenintegralen Giber sich beweg&merfla- - T

chen und von Volumenintegralen tiber sich bewegende Volaniiie totalen Ableitungen dieser Integrale
sollen hier nur angegeben werden, fir deren Ableitung visemewir z.B. aufSmirnow, Hohere Mathema-
tik, Bd.ll, S. 317-319

X+v dt, t+dt

Fir ein Linienintegralf a(x,t)dx, das langs einer sich mit der Geschwindigkeliewegenden und sich

C
deformierenden Kurv€ zu bilden ist, gilt

Gk / adx= / (da+grad(va) —v xrota) dx . (1.47)
C C

Fur ein Oberflachenintegral bei sich deformierender OlETé& gilt

d [[a(xt)-dS= [[ (da+rot(axyv)+vdiva)-dS (1.48)
s as- Jf

und fur ein Volumenintegral bei sich deformierenden Volurdefolgt

dt///PO_(,t)dV:/// (&p+div(pv))dV . (1.49)
\% \%

Auf den rechten Term kann desweiteren der Gau3sche Satwandewerden, was

& [[[pxvav= [[[ apav+ [[ py-ds (1.50)
\Y% \Y% S

ergibt.

2.6 Nabla-Operator

Die Schreibweise der Vektoranalysis laf3t sich unter Vedueig des Nabla-Operators vereinheitlichen. Er
ist durch

0=ebg, +e?4,+e3d, (1.51)
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in kartesischen Koordinaten definiert. Diverse Vektoragienen lassen sich damit wie folgt umschreiben:

grad® = 0@
dvE=0-F
rotF =0xF
do = (dx-O0)® = dx- 0P (1.52)
dF = (dx- O)F

dp=ap+(v-Up
da=da+ (v-O)a

Besonders bei mehrfachen Differentialoperationen laBtSivorteilhaft verwenden.

3 Mehrfache Differentialoperatoren

3.1 Laplace-Operator

Startpunkt ist ein skalares Fef(x). Wird zuerst der Gradient und danach die Divergenz gehigpangt
man zum Laplace-Operator.
AD = divgradd = 0- 0P = %P . (1.53)

Folglich ist in kartesischen Koordinaten
A=0F +05+ 0%, . (1.54)

Der Laplace-Operator ist auch auf Vektoren anwendbar. Arbtielle des Skalar® tritt eine Vektorkom-
ponente:
Aa= (divgradja= (O-0O)a . (1.55)

3.2 divrot

Die Divergenz der Rotation eines Vektors verschwindet imihenn
diviota=0-(Oxa)=(0x0)-a=0 (1.56)
rota ist somit immer quellenfrei. Folglich: Wenn ein FeBdx) quellenfrei ist,
divB=0
so laf3t sictB als Rotation eines beliebigen Feld®x) darstellen:

B=rotA . (1.57)

3.3 rotgrad

Die Rotation eines Gradienten eines Skalarfellés verschwindetimmer, denn
rotgradd =0 x (0P) = (Ox O)d=0 . (1.58)

Ein VektorfeldE(x), daR durch Gradientenbildung aus einem Skalarfg(kl) konstruiert wird, ist also
immer wirbelfrei. Sei
E(x) = —gradd(x)
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dann gilt
rotE(x) =0 . (1.59)

Diese Beziehung laf3t sich auch koordinatenunabhangigam$tiokesschen Satz deduzieren. In Abschnitt
2.1wurde die Wegunabhangigkeit des Linienintegrals

[ grade - dx—@(p;) - @ ()
Py

festgestellt. Folglich verschwindet das Integral tibeerigeschlossenen Weg und man erhalt

0= Y{gradcb-dg: //rotgra@dg . (1.60)
C ‘s

Da diese Beziehung nun fur jede beliebige Fla8ludt, ist zu folgern
rotgradb =0 . (1.61)
Umgekehrt folgt fur ein wirbelfreies Vektorfeld, d.h.
rotFf =0 ,
dafR ein Skalarfel@(x) existiert, so da als
F = —grad® (1.62)

konstruierbar ist.

3.4 Weitere Operatoren

In physikalischen Anwendungen tritt eine Vielzahl zusamgesetzter bzw. hintereinander auszufihrender
Differentialoperatoren auf. Es ist von Fall zu Fall zu eh&iden, ob man das Resultat selbst ableiten oder
lieber in einer Formelsammlung nachschlagen mochte. Dgsr&jen haufig auftretender Konstruktionen
beschleunigt sicherlich dann deren Ausrechnen.

Ox (0xA) = 0(0A) — D?A=0(0A) — AA

O(AxB) =B(0xA) - A0 xB) (1.63)
Ox (PA) = (O x A) —Ax 0P

O(PA) = POA+ ADD

4 Integralsatze

4.1 Derivate des Stokesschen und des Gaul3schen Satzes

Die fur uns wichtigen Integralsatze sind nach Stokes und3@nannt. Wir haben sie bereits wiederholt
verwendet und fuhren sie hier zur Vollstandigkeit nochraaifs

Stokesscher Satiz

7{5\-@(:/ OxA-dS | (1.64)
C S
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wobeiC die Randkurve der FlacHedarstellt.

f/.A'd—S: /V// DAdV (1.65)

S

| GauRscher Sat7

wobeiSdie Oberflache des VolumeNsdarstellt.

Diese Satze gelten nicht nur Uber die Summen, die die Skaldugte jeweils auf den linken und rech-
ten Seiten reprasentieren, sondern sogar tUber die eimz8imamanden getrennt. Kombiniert man diese
Summanden-Terme neu, gelangt man zu Derivaten des Stbkessiod des Gaul3schen Satzes, die mitun-

ter sehr nitzlich sind:
]fcbdgz//d_sX 0o | (1.66)
o} S

wobeiC der Rand der offenen Flaclast.

//CDd_S: /V//chdv (1.67)

S

//d_SxA:///DxAdV , (1.68)
V

S

wobeiSdie geschlossene Randflache des Voluméimt. Es tritt hier eine vektorielle Multiplikation mit
dSauf. Um ein Minuszeichen zu vermeiden, haben a&als ersten und den jeweiligen Integranden als
zweiten Faktor geschrieben. Beispielsweise gilt aberrhiettl

dSx A= —-AxdS . (1.69)
Die Beweise fiir die angegebenen Satze finden sich z.ESibé@now, Bd.ll, S.296
4.2 Die Greenschen Integralformeln

Fir einen Vektor, der aus zwei skalaren Feldern in der Form

E=o,00;
gebildet wird, liefert der Gaul3sche Satz
//'cblmcbz .dS— /// O(®00,)dV (1.70)
” o
Weiterhin ist
O(P10P,) = O, - Oy + DA, (1.71)
sowie
O, -dS=0,P»-dS (1.72)

wobeid,®, die Ableitung vord, in Richtung der Normalen voSbedeutet. So folgt dierste Greensche
Integralformel

// ®13h P, dS— /// (D1AD, + Oy - b)dV (1.73)
S \Y%

In dieser Gleichung kénnen widb; und®d, vertauschen und die neue von der alten Gleichung subteathier
Es resultiert mit

é / (D10 Ds — Dod®1)dS= /V / / (D1AD, — DHAD;)dV (1.74)
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die zweite Greensche Integralformel

Die Greenschen Integralformeln verbinden somit skalalédreind deren Normalenableitungen auf einer
geschlossenen Flaclgmit deren Funktionswerten im umschlossenen GebidDies ist sehr brauchbar
fur die L6sung gewisser partieller Differentialgleichemgwobei Gro3en und deren Ableitungen auf einer
Flache (=Rand) vorgegeben sind und deren Werte im Innearcgesind.

5 Differentialoperatoren in krummlinigen orthogonalen Koordina-
ten

5.1 Krummlinige orthogonale Koordinaten

Statt in einem kartesischen Koordinatensystem zu arhédtess oft zweckmaRig,
gekrimmte Koordinaten einzufiihren. Die wichtigsten sigtingler- und Kugel-
koordinaten. Sie sind zweckmaRig bei Problemen entspnelelié&Symmetrie.

Als Bezeichnungen wollen wity, X, X3 fur die kartesischen Koordinaten beibehal-
ten. Die dazugehdrigen Basisvektoren sne,, e;. Die krummlinigen Koordina-
ten werden allgemein mé&*, £2, &2 bezeichnet. Die dazugehérigen Basisvektoren
sind €, &,,&;. Im Unterschied zu deg sind die€ im Raum nicht mehr konstant;
sie sind aber in jedem Punkt des Raumes orthonormiert uddrbéin Rechtssystem.

Insbesondere gilt

g Ejzdj ivj:17253 (|75)
EixE=8 , &x&=8 , &XE=§
Das Differential des Ortsvektorggeht von
dr = dx.€, + dxe, + dxses
in
dr = hydg '8, + hod& 28, + hyd %8 (1.76)

uber. Die Koeffizienter; (&) sind Funktionen des Ortes und tragen der Nicht-Konstangder Raum
Rechnung. Das Linienelemet$ ergibt sich dann aus

d€ =dr-dr = ¢+ @+ dx@ = hZ (d&2)* + 13 (d£2)” + h3 (d3)° . (1.77)
Das vektorielle Flachenelement berechnet sich zu

dS= hohsd&2d&38, + hshdE3dE e, + hih,dE1dE %,

1.78
bzw. dS= (hhgd&2d&3 hshidé3dé, hhydétdé?) (.78)
Das VWolumenelement folgt schlie3lich zu
q»
dV = hihohsd&1dE2dES . (1.79)
Wir ermitteln nun diehj’s fir die wichtigen Falle von Zylinder- und Kugel- hyd&® hydg*

koordinaten.

Vorab betrachten wir ebene Polarkoordinatendit= p, 2 = ¢, & = €, undé, = g.



22 I. Vektoranalysis

Der Ortsvektor ist hier
r=pe, . (1.80)

Fur dessen Differential folgt
dr =dpe, + pde, (1.81)

ar Aus der Skizze liest man ab

-

» 80 dr =dpe, + pdge, (1.82)
Q

woraus offensichtlictie, = d¢e; folgt. Das ebene Linienelement ergibt
sich unmittelbar zu

ds® =dp?+p%d¢? | (1.83)

woraus abzulesen ist, daf
hy=1 und h,=p . (1.84)

Die Erweiterung zu Zylinderkoordinaten ist trivial. Wir enneré 3 = z, & = e,. Der Ortsvektor ist jetzt

I =pe,+28 (1.85)
und dessen Differential
dr =dpe, +pdoe; +dzg . (1.86)
&, ist konstant. Damit folgt
ds* = dp? + p?d¢p? + dZ (1.87)
und wir lesen ab
hp=1 , h2=p , hs3=1 . (|88)

So ergibt sich z.BdV = pdpd¢dz

In Kugelkoordinaten fiihren wir ein

glor L -0 £y

~ - - (1.89)
6=& , &=€6 , &=§&
o Fir den Ortsvektor gilt
e r=re . (1.90)
N 0}
[l b Dessen Differential ist nun
rsing._| ép
— _ dr =dre +rd6e; +rsinfdge, . (1.92)
>4y Es folgt
ds? = dr? 4 r?d6? + r?sir? 6d¢? (1.92)
und damit
h=1 , hy=r , hg=rsin6 . (1.93)
Hier erhalt man fiir das Volumenelement
dV =r?sinfdrdod¢ . (1.94)

Zur Vervollstandigung geben wir noch die Umrechnungen itdsasche Koordinaten an.
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Zylinderkoordinaten

X1 = pCOsp
Xp = pSing (1.95)
X3=12

Kugelkoordinaten

X1 = rsin@ cosg
X2 =rsin@sing (1.96)
X3 = rcosf

5.2 Differentialoperatoren

Fur krummlinige Koordinaten haben wir Linien-, Flachen Waotlmenelement angegeben. Zusammen mit
den Koordinatenunabhangigen Darstellungen reicht digstam die Vektoroperationen auszurechnen.

Aus seiner Definition folgt in Basisrichtung

O +hAE) —d(&) 1
id= | =—0:D . 1.97
(grad); A%To hiAé; |9 (1:97)
Wir benutzen
. . 1
d|vA_AI\|/rEOW//A~d_S (08 1.
s = ‘ o
,,,,,,,, Jdezaee
und betrachten den FIuR dSdurch die gegeniiberliegenden Flachigrd&3 g
bei &1 und&! -+ déT unter Beachtung von GL.78): & £+ dEt
— (Athzhs) (E1)dE2dE® + (Arhohs) (£ + dEH)dE2dE® = +0p1 (Arhohs)dEIEZES . (1.99)

Desgleichen fiir die Koordinatenrichtung&hund & 2. Summation der drei Terme und Division durch das
Volumenhyhshsd&1d&2déE 3 (GL.(1.79)) fuhrt auf

. 1
dvA= fre (afl(Alhzhg) + 0¢2(Achihg) + (953(A1h1h2)) . (1.100)
Wir gehen aus von
(rotA)n = lim i A-dx . (1.101)

AS—0AS,
K

Fir die Komponente in Richtung vt ist AS= h,h3d&2d&° und es folgt

(rotA); = lim Aghpd&? + Aghsdé®)

1 n
AS—0 hohsd&2déE3 7{ (
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Das Kurvenintegral ergibt

.Y{.(Azhzdfz) + (Aghad€®) = [(Ahy) (&%) — (Achy) (&% + dE°)] d&>+
[(Aghs) (&2 +d&?) — (Ashs)(£2)] dE® (1.102)

= — O53(Aoh)dE3dE? + 952 (Aghs)dE*dE®

Folglich gilt

(rotA); = (agz(Aghg) ags(Azhz)) . (1.103)

hohs
Die weiteren Komponenten folgen durch zyklische Vertausch

| Laplace-Operator|

E3+d£3
Nacheinanderausfuhrung von divgrad liefert

g3 B 1 hohs hshy hihy
32 2452 Acb—m(agl( h aglq) +052 h—agzq) +053 h—ag3q)

(1.204)
Wir merken noch an, daf3 diese Betrachtungen die Komponeeteviektoroperationen in dem krummli-
nigen orthogonalen Koordinatensystem liefern, als Fumkdieser neuen Koordinatén Die kartesischen
Koordinaten ausgedrickt duréhsehen anders aus und sind getrennt zu berechnen. Es istviain die
Differentialoperatoren in speziellen Koordinaten ausztinen. Wir geben die Resultate an.

Zylinderkoordinaten ‘

E _p 52 ¢53_Z Elzgpa: :_(paz&j:gz hl:17h2:p7h3:1

gradd = (dptb, %(94)@, dztb)

. 1 1
d|VA = Eﬁp (pAp) + EatpA(p + 0ZAZ

1 1 1 (1.105)
p p p
1 1
® = Z0,(pdp®) + 95+ 37D
P P
‘ Kugelkoordinaten ‘
Elzra52:9a53:¢ Elzgaz@z:@ea@s:@cp hl:11h2:rah3:r3ine
radd = ( g, P }0 CD ——0¢0
g - r ar ¢] |n6
divA— Z4 (r’A) + dg(sinBAg) + L,
=2 rsin6 0 o) sing % (1.106)

1 . 1 1 1
rotA = (m (06 (siNBA) — dpAs], g 9 (rAg), Fdr(rAg) — FdeA,)

9 (5iNBF®) + ——— 32

1
AP = =5, (r?0,®) +
r2 () r2sin?g ?

1
r2sin@



6 Allgemeine Zusammenhéange zwischen Feldern 25

6 Allgemeine Zusammenhange zwischen Feldern

6.1 Kontinuitatsgleichung

Wir betrachten eine Strémung. Durch diese wird eine phyisiétae Eigen- s,

schaft transportiert, deren Dichpéx,t) ist. Das kann eine Massen-, Teilchen-; -

Ladungs-, Energiedichte sein oder auch eine vektorieti&tiwie die Impuls- _——— |

dichte. e Y
?—’\

Die Stromungsgeschwindigkeit igfx,t). Dann ist Gber die Bildung von
i(xt) =p(xt) - v(xt) (1.107)

der Dichtep eine Stromdichtg zugeordnet. Das Flachenintegral tlpargibt gerade den Fluf?

”’://l'd_s . (1.108)
S

Darliberhinaus definieren wir noch den integralen FHufglurch

dw,

Der in der Zeitdt durch eine Flach& ausstromende integrale Fluf? ist
dw, = //i-d_Sdtz // divjdvdt= // div(pv)dvdt . (1.110)
g g -

Der durch das Ausstrémen auftretende Verlust an Menge dgrarseits

dw, :_// apdvdt | (.111)
%
wobeig,;p die lokale Anderung der Dichte ist. Wenn keine VernichtudgroErzeugung vop stattfindet,
mussen beide Ausdricke gleich sein, und zwar fur jedes \@tuumd jedes Zeitintervall. Dies erfordert
div(pv)+adp=0 bzw divj+ap=0 . (1.112)
Dies ist dieKontinuitatsgleichung Folgende andere Darstellungen sind moglich:

pdivv+v-grado+dp =0 ,

1.113
pdivv+dip =0 ( )
6.2 Darstellung von stationaren Feldern durch Quellen und Vifbel
Besitzt ein Feld=;(x) Quellen, so gilt
divE, #£0 . (1.114)
Die dem Feldr; zugeordnete Quellendichte g#ix). Dann gilt
divE,=p . (1.115)

Ein FeldF,(x) sei nicht wirbelfrei, also
rotk, #0 . (l.116)
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Die zugeordnete Wirbelstarke (Quellstromdichte)jsg) und es gilt
rotF,=j . (1.117)

Divergenzbildung ergibt
divj=0 . (1.118)

Sindp und j unabhangig, so sind es augh undE,. Wir wollen ein wirbel- und ein quellenfreies Feld aus
ihren Quellen und Stromdichten bestimmen. Fir die FeidarndF, gelte

rott; =0 divE, =0
divE;=p rotf, = j

Es handelt sich hierbei um lineare partielle Dgin. RjrundE», die nun geldst werden sollen. Die ersten
beiden Gleichungen lassen sich durch

F,=—grad® , F,=rotA (1.119)

befriedigen, d.h. die Bestimmung véfy, undE, ist auf die Bestimmung vo®’ und A’ zurtickgefuhrt.
@' heilt das skalare Potential des Fel#gsund A’ das Vektorpotential voi ,. Einsetzen in die beiden
verbleibenden Gleichungen liefert

divgradd’ =Ad' = —p

. . 1.120
rotrotA’ = grad divA' — AA = j ( )
Die Potentiale sind nicht eindeutig bestimmt. Offenbargindich die FeldeF, undF, und damit auch
der primére Zusammenhang zwischen Quellen und Feldert, mielnn die Potentiale einer sogenannten
~Eichtransformation*

©=d'+C , A=A +gradx(x) (1.121)

unterworfen werden. FiF; undF, ist es unerheblich, o® und A oder® undA’ verwendet werderC
ist eine beliebige raumliche Konstanjg(x) ist eine beliebige Funktion vox Mit ihrer Hilfe ist es z.B.
immer madglich, das Vektorpotential so zu eichen, da®divO wird (Coulombeichung). Dann gilt

AP=—p |, M=—j . (1.122)

Dies sind Poisson-Gleichungen fiir die Potentiale, die dalsl®m im stationaren Fall vollstédndig beschrei-
ben. Die (inhomogenen) Lésungen lauten

@@):é%LUwgggpv/,
A(x)—%///%dv

Die Lésung im Aufpunkk ergibt sich als Volumenintegral tiber die Quellstarken laraQuellpunkterx’
dividiert durch den jeweiligen Abstand zwischen Quell- undpunkt.

(1.123)

Bevor wir den Beweis fiir diese Formeln antreten, prufen warichbedingung dik = 0. Es folgt

(1.124)

Da der Divergenzoperator div nur auf die Aufpunktaicht aber auf die Quellpunkté wirkt, 1aRt sich
(1.224) umformen zu
i) 1 X=X

zl(x’)gradm = —l(l(/)m

(1.125)
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Wir fihren nun die Operatoren divund grad ein, die gerade auf die Quellpunktewirken und nicht auf
die Aufpunktex und erhalten

x—x 1 i) divij(X)
160 = = 1000rad = = IV L S T (1.126)
Da aber im stationéren Fall di(x') = 0 gilt, erhalten wir durch Vergleich mit.025)
) i)
Wi~ M ] (427

und damit

dlvA_——///dV’dlv = X, - // S |>< X, . (1.128)

Wir nehmen inselartige Quellstromdichten an und erstnecke Oberflache jenseits dieser Inseln, so daf3
das Oberflachenintegral verschwindet. Im Extremfall kaienQberflaches des Volumend/ ins Unend-
liche verlagert werden, wo natirlich auch keine Stréme déire[®amit verschwindet die rechte Seite und
divA = O ist erftllt, g.e.d.

Wir kommen nun zum Beweis der Losungsformélt23). Ausgangspunkt ist die zweite Greensche Inte-
gralformel (GI.(.74))

//.((Dlanq)Z_q)Zanq)l)dS: ///((DlA/q)z—(DzA/(Dl)dV/ : (1.129)
) A

die fur folgende Situation angepalf3t wird:

Op== , B=0® , r=[x—x]

V ist zunachst eine Hohlkugel mit dem Innenradfusind dem AufRenradius
Ra. R werden wir spater gegen 0 uld gegeno gehen lassen. Die Dichje
sei inselartig, und mége bei verschwinden. Die Oberflache ist entsprechend R A
S=SUS,. Das Zentrum der Hohlkugel ist der Aufpuniin dem das Potential
zu berechnen isK ist ein beliebiger Quellpunkt der Dichggx'). Dann gilt

é/ <%anq>—q>an<%)>ds_ /V// (%A’(D—(DA’%) dv/ . (1130)

Weiterhin ist

at|l =L (1.131)

R ‘ R R
Der Grenziibergang, — o flihrt zum Verschwinden des entsprechenden Anteils desfl@bleenintegrals
(dap inselartig) und es folgt

é/ <—%drd>’Ri—CD(Ri)%> dS_/V/ %A’CDdV/—/V/ qu’%dv’ . (1.132)

Nun ist der Grenziibergariy — 0 auszufiihren. Die Terme ergeben folgende Anteile:

anCD‘Ri:—drCD‘Ri , an%’

//Ra, ‘ 7/71% ’ RPsin6d6dg — 0 . (1.133)
00
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solanged; @ | r endlich bleibt.

//qa > ds— //qa R12R125|n9d9d¢ — 4m(x) (1134)

JJf o~ [[] 2¥av . (1.135)

wobei die Ausgangsgleichudgb = —p benutzt wurde.

//'¢A’(%)dv/:o , da A’(%)EEO : (1.136)

Die nichtverschwindenden Anteile ergeben zusammen

— 4md(x /// " ) av' qed. (1.137)

Fur das Vektorpotential gilt wegen der komponentenweisgmBquivalenz analoges.

Aus den Potentialen kdnnen nun noch die Felder bestimmtemerd

Fl(g):—grad/%/g(_)_(;(), 4n///p|x x’|3 dV’ ’
_mt/%/b_(i(—)_(/)_z/ 471///J |x— x’|3 d/

Im stationaren Fall sind damit die Felder durch Quellen umdrSe (Wirbel) bestimmt.

(1.138)

| Hauptsatz der Vektoranalysis (Helmholtz-Theorem)

Bisher haben wir zwei getrennte Probleme betrachtet: Zuraredas wirbelfreie Felé,(x) und seine
Quellenp(x) und zum anderen das quellenfreie FEl(x) und seine Wirbej (x). Wir betrachten nun das
Summenfeld= = F; + E,. Dann ist klar, dafE aus einem quellen- und einem wirbelfreien Anteil besteht
und es gilt

divE =divE;=p ,

. (1.239)

rotk =rotk, = ]

Wir fragen nun umgekehrt: Zu I6sen ist das System
dvE=p , rotE=]j

Ist die Lésung dannimmer in der Foilfn= F; +F, mitdivE, = 0 und rof ; = 0 darstellbar? Die Antwort
liefert derHauptsatz der Vektoranalysis

Das Problem besteht aus den Dgin.
dvE=p und roft=j aufVv (1.240)
und der Randbedingung

Fn:=FE-n=g(x) aufS (Sist Rand vorV, nist

1.141
auRerer Normalenvektor) ( )
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ist eindeutig I6sbar, wenn

V c %° beschrankt und einfach zusammenhangend mit glattem &and

ist.

Beweis: B

Annahme zweier LosungéhundF des Randwertproblems. Dann erfullt
OE:=F-EF

das Randwertproblem

divoF =divF —divF=p—p=0 aufVv

rotdF = rotF — rotF = i—i=0 aufVv
OF:=(F—F)-n=g—g=0 aufS
Wegen
rotokF =0
kann
OF = —grady , Y beliebige Funktion
gesetzt werden. Wegen
divoE =0

folgt
divgrady =Apy =0

Die erste Greensche Integralformel

/ eAYdV + /grad(pgradt,udv = f @gradydS
v % s

liefert mit @ = ¢ undAyY =0

/(gradtp)zdv = ftpgradwd_s

%
/ (3F)? ]( woF dS
%
- 7( WaE nds
s
- f WSFdS
s
Da oF, = 0 aufSfolgt _
/ (8F)2dV =0
v
Der Integrand kann nicht negativ werden, somit folgt
OF =0. g.e.d.

(1.142)

(1.143)

(1.144)

(1.145)

Flrinselartige Quellenp(x) ist der Satz auf unbegren2teausdehnbar. Dazu betrachten Wi rIim K,
wobeiK eine Kugel vom Radiusist. Mit Q bezeichnen wir die Gesamtquellstarke im Raum, also

= lim /pdV

r—oo

(1.146)
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Dann folgt
Q= rlml, dIVF dv = I|m gdS— I|m 47Tg( )or (1.147)
S
bzw.
Q
rIman_rImg_rlmm . (1.148)

Es ist also zu fordern, da®, hinreichend schnell ins Unendliche hin abfallt, ndmlich
1 .
F.O P far r— oo . (1.149)

Zu prifenist, ob diese Forderung mit der bekannten Loswngel fur endliche Gebiete

dv’ (1.150)

PX)(x—X)+j(X) x (x—X)
E:4n/ |x—x13

konsistent ist. Nun gilt

im [ 7"('—’;()_(’—()_63’—‘/) dV’:/p@_d)dv/_A _ 9,

r—oo

sowie (1.151)

. jx '
rlmo/ |x x’|3 /J ><ndV

Skalare Multiplikation mit eliminiert j x nund es verbleibt der Nachwies
der geforderten Konsistenz

inselartigep(x’)

rIim Fr=IlimEFn=—= . (1.152)

Die Losungsformel fUF ist also auch auf unbegrenzte Gebiete anwendbar, wenn dite@Qunselartig
sind.

6.3 Feldgleichungen im zeitabhangigen Fall

Die Quellenp(x) und Wirbel j(x) seien nicht unabhangig und auch nicht stationar, sonderchdiie
Kontinuitatsgleichungl(112) verbunden. Somit ist i.a. div# 0 und damit auctj # rotF,. Diese letzte
Gleichung muB einen Zusatz bekommen, derjdiv—adp kompensiert. Das wird durchF, geleistet,
also

roth,=j+akF; . (1.153)

Die Gleichung difF, = 0 bleibt dabei unverandert. Die im stationéaren Fall gulBgziehung roE; = 0
kann deshalb auch mit dem zuséatzlichen TerRy, versehen werden, also

rotF, = —aF, (1.154)

um die ,Symmetrie* wieder herzustellen. Die nichtstatiomérallgemeinerten Gleichungen stellen wir
jetzt nochmals zusammen:

rotF; = —&F, divF, =0 (1.155)
rotk,=j+akF;, divEj=p . (1.156)
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Tatsachlich sind dies bereits die Maxwellschen Gleichurdgs elektromagnetischen Feldes im Vakuum.
Die Quellenp(x) sind die elektrischen Ladungen, die Wir¢x) die durch bewegte Ladungen hervorge-
rufenen Stromek ; = E ist das elektrische Feld:, = B ist die magnetische Induktion. Es ist zu beachten,
daf hierp und j noch nicht physikalisch skaliert sind. Eine Erweiterurtgiisch moglich, namlich

rOtEl = —a[Ez diVEZ = O (|157)
rotG, =j+aG, divG =p . (1.158)
Damit sind auch alle Forderungen erfillt. Allerdings feditt Zusammenhang zwischen den Feldeumd

G, der erst durch die Physik geliefert wird. Die vier Gleiclgen sind die Maxwellschen Gleichungen fiir
Felder in Medien. Es sind dann

E:=E das elektrische Feld,

E,=B die magnetische Induktion,

G, =D die dielektrische Verschiebung,
G,=H die magnetische Feldstéarke.






KAPITEL Il

ALLGEMEINE GRUNDLAGEN DER
M AXWELL -THEORIE

1 Feldgleichungen

Im Kapitel ,,Vektoranalysis“ haben wir auf mathematischeregd tGiber allgemeine Strukturen und Zusam-
menhé&nge von Vektorfeldern an die Maxwell-Gleichungemhgefihrt. In diesem Abschnitt werden die
Maxwell-Gleichungen nun axiomatisch eingefuihrt, phybksich interpretiert und Konklusionen abgeleitet.

In ruhenden Medien lauten die Maxwell-Gleichungen:

rotH =aD + | (1.2)
divD=0p (1.2)
rotE = —ad:B (1.3)
divB=20 (1.4)

elektrische Feldstarke
magnetische Induktion
dielektrische Verschiebung
magnetische Feldstarke
elektrische Stromdichte

© = |T | lw m

elektrische Ladungsdichte

(11.1) und (1.2) bilden das inhomogene Systerfi; ) und (I.4) das homogene Systeip.und j sind die
Quellen (und Wirbel) des elektromagnetischen Feldes, @idrnthomogenitaten des Systenk1) und
(11.2) bilden.

Die Stromdichte kann unterteilt werden in

j=j e (I1.5)

j(@ symbolisiert den konduktiven Strom (Leitungsstrom), veittrj(©) = pv den konvektiven Strom
(Ladungsstrom) darstellt.

Als Bezeichnungen werden auch verwendet:

e (11.1) Ampéresches Durchflutungsgesetz
e (I.2) GauRRsches Gesetz

e (11.3) Faradaysches Induktionsgesetz
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o (1L4)?

‘ Integrale Form der Maxwell-GIeichungen‘

Auf (11.1) und (1.3) ist der Stokessche Satz anzuwenden. Dazu
dS=dSn betrachten wir eine Flach®im Raum, die von der Kontu€
berandet wird. Es folgt

aus(l.l) = /rotﬂ-d_S:/(dtQJri)-dS

S S
c o N fﬂ-dzzdt/g-d_su. (11.6)
C S

J ist der Gesamtstrom durch die Flache
aus (1.3) = /rotg-d_S:—/dIE-d_S

S S
- E.dx=—d [B-dS= —ci®. (11.7)
feora]

@ ist der magnetische Fluf3 dur&Weiterhin werden folgende Bezeichnungen benutzt:

D-ds . elektrischer FluR
s
P
Vio = /E-dg( . elektrische Spannung
Py

P
S, = —/ﬂ- dx : magnetische Spannung
Py

ds Auf (11.2) und (1.4) ist der GauBBsche Satz anzuwenden. Dazu betrachten wir ein
VolumenV, dal3 von der geschlossenen Fla&ieerandet wird. Es folgt

aus(12) = [divDdv= [pdv
Jower= ]
- fpds-Q . (11.8)
S

Q ist die Gesamtladung im Voluman Der elektrische Fluf3 durch die OberflacBést gleich der einge-
schlossenen Gesamtladung.

aus (1.4) = /divEdV:O
7
N fﬁ-d_s:o. (11.9)
S

Der magnetische Fluf3 durch eine geschlossene Flache wansigt. Es gibt keine magnetischen Monopo-
le.
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2 Materialgleichungen

Das einfachste ,Material” ist dagakuum. Dort besteht ein sehr einfacher Zusammenhang zwischen den
elektrischen und magnetischen Grof3en jeweils untereerand

D=¢gE (1.10)
H =«koB (1.12)
mit
£ = 8,86- 10*12\'?—:] (Influenzkonstante oder Dielektrizitatskonstante desuvahs)
Ko— — —1,256.10°6. (Induktionskonstante)
0= T Ho =4, Am
Esgilt &uo = 0_12 , C= 29979% (Vakuumlichtgeschwindigkeit)
Die resultierenden Maxwell-Gleichungen des Vakuums
rotB = C—lzﬁtEJr Hoj (1.12)
divE = 1p (1.13)
&
rotE = —a.B (1.14)
divB=0 (1.15)

liefern die FeldeiE undB in jedem Punkt des Raumes, sobald die Quetlemd j spezifiziert sind. FUr
eine kleine Anzahl definierter Quellen stellt die Bestimmuter FeldelE und B ein technisch losbares
Problem dar; praktisch unlésbar sind die Gleichungen fiie eiakroskopische Anzahl von Quellen.

In diesem Zusammenhang spielen zwei Aspekte eine RolleeiDerist die immens grof3e Zahl einzelner
Quellen, namlich die der geladenen Teilchen in der Hulleiomern eines Atoms oder die der Elektronen

und lonen in einem Plasma. Der andere ist die Tatsache, daftetkillierte Verhalten der Felder auf ato-

maren Raumskalen fur makroskopische Beobachtungen molBedeutung ist. Entscheidend ist dann der
Mittelwert Gber ein Volumen, das grof3 ist im Vergleich zusratren Struktur. Solche gemittelten Grof3en
werden makroskopische Felder bzw. Quellen genannt, fllbeB§mmte Materialgleichungen gelten. lhre

allgemeine Form ist

(E.B) (11.16)

D
H=H(E,B) (1.17)

b
H

Fur leitende Medien tritt noch das verallgemeinerte Ohrasgbsetz
i=I(EB) (11.18)

hinzu. Die funktionale Abhangigkeit kann mitunter komeiz sein, etwa nichtlinear oder von der Vorge-
schichte abhangig (Hysterese-Effekt).

In den meisten Materialien gilt jedoch ein linearer Zusamhang (ruhende Medien, ohne Remanenz)

D =egE (1.19)
H =Kok B (11.20)
£ Tensor der Dielektrizitat

[any

K=U reziproker Permeabilitéatstensor

U Permeabilitatstensor
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Analog gehorcht die konduktive Stromdichte in sehr vielélidh dem Gesetz (ruhendes Medium)
j=gE mitdem Leitfahigkeitstensag. (1.22)
Fur ein mit der Geschwindigkeitbewegtes Medium gilt

i=g(E+vxB) . (1.22)

1)

, 4 undg drlcken die lineare Reaktion des Mediums auf die EinwirkdegFeldeiE undB aus.

Korrekt gilt dieser multiplikative Zusammenhang nur fiie daum-zeitlichen Fourierkomponenten der je-
weiligen Feldgréfen, z.B.

D(k, w) = &g(k,w) -E(k,w) . (11.23)

Fur die untransformierten Feldkomponenten ist der Zusamhiagg i.a. nichtlokal und nicht instantan, d.h.
z.B.

Dixt) =g [dV [ di gl V)EX-K.t-1) . (11.24)
v/ 0

FlrH(x,t) gilt analogesD(x,t) ist somit eine Faltung (Konvolution) aggx,t) undE(x,t). Entsprechend
einem mathematischen Satz ist die Fouriertransformi@rgs &altung gleich dem Produkt der jeweiligen
Fouriertransformierten.

Im weiteren wollen wir die BeziehungeH.@9) und (1.20) als Standardsituation zugrunde legen.

3 Polarisation und Magnetisierung

Die Materialgleichungen;19) und (1.20) kbnnen umgeformt werden zu

=&EE=&E+P , (11.25)
= HoMH = po(H+ M) (11.26)

Fur dieelektrische PolarisationP ergibt sich

P=g(e-DE=xE . (1.27)

Eingeflhrt wurde der Tensor defektrischen Suszeptibilitat e

Xe=¢&(e—-1) . (1.28)
Fur die Magnetisierung (nagnetische Polarisatiop M gilt entsprechend

M=(p-DH=XxnH . (11.29)

Fur diemagnetische Suszeptibilitagilt

Xm= (-1 . (11.30)

Im Vakuum gilt offensichtliciP =0,M = 0.
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4 Anisotropie und Inhomogenitat

Anisotropie: g, p und g sind Tensoren.

[ ] [ ]
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5 =
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.
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”g?“ IS
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ﬁ I
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>
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~
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@

Homogenitat dy,g = 0, Ot =0, 05,0 =0.%a ist eine beliebige Komponente van= (x1,X2,X3).

Vakuum: Isotropie & Homogenitat& =1, u=1/k =1,0 =0.

5 Bilanz der elektrischen Ladung

Die Diskussion der Ladung und des Stroms war fiir uns ein wgeh®Punkt, um im Kapitel die Struktur
der Maxwell-Gleichungen zu erschlie3en. Es ist somit nighmtvunderlich, daf3 diese eine Ladungsbilanz
enthalten.

Ausgangsgleichung ist das Ampéresche Durchflutungsgesetz
rotH=aD+j . (1.32)

Divergenzbildung ergibt
divrotH = gdivD+divj=0 . (1.32)

Einarbeiten von dild = p ergibt die Kontinuitatsgleichung
dp+divi=0 . (1.33)

Anwendung des Gaul3schen Satzes uberfihrt diese lokateBilaine globale:

d[/pdv+/dividV:dIQJrfi-d_S:O . (11.34)
v v S
Die Gesamtladung im Volumenh
Q- [ pav
v
andert sich zeitlich tber die durch die Oberfla8féeRenden Strome:
dtQ:_]{l'd_S : (11.35)
S

Die Ladung verringert sich bei nach aul3en abflieBenden &mom
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6 Bilanz - Gleichungen

6.1 Bilanz der elektromagnetischen Energie

Durchflutungs- und Induktionsgesetz werden in folgendas@miteinander kombiniert:
E-rotH=E-4D+E-j
H-rotE = —HaB

Das ergibt
E-rotH —H-rotE=E&D+H&B+E-j . (11.36)

Die GroRe

heil3tPoynting-Vektor. Sie hat den Charakter einer Energiestromdichte.

Folglich ergibt sich zunéchst
divl+E&D+HAB+E-j=0 . (1.37)

Die weitere Umformung dieser Gleichung wird unter der Amnaheines elektrisch wie magnetisch li-
nearen Mediums gemacht; auBerdem seien die MaterialEmgeitunabhangig und symmetrisch. Diese
Annahmen sind in verlustfreien Medien erfullt. Dann gilt

EAD = &E - (¢E) = 2034 (E-€E) = 3&(E-D) , (11.38)
da 3&(E-£E) = ;(AE)EE + 3ER(£E)

= 2EQ(EE) + ZEX(€E)

=Ea(¢E) ,
sowie 1
HaB= éﬁt(ﬂ-ﬁ) : (11.39)
Wir fihren mittels 1
u=3(E-D+H-B) (11.40)

die elektromagnetische Energiedichtein und vermittels

L(Joule _ (11.42)

die Joulesche VerlustleistungsdichteDann kann(.37) zusammengefal3t werden zu
du-+divl = —LO°%8  (Poyntingscher Satz). (11.42)

Diese Beziehung beschreibt die lokale Energiebilanz. afalgt die globale Energiebilanz durch An-
wendung des Gaul3schen Satzes auf ein Voluhen

dh [udv+ [dviav = [LOeav
\4 vV v

Die Grol3e _
U= /udV
v
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ist die elektromagnetische Gesamtenergie im VolumeRs folgt

dU+ fn-ds—— [LOeav . (11.43)
S \%

Die Gesamtenergie M andert sich durch den Energieflifl - dSdurch die Oberflach8vonV und durch
die Jouleschen Verluste im Volum&nInnerhalb der Jouleschen Verluste wird elektromagneti§mergie
in eine andere Energieform (Teilchenenergie, Warme etegawandelt.

In Medien, die nicht durch eine lineare Materialgleichuregdhrieben werden, treten im Poyntingschen
Satz Zusatzterme auf, z.B. aufgrund

e remanenter Magnetisierungen und Hysterese in ferromsgheh Materialien

e nichtlinearer Polarisationen in nichtlinear-optischeedién

Weitere Terme konnen auftreten durch Asymmetrien des léddde # gT M # ET) und Zeitabhangig-
keiten der Materialtensorgige # 0, & i # 0). -

6.2 Bilanz des elektromagnetischen Impulses

Durchflutungs- und Induktionsgesetz werden in folgendas@miteinander kombiniert:
rotH xB=gD xB+jxB }

DxrotE=-DxaB

Das ergibt
DxrotE—rotHxB=-DxaB-adDxB—-|xB (11.44)
=-a(DxB)—]xB. (11.45)
Die GroRRe
E:QX@

heil3telektromagnetische Impulsdichte Man verifiziert die aus der Mechanik bekannte Mafeinheit fii
eine Impulsdichte:

(0]~ [DI(B] = [&o][E][B] - o2 L Y5 _VAS _Nms_No

Somit ergibt sich zun&chst

(11.46)

dp+DxrotE—rotH xB=—j xB. (1.47)

Da mittlerweile die Struktur von Bilanzgleichungen scham¢gertrautist, liegt es nahe nach Umformungen
zu suchen, die die rot enthaltenden Terme in eine Divergbadiihren. Um die Rechnung tiberschaubar
zu halten, wollen wir nur recht einfache Materialgleichendpetrachten:

D=¢g&eE , H=kokB (lineare Medien) (11.48)
mit da€=0 , Oxk=0 (homogene Materialien) (11.49)
e=¢' , K=kK'  (symmetrische Materialtensoren) (11.50)
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Dann folgt nach der unten angegebenen Nebenrechnung

D x r0tE = 6y, (2DE 8ac — DcEa) + EadivD (I1.51)

Nl N

Die in diesem Term enthaltene Grof3e
3:=EoD+HoB-;(ED+HB)1=EoD+HoB-ul (11.53)
in Komponentenschreibweise
3 ab = EaDp + HaBp — udsp (11.54)

heiRtMaxwellscher SpannungstensarFur die Medien mit vorausgesetzten symmetrischen Méitenia
soren ist der Spannungstensor ein symmetrischer Tensor:

I=3"  bzw.  Zap=Zha (11.55)

Im Abschnitt 12 greifen wir den Maxwellschen Spannungstemseder auf und betrachten eine Darstel-
lung, die auch flr nichtsymmetrische Materialtensoren gil B
Hier benutzen wir den Spannungstensor, um die Impuls - kh@ek als negativen Maxwellschen Span-
nungstensor zu definieren: -

I=-% (11.56)
Man verifiziere die aus der Mechanik bekannte MalReinheiifie Impuls - Flu3dichte:
- AsV?2 VAs Nm Nsm Ns
= = 2*——:—:—:——:—

Setzen wir die Impuls - FluRdichte in die Bilanzgleichung end ersetzen die Divergenz - Terme entspre-
chend der Maxwellgleichungen, so folgt

& Pa+ axciac = —pPEa—(j xB)a (11.58)

Der Term

Ks = PEa+ (j x B)a (1.59)

ist die Lorentz - Kraftdichte. Wir werden sie in Aschnitt 1@ah genauer untersuchen.

Wenn man die a-Komponente v&aa als Vektor auffaf3t, dann ist
Oc2ca (11.60)

gerade die Divergenz dieses Vektors und die Impuls - Bilatzlle erwartete bekannte Form einer Bilanz
- Gleichung.

Zur Interpretation der Impuls - Bilanz lassen wir die ImpuRuf3dichte zunachst auRer acht; z.B. mégen
alle Felder raumlich homogen sein. Schreiben wir:

Ap = —(pE+ j x B)At, (11.61)

so liegt die Interpretation auf der Hand. Links steht diedvieterung der Impulsdichte des elektromagne-
tischen Feldes und rechts die negative Veranderung derl$diphte, die von allen Ladungen und Str6-
mungen getragen wird. Die Summe aus beiden bleibt konstéind. die Impuls- FluRdichte mit in die
Betrachtung einbezogen, so beschreibt dieser Term dasanéglu- oder AbflieRen von Impuls.
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Nebenrechnung:
. [gg X rotE} = EabcEhd Ed Ecef Oxe Ef (1.62)
- a
Mit  €apcEcef = Oaelht — Jaf Ope (11.63)
= (Gaebt — Oaf Ove) End Ed O%eE+ (11.64)
= &pd Ed Ox,Ep — &pdEd Ox,Ea (11.65)
= B (5dEnEq) — £cdEa FcEa (11.66)
= 5xc(— &bd B Ed Oac — €cd Ed Ea) + €cd EaOx Ed (11.67)
[gg x rotg] - axc( €bd E Eq Oac — £cd Eq Ea) + Eadk (6cd Eq) (1.68)
(11.70)
o [mtéﬁ x B] A= EabcEbdel Oxg Ket Bt )Be = €ancEndeKet BeOxy Bt (1.71)
Mit  EapcEbde = —(Oad Oce — Oaecd) (11.72)
= —(%ad Oce — OaeOcd) Ke f BcOxy Bt (1.73)
{%( KbdBoBua) — Kad Bcachd} (1.75)
{0& 5 Kbd Bo Bd 5ac—KadBch)+KadBdachc} (11.76)
[rotkBx B], = {5& Kbd Bb Bd Oac — Kad Bd Bc) + Kad By 3xCBc} (1.77)
[rotH x BJ, {axc IHB&.— Hch)+Hadchc} (1.78)

6.3 Bilanz des elektromagnetischen Drehimpulses

Aus der Bilanz des Impulses kann die Bilanzgleichung furelektromagnetischen Drehimpuls gewonnen
werden. In Analogie zur Mechanik wird die elektromagnédtesBrehimpulsdichte definiert als:

Li=xxp, (1.79)

in Komponentenschreibweise

La = €abcXp Pc (11.80)

pist die im vorhergehendem Abschnitt eingefiihrte elektrgnedische Impulsdichte.
Die Impuls - Bilanz

O Pa+t Ox.Zca= —K; (1.81)
wird vektoriell mit dem Ortsvektor multipliziert. Es folgt
EabcXb 0t Pe+ EabcXbOyg Zde = —EabcXbKs- (1.82)
Nun gilt

EabcXb 0t Pc = G (EabcXo Pc)s (11.83)
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dat undxy unabhangig sind. Man verwechseajenicht mit der Ortskoordinate eines bewegten Teilchens,
fur die sehr wohbxy, £ 0 gilt. Weiterhin gilt:

EabcXb axd Edc = axd (EabcXp Edc) - eabcidcamxb (11.84)
= Oxy(EabcXo idc) — EabcZdc dbd (11.85)
= Oxy (EabcXb Zdc) — EabcZoc- (11.86)

Der Term ganz rechts verschwindet, da fiir jeden Index a dieleibende Konstruktion eine Spur aus
einem symmetrischen Tens@X,. = Z.p) und einem antisymmetrischen Tengeg,c = —&acp) darstellt
und verschwindet. Da wir von der Impuls - Bilanz im vorhergetien Abschnitt ausgegangen sind, tiber-
tragen sich nattrlich auch die Einschrankungen an die ddgégichungen auf den jetzigen Abschnitt.
Insbesondere ist hier die Impuls - Flu3dichte ebenfallsrsgirisch. Somit verbleibt

EabcXb Oy T4 = x4 (EabcXo Z40)- (11.87)
Eingefiihrt werden nun tber
Tda = EabcXb Zdc (11.88)

der Tensor der Drehimpuls - FluRdichte und tiber

la:= fachkaE (1.89)
die Drehmomentendichte der Lorentz - Kraft. Damit schrsiblh die Drehimpuls - Bilanz als
a[La+ 0)(CTca: _la, (“90)

in der wir die bekannte Form einer Bilanzgleichung wiedezanen.

7 Elektromagnetische Potentiale

Durch die Einfiihrung elektromagnetischer Potentiale @st llomogene Maxwell-Systerth.8) und (1.4)
leicht zu befriedigen. Die Gleichung
divB=0

wird befriedigt durch Einfihrung des Vektorpotential§iber
B=rotA . (1.92)

Das Induktionsgesetz
rotE + 6B = rot(E + &A) =0

wird befriedigt durch Einfuhrung des skalaren Potentiaigber
E+ A= —gradd . (11.92)
Das ,—"“ wird in Analogie zur Mechanik eingeftigt. Somit folgt

B =rotA (11.93)
E = —aA—gradd (11.94)

und die homogenen Maxwell-Gleichungen fiir beliebige PidénA und ® sind gelést.

Wir behalten die Bezeichnungénund @, die bereits in Kapitel | eingefiihrt wurden, bei. Jetzt istazu
beachten, daR die Mal3systemkonstaagemd iy den Potentialen eine physikalische Dimension verleihen.

E undB ausgedriickt durch die Potentigdaind ® werden nun in das inhomogene Maxwell-Systéimi )
und (1.2) eingesetzt. Dazu sind die Materialgleichungen festanelVir betrachten
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ein lineares Medium
ein isotropes Medium

ein ruhendes Medium

A

keine explizite Zeitabhangigkeit der Materialkoeffitien.

Somit sollte gelten

&EE (11.95)
=KokB bzw. B=pouH . (11.96)

D
H
€ undk sind zeitunabh&ngige Skalare. EinsetzenDamdH ergibt

1 .
t(—B) = E , .97
ro (Iloll_) 0 (&¢€E) + | (1.97)

div(eeE)=p . (11.98)

Anwendung der ,Produktregeln” fiir rot und div liefert
1 1 .
HrotEJr gradﬁ x B= &UoEXE + Lo

edivE+E-grade = eip
0

rotB—grad Inu x B = &pog MGAE + Hopj

) 1
divE+E-grad Ins_ﬁp

rotB = Mo HAE + Hop j +grad Inu x B,

1
divE=—p—E-gradl
ivVE gogp E-gradlne

Einarbeiten der Potentiale ergibt
rotrotA = —goLoE UOPA — goploe ugradd, ® + Mo j +grad Inu x rotA
—divaA— divgradd = e—lgp + (6A+ gradd)grad Ine
0

—DA+ EoUoEUOPA = Hop j — graddivA — gopiog grada @ +grad Inu x rotA (11.99)
—A®D —divaA= £—1£p+(0tA+gradtD)grad Ine . (11.100)
0

Weitere Vereinfachungen dieser Gleichungen werden imstéanobAbschnitt beschrieben.

8 Eichtransformationen

Aus Kapitell ist bekannt, dal? die Potentiadeund ® nicht eindeutig bestimmt sind. Sie kbnnen gewis-
sen Transformationen — genannt Eichtransformationen —erwtrfen werden, ohne die physikalischen
FelderE undB zu verandern.
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Wir wenden nun Eichtransformationen an, um die Gleichur{ed®9) und (1.100) zu vereinfachen:
A=A +grady (1.101)
d=d —ax ., X: Eichfunktion . (1.102)
Zunachst wird geprift, o undB unverandert bleiben.
B = rotA = rot(A’ + grady) = rotA’
= —dA—gradd = —g (A’ +grady) — grad ® — d )
= —AA —gradd’ —agrady +gradd x
=0

E
E

Offensichtlich sincE undB eich-invariant beim Ubergang voi, ® zu A', ®’. Wir setzen nun die trans-
formierten Potentiale mit zun&chst beliebiger Eichfuoity in die Gleichungenl(.99) und (1.100) ein
und erhalten

A(A +grady) — gopog HOZ(A + grady) = — Lol |
+grad(divA’ +Ax + gotoeUa D — oloEEX)
™)
— goMograd(ep)é (@' — dx) —grad Inu x rotA’ |

AP - x)+ adiv(A' +grady) = —8—1£p — (&A +gradd’)grad Ine . (1.104)
0

(11.103)

8.1 Lorentz-Eichung

Wir wéahlen nun eine spezielle Eichfunktion, so daf3 der Téfjnverschwindet, d.h. es ist fiy die soge-
nannte Eichgleichung

AX — opoe 2 X = —divA — gopoe (11.105)
zu erfullen. Explizit ist die Lésung Uberhaupt nicht vondrgsse; das Wissen um ihre Existenz ist ausrei-
chend. Wir nennen diese LésuRg. Diesesy. benutzen wir, um zu

A=A +tgrady (11.106)
D=0 —adx (1.107)
zurtickzukehren, und erhalten
DA — 80110811426 = —UoM ] — &oHograd(ep)d® —grad Inu x rotA (11.208)
AD + g divA = —glgp—(atAJrgradCD)grad Ine . (11.109)
Die Eichgleichung wird zu
divA+ g P =0 (Lorentz-Bedingung). (I1.110)

Spezialisieren wir noch auf den wichtigen Haimogener Medien(gradu = grade = 0), ersetzen di
vermittels der Lorentz-Bedingung und fuhren die Abkirzung

1
Cph= —— Phasengeschwindigkeit
Y ( g gkeit)
ein, so folgt
1 .
DA— - OPA=—Hol | (I1.111)
Ph
1 1
AD— = 9Pb=—"p . 1.112
c2 % £oep ( )

Ph
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Diese beiden Gleichungen sind von gleicher Form und sieesitikbppelt! Sie reprasentieren inhomogene
Wellengleichungen und sind zusammen mit der EichgleicldemgMaxwell-Gleichungen &quivalent. Die
Lorentz-Eichung ist nicht die einzige Moglichkeit zur Veriachung der Gleichungen fir die Potentiale
A und @. lhr Vorzug besteht in der Entkoppelung der Gleichungen&fiimd ®, deren Symmetrie und
schlieBlich ist die Lorentz-Bedingung koordinatenunatgfigiund ordnet sich in natirlicher Weise in das
Konzept der speziellen Relativitatstheorie ein.

8.2 Coulomb-Eichung

Die Wahl anderer Eichfunktionen ajis fihrt auf andere Eichbedingungen und die Formen der Gleichu
gen firA und @ andern sich nattrlich auch. Von Bedeutung ist auch die Golbid&ichung, bei der eine
Eichfunktionxc benutzt wird, die

div(A' +gradxc) =0 (11.113)

realisiert. Rucktransformation a@fund ® ergibt dann die Eichgleichung

divA=0 (Coulomb-Bedingung) (1.114)
sowie
1 5 1
AA— —-0°A= — o] + —-grada @ —grad Iny x rotA (11.115)
Cpn ~ O
AD = —e—lgp—(ﬁtA—F gradd)grad Ine . (11.116)
0

Beschranken wir uns wiederum auf homogene Medien (gradyrade = 0), so folgt

1 1
AA— CTaIZA:_uOul—FCTgraddt(D (I.117)
Ph Ph
1
ACD:—Ep . (1.118)

Fur das skalare Potentidl gilt die Poisson-Gleichung, deren Lésung wir in Kapltekereits ausgerechnet

haben: L .0)
_ ' /p )_(7
O(xt) = 4mog/dv ] (11.119)

Das skalare Potentigh ist somit das momentane Coulomb-Potential der Ladungssiigix, t).

Damit kann der Term gra@® in Gleichung (1.117) berechnet werden und es verbleibt eine inhomogene
Wellengleichung fUA. Die rechte Seite dieser Gleichung laf3t sich jedoch déwceinfachen.

Wir zerlegen die Stromdichte in zwei Anteile
1= +is
iL ist der longitudinale oder wirbelfreie Anteil mit
rotiL =0 . (11.220)
iT ist der transversale oder quellenfreie (solenoidale) ihnie
divj, =0 . (1.121)
Diesen Ansatz setzen wir in die Vektor-ldentitét

rotrotj = grad(div j) —Aj (1.122)
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ein und erhalten

A(j, +j;) = grad(divj, ) —rotrotj, . (11.123)

Auftrennung ergibt
Aj =graddivj ) . (11.124)
Ajp = —rot(rotj ) . (11.125)

Hier interessiert nur der longitudinale Antg’iﬂ. Addition einer Null auf der rechten Seite (giy:
ergibt
Aj, =grad(divj) . (11.126)

Die rechte Seite wird als Inhomogenitat einer PoissongBlaig aufgefal3t und die formale Lésung Igr
in der Form

1 /grad (AVI6ED) g (11.127)

erhalten. Partielle Integration liefert

J(xt) = /d|v j(X,t)- graof| x| dav’ . (1.128)
Nun gilt
grad —— = —grad——
X _| x—X|
und es folgt
. 1 - divj(xt)
L()_(,t)——E[grad'/ N (11.129)
Wenden wir die Kontinuitatsgleichung
div'j(X.t)+ap(X.t) =
an, so ergibt sich
1 pX.1)
i (xt) = gradat/dv o (11.130)
Herausziehen des skalaren Potentialgefert
l’L(>_<,t) = gegrado @ (1.131)
bzw.
. 1
—uouJLJrCZ—graddICD:O ; (11.1132)
B Ph

der longitudinale Stromanteil und die Ableitung des skaldPotentialsb kompensieren sich gerade. Auf
der rechten Seite vori(117) verbleibt nur noch der transversale Stromanteil:

1 .
DA— - 0PA=—Holj (1.133)
Ph
AP = —glgp . (11.134)

Aufgrunddessen wird die Coulomb-Eichung atidnsversaleEichung genannt.
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9 Retardierte und avancierte Potentiale

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten Grundglejemeufgestellt und umgeformt wurden, sol-
len einige nun geldst werden.

Vorausgesetzt sei ein homogenes isotropes Medium mit StrachLadungsquellen. Fiir die Beschreibung
des elektromagnetischen Feldes verwenden wir die PoleAtiand®. Wir eichen die Potentiale durch die
Lorentz-Bedingung

dvA+ 2 40=0 . (11.135)
C;
Ph
Dann gilt
1 2 .
DA— 5 OFA= —HoH] (11.136)
Ph
rD- D=L p (1.137)
2, €€

Es handelt sich hier um lineare partielle Differentialgleingen 2. Ordnung, speziell um Wellengleichun-
gen. Die allgemeine LOsung linearer Differentialgleichan setzt sich zusammen als Summe der allge-
meinen Losung des homogenen Problems und einer spezigiamy des inhomogenen Problems. Die
in der allgemeinen Lésung des homogenen Problems enthaltereiheitsgrade werden genutzt, um die
L6sung an mogliche vorgegebene Rand- und Anfangswertegassan.

Wir wollen hier keine speziellen Rénder betrachten, samden unendlichen Raum,
in dem sich inselartige Strom- und Ladungsquellen befinifen. Interesse ist
dann nur die Lésung der inhomogenen Gleichungendrgilt:

x=x|

D(xt) = — /p()‘(l’thT’“)dv' . (11.138)

27 Anege Ix—X|
\Y

Dieses Ergebnis beweist man durch Einsetzen in die Ausg#igsung.

Bemerkung:Fir cpp, — © gelangt man formal zum stationaren Grenzfall. Die Welleiglung geht dann tber in die
Poisson-Gleichung
1
AP =——
Eofp

mit der Losung

1 . /
anege | T
Diese Situation wurde bereits in Kapitdbesprochen.

Offensichtlich existieren zwei Lésungen, die sich in dereleit um ein Vorzeichen unterscheiden. Die
Ldsung mit dem Zeitargument

RV
tr=t— [x—x] (retardierte Zeit) (11.239)
Cph
beschreibt das retardierte Potential, die mit
x—X| - :
ta=t+ c (avancierte Zeit) (11.140)
Ph

das avancierte Potential. Das die beiden Lésungen auftmetissen, ist klar, da die Wellengleichung inva-
riant gegeniber der Transformatios, — —Cpp ist.
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Wir diskutieren nun die beiden Losungen. Wir betrachtenrétardierte Potential zur Zeitam Ortx,
®(x,t). Dieser Potentialwert wird nun durch die mdglichen Quétleénp an den verschiedenen Orten
X' zu den Zeiteng bestimmt. Da aber stetg <t gilt, wird das Potential zur Zettvon Quellstarken zur
gleichen Zeit oder von vorherigen Quellstarken festgelRmg Kausalitat ist gewahrt.

Das avancierte Potential zur Zéiwird jedoch von Quellereignissen zur Zgitbeeinflul3t; wegety > t

ist hier die Kausalitat nicht gewahrt: Zukiinftige Ursaclesigen gegenwartige Wirkungen. Diese L6-
sung muf3 offensichtlich ausgeschlossen werden. Diesdziické MaRnahme Uber die Einfuhrung der
Maxwell-Gleichungen hinaus, legt den SchlulR nahe, dal3 diewédlische Theorie keine abgeschlossene
Theorie darstellen kann.

Fur A gilt vollig analog

A(x.t) = HoH / Mdv’ (11.141)
v

sowie auch die vorangegangene Diskussion.

Achtung: ® und A mit den obigen Darstellungen erfullen die entsprechendelfeWiyleichungen. Zu pri-
fen ist jedoch auch die Erflllung der Eichgleichung!

Es soll also die Eichgleichundl(135) Uberprift werden. Einsetzen der retardierten Potenfialed ®

(avancierte Potentiale analog) ergibt
= X tx X |> dv'£0
C% V/ 730 ( -

:>/( X tR dp()_(/atR))dVI;O wobei tR:tR(t,)_(,)_(,)

x|
uou/dl X e CF’“ )dv'

x—x] " x—x|
Nun gilt
X)L 1 Ol
] LR O g grads
x—X x—X
__|>_<—>_<’|3'J(X R~ el g h|X X[?
Andererseits gilt
div’j(x',t + 0 j - gradt
d /J( ) X/tR gradl 1 l( R)|'[R Rl g R
x=x] X=X Ix—X|
_ox=X 1 -/-_ x—X
- |)_(_)_(/|3l()_(7tR)+ |)_(_)_(/| (le l(gatR)’ +_d[R (X/ tR) |)_( )_(|)
Damit kann man schreiben
_j(X,tr) jX,tr)  dV'j(XtR) |
dive 7 +av /I X~ ¥ R (11.142)

Dieser Ausdruck wird im Integranden der Eichgleichung dgethund es folgt

/( d /J(X tR)+d|V/l(>_(/,tR)‘IR+aIp()_(/a}R)>dv/:o

X —X| X —X| Ix—X|

Der zweite und dritte Term bilden die Ladungsbilanz

div'j(X,tr) [, + &P (X, tr) = div'j (X, tr) + &P (X ,tr) = 0
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und heben sich heraus. Den verbleibenden ersten Term fomnemittels des GaulRschen Satzes um zu

Ix—X| Ix—x| =

’t - ’,t
/d /J( R)dv J(X R)ds

Die Oberflachéliegtim Unendlichen, wo die inselartige Stromquglleerschwindet. Somit verschwindet
der gesamte Term und die Eichgleichuidl@5) ist erflillt.

Zum Abschlu3 dieses Abschnitts soll noch die Darstellungeiardierten und avancierten Potentiale mit
Hilfe der s.g. Greenschen Funktion erfolgen. Wir bescheainins 0.B.d.A. auf die retardierten Potentiale,
denn mitcp, — —Cpp gelangt man zu den avancierten Potentialen.

Die retardierte Greensche Funktion der elektromagnedisitellengleichung ist durch

52Xl ot
T v ur >
Gx—X,t—t) = Amx=x| (11.143)
0 far t <t/

definiert. Damit lassen sich die retardierten Potentiatetdlen in der Form:
At = pot [ aV' [ dG(x—X.t~ 1) j(X.t)

(11.144)

P(x,t) = /dV’/dth X t—t)pX,t)

Zum Beweis setzen wir die Greensche Funktion ein und flihrerZditintegration aus. Fur das skalare
Potential folgt dann

o / ‘X X")
=+ ! R . I /
(x,1) /dV/dt pr] p(X,t")
1 ' ! ' / !
+$/dv/dt 0 p(X.t)
(11.145)
/p |)_(_)_(/| Y
Plx.t) = 47T€o€/ /dt Cph )

x—x/|
I R S
(0(>_(7t) - 47T€0€/dv |)_(_)_(/|

Die Beweisfuhrung fur das Vektorpotential ist naturlictakog.
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10 Multipol- Entwicklung

Die retardierten Potentiale sollen nun ausgewertet wefidagro3e Entfernungen von inselartigen Quellen.

x—X

— p(X,t) bzw. j(X,1)

Es gilt also

X/
Kl g
|X]

und Taylor - Entwicklungen nackl sind somit naheliegend. Im Fernfelgk|(>> |X/|) liefern bereits die
Terme niedriger Ordnungen prazise Darstellungen.

Physikalisch ist auch klar, daf3 fur gro3e Entfernungen deépunktes von der Quelle, eine sehr speziel-
le Mikrokonfiguration der Quellfunktionep und j nicht entscheidend sind, sondern die Potentiale durch
globale Parameter der Quellfunktionen bestimmt werdetyefale globalen Quellparameter werden in-
nerhalb dieses Abschnitts definiert:

° Gesamtladung Q:= [dV/p(X,t)
o Elektrisches Dipolmoment  p(t) := [dV'X p(Xt)

o Magnetisches Dipolmoment m(t) := 3 [dV'X x j(Xt)
AulRRerdem wollen wir aus praktischen Griinden folgende Abkiigen verwenden:

o r:=x

e V:=Cpph

Die betrachteten Materialien seien wiederum linear, hagnogsotrop, relaxationsfrei und remanenzfrei.
Die weitere Mihe besteht nun in der Taylorentwicklung deeRtale

X, t—
AGt) = B8 [ L)
am X=X
e bl (11.146)
o /p(l(at_?
Pxt) = 4ATTg0E / [x—X|

Wir betrachten zunachst die Funktion:

f(X) = f(x, %0, %) == [x—X]| = \/(Xl —X))2+ (X2 — Xp)2 4 (X3 — X5)2 (11.147)
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und entwickeln bex’ = 0 bis zur ersten Ordnung i, X,, 5. Es folgt

of of of
f(>dl,x’2,>63)_f(0,0,0)+a—x/l >(1+0X2 >d2+ax3 X5+ ...
x—x| =12 T oy
r r r
XX
X=X|=r—==+.. (11.148)
1 1 1 xX
= =-(1+=+..
x—X| (1—X—X/+ ) Rzt
11, x
x=x| r o3
Nun werden die Quellen in folgender Weise entwickelt:
—x d
p¢t =Xl ot )+ PPELT) g |
R 0
. (1.149)
_ x|, . 2j(x;t—3)
Xt B2l ey ATV | v
J(x o) =i t=g) o 9radir X
wobei die retardierte Zeit des vorigen Abschnitts Ubern@mmurde:
ot X=Xl
R™ v
Nun gilt
radtg| = =
gradir Ry
und statt%R schreiben wir einfack;. Dann folgt
dp(X.t—1) x-¥
ot - B gty PPEA T XX
o 11150
1% v Iy ot rv
Fur das skalare Potential ergibt sich dann
op(X,t—I) xx 1 xx
X, t— — e Mo+
{ ) ot v ' re
X X 0 ' r
o(x.t) = {/dv’ (X, t-5)+ (;3+%—>/dv’>_<’p(>_<’,t—v)+...}
AT160E r revot ) . (11.151)

1 Q. 1 xplt-¢) 1 xpt—¢)
Amisge 1 ATISpE r2v Amgge 13

o(x,t) =

Der erste Term entspricht dem Potential einer Punktladungr@llt mit % im Fernfeld ab. Der zwei-
te Term ist ein typischer dynamischer Dipolbeitrag, demélés mit% abfallt; man beachtg| = r. Der
dritte Term tritt auch bei einem statischen Dipol auf; elt fait r—lz schneller ab als die beiden ersten Terme.

Fur das Vektorpotential ergibt sich

. i(x t— ¢ ! /
A(>_<,t):%/dv/{i(x,t—g)JngJr...}{3 ¥+}

ot rv

(11.152)
: r 0 ! r
A = BB 2 favict— )+ (G ) [V i Do) +..}
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Die Terme kénnen weiter umgeformt werden. Fur die Umformdeg erstens Terms gehen wir vom elek-
trischen Dipolmoment

p(t) = /dV’>_<’p(>_(,t) (1.153)
aus. Zeitliche Differentiation ergibt:

Blt) = [aV'Xp(x.1)

Bty =~ [av'xdiv'j(x.1

Palt) = — [ @V, 0 o 1)

Palt) == [ @V 3, (i) + [ AV in(x.0) 8
Palt) = - [dSX,J(X.0)+ [AV'ja(x.)
palt) = [AViaXt)

da fur inselartige Quellen die Stromdichte auf einer ObehiS jenseits der Insel verschwindet und mit
ihr das Oberflachenintegral. Somit verbleibt fir den er3&m

(11.154)

E(t_g):/dv'l(g,t_g) . (11.155)
Fur den zweiten Term gehen wir vom magnetischen Dipolmoment
mit) — %/dV’)_(’ < i(X,1) (11.156)

aus. Vektorielle Multiplikation mik ergibt

P
I

m(t) x

—
o
<

(X' x j(X,1) xx

dV'x x (j(x,t) x X) (11.157)

'\

I3

=

X X

I (B

Il I
NI NP NP

m(t)

—

dV/ {j(¥, ) (xx) =X (xj(X.1)) }

Der auf3erste rechte Term ist weiter in

-

omponentenschesg@vimzuformen:
[V In(x,0) =% [ dVXeieiclX 1)

_ o 0% - o 0 (X je(X1))
—xb/dV%aaX,CJc(X,t)— xb/dv%i

ox.
. (11.158)
o [ aqury 9% R je(X,t)
=% [ AV a0 +% [ VX0
Somit folgt
mt) xx= 3 [dV'j.0(x)
+3 [ av/ i)
~ 3 [ avB(.DX (xx) (11.159)

m(t) x x= /dV’i(X,t)(xX)

_;/dv'po_d,t)xo_o_d)
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So lautet der gesuchte zweite Term im Vektorpotential

[Vt D)
- . (1.160)
=mt—{) xx+3 / dV/p(x t—5)X (xx)

Der auf3erst rechte Ausdruck ist aber von 2. Ordnung, iso daf3 wir ihn in unserer Betrachtung bis zur 1.
Ordnung inX' weglassen kénnen. Es verbleibt

_ KoKl x
Axt) =7 - Pt=3)
pop (1 10 r
+ o <r3+r2v0t)m(t 7) XX+ (1.161)
 Hop P(t—4%)  pop M(t—§) xX  pou m(t—§)xXx
Alxt) = am ox am 2 an rs o

Um die auRerlich symmetrische Form der Multipol- Entwicldudes skalaren und des Vektorpotentials zu
verdeutlichen,stellen wir beide Gleichungen noch einmabmmen:

1 1 plt—=5)x 1 t—9)X
e L
Amege T 4mege eV Amege T (1.162)
_ Hop P(t—%) pop M(t—§) XX pop m(t—§) xx
Alx,t) = 4T r + ATT r2y + 4 r3 e

Spezialisierungen auf konkrete Quellfunktionen sind reicht mdglich, ebenso wie der Fernfeldberech-
nung vonE undB.

Wenn die Taylor - Entwicklung weiter als bis zur 1. Ordnungirvorgenommen wird, erscheinen auch
hohere Momente als Monopol und Dipole, namlich

e Quadrupole

e Oktupole

e etc.
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11 Elektromagnetisches Feld einer bewegten Punktladung

Wir betrachten eine Punktladung g, die sich mit der Gesctiigkeitv(t) entlang einer Bahnkurvgt) im
Vakuum bewegt.

Letztendlich soll fir dieses Standardproblem die Abstraglelektromagnetischer Energie untersucht wer-
den. Dazu sind folgende Schritte auszufiihren:

e Berechnung der retardierten Potentiale

e Berechnung der elm. FeldEr,B

e Berechnung des Poynting- Vektors

e Berechnung der Intensitat der Energieabstrahlung in demRa

11.1 Lienard- Wiechert- Potentiale

Die mit der bewegten Ladung verbundene Ladungs- und Stidrtediaf3t sich leicht konstruieren:
p(X.t) =ad(X —r(t)
I(X ) =p(X,t)v(t) = qu(t) 6(x —r(t))

Zunachst tiberzeugen wir uns von der Erfullung der Laduteyshbi Mit der Abkiirzung

y(t) :==x —r(t) (11.164)

(11.163)

folgt
ap(X,t) =qa d(y(t))
=Qqdy, 3(y(t))-Ya
=—0qdy, O(y(t)) Va(t)
=— 0y, qVad(y(t)) (11.165)
oy 2% |
=0 {quat) 8(x —r(t))}

0Ya
=~ 3y Jal(X.1) &a
= —div'j(X.t)
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Zur Berechnung der retardierten Potentiale gehen wir vaard®arstellung mit Hilfe der Greenschen
Funktion aus, also

ost) = [AV' [dGx-X.t-t)p(¢.)

, . (11.166)
A =Ho [ V' [ dUG(x—X,t—t) j(X.t)
Einsetzen der Quellen und Greenschen Funktion liefert
= >_<’\)
i A / at 20— ad 1)
| (1.167)
X
_Ho // /6(t_t1_f) / T
At = o [V [t T aut) 8¢ o)
Integration Uber das Quellvolumen ergibt
B q / t— |x— ::( )\)
IX—Ir (t)]
(11.168)

X (t)]
_ QHo ) St -t = F)
A =77 /dt x—r(t)]

Die dt’ - Integration laf3t sich nicht unmittelbar ausfiihren, dattleiVert, fir den das Argument dér-
Funktion verschwindet, i.a. nicht explizit angebbar ist.félgen die Substitutionen

R(t') :=x—r(t')

R(t') :=|R(t")| = [x—r(t)]| (11.169)
R(t')
C

&=t/ —t+

sowie
dé 1 1dR{t)

dat ~ ~ ¢ dt
dR({t') dlx—r(t')|
d ~  dt

=[x = ()] (1.170)
dR(t')  R(t')
dt V) R
dé _, v(t)R(t)
dtr c R(t)
dt’ dt’ dé

x—1O] RY) R)_ WED

Damit nehmen die Potentiale die Form

(I1.171)
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und somit
q 1
X,t) = ;
Y = e | RO) - WORWD) | -
! / '
Axt) = T2 ) ~ 2 ey
A | R(t)—svt)RY) |, C
an. Das Symbdl..J;er markiert, daf’ aus§ =0=t'—t+ %t/) auszurechnen und in der prinzipiellen Form
t' =t'(xt) (1.173)

einzusetzen ist. Explizit 1aRt sichnur fur einfache Bewegungsprobleme angeben.
Die o.a. Potentiale heil3en aukienard - Wiechert - Potentiale

11.2 Feldberechnung aus den Lienard - Wiechert - Potentiale

Ausgangspunkt sind die Lienard - Wiechert - Potentiale inFabem
_A 1
AT R(Y) — v(t)R(Y)

Alxt) = yf; ) pixt)

P(x,t)

mit (11.174)
t'=t'(xt)
aus

Fur die Feldberechnung

E=—gradp—aA (11.175)
5 .

=rotA

sind A und @ nachx undt zu differenzieren, die explizit vor und implizit Gbert’ von x undt abhangen.
Demnach werden die Ausdrijcl%% und grad’ benoétigt. Diese Rechnung fiihren wir im Detail vor; sie ist
eine perfekte Ubung fur implizites Differenzieren und diewendung der Kettenregel. Aus

t—t'(xt) = ;—l;|>_<—£(t/(>_<,t))| (1.176)

folgt nach Anwendung voﬁ zunéachst

o' 190 . ot
1_E_EW|>_<—£('[) 5t . (1.277)
Wir substituieren
R=x-r(t') , R=|R| (1.178)

und berechnen den rechten Term separat:
Jo_ 0 0Ra
N aR
ora(t’
:% (_ r;t(/ )) (11.179)
x—r(t')

= )

x|
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11.2 Feldberechnung aus den Lienard - Wiechert - Potentiate

Somit folgt
ot’ 1 x—r(t) » ot
- === t') — 11.180
ot~ oo (1180)
und daraus
ot’ 1 R
. = 11.181)
y(t') x-r(t)) _ VR (
M- RO%
Die Gradientenbildung voti ergibt
~ grad(x1) = Sgradx —1(t/(x 1)) = - gracR (11182)
Fur die Brechnung des rechten Terms benutzen wir wiedererolige R - Substitution und schreiben in
Komponenten
IRy, Ry IRy
Ox,R=0rR=— = 11.183
Nun ist
IR, 0% Orp(t'(x1))
0% 0% O0Xa
or, ot
O 2. 11.184
S (11.184)
ot’
=&a— Vp(t') —
60& Vb( )0)(3
und somit
Ry ot’
5XaR—ﬁ (%a—VbE
_Ra WRy ot (11.185)
P%R=0 R o
gradR:%— %grad’
Fur grad’ folgt schlieRlich
1
—grad’ = — (R— vRgrad
gra R( vRgrad')
R 1
grad’ = =g 11186
RY_,R 1 ( : )
,__1_R
gradt’ = R %{
Fur die spatere Anwendung stellen wir noch eine weiteredberig bereit
, v ot 1 R v R
grad +_EZ_E R_E TZR_E
Cc Cc
R (1.187)
__1R-gy
=Rl %{



58 [I. Allgemeine Grundlagen der Maxwell-Theorie

Nach diesen Vorbereitungen berechnen wie die FdidendB. Ausgangspunkt ist

_ 9 1
O~ e R_R
v
A= ? Q
mit
R(t") =x—r(t')
Rt') =[R({t')| = [x—r(t")] (11.188)
und

t' =t'(x,t)
implizit gegeben durch
/ 7} /
t—t' =2 R(t")

Zur Berechnung vok stellen wir gradp und g;A bereit. Der Gradient setzt sich aus zwei Anteilen zusam-
men: Zum einen durch Differentiation bei festgehalterteomd zum anderen durch Differentiation nach
dem int’ enthaltenenx. Dann folgt

e

v¥ i
. + o grad

gradg = grade (11.189)

Nun ist

(11.190)

Weiterhin berechnen wir

9dp_aqa 9 1
ot Ay ot R—%

.4 1 [(oR Rov VIR
B w2 \dt cat cat (11.191)
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Die zeitliche Ableitung des Vektorpotentials liefert

aA= 5 (Ut p(x1)

= C—lzatf (V(t) p(x1)) ?—tt (1.192)

i v +Vd_qo d_t’
a YO+Y¥sr ) ot

(11.193)

=V
2 = VR
471g) C R-L L

(11.194)

o
—
170
|
ol
l\_/
~
|_\
|
n|\<
xlzo
+
o|\<
[>s]
|
U
—

3
&
—
Py
|
1<
[y)
SN—
w

. |
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Dieser Ausdruck fUE laRt sich i.a. nicht weiter vereinfachen.

Das magnetische FeRBiberechnet sich wie folgt:

B =rotA = rot <\—/£[2/) (p()_(,t))

(11.195)
1 1 d
Ezgq)rot\_&?gra p x v
Nun gilt:
ove at’
tv(t')) . =€apc, Ve = Eabc—=r ——
(roty(')) o =EabediVe = Eancgyr 5 (11.196)
rotv =gradt’ x v
und somit
1 .1 a9
Ezgqograd/x\_/—i—? (gradq) t,+Wgraot’) XV
VR, VR V2 11.197
o 0 ) 1 Rxv 1| 1 R-% L(F+E-2)R » (11197
T 4me | SBp w2 2| R R\2 C R\3 -
C RGN
Wiederum separieren wir die- Terme und erhalten
1 R R 1(vR_V 1 vR , VR
g_ a1 ﬁ(R—yT)(B—E‘_’)JFE(VW—?)BXV E(R—VT)BX‘_’+VEZB><‘_’
N )
C C
(11.198)
Einarbeitung vorv x v = 0 liefert
1 vR 1(vR_ V¥ 1 VR 1
q 1 ﬁ(R—Vc)JFE(Vﬁ—F) E(R—VT)BXY+EZ(‘—’R)B+Y
B= 47180 C2 R Roxys R\®
0 A _ ¥R
(R-%) (R-5) (1.199)
1 2 1 R 1
B——_J 3{<1—V—2>R><v+—<R—\—/——)R><V+—(\_/B)B><\_/}
4aney , R_ VR c c
(R-%)
Diese Beziehung laf3t sich kompakt darstellen in der Form
1R
B=-=xE . 11.200
B=_xE (11:200)

Zum Beweis setzen wiE ein und zeigen die Ubereinstimmung. ZweckméaRigerweisableten wir die
v - abhangigen ung - unabhangigen Terme getrennt. Fir die entsprechendeiidisiedann folgendes
nachzuweisen.

V - unabhangige Terme:

|
3
&
R
—
v
°li%
SN—
w

© (11.201)
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v - abhangige Terme:

11 1 R VR
- 3{—(R—‘—’—>Bxy+‘—’—3xy}
4rgg C (R—ﬁ)

C

=R e (R_lﬁ)g {BX KB_ ?-) Xy]} (11202)

Damit ist dieB - Darstellung bestatigt.
Wir fassen die elektromagnetischen Felder einer beliebigelgten Punktladung zusammen:

E(x.t) :42£0C_12 (R_l%{)s { <B— %\_/) <1—\é—§) +C—128>< KB— §¥> x\_'/]}

wobei R=R(t')=x-r(t) , R=R{t)=|R , v=yv({) (11.203)
und t'=t'(x,t) istals Losung von

einzusetzen.

Die Feldkonfiguration wird nun diskutiert.

e EIB

e Das elektromagnetische Feld besteht aus einem rein gelésgkéitsabhangigem Term und einem
Term, der die Beschleunigung des Teilchens enthalt.

e Der rein geschwindigkeitsabhéngige Term ist proportidn&?, derv - Term ist proportional 1R
und dominiert daher das Fernfeld.

e Betrachtung der Nahzone

E =
—  Ang R\ 3
(r-%)
¥ (11.204)
B=-
4718 C2 WR\3
=
Furv < cfolgt
0
QMo VXR — po JXR (11.205)

Das elektrische Feld gehtin das einer elektrostatischaktRung tiber; Retardierungseffekte sind
wegenR/c < t —t’ vernachlassigt, woraus~t folgt. Das magnetische Feld gehorclem Biot -
Savart - Gesetalas in spateren Kapiteln noch besprochen wird.
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e Betrachtung der Fernzone

E= —
= 4mgp 2 (R_ﬁ)?’
¢ (1.206)
R .
o0 1 1Rx {Rx[R-8Y) xi]}
= 4mgp R (R_gf’
C
Firv < cfolgt
£__9 Rx(RxY)
=" Arren 2
ey R (11.207)
g__d VxR
= 4mgy 3R2
Es ist zu sehen, dal3 im Fernfeld fiik ¢
E-B=0
E-R=0 (11.208)
B-R=0

11.3 Berechnung des Poynting - Vektors

Wir schranken die Diskussion auf c ein und berechnen die Nahzone und Fernzone getrennt.

e Nahzone
[M=ExH= i ExB
Ho
~ 1 g guRx(vxR)
= Lo ey A =3 (11.209)
no o 1 (VR —R(VR)}
— 16mgy RS - -
e Fernzone
=l 9 9 1RxEBxV]xExR)
=T e &
Ho 41Ty 471%0 c i RS (11.210)
n_ % HoRExR)
— 16 ¢ Ro ’
wobei benutzt wurde
a=vxR , aR=0 |,
[Rx (RxV)] x (VxR) =ax (Rxa) = Ra’—a(aR) (1.211)
=R(Vx R)?
11.4 Abstrahlung
Der Poynting - Vektor ist bekanntlich die EnergiefluRdichiér erinnern an die Mal3einheit
J
O] = o (1.212)

Im vorangegangenen Abschnitt wurde berechnet, dal3 detiRgyrVektor
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e in der Nahzone Terme proportionalind proportionaR und

e in der Fernzone Terme nur proportioifl

enthalt. Wir berechnen nun den gesamten EnergiefluR dessategnetischen Feldes, der von der beweg-
ten Punktladung ausgeht. Dazu betrachten wir folgende goration.

e Die Bewegung der Punktladung sei zwar beliebig, aber auéeitiches Gebiet beschrénkt, also

k)<t (11.213)

wobeil die Ausdehnung der Teilchenbewegung beschreibt. Der Kioatehursprung 0 liege in dem
Gebiet. Die Bewegung sei also z.B. elliptisch.

e Wir betrachten eine Kugelsphéare S um das endliche Bewegebgs und definieretien Energieflufd
| als Integral des Poynting - Vektors tber die Kugelsphére,

I(t) = ]{ﬂ(x,t)d_s (11.214)
S
Der Energieflu® hat die Mal3einheit
J J Ws
(=N [g= S m=C=—"=W . (11.215)

Der Energieflul? hat also die MaR3einheit einer Leistung. Ed auch Intensitat genannt.

-S
.
-

C 3D

e Aus dem vorhergehendem Abschnitt Ubernehmen wir die Nalger« c.

Der Energieflul? soll nun durch eine grofRe Kugelsphére S beeteverden, also

X >>1>r(t)] (11.216)
bzw.

x—r(t) =R(t") = x (11.217)
mit der Folge, dal3

(11.218)
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Wir wollen hier wieder die bereits im Abschnitt ,Multipol -rifwicklung” benutzte Abkirzung

X =r (11.219)

verwenden; man beachte aber, daf? hiétr (t')| ist. Dann ist die retardierte Zeitebenso wie im Abschnitt
»Multipol - Entwicklung”

t'=t— (11.220)

r
c
Wir berechnen zunachst den Energieflul3, der mit der Fermzob&sung des Poynting - Vektors

2 (4! |2
)= oy 0 ot )R(Xt,?ét)' R(t) (11.221)

einhergeht. Wegex~ Rundr ~ R gilt
sind ddd¢n
R

. R
dS=rsind d19d¢R2§ (11.222)

und damit

q2 u 27.T T |V><R|2
_ Ho VxR
- 16m2 ¢ /d¢0/d19 R2

0

Fur died - Integration ist es zweckmafig, die Polarachse-Richtung zu legen, denn dann wird

[vx R| = |[v|Rsin9 (11.223)
und weiter
21 s
= g— “— / / d9sin®s
0 0
%4/—’ (11.224)
3
_ o
= 6710\—/2

Mit vollstandigen Argumenten liest sich das Ergebnis

1) = SE gy - T gy D17 (1.225)

611C 6rC c

Die Intensitat der Strahlung ist damit abhangig vom Besagfipungsquadrat der Teilchenbewegung. Sie
ist unabhangig vom Abstand, aul3er daf3 die Intensitat zypuakitzeit t abhangt von der Beschleunigung
des Teilchens zur retardierten Zeit {. L ist gerade wieder die Signallaufzeit ziwschen Ursache uird W
kung (Beobachtung).

Die abgeleitete Beziehung ist eine der wichtigsten ForndeinStrahlungstheorie. Ihre Kernaussage ist:
Eine beschleunigte Ladung strahlt elektromagnetischedimab.

Bisher haben wir nur die Fernzonen - Losung des Poynting tovelbetrachtet. Der entsprechende Aus-
druck fur den Nahzonen - Term verschwindet aber. Dies ishteiu sehen, denn es gilt

_ @ 1l i R
nds= 675 Re{sz R(VR)} Resing ddd¢ = (11.226)

Damit folgt
{VW -R(VR)}R= (VRIR —RC(VR) =0 . (11.227)
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g.e.d.

Damit kann die obige Kernaussage noch straffer gefal3t wmekiae Ladung strahlt genau dann elektro-
magnetische Energie ab, wenn sie beschleunigt wird.

11.5 Beispiele fur strahlende Ladung

e Kreisbewegung

e Hertzscher Dipol

s. Ubungsaufgaben.
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12 Elektromagnetische Wellen

In diesem Abschnitt werden freie Wellen als Losung der hoeneg Wellengleichung betrachtet. Quellen
sind nicht anwesend, d.p.= 0, j = 0. Wir beschranken uns auf einfache Wellen und einfache éfeek
dies sind aber auch die wichtigsten Falle.

12.1 Ebene Wellen in homogenen und isotropen Isolatoren

€ und u sind ortsunabhéangige Skalare und die Leitfahigkeit verintiet (o = 0). Die Gleichungen fiir
die Potentiale lauten dann

1

DA - —-3PA=0 (11.228)
Cph

Aqa—éatzqazo . (11.229)
Cpn

Da beide Gleichungen die gleiche Form haben, werden dierRegen exemplarisch fir eine beliebige
Komponente — genaniif — vorgefihrt.

Ansatz:  WYxt)=Wk-x—wt) . (11.230)

Die zum Ansatz gebrachten Parameter haben folgende Bettgurtu

k-x— ot Wellenphase
w = 2rf Kreisfrequenz {: Frequenz)
k Wellenvektor der Welle mik = |k| = 2/\—”

wobeiA die Wellenlénge ist.

Diese Grof3en sind zunéchst frei angesetzt. Einsetzen Weliengleichung bringt sie in einen gewissen
Zusammenhang. Es folgt

2
(l_@-“’T) T (1.231)
Cen

Ein Strich amW bedeutet die Ableitung nach dem gesamten Argument, aldo decWellenphase. Die
Gleichung &Rt sich nur erfullen, wenn der linke Klammetdausk verschwindet. Die resultierende Formel

w? = 3 k% bzw. = +cprk=:+tap (11.232)
heil3t Dispersionsrelation.
Bemerkung: In komplizierteren Medien wird auch die Dispaisrelation komplizierter. Ihre allgemeine Form ist
w=wk) . (1.233)
Die allgemeine Losung hat dann die Form
W= Wik X ant) + Walk- X+ ant) . (11.234)
Y; und ¥ sind beliebige Funktionen. Das Auftreten von Anteilen méliéhphasen, die sich durehuy

unterscheiden, ergibt sich aus der Invarianz der Ausgdgighgngen gegentber der Substitutimpp —
—Cph.
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Die LosungeriV1, W, heilRenebene Wellen Die Bezeichnung leitet sich aus der Form der Phasenflache
ab. Fur eine willkurlich herausgegriffene konstante Wedleased gilt (etwa firW¥;)

K-X— apt = & = const (11.235)

bzw.
K-x=0+wpt . (11.236)

Flr jeden Zeitpunkt beschreibt diese Beziehung eine Ebene. Fiihren wir deg
Einheitsvekton = k/k und die Abklrzung = (0 + wot)/k ein, so kann man
die Ebenen-Gleichundl(236) in die Hessesche Normalform tiberfihren:

d=const.

n-x=p . (11.237)

Den die Ebene abtastenden Ortsvelttepalten wir in einen Antei, tangen- Xt
tial undx, normal zur Ebene auf. Dann folgt

K- x=Kk-X, =KX=+ ant

oder 5
Xn = K +cprt . (11.238)

Im Verlaufe der Zeit bewegt sich die Phasenebene mit derl®@ésdigkeit+cpp in Richtung des Wellen-
vektorsk.

Fur W, ist cpp, — —Cpp zU ersetzen und die Ausbreitungsrichtung-gt

Wir wollen nun das elektrische und magnetische Feld ebemdlekVuntersuchen. Unser Ausgangspunkt
waren die homogenen Potentialgleichungen, die aquivélerdie Maxwell-Gleichungen ohne Quellen
stehen. Von den Potentialen gelangt man durch Differeéotiab zuE und B. Die Differentiationen sind
aber unschadlich fiir den raum-zeitlichen Zusammenhardg8sich fUE undB ebenfalls die funktionale
Abhé&ngigkeit

) =E(kx—at) , (11.239)
) =B(kx— wt) (11.240)

ergibt. Ausnutzen der Dispersionsrelation modifiziertnd B zu

E(x,t) =E(nxFcpt) (11.241)
B(x,t) = B(nxFcpit) . (1.242)
Einsetzen in das Induktions- und Durchflutungsgesetz ergib
rotE = —E’ x grad(nx¥ cpit) = —E' xn=nx E’
0B = FcprB'
rotH = ig x B
HHo
aD = TeoecprE’
und damit
nxE' = +cprB’ (11.243)
an’zﬂFiE’ . (11.244)

Cph
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Die Differentiation nach der gesamten Phégekann abintegriert werden; die entstehenden Integrations-
konstanten sind Gleichfeldanteile, die wir Null setzen staflur die Wellenbetrachtungen ohne Belang
sind:

L

B=+—nxE |, (11.245)
Cph
E=FcpmnxB . (11.246)
c Skalare Multiplikation mitn oderk liefert
E-n=0 , B:n=0 ,
n K d.h. ebene Wellen singlansversal polarisiert (im betrachteten Medi-
/ um)
B
Ein wichtiger Spezialfall der ebenen Welle ist die harmohés\Welle:
E =E;-cogkx— apt+ 1) + E,- cogkx+ ant+ ¢2) . (11.247)
Bequemer ist haufig die komplexe Schreibweise
E = E,d&x-wtto1) L E gkxtoanttgs) (1.248)

Bei der komplexen Schreibweise ist jedoch darauf zu acl&®hnur der Realteil voi eine physikalische
Bedeutung hat.

12.2 Kugelwellen in homogenen und isotropen Isolatoren

Wir betrachten eine homogene Wellengleichung fiir eineebadie Feldkomponenté:

1
AY— 9P =0 . (11.249)
Cpn

Den Laplace-Operator schreiben wir jetzt in Kugelkoortima

s (sinﬁdﬂﬁ#agw—céaﬁw:o . (1.250)

1
= (r?o, W) +
r2 (o) r2sir? ¢ 2,

_1
r2sir? 9
Wir suchen nun Lésungen der Form .
W L‘rr_ w) (11.251)

die insbesondere nicht vdhund ¢ abhangen. Dann gilt

W okr— @
r2 ’

o (rPoW) =W r + ¢ k- Wk

oW —

Folglich

kzq‘_,// wzﬂ: k2 w2 ﬂzo
rooci, r

Um diese Gleichungen erfiillen zu kdnnen, ist eine analogpdsionsrelation

w? =B k% bzw. w=+cprk =t (11.252)
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einzuhalten. Die allgemeine Lésung ist nun
1 1
W= le(kr—abt)-i-Fqu(kr-i— oot) . (11.253)

Die Flachen gleicher Wellenphasen sind sowohlipg@rals auch fUr% Kugeloberﬂéchen% beschreibt

eine auslaufende un#2 eine einlaufende Kugelwelle. Eine Ausbreitungsrichturng laei ebenen Wellen
existiert hier nicht. Die Kugeloberflachen breiten sichiigp aus. Fir den Normalenvektor der Phasenfla-
chen ergibt sich

grad(kr — axt) = k- gradr = k%( =k-g . (11.254)

Spezialfall harmonische Kugelwelle:

W= % .l (kr—aotté1) % g kr+ant+¢z) (11.255)

12.3 Ebene Wellen in homogenen und isotropen Leitern

Zwar soll auch hier von auf3en kein Quellstrom angelegt sdier, im Unterschied zu Isolatoren verschwin-
det nun die Leitfahigkeit des Mediums nicht mehr. In die Glgleichungen ist somit das Ohmsche Gesetz

j=oE (11.256)

einzuarbeiten, wodurch das elektrische Helselbstandig einen Strom induziert. Dazu gehen wir von den
Gleichungen fur die Potentiale aus und benutzen hier Voatferweise die Coulomb-Eichung; dann gilt

1
AA— —-PA= —pUj 11.257
A-g dA HoMj; ( )

AD=0 . (11.258)

Transversale Strome missen jetzt zugelassen werden, gsdiohten treten aber nicht auf. Wir kénnen
somit® = 0 als Losung annehmen. Somit treten auch keine IongitmﬁrﬁlrdmeiL auf. Dann folgt

E=-a4 , 11.259
i=i; =0E=-0aA (1259)
und weiter 1
AA— Cz—aEA— UoUTAA=0 . (11.260)
Ph
Wir suchen Lésungen vom Typ harmonischer ebener Wellen:
Axt) =A.dkx-w) (1.261)
Einsetzen liefert 5
(—k2+w7+iwuouo)ézo . (11.262)
Cph
Die Dispersionsrelation
2
kz—%—iwuouazo (1.263)
Ph

ist nun schon etwas komplizierter geworden. Wahrend wiren dorangegangenen Abschnittertk)
bestimmt haben, diskutieren wir jetkfw). Die Losung furk ist offensichtlich komplex. Trennung in
Real- und Imaginartek = k; + ik; ergibt
2
K-K=F . 2k=owuouo (11.264)
Ph



70 [I. Allgemeine Grundlagen der Maxwell-Theorie

woraus weiter

(@HoHO)? &P

2

a2 g
w5 WO\ 2
hadiy -0
K c%hkr ( 2 ) ’
2 2
2 W W WO
ke ZC%h(—i—) 4C€’h+( 2 ) ’
o L@ gy 1y (HoHI% i (11.265)
= Be\ TV T .
sowie
W2
k12:kr2__ )
Con
w? w* WHOU O\ 2
K="22 "\ 2 ( 2 ) ’
Ph Ph
1 oc2,\ >
h_ﬁc—z]$—l+\/l+(%‘) . (11.266)

Die oben angegebene Formel fifw) beschreibt eine nichttriviale metallische Dispersikrist ein fre-
quenzabhangiger Absorptionskoeffizient 8et k/k der Einheitsvektor der Wellenausbreitungsrichtung,

dann gilt .
A(x,t) = Adkrnx-atjgkinx (11.267)

o=0 ox0

NP\

\\ Die Grbfsekfl ist damit eine Skinlange (Eindringtiefe). Fiir wachsende
kit w wird die Eindringtiefe geringer. Die Felder werden an diee@kiche
eines Leiters gedrangt $kin-Effekt).
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13 Grenzbedingungen des elektromagnetischen Feldes undr@&trom-
dichte

Zwei Medien sind an einer Grenzflache in Kontakt.

Wir berechnen die Ubergangsbedingungenfiir die elefedium |
tromagnetischen Grof3en.
MAXWELL -GLEICHUNGEN:

rotH =aD+j divD=p

rotE = —d.B divB=0 )
. Medium 11
1=0E+py

Ziel ist es, die Gleichungen geeignet Giber das Quasi-

Rechteck und tber den Quasi-Zylinder zu integrieren.

Danach wird der Limek — 0 ausgefuhrt und die Be-

trachtung unmittelbar auf die Grenzflache reduziert.

Vorbereitend fuhren wir die Flachenladungsdicbéeind die Flachenstromdichie ein:

h
sl [ oo
n (11.268)

h
isi=fim, / ()an
“h

Der IndexS bei (l)s markiert die Komponente senkrecht zum Quasi-Rechteck FiZiehenstromdichte
wird umgeformt vermége

h h
i i [ (i
is 'Lano/h(gg)sdh+'l1ano/h(l ) dn (11.269)

Der erste rechte Term verschwindet jedochadand E als physikalische GroRen beschrankt sind. Die
Flachenstromdichte kann somit nur konvektive Anteile efiém. Wegen

(J“V))S:va (1.270)

schreiben wir )
s = 'Limo/pvsdh: PsVs (11.271)
“h

mit der entsprechenden Konvektionsgeschwindigkgiter Flachenladungen.
Anwendung des Stokesschen Satzes auf den Quasi-Rechigickbe

(@) / rotHdS= 7{ Hdx
Rechteck Rand
= (Ht” AB_H! ’AB) A4 (HYB—HIA) h (HUB —HIA) - h
- | (ap+jyds
Rechteck

-/ @d§+l'/h' (D)sdh

Rechteck
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D kann hier nicht unbedingt als stetig im gesamten Rechtegkrammmen werden, Stetigkeit liegt jedoch
stiickweise innerhalb der Gebiete | und Il vor. Wir zerlegas bhtegrationsgebiet in die Teilbereiche | und
[ und wenden je den Mittelwertsatz an:

apds= [ apds+ [ apds
Rechteck Teilrechteck | Teilrechteck Il (| | '272)
:(dtgl)s l'h"‘(d@”)s I-h
Mit der Definition L

(dD)s:= 3 {(dD')S+ (0@")5} (11.273)

erhalt man A
rotHdS=(@D)s 2hl + | /(i)sdh . (11.274)

Rechteck —h

(aD)gist als physikalische GroRe jedoch beschrankt. AusfiihesrGrenziberganghs— 0 ergibt:

I1,AB I,AB
Ht - Ht = psVs

Insbesondere gilt fiir verschwindende Flachenladungsal{ph= 0)
H =H'

Die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstarke géktetig tber.

(b) / rOtEdS— 7{ Edx

Rechteck Rand
= (Et” AB_ g *AB) 1+ (ENE—ENA) -h+ (ENB—ELA) -h
—— [ agds

Rechteck

——2h1(aB)s , (11.275)
wobei der Mittelwertansatz analog zu obigen Uberlegunggeaandt wurde. Hier liefett — 0 :

E =E'
Die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes geht sitgtber.

Die Anwendung des Gaul3schen Satzes auf den Quasi-Zylirglbt folgendes:

© / dindV:y{Qd_S
Zylinder ’
- (0h-Dl)-F
+2h-2m- Ry - Dy
= / pdv
Zylinder

h
—F /pdh (11.276)
“h
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Grenzwerth — 0 ergibt:
DL—Dl =ps . (11.277)

Die Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung getbei verschwindender Flachenladungs-
dichte (ps = 0) stetig Uber, ansonsten betragt der Sprung geradgs.

(d) /divgdv :fgd_s
=(B,—Bh) F
+2h-2mRo- B
—0 . (11.278)

Furh — 0 ergibt sich daraus:
B =8B! . (11.279)

Die Normalkomponente der magnetischen Induktion ist stetj.

© | dviav—§jds
Zylinder ’
=(jn—iM)F
+ 74 jds
Mantel

:—d/pdv
n

:_at/pdh-F (11.280)
“h

Weiterhin kann unterteilt werden in:

y{ jds= f jedds+ f j©ds (11.281)

Mantel Mantel Mantel

Im Grenzubergan — 0 ergibt der konduktive Strorl'{“” = g E generell keinen Anteil, da sowoli als
auchE endlich bleiben.

Fir den konvektiven Anteil

<

"Draufsicht"

<

y{ j©ds= f p-vds

Méntel Méntel 2h
unterteilen wie die Mantelflache in Streifen, so daf3 ds=2h. du
dS=2h-du

gilt.
Das Linienelement des Umfandsiist nach auf3en gerichtet, da

du|| dSgqilt. Bei derdu-Integration heben sich gegeniiberliegende Anteile weg.
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Somit gilt _ _
g;no'/ pvdS= g;no'/ pv2hdu= ps / vdu=0

Es verbleibt
in—ih=aps (1.282)

Die Normalkomponente des Stromes geht stetig tiber, wenn didachenladung konstant ist.

(f) Ubergangsbedingungen fiir die Potentiale

Die Felder

= rotA (11.283)
dirfen nicht divergieren. Die Potentiale miissen somiigssatin:

¢ = ¢ (11.284)
A = Al (11.285)

14 Elektromagnetische Kraft und Drehmoment

Um die in diesem Abschnitt auftretenden Gré3en und Bezigbmiiibersichtlich darstellen und kompakt
handhaben zu kdénnen, fihren wir fir die Vektoren und ihrentélne Ableitungen eine spezielle Kompo-
nentenschreibweise ein:

Indizes, die die Vektorkomponenten des 3-dim. Raumes aobpn, bezeichnen wir lateinisch mit:

a,b,c,..h=123
Ein Vektor j hat die Komponentep:

J=1Ja=(J1,]2,]3)
Fir eine raumliche Ableitung eines skalaren Feldeg schreiben wir.

OxZ =24 =gradZ
Analoges gilt fur die Komponenten eines Vektorfel@¢g):

0xaZb = Zna
ist gleichbedeutend mit
Za
Die Einsteinsche SummenkonvektionUber doppelt auftretende Indizes wird summiert.
Das heil3t zum Beispiel:
Zaa=211+2p2+ 233 = 0x, 21+ Ox, 22+ Oy Zz = diVZ

oder
XaYa=X1Y1+X2 Y2+ X3Y3 =Xy
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Bemerkung: Spater benétigen wir die Indizésj,k, ... . Diese laufen von 1 bis 4 (z.Blx dx = dxf+
A6 + d§ -+ dxg).

Wichtige GréRen:
d-Tensor (Einheitstensor):
1 00
5ab—{c1) Z;E su=[0 1 0 (11.286)
0 01
e-Tensor (vollstandig antisymmetrischer Einheitstensor)
0 a=bodera=coderb=c
Ebc=1 1 a,b,c gerade Permutation von 1, 2, 3 (11.287)
—1 a,b,cungerade Permutationvon 1, 2, 3

Zum Beispiele;13= 0, €123=1, €132 = —1, €310 =1 usw.

Abgeleitete Regeln:

Oab = Oba (11.288)
Oaa= 3= Spurd) (1.289)
OabOc = Oac (11.290)
€abc = —&pac (11.291)
€abcEade = ObdOce — Opeldc (11.292)
(Ax B), = €abcPuBe (1.293)
(rotA), = €ancAchb (11.294)

14.1 Elektromagnetische Kraftdichte

Die elektrom. Kraftdichte setzt sich zusammen aus.aeentz-Kraftdichte

ks = PEa+ (j xB), (11.295)
und derlnhomogenitats-Kraftdichte
K= (BH, HB,+DE,~ED,) . (1.296)
die die Gesamt-Kraftdichte
ka = K5 + K, (1.297)

ergeben. Die Inhomogenitats-Kraftdichte 1aR3t sich nsteblarisation und Magnetisierung umschreiben.
Wir verwenden

D=¢&-E+P
1
H=ko-B—M Ko = o
und ersetzen entsprechend. Es folgt
k'aZ%(KOB Ba—B-M,—koB-B,+M-B,
+ &E-Eaq+P-E,—€E-E,—E-P,)
k!a:}(M'E‘a_E'M,a“FE'E,a_E'E,a) . (11.298)
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Wir leiten noch eine andere Formel fidrab, die in einem isotropen und linearen Medium gilt. Wir ver-
wenden hier:
B = pouH, D = &eE

und erhalten:

1
k'a:§ (MopH-Ha—H-pop-Ha—H-ptopta-H
+60eE-E ,—E- &g E,—E-&o£aE)

= K== % (eogzgrade + uoﬂzgradu) . (11.299)

Kraft auf eine Punktladung e am Ort X (t) im Vakuum

Die Ladungsdichte hat die Form

p(x.t) =ed(x—x()) - (11.300)
Die Bewegung der Ladung erzeugt eine konvektive Stromdicht
T =px1) - v(xt) =ed(x—X(t)) -v(xt) . (11.301)
Zur Kraftdichte tragt hier nur der Lorentz-Term bei, und ggitat sich
K- =ed(x—Xo(t) E(xt) +ed(x—Xo(t)) -v(x,t) x B(x,t) (11.302)
Volumen-Integration liefert die Kraft
K= [Khav
K =e/6(>_<—>_<o(t))E(>_<,t) dV+e/5(>_<—>_<o(t))\_/(>_<,t) x B(x,t) dV
K" =eE(xo,t) + e, t) X B(Xo,t) (1.303)

die als Lorentz-Kraft bekannt ist.

Kraft auf einen Punkt-Dipol im Vakuum

Exemplarisch betrachten wir einen punktfdrmigen magokés Dipol. Er sei charakterisiert durch sein
magnetisches Dipolmomentt). Der Dipol befindet sich am O (t). Die Magnetisierung ist dann:

M(x,t) =m(t) 5(x—X(t)) - (11.304)

Ladungs- oder Stromdichten werden von einem Dipol niché@gy, so dal® nur die Inhomogenitats-Kraft-

Dichte wirksam werden kann. Aus: 1

ka=5(MB,—BM,)
folgt
kg = % [m(t) -8(X—Xo(t)) - G B(x,t) = B(x,t) - m(t) - %5(’—‘—’—‘0(‘))} ' (1-305)

\olumenintegration ergibt die Kraft
K — / KD v
1
=5 (mit)- [ 3(x—x0(t)) - AxBlx1) AV

—m(t)/E(x,t)-0xa5(>_<—>—<o(t)) av)
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Den die Ableitung ded-Funktion enthaltenden Summanden integrieren wir pactied erhalten

/Eaxaa dvzga‘w —/(axag)adv . (11.306)
=0
Somit folgt:
KET® = Zm0, B, 1) + 2 3 BlX.)

Wir formen weiter um zu:

oder
K™ —gradm-B) . (1.307)

Interessant ist noch folgende Umformung:

gradim-B) =mx rotB + (m-grad)B+Bxrotm+(B-gradm
~~ ~ Y

=1/c2&E =0 =0
die
K™ =(m-grad)B+ C—lzm x GE (1.308)
liefert.
Fr einen elektrischen Dipgi(t) mit
P(xt) = p(t) - 5(x—Xo(t)) (11.309)
folgt analog:
K®® =grad(p-E) . (11.310)

Insbesondere folgt aus den abgeleiteten Beziehungentangageman:

K™=0 |, (11.311)
KeP=0 |, (1.312)

wenn magnetisches und elektrisches Feld homogen Birddonst.,.B = const.).

14.2 Elektromagnetische Drehmomentendichte

Die elektromagnetische Drehmomentendidtgetzt sich aus zwei Anteilen zusammen, die in Komponen-
tenschreibweise die Form

Iba = (KaXo — KoXa) + Zab— Zba (11.313)

annehmerk ist dabei die elektromagnetische Kraftdichte dhder Maxwellsche Spannungstensomit
den Komponenten

HB) . (11.314)

1
Zab = EaDp +HaBp — > 0an(ED+

Der Vektorl der Drehmomentendichte ist hier formal auf einen antisytnswhen Tensok,, abgebildet.
Es gilt
lio=13 , lz=l1 , la1=1l2 . (11.315)
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Der Spannungstensor-Term kann unter Ausnutzung der NMégkgichungen

Da = 80Ea+ Pa
Ha = koBa—Ma

2ab — Zpa =EaDp — EpDa+ HaBp — HpBa
=Ea&Ep + EaPb — Ep&oEa — EpPa
+ KoBaBp — MaBp — KoBpBa + MpBa
=EaR, — EpPa+BaMp — BpMa . (11.316)

umgeformt werden. Betrachten wir ein Index-Paar genaugrpz= 2,b =1,
l12 = kox1 — kiXo + EoPy — B3P + BoMp — BiMo =13
so kdnnen wir in die kompakte Schreibweise
| =xxk+PxE+MxB (1.317)
Ubersetzen. Fur einen magnetischen Dipol mit
M=m-8(Xx—Xg) (11.318)

ergibt sich damit ein Drehmoment

(11.319)

LP=pxE . (11.320)



KAPITEL Il

EINFUHRUNG IN DIE SPEZIELLE
RELATIVITATSTHEORIE

1 Die Relativitatsprinzipien der Newtonschen Mechanik undder Elek-
trodynamik

Eine zentrale Rolle spielt in diesem Abschnitt der Begrésdnertialsystems. Darunter verstehen wir
ein Bezugssystem, in dem sich jedes massive Oljekt 0), auf das keine Kraft wirkt, gleichférmig
geradlinig bewegt. Es gilt also das Newtonsche Tragheittgeineingeschrankt:

mK 0 (I1.1)
V,

:K:
=X+ Vot (I11.2)

IX 1

—
Begriff: iners= trage (latein)

Aus der klassischen Mechanik ist das Galileische Relatsfitrinzip bekannt: Das Grundgesetz der Me-
chanik

mx = K (1n.3)

besitzt in allen durch Galilei-Transformationen ausederhervorgehenden Inertialsystem dieselbe Form,
auch genanrftorminvarianz oderKovarianz.

Die Anwendung der Galilei-Transformation

X =x—v-t (111.4)
wollen wir exemplarisch fur ein mechanisches Teilcheresydbetrach-
ten, dald uber Zweikorper-Potentiale miteinander wectidedie Be- x %
wegungsgleichung fiir Teilcheklautet dann irx
mAi_'(A: —DgVABU)_(A—)_(BD . (|||.5)
In % gilt
Xp = Xp — Mt (111.6)
Xp=Xp—V (I.7)
K = % (111.8)
Xa—Xg| = [Xa — Xg| (111.9)

ﬁXb
DI:D (5Xg=0xb-a—)%=0xb5oa=ﬁxa) . (|||10)



80 [ll. Einfihrung in die spezielle Relativitatstheorie

Folglich erhalt man
mAXA:—D’gVAB(IXA—XBI) : (I11.11)

Die absolute Zeitwird bewahrtt = t’. Verallgemeinert auf beliebige Krafte gilt dann
My =K' = maX,=K . (1.12)

Eine ausfihrliche Erérterung der Forminvarianz des 2. Masathen Gesetzes wurde bereits in der Vorle-
sung “Theoretische Mechanik” vorgenommen. Wir verweisarudauf unser Mechanik-Skript, Abschnitt
2.2.

Gilt fur die Elektrodynamik — d.h. fur die Maxwellschen Gtaungen — dieses Relativitatsprinzip auch?

Nein, die Maxwellschen Gleichungen sind nicht kovariaritbebergang von einem Inertialsystem in ein
anderes Inertialsystem, der durch eine Galilei-Transétion realisiert ist. Vorgefuhrt wird dies nicht, da
wir bisher sowieso die Maxwell-Gleichungen nur in einemanitien Medium kennengelernt haben.

Existiert ein anderes Relativitatsprinzip fur die Eleklyoamik; gibt es eine andere Transformation, die
ein Inertialsystem in ein anders Inertialsystem uberfuhd bei der die Maxwell-Gleichungen kovariant
bleiben ?

Ja, es existiert ein Relativitatsprinzip; als Transfoiioratst die sogLorentz-Transformation anzuwen-
den. Dann sind die Maxwellschen Gleichungen in allen Iatsystem kovariant.

Die Gultigkeit dieses Prinzips wird letztendlich nur duikperimente bestéatigt. Davon gibt es eine Viel-
zahl; das von Michelson (1881) ist das beriihmteste. Es wiestgestellt, dal? die Lichtgeschwindigkeit
im Inertialsystem eine vom Bewegungszustand der Lichtquglabhangige universelle Konstante ist. Da
Licht nichts anderes als eine elektromagnetische Wellkdstnen wir sagen: Der Michelson-Versuch zeigt,
daR in allen Inertialsystemen fur elektromagnetischel&istingen im Vakuum die Wellengleichungen

1

AA—g 2A=0 (11.13)
1
AGJ—?dthJ:O (11.14)
. 1 .
divA+ ?ddb =0 (Lorentz-Eichung) (ln.15)

mit gleichemc gilt.
Weitergehend gilt auch die Kovarianz bei den inhomogeneic@Glngen:
M- L 62A— —joj .16
A— X A=—Hoj (I1.16)
1 1
AD— 920 = —— .17
2% &F (I1.17)

die ja bekanntlich aquivalent zu den Maxwell-Gleichunged s

Das Postulat der Allgemeingliltigkeit des Relativitatspips wurde von Albert Einstein im Jahr 1905
aufgestellt.
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Relativitatsprinzip

e Physikalische Gesetze haben in allen Inertialsystemerduwlich Lorentz-Transformationen ausein-
ander hervorgehen, die gleiche Form (Kovarianz, Formiana).

e Die Geschwindigkeit des Lichts ist unabhangig von seinezl@u

2 Eigentliche Lorentz-Transformation

Wir betrachten zwei Inertialsysteme, die sich langsxddizw. x;-Achse mit der Geschwindigkeitzuein-
ander bewegen. In den Urspriingen sitzt je ein Beobachter.

Zum Zeitpunkt = 0 sollenx; = 0 undx; = 0 zusammenfallen. Zu diesem Zeitpunkt werde im gemeinsa-

men Nullpunkt ein Lichtblitz ausgesandt. Jeder Beobadigbauptet nun im Mittelpunkt einer objektiven

Kugelwelle zu sein, da ja beide Systeme gleichberechtigt si
S: X+ =ct?
S X T = A2

Das ist ein logischer Widerspruch. Zu dessen L6sung darfdibd-orm der Glei-

chungen nicht grundsatzlich verandert werden (Kovarjahsbar ist der Wider- %
spruch, wenn jedem Bezugssystem eine eigene Zeit zugdovadealso

i G+ -ct?=0 | (111.18)

S X -t =0 . (111.19)
Die linken Terme muissen bei der Transformation kovariaint s@ dal3 gelten muf3:

3 436 +3G — 2 =7 + X7+ 347 — A’
Naheliegenderweise gitb = x, undxs = X5 so daf}
¥ — A2 =¥ % — %' (111.20)

verbleibt. Die Bedingung ist nun durch eine lineare Tramsfitionx; = X (x1,t), t’ =t'(x¢,t) zu erfiillen.
Dementsprechend ist allgemein anzusetzen.

X; =agX +aigt (11.21)
t' = aq1x1 + a4t (111.22)
wobei die Koeffizienteras1,a14, 841 Undays zu bestimmen sind. Eingesetzt folgt:
x§ — Ct? = af ;X + 2aq1a1axat + % — ¢ (85X + 2auauaxat + a44t%)
= (a%l - Czazzu) x — ¢ (azzm - C—lzaﬂ) t2+ 2t (an1@14— 02641344)
Damit diese Beziehung identischyip undt erfillt wird, missen entsprechende Koeffizienten gleiéh:se
1=a%, —c%a3, |, (111.23)
1:a§4—c—12a§4 : (111.24)
0=ajja;a— CCayaus - (11.25)
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Als vierte Gleichung betrachten wir den Ursprung @®(x; = 0), der sich mit der Geschwindigkeitin X
bewegt, alsx; = vt und folglich

0= Xll =ay1X1 +auat = (a1 v+ ana)t . (111.26)
Die letzte Gleichung liefert
ajq = —Vau1 . (|||.27)
Gleichung (I1.25) liefert:
2
a11d14 Voan
_ i 111.28
= 2 au ( )

Diese beiden Ausdriicke eingesetzt in die beiden Gleichuige23) und (11.24) liefern

2 4 2 2
Ve a Ve a
1_a§1—c2—-£_a§1<1——.£> , (111.29)
ct a2, ¢ a3,
1 Vv oad
1:a§4—?v2a§1:a§4< —g'%) . (111.30)
Ay

Damit

N

2
ajp=ajz  bzw. a1 =aus

Das mogliche negative Vorzeichen schlie3en wir aus, dalslbaye > 0 als auchass > 0 sein mdgen, um
beiv = 0 die identische Transformation zu erhalten. Dies ausndtiiefern die Gleichungerl(.29) und
(11.30)

Ay = ! a1 = ! (11.32)
T iweE HT v '
SchlieRlich
v v 1
apyu=———————— , Y =—— —— . 111.32
N e v-T R 1w (l-32)
Es gilt also:
XVt _ _
X’l—\/ﬁa Xo = Xa, X3 = X3 (11.33)
t— V-X1
= (I11.34)
V1-v2/c?
Die Formeln werden nach ihrem Entdecker H.A. Lorentz behann
Im Matrizenkalkll nimmt die Lorentz-Transformation die skt
, S
X _ X2
|| o o1 o Xa (111.35)
ct/ —v/c 0 1 ct

sz 00 ree

an. Die Umkehrtransformation ergibt sich, wie man leicldhmachnet, einfach durch Ersetzen wadturch
—v, was aufgrund des Relativitatsprinzips ja auch klar ist:
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/ /
xl_% (111.36)
—V/C
X2 :Xlz
)%leg
t/+ lX/
g1 (11.37)

/imvje

Bemerkung: Die fir die Inertialsystemg und%’ abgeleitete Transformation heif3t
spezielleLorentz-Transformation. Lieg¢ nicht entlang einer Koordinatenachse
und sind die zwei Inertialsystenie 3’ noch gegeneinander verkippt, gelangt man
zur allgemeinenLorentz-Transformatior. und 3’ kénnen durch Drehungen im -
2% in zwei Inertialsystem& und’ iberfiihrt werden, so daR je eine Koordinate®
mit v zusammenfallt.

3 Folgerungen aus der Lorentz-Transformation

3.1 Relativierung der Gleichzeitigkeit

Zwei EreignisséA undB mit den Koordinaten irt

A X006 A
B: X885

werden betrachtet. IR’ entsprechen diesen Ereignissen die Koordinaten (nur Zeit)

A V A B v B
w_ oA R

e L ive

tB_tA_l XB_XA
8 A = 2 (%) : (111.39)

ViV

Gleichzeitigkeit inZ, d.h.t® = tA bedingt aber nicht Gleichzeitigkeit &. Fiirx§ = x/ folgt

(111.38)

Somit ist

8 £ tA (111.40)

3.2 Langenkontraktion

Ein Stab der LangE ruhe inZ’ auf derx}-Achse:

s (11.41)
Wir vermessen diesen Stab vanaus. Dazu muissen wir offenbar Anfangs- und Endpunkt deseStab
gleichzeitig fixieren. Die Differenz der Koordinaten deris@ festgelegten Punkte liefert die Lange

[=x§—x§ . (11.42)
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!
s 2
@ 1
% % X
| |
X1
xq x|
Nun gilt
_ _ e_ ta
& i = X Xal;_‘\’/it/czt ) (111.43)
Da wir x§ undx§ zum gleichen Zeitpunkf = t@ feststellen, ergibt sich
|’_ﬁ2/02 , (l1.44)
I <V

Der bewegte Stab ist kiirzer als der ruhende. Die Uberlegilingug in Bewegungsrichtung.

3.3 Zeitdilatation

Wir betrachten eine i’ beix; = x, = x5 = 0 ruhende UhA. A gleitet an inZ ruhenden Uhren voriiber,
die alle bzglX synchronisiert sind.

Wir betrachterB undC, die in X ruhen,B beix; = x, = X3 = 0 undC beix; = d,xo = x3=0. AundB
zeigen beim Vorbeigleiten aneinander Null Uhr an. Diesesdris hat also die Koordinaten

b3 s 2. X1=X=X3=t=0 |,
’ Z/Z X’l:X/2:X,3:t/:O

Fur das Ereignis des Vorbeigleitens vAanC gilt

2. X=dXx=x3=0 ,

Eingesetzt in die Formeln fir die Lorentz-Transformatiolgf

. d-wt
1—v2/c2
_wd
I c?
V1-v2/c2
Somit
d
t=-
v
und 2
t— 5t 2
=& 1Yy (I11.45)
V1-2/c? c?
d.h.

t'<t . (111.46)



3.4 Additionstheoreme fur Geschwindigkeiten 85

Die Uhr A zeigt beim Vorbeigleiten a@ die Zeitt’ < t an, obwohl beim Vorbeigleiten vot andB beide
Uhren die gleiche Zeit Null angezeigt habenXrwird die Zeit gedehntZeitdilatation .

Immer geht also die relativ zu einem Inertialsystem bewelteim Vergleich mit den im Inertialsystem
ruhenden Uhren nach, wobei man wegen der Bewegung immeauafi@rid anderen Uhren des Inertialsy-
stems vergleichen muf3.

Unter Eigenzeitr einer Uhr verstehen wir die in ihrem Ruhesystem gemesseiheBésvegt sich die Uhr

in einem Inertialsyster®, so gilt
T=4/1-Vv3/c2t . (1.47)

t
B V2 (f) o
r_o/ - (111.48)

Farv(t) gilt

3.4 Additionstheoreme fur Geschwindigkeiten

In 2’ bewege sich ein Punkt mit der Geschwindigkeit

X, dx, dx,
= i) = (G G )

Durch Differenz- bzw. Differentialbildung folgt aus der temtz-Transformation

dxg = ——— do=dx, , dg=d% ,

woraus die Geschwindigkaitdieses Punktes ik bestimmt werden kann. Es ergibt sich

dxg  dxg+vdt %—i—v UtV

u =
YTdt T dv+ Zdx 1139 14%%

L dtl\/l - uz\/l (111.50)

, (111.49)

, = 2 _
dt ~ dt dx’ d v
T 1+C‘gdf/l 1+
Uy /1%
ljg,z*q'ivuC2 , (I1.51)
1+

Diskutieren wir insbesondere den Spezialigll= u; = 0. Wennu) = cist, so folgt

cC+v
b= Trvs =C (111.52)

Istu) < c, so folgt auchu; < c.

Wenn man zur Lichtgeschwindigkeit eine weitere Geschvgkeliit addiert (oder subtrahiert), ergibt sich
stets wieder die Lichtgeschwindigkeit. Die Addition zwelignterlichtgeschwindigkeiten ergibt stets wie-
der eine Unterlichtgeschwindigkeit.
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4 Der Minkowski-Raum

Die Formeln der Lorentz-Transformation zeigen uns, dafiniRand Zeit nicht wie in der vorrelativisti-
schen Physik getrennt voneinander betrachtet werden kéSeskommt z.B. der Aussage ,es finden zwei
Ereignisse gleichzeitig in einer bestimmten Entfernungemander statt* offenbar nur in Bezug auf be-
stimmte Inertialsysteme einen Sinn zu. Wir missen uns desba einer solchen Ausdrucksweise trennen
und zu bezugssystemunabhéangigen Begriffen tbergehen.

Der elementare Begriff ist der des Ereignisses. Ein Ersgfiiwird durch drei rAumliche Koordinaten
X = (Xg,%2,X%3) und eine Zeitkoordinatebeschrieben. Wir definieren nun einen Abst&wmvischen zwei
Ereignissensy und &g mittels der Formel

§ =04 —x0)%+ 06 —x5)%+ (06 —x3)° — - (1"~ 17)%. (111.53)

Die GroReS’ ist offensichtlich eine Invariante — die sogenannte Funefatalinvariante — beim Uber-
gang von einem Inertialsystem in ein anderes. Wir haberedise ja gerade benutzt, um die Lorentz-
Transformation abzuleiten.

Fur infinitesimal benachbarte Ereignisse gilt entspredhen
dS = dx¢ +dxg +dxg — c?- dt? (111.54)

Damit hatdS in allen Inertialsystemen den gleichen Wert. Diesen Albt@axakt miRte man sagen:
das Abstandsquadral® kann man nun als GréRe in einem vierdimensionalen Raunpirstiéeren. Wir
fiihren neue Koordinateft,..., &% ein, wobei

l=xg , &=x , &&=x (I11.55)
und als vierte Dimension die Koordinate
E=c-t (Galileische Koordinate) (11.56)
definiert wird. Damit folgt
dS = (d&Y)*+ (A% + (d&3)* — (de*)® . (I11.57)

Bei d< handelt es sich um einen Spezialfall der allgemeinen Riliftem der Differentiala&’ von der
Form

IN

ds = Zgijdfidfj . (111.58)
i=1]=1
Wie lesen ab, dalR hier gilt
1 0 0 O
01 0 O
@)=| o 0o 1 o (111.59)
0 0 0 -1

Im Minkowsi-Raum ist statgij auch die Bezeichnung;; gebréuchlich. Die GroRég;j) heifldt metri-
scher Tensorodermetrischer Fundamentaltensordes durch die Koordinateftt, £2, &3, £4 aufgespann-
ten Raumes. Dieser vierdimensionale Raum Widkowski-Raum oderRaum-Zeit-Welt genannt.

Die Koordinatené®, ..., &4 bilden offensichtlich kein kartesisches Koordinatensystdenn dann miiRte
fur gjj die euklidische Metrik

(&) = (111.60)

[oNeNell o
[cNeN N}
O OO
= O OO
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gelten; ein euklidischer Raum wiirde vorliegen. Die Kooatimé?®, ... 4 des Minkowski-Raumes bil-
den einen speziellen Satz von krummlinig-schiefwinklig@ordinaten. Verkirzt spricht man einfach von
krummlinigen Koordinaten, auch wenn ggf. die Koordinait@eh gar nicht gekrimmt sondern nur schief-
winklig sind. Eingefiihrt und ausfihrlich erdrtert wurdemukimlinige Koordinatensysteme in der Vorle-
sung “Theoretische Mechanik”. Wir verweisen auf unser Matk-Skript, Abschnitt 1.2. Dort wird zwar
nur der dreidimenisonale Raum betrachtet, aber die Venalégnerung auf einen vierdimensionalen Raum
bereitet keine Schwierigkeiten; die Uberlegungen und digatdahl der Formeln bleiben giiltig, wenn eine
vierte Koordinate hinzugenommen wird. Insbesondere wedie Summationen statt von 1 bis 3 einfach
von 1 bis 4 erstreckt. Wir erinnern an die Vereinbarung, defdmtlizesa,b,... von 1 bis 3 laufen und
die Indizesi, j,... von 1 bis 4. AuRerdem wenden wir die Einsteinsche Summemkdionen an: Uber
in einem Term doppelt auftretende Indizes wird automatsahmiert. Einige Uberlegungen zu krumm-
linigen orthogonalen Koordinatensystemen befinden sic do@reits in Abschnitt.5 des vorliegenden
Skriptes. Wir wollen hier nur die wichtigsten Eigenschafédigemeiner krummliniger Koordinatensyste-
me aufschreiben und dann die Spezialisierungen fur denwtiski-Raum vornehmen.

In krummlinigen Koordinatensystemen kann man in jedem Pdak Raumekovariante Basisvektoren
b, undkontravariante Basisvektorenb' einfiihren, die i.a. weder die gleiche Richtung noch diedjlei
Lange haben.

Die kovarianten Basisvektordmschmiegen sich an die jeweiligen Koordinatenlinien an s8id definiert

durch )
X
(vgl. Mechanik-Skript, Gl. (1.33)).

Die kontravarianten Basisvektorbhstehen auf den Flachen senkrecht, die entstehen, werteli¢or-
dinate konstant gehalten wird. Sie sind definiert durch

p = %%

b= (I1.62)

(vgl. Mechanik-Skript, Gl. (1.36)). Im vierdimensional®&aum sind die “Flachen” dann dreidimensionale
Hyperflachen.

Die ko- und kontravarianten Basisvektoren stehen aufgitured Konstruktion senkrecht aufeinander, also
b LB, i#k . (111.63)
Skalarproduktbildung fuhrt auf

ox &< &k
..k:—_..—:—_: k .
b b = g5 G —ga =3 (111.64)
wobei ¢ das Kronecker-Symbol darstellt.

Die Skalarprodukte der kovarianten Basisvektoren umaraier definieren gerade den bereits erwahnten
metrischen Tensor, der sich allgemein in der Form

Oik = by - by (11.65)
schreibt. Kompakt als Matrix kdnnen wir auch schreiben

9= (gi) = (b-b) - (I11.66)

Das Skalarprodukt der kontravarianten Basisvektorerraimander wird mit

gk =p' b (111.67)
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bezeichnetg als Matrix aufgefaRRt erweist sich gerade als das Inverségph Wir schreiben

gl= (gik) . (111.68)

Der Verschiebungsvektai¢ in einem beliebigen Punkt des vierdimensionalen Raumes kan mit bei-
den Basissystemen dargestellt werden, also

dé =b'-d§ (111.69)
oder _
d& =b-d&' . (111.70)

Natirlich sind die Koeffiziented& bzw. d€' bei Benutzung verschiedener Basisvektoren ebenfalls ver-
schieden, obwohl es sich um die gleiche physikalische ®¢al hier ausgedriickt duraé — handelt.

dé&; sind die kovarianten Koordinatendifferentiale whfi entsprechend die kontravarianten.

Mit Hilfe des metrischen Tensors und seines inversen Terlassen sich ko- und kontravariante Kompo-
nenten beliebiger GroRen ineinander umrechnen. Wir begaaies am Beispiel der Koordinatendiffe-
rentiale. Es gilt

d& = gidé* (I11.72)
bzw. _ _
dél=gldg . (111.72)
Dies ist leicht einzusehen, denn skalare Multiplikation #l.69) mit b, und von (11.70) mit b! fuhrt auf
be-d€ = by -b'd& = §dg = dé (111.73)
bzw. _ _ _ o _
bl.df =bl - bdé' =o'de' =dg) . (I11.74)
In einem weiteren Schritt folgt bereits
dé = by - d€ = by -b;d&) = gy;dé! (111.75)
sowie . . . _
dél =bl.dé =bl-b'd§ =gl'dg . (111.76)

Wir verifizieren hier auch gleich noch die obige Aussage, @;ﬂ@ das Inverse voliigi) darstellt. Nach-
einanderausfiihrung der beiden letzten Gleichungentiefer

dé = gkjdé) = giyg’dg (11.77)

Folglich muf3 _
99" = & (111.78)
gelten.

Diese ganz allgemeinen Regeln sollen jetzt auf den Minkewskim angewendet werden. Wir schreiben
das Abstandsdifferential in verschiedenen Formen, d.h.

dS’ =d& -d& (11.79)
=b'd&-bld&; = gl d&dé; (111.80)
=Dbd¢'-b;d&! = gjd&'dé] (111.81)

=bd&'-bld&; = 5dE'dE; = dE'dE . (11.82)
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Der metrische Tensor und sein Inverses sind hier rechtainfad stimmen sogar tberein:

10 0 O
9-9"=| 5 0 1 o (.83
0 0 0 -1
Somit gilt
déd=dé& , (a=1,2,3) (111.84)
dé4=—dé&; . (111.85)

Bemerkung:Prinzip des richtigen Indexbildes

Der Kalkul ist so konstruiert, daf das Indexbild einer Gieieg folgenden formalen Regeln gentigen muf3.

e Esist zwischen freien Indizes und Summationsindizes zersoheiden.

e In einer Gleichung miissen rechts und links des Gleichtedlsens die gleichen freien Indizes vor-
kommen.

Gleiche freie Indizes mussen den gleichen Charakter (kaviabzw. kontravariant) und damit die
gleiche Hohenpositionierung (unterer bzw. oberer Inde)em.

Bei doppelt auftretenden Summationsindizes (auch gggttidizes genannt) muf3 ein Index kova-
riant und der andere kontravariant sein.

e Die Umrechnung von ko- und kontravarianten Indizes ineileamach den Formeln
T =g*T . (111.86)
Ti = gi T~ (11.87)

wird auch “Indexziehen” genannt.

Wir wollen nun einige Uberlegungen zur Lorentz-Transfatioraim Minkowski-Raum anfiigen. Aus der
Invarianz vonS? bzw. dS hatten wir die spezielle Lorentz-Transformatioh.85) abgeleitet. “Speziell”

wird sie in diesem Fall genannt, weil die Koordinatensys&nund >’ achsenparallel zu und auBerdem
nicht gegeneinander verdreht sind. Wir schreiben Gleigh{lih35) in der Form

& =14 (111.88)
bzw. differentiell
dé’ = Lgdé! (11.89)
mit
1 00 &
V=TT VI 22
A 0 10 0
ES_(LSJ)_ o 01 o (111.90)
—v/c 0 1

ez 00 ree

Die inverse spezielle Lorentz-Transformation berechreat sharaus zu

1 +v/c
e o
1 i) 0o 10 0
Li=(9)=] o 01 o (11.92)
+v/c 0 0

1
\/1-v2/c? \/1-V2/c?
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Erwartungsgeman ergibt su:}g ausLg einfach durch Vorzeichenumkehr verfv — —v); die den Uber-
gang vonx nachZ’ beschreibende Transformat|0n wird wieder rickgangig géina

Auf die Annahme der speziellen Lorentz-Transformatiorzighiten wir jetzt.L = (Lij’) beschreibe eine

allgemeine Lorentz-Transformation vé@nnach’. v ist nicht mehr achsenparallel udund %’ kénnen
beliebig gegeneinander verdreht sein. Wir setzen an

dé’ =Lidgl (11.92)
Vermittels der Gleichungenl(.71) und (11.72) folgt
dfi/ = gi/k/dfk/ = gi/k/Lﬁ.dEm = gi/k/Lkr;]gmndEn . (|||93)

Die Symmetrie des metrischen Tensors ausnutzend ist zaikehr

d& = gineg™LidEn (111.94)
Die Invarianz vord & liefert
S? = d&dE" = gLk L d&rdE] (111.95)
=dS =d&dé! | (111.96)
woraus die Forderung
Gineg"MLLY = 37 (111.97)

zu erhebenist. Dies sind 10 Bedingungsgleichungen aldfgiman beachte die Symmetrie des Kronecker-
Symbols, weshalb nicht 16 sondern nur 10 Bedingungsglaméifolgen. Determinantenbildung liefert

det(gyic) det(g"™) det(Ly) det(L]) =1 (11.98)
bzw. kompakt geschrieben

detg detg (detl)® = (detL)’ =1 . (111.99)

Die Losung det = +1 kennzeichnet dieigentlicheLorentz-Transformation. Dieser Wert bririgmit ei-
ner Drehung im Minkowski-Raum in Zusammenhang. Die Los\ety & —1 beschreibt die uneigentliche
Lorentz-Transformation; sie enthdlt eine vierdimensier@piegelung.

Explizit geben wir die allgemeine Lorentz-Transformatiomier nicht an, da fir sehr viele prinzipielle An-
wendungen die spezielle Lorentz- Transformatlgrausrelcht UnL im Detail auszurechnen, wirde man

neber® undZ’ zwei Hilfskoordinatensysten®, undZj, einfilhren>y undZ}, sind nicht gegeneinander

verdreht und ihré1- bzw. El -Achsen sind parallel zu. Die Lorentz-Transformation zwischeiy und
h istdann geradeg. Nun sind einfach noch zusatzliche dreidimensionale Dnglka jeweils zwischeh
undZy bzw. zwischerzy; undZ’ vorzunehmen und ist ausLg generiert.

Einige nachfolgende Formeln sind noch hilfreich.

Wir gehen wieder von der Transformation vBmachZ’
dé’ = Lidé!

aus. Nach der Kettenregel gilt auch

o9&

d&’ = a—EkdEk
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und somit folgt
L ¢!

i = GE (111.100)
Die reziproke TransformatioR' nach liefert
o9& N
dg' = —a;mdf” = (L) de™
Nacheinanderausfuhrung ergibt
I m
iz—gm : % — L M= oder (I11.101)
98" 98l L L
O—H.W:Llj (|_ )k,:q'(/ i (11.1202)
Vergleich mit (11.97) liefert
LY = gmed¥ (111.103)
Fir die inverse Transformation schreiben wir
N !
L' == (L71) ) = Gmied"L¥n (11.104)
und erhalten damit
statt (11.102) L"jL} = &) (111.105) Z Z
oder statt1.101) Ly'L™, =35 . an.106) © v

Mit der Definition (11.104) haben wir uns eines speziellen Symbols fiir die

inverse Lorentz - Transformation entledigt; ,invers* wiatso damit zum

Ausdruck gebracht, dass der Zeilenindex unten steht un8pltenindex

oben. Wir weisen ausdrucklich darauf hin, dass es sich bgimb8| auf

der linken Seite vonl(].104) um eine Definition handelt und nicht um die Anwendung teiefler Regeln
fiir das Indexziehen, auch wenifi (L03) dies suggeriert! Abekt¥ , ist kein Tensor.

Wegen der 10 Bedingungsgleichungen sind von den 16 Paramfétdl nur 6 tatsachlich frei. Drei Pa-
rameter entsprechen dabei den Eulerschen WinkelrE umd > achsenparallel “zurechtzudrehen” und
die weiteren 3 Parameter sind die Komponentenwotas i.a. nicht parallel zu einer Koordinatenachse
liegt (a). = wird gedreht bis Achsenparallelitat 2 vorliegt (b). Im speziellen Fall der achsenparallelen
Ausrichtung vore, ¥’ undy wird L zuL (c).

Der Lichtkegel

Wir denken uns den Minkwoski-Raum aufgespannt durch eirdirieensionales Achsenkreuz Die Ereig-
nisse entsprechen dann den Punkten im Minkowski-Raum underneauch Weltpunkte genannt. Da die
Zeit standig in positiver Richtung gleichférmig zunimmgdehreibt jeder Punkt eines materiellen Koérpers
eine Kurve — die Weltlinie des Punktes.

Betrachten wir nur Ereignisse auf derAchse. Die beiden im Winkel von 45jeneigten Geraden ent-
sprechen offenbar Lichtsignalen (,Photonen*) in positibew. negativer;-Richtung. Die schraffierten
Gebiete heiRehichtkegel, und zwar Vergangenheitskegel (oder Vorkegel)dik: 0 und Zukunftskegel

(oder Nachkegel) fuct > 0.
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Da sich alle Kérper mit Unterlichtgeschwindigkeit bewegearlaufen ihre Weltlinien stets im Lichtke-
gel. Die Punkte des Vorkegels entsprechen Ereignissemudigas Ereignig0,0) einen kausalen Einflu3
ausuben kénnen, wahrend im Nachkegel alle Ereignisse legtthsind, die vom Ereignig0,0) kausal
beeinflult werden kénnen.

ct Alle Punkte innerhalb des Lichtkegels haben zum Nullpurgkt Abstand
FP=x2-c?<0 , Simaginar. (11.107)
Nachkegel We“"niex Solche Abstande heiReeitartig.
1
z Vorkegel Raumartige Abstande mit
7 P=xX-A?>0 , Sreell (111.108)

treten zwischen dem Nullpunkt und den Punkten auf3erhalbidbetkegels auf.

Abstande mis? = 0 heiRerlichtartig .

5 Lorentz-Transformation der elektromagnetischen Grél3en

Bisher haben wir nur den Zusammenhang der Koordingtgmy, x3, ct) und (xj, x5, x5, ct’), der durch die
Lorentz-Transformation erzeugt wird, diskutiert. Wirdem nun nach dem Zusammenhang {&rB, j, p)
und(E',B', j’, p’) bzw. der Potentiale oder anderer abgeleiteter GroRen. BlasiRtatsprinzip fordert die
Kovarianz der Maxwell-Gleichungen unter Lorentz-Tramsfation, d.h. z.B.

3 3
rotE = —3B rot'E' = —9/B'
rotH =D+ j rot'H = g/D' + '
divD=p div'D’' = p’
divB=0 div'B'=0

Da wir den Zusammenhang vdmy, X2, X3, ct) und (X;,X5, X5, ct’) kennen, &Rt sich unmittelbar der Zu-
sammenhang von rot und fo$ und d/ usw. bestimmen. Dies anwendend folgt dann schlieRlich auch
der Zuammenhang vda undE’ etc. Diese Rechnung ,zu FuR3* 1Rt sich wesentlich elegamtdiensor-
Kalkll ausfuhren.

Der Einfihrung von Tensoren liegt folgender Gedanke zudguiPhysikalische Grund - Gréf3en — ob
Skalare, Vektoren oder kompliziertere Strukturen — sitetibjektive Realitdten dar. Sie existieren vollig
unabhangig davon, ob ein Koordinatensystem eingefuihundterst recht von der konkreten Form eines
Koordinatensystems. Ein Koordinatensystem ist ledigtithmenschgemachtes kunstliches und willktrli-
ches Hilfsmittel, um diese objektiven Realitaten quanéfizar zu handhaben. Betrachten wir exemplarisch
das elektrische FeH in einem bestimmten Punkt des dreidimensionalen Raumaseuestimmten Zeit.

E existiert naturlich ohne Festlegung eines Koordinateesys. Symbolisieren wollen wi durch einen
Pfeil, der gerade in diesem Punkt des Raumes ansetzt. Dimbes Zeit sei “jetzt”.

Um die Starke vort (=Lange des Pfeils) und die Richtung ver{=Richtung des Pfeils) auch reproduzier-
bar angeben zu kdnnen, ist ein Koordinatensystem hilfréiafgespannt wird es in dem genannten Punkt
des Raumes durch in bestimmter aber dennoch willkirlicres®\gewahlte Basisvektoren. Die Projektio-
nen vonE auf diese Basisvektoren nennen wir die (kontravariantemyponenterE®, E2, ... von E und
man schreibt

E=E';+E%,+... . (11.109)
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Bei einer dreidimensionalen Koordinatentransformatébh, der Anderung des;, andern sich die Kom-
ponenterE', ohne daR sich die physikalische GrdBéindern darf. Anderungen dby bedingen darauf
abgestimmte Anderungen def. Allerdings istE keine Grund - GréRe im Minkowski - Raum, was schon
wegen der fehlenden 4. Komponente klar ist. Nun ist auchrseh@rahnen wie die weiteren Schritte ausse-
hen. Im Minkowski-Raum wissen wir bereits, daR sich beigitgbergang vort nachs’ die Koordinaten
&L ... &% bzw. die entsprechenden Basisvektoren mittels einer ltprBransformation tiberfiihren, also
fur die kovariante Basis

b, = Likby (11.110)
und fur die kontravariante Basis
b =Libk . (11.111)
Diese Gleichungen erhalten wir aus
J L L L (11.112)
o 98 aEk
(U U ) N S
da b = o L'y o L' b (11.113)
dx  ox 9&V " .
by LU'kLik=b; &) = by = Li*b, . (I11.115)

Nun sind GroR3en zu definieren, deren Komponenten sich dabaéfstimmt transformieren. Diese Grol3en
heil3en Tensoren. lhre Einfihrung erfolgt in diesem Abgth&chlieRlich missen wir noch den Zusam-
menhang der uns bisher gelaufigen physikalischen Grol3eR Mg, p etc. mit den Tensoren herstellen

bzw. diese GréRen in geeigneter Weise mit den Tensorerifidaren.

Exemplarisch betrachten wir einen Vekiioim Minkowski-RaumT stelle physikalische Realitat dar, z.B.
Felder, und hange damit nicht vom konkreten Bezugssysteimkdnn dargestellt werden in verschiedenen

Basen, z.B.{Qi},{Qi},{pi/},{g‘/},...

Alsofolgt T=T'b=Tib=T'b, =Tyb' = ... (11.116)
Ti,Ti7Ti/,Ti/7 ... sind die entsprechenden Entwicklungskoeffizienten, gaendomponenten.
Die Umrechnung vorT' — T, ist bekannt; sie erfolgt mit dem metrischen Tensor und hettnivirk-

lich etwas mit der Lorentz - Transformation von Inertialgys s ins InertialsystenX’ zu tun. Die Lorentz
- Tansformation kommt aber z.B. beim Basis - WecH&e} — {b; } ins Spiel.

Behauptung:
T = Li/jTj (.117)
Beweis:
T :Ti/bi/ — Li/j T Li’kbk (1.118)
:Li'jLi/ijDkzé}(TjDk (11.119)
——
oK
Analog gilt

T =Ll (I11.121)
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und entsprechendes flir Tensoren hdéherer Ordnung.

5.1 Tensoren im Minkowski-Raum (Definitionen)

Im Minkowski - Raum betrachten wir ausschlie3lich Lorentzansformationen. Die darauf abgestimmten
Grol3en heiRen deshalb Lorentz - Tensoren. Spater werdesieder kurz von Tensor sprechen, meinen
hier aber immer Lorentz - Tensoren.

| Lorentz - Tensor 0. Stufe]

7 ist Lorentz - Tensor 0. Stufe, wenn er bei einer Lorentz-$farmation invariant ist:
T =T . (1mn.122)
Beispiele:

ds Abstandsquadrat

dr Eigenzeit, dalt = /1 —v2/c2dt
dr =4/1—v2/c2dt

dr? = —C—lz(vzdtz—czdtz)
= LG+t g )
= 5 (A8 + (0897 + (ag%)” - (dg")’)

1

| Lorentz - Tensor 1. Stufe

7 istLorentz - Tensor 1. Stufe, wenn sich bei einer Lorentrsformation seine kovarianten Komponen-
ten geman _
T =Ll 7 (1n.123)

und seine kontravarianten Komponenten geman

T =17 (111.124)
transformieren.
Beispiele:

d&'  Viererdifferential
Osi Vierergradient

i
poﬁ Konvektions-Viererstromdichte
dr
dé' L
ar Vierergeschwindigkeit
dZEi

a2 Viererbeschleunigung
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Bemerkung zum Vierergradienten.

Der Vierergradient transformiert sich wie die kovariank&mponenten, denn es gilt

dEm —1\m
Ogir = dem =LY o Ogm = Li"Ogm . (11.125)
Dies ist aber gerade die Transfomrationsformel fiir kovaie&omponenten.
Fur die Viererdivergenz gilt dann

O

TV = L"gmLiT"
—1\m i
= (L) LyfemT"
- 6?"1(95an
=OgmT™ . (111.126)

Die Viererdivergenz ist somit invariant und damit ein LaenTensor 0. Stufe.

| Lorentz - Tensor 2. Stufe]

Z istein Lorentz - Tensor 2. Stufe, wenn sich seine Kompomegeeiner Lorentz-Transformation gemaf
Trjr =L " Fam (111.127)
gV = L gkm (I11.128)

transformieren. Auch gemischte Komponenten sind mégbemn gilt

FV =L Tk (11.129)

Beispiele:

A = B dyadisches Produkt der zwei Tensoren 1. Stéfeind %;
PBron elektromagnetischer Feldstarketensor

Verjingung
< 1 (Spur vone 1) ist Tensor 0. Stufe, da
«Q{i/i = LI/kLIJ%J
= (L)L) = o) = Ak

Uberschiebung

%% ist die Uberschiebung (das Skalarprodukt) zweier Viercioren.

| Lorentz - Tensor n. Stufe|

Z heil3t Lorentz - Tensor n. Stufe (n-fach unterstrichen),m&oh seine Komponenten bei einer Lorentz-
Transformation gemar
1 kg k kn
Tty = Ly L - Ly Tl (111.130)

Fitipedh |_'k11|_'k22 o L'Qngklkz---kn (1n.131)
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transformieren.

Mitunter werden?', 71} als kontrvariante Tensoren un, 3 als kovariante Tensoren bezeichnet. Zur
Unterscheidung werdeff und.Z etc. dann geometrische Objekte genannt. Wenn wir im weitezekirzt
z.B. von einem kontravarianten Tensor sprechen, meinedamit die kontravarianten Komponenten die-
ses Tensors.

5.2 Tensordarstellung der Maxwell-Theorie

Wir formen nun die Gleichungen der Maxwell-Theorie in Viesghreibweise und damit in Tensordarstel-
lung um. Das Verhalten der elektromagentischen GroR3enibei Borentz-Transformation ist in Vierer-
darstellung dann unmittelbar ablesbar.

Wir betrachten zunachst die Gleichungen fir die Poteniialéakuum in Lorentz-Eichung:
A L 92— — o]
S = —Ho)
1 1
AD— S0P0=—=
c2 t SOp
. 1
divA+ ?dcb =0
Wir fuhren jetzt Vierergrof3en ein:

i 1 . ) .
o = <Aa, E(D) kontravariante Komponenten des Viererpotentials (mn3

7= (ja,cp) kontravariante Komponenten der Viererstromdichte @Bn

Die mit a,b,... indizierten GréRen sind die bekannten Vektorkompenten iieiddnensionalen Raum,
bezogen auf ein kartesisches Koordinatensystem. Da imgtaetesichen Koordinatensystem die ko- und
kontravarianten Komponenten identisch sind, wird beiateger Index in herkdmmlicher Weise nach unten
gesetzt.

Den Wellenoperator formen wir um zu
1 .
A-500=0"0a0; =0 . (111.134)

Das SymbolJ wird als Wellenoperator oder d’Alembertscher Operatoel@met, und bereits am Index-
bild erkennt man, daf3 es sich um einen Tensor 0. Stufe handelt
Die beiden Potentialgleichungen lassen sich damit schineils

Oa*=—po 7% . (111.135)
Die Eichgleichung entspricht einer Viererdivergenz

Og e/l =l =0 (11.136)

Hier wurde gleich noch eine verkurzte Schreibweise eingeféUr eine partielle Ableitung;; nach einer
Viererkoordinate schreibt man augh(sprich: Komma j).

SchluRfolgerungen:Das Viererpotentiat7' und die Viererstromdichtyi werden formal eingefuhrt. Die
Viererschreibweise sagt noch nichts liber den Tensorctearakeser 14Rt sich aber aus folgenden Uberle-
gungen deduzieren: Die Viererdivergeﬂg ist ein Skalar und damit invariant bei Lorentz-Transforioat

Dad;j ein kovarianter Tensor ist, mu’ als Partner einer Uberschiebung @yt ein kontravarianter Ten-
sor sein, da die 0 auf der rechten Seite vith1(36) nattrlich ein Tensor 0. Stufe ist. Daein Skalar und
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damit invariant ist, ist1.a7% ein Tensor (1. Stufe), und damit muR au;;sﬁk ein Tensor (1. Stufe) sein.
Somit sind die oben in Viererschreibweise formulierteni&langen Tensorgleichungen.

Im folgenden werden die weiteren Gleichungen der Maxwékdrie als Tensorgleichungen — und damit
invariant bei Lorentz-Transformation — formuliert. DaZihfen wir die Gré3en

MmN ( :;'Sb _%Da ) elektromagnetischer Erregungstensor, (1.237)
b
Binn = ( —].B/a(l:)Eb I +1{)CE"" ) elektromagentischer Feldstarketensor (11.138)

ein, von denen wir spéter zeigen, daf3 es sich um Tensorenf2.t&ndeltZ™" und %, sind antisym-
metrisch definiert

A= A" Bon=—Bom (11.139)

und es wird gesetzt
A2 = Hg A% =H; A3 =H, (111.140)
Prp=Bg Boz =By PB31=By . (111.141)

Explizit hei3t dies
0 Hs —Hy; —cDp
S —HHZs _OHl %l :ggz , (111.142)
+cD; +cDy; +cDs3 0
0 B3 —By +1/cE

N

—1/CE1 —1/CE2 —1/CE3 0

Behauptung: Die Maxwell-Gleichungen haben die Form

A= g™  (inhomogenes System) (11.144)
PBronk + PBrmn + PBrkm = 0 (homogenes System) (111.145)

Fur eine ziigige Beweisflihrung stellen wir zunachst die &amgen fur das konkrete Indexziehen voran.
Bekanntlich gilt

T =gk . (111.146)
Dies bedeutet konkret
T=n |, 7°=9 , T3=7 , T*=-9, . (11.147)
Bei Tensoren héherer Ordnungen gilt fir jeden Index entsEnedes.
Inhomogenes System:
Firm=1:

%12,2 + %13’3 + %14’4 _ /1
H3>—Hz3—cDia= j1

1 .
Hzp —Hz3—¢cDyy- < h

—Ho3+Hzo=D1t+j1
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und analog fim = 2, 3 ergibt
rotH =aD+j

Furm= 4 ergibt sich
%41,14_{%&42,2_'_%43,3: /4

CD11+cDop+cD3z=cp
= divD=p

Homogenes System:
Firmnk=1,2,3:
P23+ P12+ FBo31 =0
B33z +B22+By1=0
= divB=0
Firmnk=1,24:
PB124+ Bar2+ P41 =0

1 1
Bzs— -E —-E»1=0
347 ¢ 1’2+c 2.1

1 1
—B3t——-(E1o—E =0
<Bat c( 12— E21)

Ex1—E12=—Bzay
und analog fum,n,k = 2,3,4 undm,n,k = 1, 3,4 ergibt

rotE = —B g.e.d.

Die Kontinuitatsgleichung hat die Viererform

I" =0, (111.148)

da
L L 1
I =t /4’4:d|vl+cp,4:d|vl+cadtp:0

Der Zusammenhang zwischen dem Feldstarketensor und demrpiéential ist durch die sogenannte
Viererrotation
%mn: Mn’m—ﬁ{m’n (”Il49)

gegeben. Man verifiziert

PBro=P~A1—A12=B3
Boz=Azo—Ax3=B;
Biz=Az1—Ai3=—By
—~ B=rotA (111.150)
und

1 1 1
PBra= a1 — Na= A1 — oty = —ECD,ZL—ALIE = EE:L

und analog fliBy4, B34 ergibt
E = —grad® - A
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Die Wellengleichung fiir das Viererpotenti] betrachten wir im Fall des Vakuums, wo die Materialglei-
chungen

D—gE , H——B

Ho™
gelten. Wegeryc = ﬁ folgt dann
A = i%m” . (1n.151)
Ho
Das inhomogene System nimmt jetzt die Form
B = 7" (11.152)
an. Daraus ergibt sich o o
gmlgm%ij,n =g™g" (ffyj,i,n — «Q{i,j,n) = Ilofm . (111.153)
Fur den ersten Term folgt
gmignjﬁfj,i,n _ gmi(‘:]njgh.rszr’i’n _ gmiérn%r’i’n _ gmiﬁ{n,i,n _ gmiﬂ{n,n,i ) (I11.154)

Dieser Ausdruck verschwindet wegen der Eichgleichufit,, = 0. Es verbleibt

99" A o=~ ™
gnjérm%r,j,n — _“O/m
g™ n=—po M . (111.155)
Dies ist gerade die Wellengleichunigj (135).

Zu zeigen ist noch, da®™" und Zmn, tatsachlich Tensoren 2. Stufe sind. Die TensoreigensebafZ™"
folgt aber unmittelbar audl(.144), da_¢#™ ein Tensor ist und somi#’™" zunéchst bezlglich des ersten
Index ein Tensor sein muf3. Der zweite Index ™" wird aber mit dem Vierergradienten Giberschoben,
so daf} die Tensoreigenschaft auch beziglich dieses In&kxest. Die Tensoreigenschaft va#m, ist
unmittelbar klar ausl(l.149), da die rechte Seite aus Tensoren konstruiert ist.

5.3 Durchfuhrung der Lorentz-Transformation elektromagnetischer Grof3en

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir explizit @aisalten der raumlich-zeitlichen Koordinaten
bei einer Lorentz-Transformation untersucht. Nun untelisa wir das Verhalten, wie sidh, B etc. bei
Anwendung einer Lorentz-Transformation verandern. DievAndung des Tensorkalkils macht die Be-
rechnung besonders einfach. Wir beschranken uns hier wadelie spezielle Lorentz-Transformation
L. bei derZ undX’ achsenparallel ausgerichtet sind unith x;- bzw. X;-Richtung liegt. Es gelten dann
folgende Transformationsformeln:
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Viererpotential /% = (A3, 1/c®):

o =L
v @l AL— 5
V1=V V1-v2/c
d?=? = (111.157)
= = (11.158)

g _ e+
V1-v2/c?

1, —In+io @ — VA
o T Mt e® |y PV (111.159)

c V1-v?/c? V1-Vv2/c?

Ay = (I11.156)

Feldstarketensor:

By = LS LY B
By = LiLy B = LELY By + LY By
By = LjBio+ L Baz

B;— Y1iE Bs— %E
By— —_cc? By— —0 &2 (111.160)
V1-v2/c? V1-v2/c?
Byy = LELY By = LIL3 Boz = (11.161)
Byy = LyLY B = LILE Bar + LI By
B,—Y(-1iE Bo+ %E
By — B3 (-cFy) ~ By 22 (111.162)
V1-v2/c2 V1-v2/c2

By = LELy B = LiLy By + L Ly By
By = LiLgBra+ LS B

1 1
1o L(E) Yy (e

\/1—v2/c22
1%
i (111.163)

(I11.164)
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By = LELy B = LILg Boy + LI} PBoa

1 —¥Y(-Bg)+iE Er—
“Ey = —c(Bs) 5k N EZ,:27V83 (111.165)
c V1-v2/c? V1-v2/c?

PByy = L3 g B+ L35 PBaa
1
1E —\—éBz—l—EEg Ey — Es+VvB

—_ ) = — :> [ —
¢’ /1-v/e Nvars

Die Transformationen voB undB kdnnen wir in kompakte Formeln zusammenfassen, ¥dlts< 1. Dann
nahern wir\/1—v2/c2 ~ 1 und es folgt miv = (v,0,0)

(111.166)

E'=E+vxB , (11.167)
1
B’zﬁ—g\_/xﬁzﬁ : (111.168)

Mit diesen Formeln I&Rt sich leicht die Kraft auf eine Pua#itingg ausrechnen. Weng im Systemz’
ruht, gilt

K'=qEF . (11.169)
In X ist g bewegt und die Ladung erféhrt die bekannte Lorentz-Kraft

K=qE+vxB) . (11.170)

5.4 Das elektromagentische Feld einer gleichférmig bewegt Punktladung

Diese Aufgabe liel3e sich ohne jede Kenntnis der LorentrsSfoamation l6sen. Im Abschnitt ,Retardierte
und avancierte Potentiale” sind die Quellen

p(xt) =qo(x—ut) (11.171)
J(xt)=q-vo(x— ) (N1.172)

in den Integralen fUA und® zu spezifizieren und dann die Integrationen vorzunehmese¥iitch schnel-
ler kommen wir voran, wenn wiyj in ¥’ als ruhend annehmen und dann nadhansformieren. If¥’ gilt:

Ay =0 |, @’:% o =X P
0

Damit folgt in>

Vq)/ q \ 1
V- - g_- (111.173)
V1-\v2/c2  Amey \/1—v2/c2 T
Ay =A3=0 (11.174)
/
i 9 t 1 (111.175)

b = = -
V1-v2/c2  Amey \/1-v2/c2r’
r’ ist noch inr umzurechnen:

(x1 —vt)?
1-v2/c2

(X1 = V)2 + 06 +5) (1 - v2/c?)

2 2 2
XX+ x5 = 12/

+X5+X5 =
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Dann erhalten wir

q Vv 1
A=Y (111.176)
4E0 © [ w2 + 0§ +3) (1 —v2/c2)
9 ! (11.177)

= 47180 \/(Xl —Vvt)2+ (x% + Xg)(l— v2/c?)

Folglich sind die Flachen gleichen Potential£ikeine Kugelflachen mehr sondern Ellipsoide.

Zur Berechnung voit undB kénnen wir entweder die gerade berechneten Potetialend ® differen-
zieren oder wir benutzenl(.160) bis (111.166). Wir gehen den zweiten Weg und invertieren zunéachst, um
zu erhalten

E, —Ey (111.178)
E, Eij\\/IZE;s;Z (111.179)
E3_5i—_7v% (111.180)
(I11.181)
B, =By (111.182)
By — Y Ex
BZ:\/Z%Z/; (111.183)
5 :L’;’ 0122'/522 (111.184)
V1-V2/c
Im Ruhesysteni/ des Teilchens gilt
1x
E' :%80 5 (I11.185)
B =0 . (111.186)
Wir berechnen irk nur das elektrische Feld und erhalten
3
N2 /~2\2 _ Xg—vt
o VI S
Bi= B = 5 (111.187)
T {(xa = V)2 + (B +8)(1—12/?) } 2
Ey q 1 (1—v2/02)% X2
E, = 5 =7 —— 5 (111.188)
V1-Vv?/c Mg \/1—v2/c {(xa = Vt)2+ (38 +x2)(1—V2/c?) } 2
Ey q 1 (1—v2/02)% X3
Es= 5 =7 —— 5 (111.189)
V1-Vv?/c Mg \/1—v2/c {(xa = Vt)2+ (38 +x2)(1—V2/c?) } 2
(111.190)
4 R mew anron
 4Ang LU (2 w2V (] 2 e\ '
{(x1—vt)2+ (x5 +x3)(1—v2/c?) }
:4q ( — V) % (111.192)
T 1 (xq — vt)2 4 (XG+x3) (1 — v2/c2)}
_4q ( — V) % (111.193)
T £ (3 — V)2 + (G +3) (1 — v2/c2)}
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Umschrift der Formeln mit

\% X1
v=[0] . x=[%| ., Rxt)=x-ut , R=IR (111.194)
0 X3

liefert
E(xt) = (1=v/C) x=w) ; (111.195)
471189 {()_(—\_/t)z‘i‘\é_z(X%—FX%)}?
E(xt) =0 (1=v'/c) BxY) 5 (111.196)
47T£0 {RZ()_(,t)‘F\é_;(X%—FX%)}?
Mit
0
R, = (Xz) und R, =|R,| (111.197)
X3
folgt
V2 (06 +8) =V R (111.198)
=|vxR,|? (11.199)
=|vxR? (111.200)
= (VRsin®)?2 (11.201)
E(x.t) :4q8 (1-v/c) Rix ) ; (111.202)
" LR t) - RSO b
(111.203)
E(xt) =— Rx.t) 1-v/e (111.204)

" gy R3(xt > . 3
Nl (‘,_/’ ) {1— % smze}

Coulomb N .

Abweichung vom Coulomb - Feld

Interessant ist insbesondere die Abweichung vom Couloneltd- Bie Feldlinien sind transversal verdich-
tet (siehe Abbildung).

6 Speziell-relativistische Punktmechanik

6.1 Vierdimensionale Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung ist so aufzustellen, daf sie kawgist und fliv < ¢ das bekannte Newtonsche
Gesetz
di (Mdxa) = Ka (11.205)
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Abbildung IIl.1: Das elektrische Feld einer schnell beveegt adung. Die Feldlinien des konstanten elek-
trischen Feldes enden auf der kontrahierten Ellipse urdlisider transversalen Richtung stark verdichtet.
(nach Ludwig,...)

liefert.

Es liegt nahe, folgenden Ansatz fiir ein forminvariantese&esu machen:
dr (mod;&') =2 . (111.206)

21 nennen wir Vierer - Kraft. Fiir die ersten drei Komponentagitrsich aus diesem Ansatz:

My al _ wa, 2 /2
Q<7WQE> HE 12/ |

da
dt 1
— = 111.207
dr  /1-v2/c? ( )
wobeiv = |dixa] und fur spater vermerken wir hier bereits, = dixa . (111.208)
Um das Newtonsche Grundgesdtr205) zu reproduzieren, missen wir
m= __Mo (Dynamische Masse), (111.209)

Niwvar
Ka= 2 \/1—\2/c2 (I11.210)

setzen. Es ist hervorzuheben, dal die urspringliche Rugsemadurch die speziell relativistische Verall-
gemeinerung in die sogenannte dynamische Mas&bergeht. Fiiv < ¢ ergibt sich fir die dynamische
Massem wieder die Ruhemassa,.

Fur die 4. Komponente= 4 erhalten wir:
dr (Mode &%) = 7% | &4=ct
dr (mocdrt) = .74 |

_ M€ ) 4 122
dt(\/m> HA 1= \2/c2 |
h(m&) =crty/1-v2/c2 . (11.2112)
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Die rechte Seite wird wie folgt umgeformt. Wir nutzen zunstchus, daR die Viererkraf#' und die
(kovariante) Vierergeschwindigkedt & senkrecht aufeinander stehen, denn es gilt bekanntlich

o (dS\?_ d§ dé!
2= (E) =55 - (I11.212)

Damit ist
d (d&§ d&'\ _d?%§ d&' d§ d*
dr \dt dr /) dr? dr dr dr?
K281 d&  d& d2E
_ .k ook S E S
=99 Gz g Tar a2

d?¢' d§
= ZW =0 (11.213)
Somit gilt wegen [{1.206) auch _
" di& =0 . (1mn.214)

Wir formen um zu

0=x" O = %adrfa+<1/4drf4
Ka 1 4 1

B \/1—v2/02dtxa\/1—v2/c2 e V1-V2/c2

e /1—v2/c2 = Ky- OhXa (11.215)

h(MS) = Ka- thXa = chA (111.216)

folgt. A steht fuir die mechanische Arbeit. Die 4. Komponente derévi&ewegungsgleichung liefert somit
die Energiebilananc® ist als kinetische Energie des Teilchens zu interpretiatierdurch Arbeitsaufwand
verandert wird:

woraus

und wegenl(l.211)

Ekin _m@— M 2 (111.217)

V1-v2/c2

Die Newtonsche kinetische Energie folgt durch Reihenerkiig fiirv? /c® < 1:

1
. V2 2 1V2
Ek'n_n‘bc2<1_?) _nbcz(l—i—z?-l-...)

B md 4 %m)vz o (111.218)

Ruheenergie ! .
9 Newtonsche kin. Energie

Eine interessante Darstellung folgt nach folgender Umftarg

(Ek‘“)2 —nmPct = 1”%—‘:; - 1"%CV42 — mRct + it (I11.219)
4_ 1_ﬁ2 4
= Tee g — )mgc +mgc? (111.220)
-2
_ T%"Zf +mect = M2 + mc? (111.221)

EXIN =\ / p2c2 + m@c? (111.222)

mit p=mv . (111.223)
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Diese Formel ist Ausgangspunkt fiir die Dirac - Gleichung umitere Beziehungen der relativistischen
Quantenmechanik.

In Analogie zum klassischen Impuls wird noch der Viereritspiber
d; P = (111.224)

eingeflihrt. Mitpy = diKg und (11.211) ergibt sich

P = <pa,ETkm) . (111.225)

6.2 Elektromagnetische Viererkraft

Die elektromagnetische Viererkraft auf ein Teilchen dediuage wird eingefiihrt durch
= eByd EX . (111.226)
Zunachst stellen wir die Konsistenz mit der Orthogonalitat
- 0rE' = eBidrg' - dr =0

fest. Bekanntlich verschwindet die Spur des Produkts eanisymmetrischerB() und eines symmetri-
schen @;:£'d;&X) Tensors.

Die Ruckinterpretation obiger Beziehung ergibt ifé a:
Ka = Hay/1—V2/C? = Baidr &' /1 —V2/C2 = eFBy - hE'
Ka = €Bapth&® + eBauthE* = eZapthXp + Ce%as
Ka= e%’ab-vb+ce(%) Ea
K=evxB+eE (Lorentzkraft). (n.227)
Fur die vierte Komponente= 4 erhélt man
1 — x4
Vi-vje?

1
Ko = eBapdr E° = —e_ Bt

Wegen (11.215) gilt

und folglich vergleicht man zu
eE-v=K.-v=dA (1.228)

was die Energiebilanz bestatigt.



KAPITEL IV

SPEZIALFALLE

1 Statisches elektrisches Feld

1.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Es verschwinden alle zeitlichen Ableitungen sowie die nedigonhen Grof3en:
b=0 , B=0 , H=0 , j=0 . (IV.1)
Somit verbleiben die Gleichungen

divD=p |, (IV.2)
rotE=0 . (IV.3)

GIl.(1V.3) wird durch das skalare Potential vermittels
E = —grado (Iv.4)
erfullt. Wir betrachten im weiteren ein lineares und ispge Medium mit
D =¢geE . (IV.5)
Das Gaul3sche Gesetz ergibt dann
divD = gdiv (€E) = gediVE + ggEgrade = p
Unter Benutzung der Polarisatiéhkann formuliert werden
divD = div(&E +P) = egdivE+divP=p . (IV.6)
Folgich gilt
eodivgzp—diszg—eoggrad Ine . (IV.7)

Diese beiden Darstellungen legen nun die Einfuhrung véedener Ladungsbegriffe nahe:

p wahre Ladungsdichte
pP = —divP Polarisationsladungsdichte

pf=p+pP fiktive Ladungsdichte

g freie Ladungsdichte
p' = —gEgradIne induzierte Ladungsdichte
Fur das Potentiab folgt _
A(D:—i—gradCDgrad Ins:—ﬁ—EI (IV.8)
£ &E &



108 IV. Spezialfalle

bzw. o 0 ¢
Ap— P _PT__PTPT_ P (IV.9)
& & ) &

In homogenen Medien vereinfacht sich die Beziehung zu

1
AD=——0p . V.10
gogp ( )

Die inhomogene Losung lautet

= V.11
ameoe ) [X—X| (NS

D(x)

Diese Formel kann angewendet werden, wpfxi) tatséchlich bekannt ist; das ist aber keinesfalls immer
der Fall, z.B. in Leitern.

1.2 Feldberechnungen einfacher Ladungsverteilungen
1.2.1 Punktladung im homogenen, isotropen Medium

Fir eine Ladung am Ortx, gilt die Ladungsdichte
p(X) =ed(x—X%) - (Iv.12)

Das Potential folgt zu

e [O(X—X) s
q)()‘()_4nsos/ v,

[x—X|
e 1
PX) = ——— V.13
(%) 27608 [X— x| (IV.13)
und ergibt gerade das Coulombpotential. Das elektrischeldestimmt sich zu
E—— grad——~ - ¢ 1 X% (IV.14)
ATiEge ™ X —Xe|  ATEEOE [X—Xel? X — X

und ist radial nach auf3en gerichtet (&= 0) bei mit dem Abstand quadratischem Abfall. Die elektrosta
tische Kraftwirkung auf eine Ladunfyam Ortx; ist dann

e f 1 Xf —Xe

K=f.E—=
= T ATTE0E [X — Xe|? [Xf — X

(IV.15)

1.2.2 Dipol im homogenen und isotropen Medium

Wir konstruieren einen elektrischen Dipol aus den Ladureyend —e, die sich im Abstandl zueinander
befinden. Das Dipolmoment einer Ladungsverteilung iseatigin definiert durch

g=/>_(p(>_d)dv/ : (IV.16)

Hier gilt
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Das Dipolmoment folgt dann zu

p= [ x{estx —x)—es(x ~ (=) faV’

p=ex—eXx—1)=el . (IV.17)
Das Potential berechnet sich zunachst zu
1 e e
¢@%_MMﬁ{M—&T_M—xd} ' (=5

Diesen Ausdruck vereinfachen wir fur das Fernfeld des Bipddrt kand
als klein angenommen werden und der Dipol als Punkt beaakgrden.

Es folgt
1 e 1
P = ATTEQE X — X {1_ x| } ’
X=Xl
1 1
T xeoxet] T 2
= (XX +1)
ol (x—Xe)?
=1- ! (1% wird vernachlassigt)
(X—Xe) 2421 (X—Xe) +12
(x—%e)
1265
=1-(1- }.2. 1x—x)
2 (x—%)?
_lx=x)
(X—Xe)?
Somit folgt
1 p(x—X%)
PYX)=—— =" > V.19
(%) Ae0E - X (IV.19)
Der Vergleich mit dem Monopol zeigt folgende Tendenz:
Monopol (ONN 1
X=X
Dipol (ONN _
X — X|?
1
Quadrupol &0 —— etc.
X~ Xel*
(IV.20)

Die Momente einer Ladungsverteilung ergeben sich als Rotdrenentwicklung des Integranden.

Aus dem Potentiall{.19) berechnen wir das elektrische Feld eines Dipols zu

P-(X—X%e)

- = V.21
Agge X — X3 (v.21)

E = —gradd =

0.B.d.A. legen wir den Dipol in den Urspruxg= 0, |x| = r und erhalten mit
O(A-B) = (AU0)B+ (BO)A+ A x rotB+ B x rotA (IV.22)
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r

———

=0

und schlief3lich

\Z
7D

1.2.3 Homogen geladene Kugel

Siehe Ubungsaufgabe

1.2.4 Homogen geladene Kugeloberflache

Siehe Ubungsaufgabe.

1.2.5 Vakuole in homogen geladener Kugel

Siehe Ubungsaufgabe

1.2.6 Homogen geladener Draht

Siehe Ubungsaufgabe

1 X VX X VX
E —4n€o£{(_pD)r—3+(—sD)_p—i—_pxrotr—s—l—r—sxrot_p} ,
N—— —~

=0 =0

X X 1 X
(ED)r;;J, = paaxar_g = pa%) =+ PaXo (—3r—4?)

1.3 Feldberechnungen beim Vorhandensein von Leitern

Fur Feldberechnungen in berandeten Medien ist die2angegebene inhomogene Lésung der Poisson-
schen Gleichung nicht mehr ausreichend. Die Lésung deprtisenden homogenen Gleichung ist hin-

X
— _E> . (IV.23)

zuzuziehen, und vermittels geeigneter Wahl der Integnakionstanten sind die Randwerte zu erfillen.

Es existieren verschiedene Lésungsmethoden, die der Siyramer Probleme angepal3t sind. Im weiteren

werden typische Beispiele vorgestellt.

1.3.1 Kugelkondensator

Die Ladungsdichte lautet
P =pF -20(r—r1)+

Pr,-28(r—r2)

(IV.24)
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wobei+pr die Flachenladungsdichten auf den Kugelschalen sind. iEi@esamtladung gilt nattrlich

/pdV:4nppl/26(r—r1)r2dr+4rrppz/26(r—r2)r2dr
0 0

= AM(Pr, 15+ PRyr5) = Q1+ Q2 (IV.25)
Man beachte, daf
/6(r —ri)rédr= %r? (IV.26)
0

gilt.

In den verschiedenen Gebieten liefert die Potentialgleigh

2 1
AD = d7®+ =d ® = Sd (r’di®) =0 (IV.27)
r r 1,111: Vakuum
folgende Losungen Il: Medium mit &
l:  r’d®=Q=const. , dP=—FE,= rgz , = —$+¢3
lbzw. Il @& =} bzw.® = &l  (da hier kein Feld vorhanden ist). (IV.28)
Die Grenzbedingungen ergeben an der Steler;
ol — _% Lol (IV.29)
D" _p!' — o — 0 E ~_.Q
n —Dn =pr =0— &¢En(r1) = &5 (1V.30)
1
A pFerIZ.
- Q= &€
und flrr =r,
o = _r9+q>g (IV.31)
2
1l I _ o 6
Dh — Dy = pr, = &EEn(r2) —0= —eosr—z (IV.32)
2
s_ PR3
=~ Q= &€
Folglich gilt
pFerIZ. = _szr% (|V33)
und somit
Q=-Q=Q . (IV.34)
Die Gesamtladun@; + Q, verschwindet demnach. Das elektrische Feld zwischen dgel&chalen kann
dannin der Form )
PF 1 Q 1
=1l - V.35
£oEr? 471808 12 ( )

dargestellt werden.
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Die Potentialdifferenz zwischen den Kugelschalen ergdit zu

Q. Q (1 1\psgr? (1 1\ Q
Pry)—d(ry)=—+—=|——-—| === ——— . IV.36
(r1) (r2) ri * ro r, r1/) &¢E r, rq1/) 4mee ( )
Die Kapazitat des Kugelkondensators definiert durch
Q 411E0E rirp
C= = = 4AT1160E . V.37
®(ry) —d(r2) % — % s ( )

1.3.2 Plattenkondensator

Siehe Ubungsaufgabe.

Weitere kompliziertere Beispiele fiir Kondensatorberegtgen befinden sich z.B. ils. Sommerfeld, Vor-
lesugen Uber Theoretische Physik, Bd. 3, Elektrodynamik

1.3.3 Feldin einem Leiter

Leiter enthalten frei bewegliche Ladungstrager. Alleimstthlb lassen sich bereits qualitative Aussagen
Uber das elektrische FeElund das Potentiab im Inneren des Leiters und auf seiner Oberflache machen.

e Im Leiterinneren isE = 0 und® = const
Man denke sich ein Feld # 0 im Leiter. Dann wirkt auf jede Ladungim Leiter die Kraft
ﬁ = QE )
die die Ladung solange bewegt, bis ein statischer Zustaaithtist. Dann ist die resultierende Kraft
auf jede Ladung verschwunden und es Bik= 0.
e Aufder Leiteroberflache steht das elektrische Feld sehkrec
Ein paralleles Feld fuhrt zur Kraft
Kij=ag
die die Ladungj solange parallel zur Oberflache verschiebtHis- 0 gilt und statische Verhaltnisse
vorliegen. Folglich ist dann die Leiteroberflache eine Amuéntialflache, d.hd = const Demzu-
folge gilt an der Oberflache
0=d®d =gradd-dx
und somit
grad® | dx . (IV.38)

¢ Alle UberschuBladungen eines Leiters sind auf seiner Gimdrdl als Flachenladungsdiclmeloka-
lisiert.
Jegliche Ladungsverteilung im Inneprix,t = 0) wird im Laufe der Zeit abgebaut. Die Kontinuitats-

gleichung und das Ohmsche Gesetz in homogenen und isott@jtemn liefern
g
ap v ] odivE gogp

woraus
o
p(xt) =p(xt=0) eXp(_Qt

folgt. Die Ubergangsbedingung fiir die Normalkomponentedielektrischen Verschiebung fiihrt
dann auf

) —0 (IV.39)

t—oo

Dh=ps , (1V.40)
wobeiD,, au3erhalb des Leiters ist (im Leiter 3 = 0).
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1.3.4 Spiegelladungsmethode

a) Punktladung vor einem leitenden Halbraum

Wir wollen nun das elektrische Feld einer Punktladengr einem leitenden geerdeten Halbradm-= 0
berechnen.

Die Ladunge zieht auf der Leiteroberflachg = 0 sogenannténfluenzladungen ps(xi,x2) zusammen,
deren Verteilung zunachst nicht bekannt ist. Es ist deshialt méglich, das Randwertproblem fir das
Potential® zu I6sen, da

Ps= Dh|y, o~ Dnlyy_o= — Dhly,_o = —80E3 = €03 ®|, (IV.41)

nicht vorgegeben ist. Aus diesem Grunde soll hier die Methael Spiegelladungen angewandt werden,
die in geometrisch einfach Fallen sehr schnell zum Zieltfihr

\\‘ =>)(3

-e
Leiter

Das eigentliche Randwertproblem wird durch ein Aquivagsrferoblem ohne Randbedingungen ersetzt.
Die Ladungsverteilungim LeiterauRenraum wird beibemalted die Randbedingungenwerden durch eine
geeignet gewahlte Anordnung von fiktiven Ladungen simuliga die fiktiven Ladungen — auch Spiegel-
oder Bildladungen genannt — die Quellen in dem betrachtédéumen nicht beeinflussen, stimmen fir
beide Probleme die Potentiale im LeiterauRenraum Ubendmwéahlen die Spiegelladunge beixz = d.

Dann gilt
1 e e
_ s_= V.42
47118, (r r’) ( )

Auf der Leiteroberflachér =r’) ist damit die Randbedingung = 0 erfiillt. Wegen der Rotationssymme-
trie des Problems fuhren wir Zylinderkoordinatgn ¢, z) ein. Es gilt

r=4/p%+(z+d)2 , r'=4/p2+(d-2z?2
1

o e 1 B
Ao \ pZ+ (z+d)? (/P (z—d)?

o & (_1 2(z+d) 3+; 2(z—d) 3) (V43)
Ameo \ 2. /p71zrd)R 2\/p?+ (z-d)?

Die Flachenladungsdichps; ergibt sich damit zu

e -2d
ps(p) = —&E; = &00xP|, o= — (7) : (IV.44)
41T 2 73
Vp?+d

Die Gesamtladung auf der Grenzflache ist dann
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o) 21T <)
o)
/pdp/d¢ps: —ed/dp73
0 0 0o VpPt+d?
— _ed(p?+ dz)*l/zlz — e . (IV.45)

Alle von e ausgehenden Feldlinien enden damit auf der Leiterobeflache

INLadunge

E-Feldlinien

b) Punktladung von einer leitenden Kugel
Siehe Ubungsaufgabe
¢) Punktladung zwischen mehreren Metallplatten

Siehe Ubungsaufgabe

1.4 Feldberechnung beim Vorhandensein dielektrischer Grezflachen
1.4.1 Felderin dielektrischen Medien

Das elektrische Feld wird nicht nur durch die Anwesenheit keitern, sondern auch durch Nichtleiter
(Dielektrika) geandert. In Nichtleitern sind die Ladungecht frei beweglich. Im Gegensatz zu den Lei-
tern kann deshalb das Feld im Innern von Nichtleitern dursh@n Null verschieden sein. Ein Nichtleiter
enthalt positive und negative Ladungen in gleicher Anzéiklsich im feldfreien Fall gerade kompensieren.
Wird jedoch ein Feld aufgebaut, dann verschieben sich digipen und negativen Ladungen in geringen
Grenzen gegeneinander und es kommt zur Ausbildung von atonidementardipolen. Auf diese Weise
entsteht in einem Nichtleiter die PolarisatiBnDie dabei entstehenden Ladungen werden Polarisationsla-
dungenpp genannt. Bei gleicher Polarisation aller Atome werden dielPolarisationsladungen im Innern
des Dielektrikums gerade kompensieren, an der Oberflaaideilzen jedoch Oberflachenladungen. Die
konnen als felderzeugende Ladungen eines Gegenfeldefaidfgverden, welches das urspriingliche Feld
schwécht.

1.4.2 Dielektrische Kugel im homogenen Feld

Exemplarisch betrachten wir nun eine dielektrische Kugethomogenen Feld.



1.4 Feldberechnung beim Vorhandensein dielektrischer Grezflachen 115

E, (duleres Feld)

C DI DD

p,< 0 / 0,20

'E, (inneres Gegenfeld, Uiberlagert

P->0

sich mitE, )
Zu lésen ist die Feldgleichung
ADP=0 , E=-—gradd (IV.46)
mit den Randbedingungen
r|im E=E, (IV.47)
Jm¢ = —Eg- Xy = —Egrcosf (IV.48)
Dnlg=Dnlg bzw. &a®'|,=&ia0" |, (IV.49)
'R =d"(R) . (IV.50)
Mit dem Lésungsansatz
r<R: o'=-Ax (IV.51)
I, A
r>R: O = _Egq+ r3X1 (IV.52) d’ _
ist (IV.48) erfullt. Einsetzen inly.46): o) %
A®D' =0
X1 &l
A = A" A
r
1 1 119v, X
_ _ 3 1
=—A AaxlF , da axlF =— rrz 3
1 1 1 1 1 1 .
——)\II(3X1A<F> :0 5 da A<F> :r—zarrzarF:r—zarrz (—r—z) :Ofurl’#o
Damit ist (V.46) erfillt.
(IV.50) liefert:
0
—A'“Rcos® = —EgRcosf + A" %
1
S N
A=Eg—A = (IV.53)

(IV.49) ergibt:

I
& (—A'cosd) =g (—Eocose — 2)\ COSG)

RS

&5 At
SHA =Eo+25 - (IV.54)
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Das Gleichungssystem fif undA'!

1 R [A! E
(5|/€|| —2/R3) ()\”) - (EZ) (IV.55)
hat die Lésung
Ec 1R
)\I _ Eo _2/R3 o —3E0/R3
=T 1R | 1/R(-2—g/a)
a/en —2/R®
I _ 3Eg - 3¢
C 2+g/a a+2g (IV.56)
1 E
Al g/ar Eof  1-g/s
O IR(-2—¢g/a) —-2-¢&/a
& — &
M= ngEO : (IV.57)

Zusammenfassend stellt sich die Lésung dar als

Inneres (etfektives) elektrischeg Feld
geschwacht gegenuber

r CDI . 3g,

I - =— Eox r<R V.58
& 128, 01 < ( )
£, E I & — & X1
0%y + &+ 2¢) OI’3 -
Gegenfeld (I V 59)
= dPolarisations Polarisations- — >
ladung tadungen
Fir das Feld folgt
€r> €y
—_ 0
3g
N —— E'— E IV.60
Z",E\\ = gt2g 0 (1.60)
e o (1%
— D2 — E'—E- M Dg| _3gu | (IV.61)
T, g +2e 3l
><_ ¥ T

T3~ ™~ Derrechte Term vole" entspricht einem Dipolfeld, denn wir kén-
—>—4—/\—>

nen ein Dipolmoment

& —&
= 4mR® &€ Ege V.62
P &+ 28 o€ Eo&y ( )
einfuhren, woraus
1 3(p-x)x
n_ L _
E _E°+4neoe“r3( 2 E) (IV.63)

folgt. Abgesehen vom Hintergundfel), ist dies gerade die Beziehuny@3).

1.4.3 Punktladung vor einem dielektrischen Halbraum

Siehe Ubungsaufgabe
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1.5 Elektrostatische Energie eines Systems von Punktladgen

Wir betrachten ein Medium mit der Dielektrizitatskonstemd, in das dieN Punktladungemea am jewei-
ligen Ortx, eingelagert sind.

Die Ladungsdichte lautet
N

p(x) = AZ ead(X—Xa) - (IV.64)
=1
Die elektrostatische Energie berechnet sich zu
- E/E-de _ @/gZdv _ %8 [noy2dv . (IV.65)
2 2 2
Wir verwenden die Identitéat
D(®00) = (0P)? + PAD (1V.66)
sowie o
AD=—— (IV.67)
&€
und erhalten
_ Bt / O(e00) dv+8128/ 2POUV (IV.68)

0

Auf den ersten Term wird der Gaul3sche Satz angewendet. Aurhdénendlichen liegenden Grenzflache
vonV,, verschwindetb(1d wie 1/r3 und der Term entfillt. Somit gilt

- %/pcbdv . (IV.69)

Fur @ kann eingesetzt werden

1 p(X)
D(x) = T |>_(_)_(,|o|v , (IV.70)

undU laRt sich schreiben als

8n£0£ / / PX-PX) 4y gy (IV.71)

Einsetzen der Ladungsdicht®/64) liefert zunéchst

N .
N g A% (IV.72)
871E0€ 51 Xa — Xg|

Diese Summe fub) enthélt offensichtlich divergierende Summanden; allarieemit x, = Xg werden
unendlich. Um diese Terme zu verstehen, betrachten winete8 aus nur einem TeilcheN & 1). Dann

gilt

_ 1 4

- 87EoE [x1 — Xq|
Das Teilchen befindet sich in seinem eigenen Feld, und di8stbstenergie” ist fir Punktteilchen of-

fensichtlich unendlich. Physikalisch interessant ist\tfechselwirkungsenergie zwischen den Ladungen.
Diese erhalt man aug, indem man die Selbstenergie einfach weglal3t (Renorrealisq):

S . (IV.73)

1 N eaes
8mege L &=, [Xa—Xal
A+B

(IV.74)
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Fur zwei Ladungen folgt damit

1
_ ee n e _ 1 ee . (IV.75)
8rteoe | X —Xo| X0 — Xy ATIEDE (X1 — Xo|

Dieses Ergebnis konnen wir jetzt folgendermafien integyest: Die Punktladung; erzeugt das Potential

P
Y 4mege [x— x|

Die potentielle Energie der Punktladuegam Ortx, ist nun

_ L €16
ATTEQE |X1 — Xo|

U =ex®d(x,)

Wir stellen jetzt noch ein Gedankenexperiment vor, dad'mittelt und die Selbstenergie von Punktladun-
gen vermeidet.

1. Die Ladungema seien zunéchst unendlich weit voneinander entfernt. DanRat feldfrei und das
Potential ist Null. Es ist die Arbeit zu berechnen, um dielragken aus dem Unendlichen an die Orte
Xa zU bringen. Die aufgewendete Arbeit entspricht der potédieti Energie der Ladungsverteilung.

2. Die Ladungy; wird aus dem Unendlichen nagh gebracht. Hierzu ist keine Arbeit aufzuwenden,
da der Raum noch feldfrei ist; ruft aber das Potential

_ 1 01
ATTERE X — X4 |

D1(x)

hervor.

3. gz wird nachx, gebracht. Hierzu ist Arbeit gegapy zu verrichten. Diese Arbeit ist
Uz =02 D1(Xp)

4. gz wird nachxs gebracht. Es ist Arbeit gegeby und®, zu verrichten:
Uz = o3 (P1(x3) + Pa(x3))

wobei®, durch
1 g2

q) =
2(%) = a0t -]

gegeben ist.

5. Fur weitere Ladungen verlauft alles entsprechend. Daartdeingen der Ladung erfordert die
Arbeit

Ug = e (P1(Xg) + P2(Xg) +--- + Ps_1(Xg))

B-1
Us=eg ) Pa(X)
AZl

6. Die gesamte potentielle Enerdieergibt sich als Summe délg:
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7. Wir ersetzen die Potentiatea durch

1 ea
Dp(Xg) = —— ———
A(Xs) ATIE0E [Xg — X
und erhalten
N B-1 1 enes

U =
BZZAzl ATIERE [Xp — Xg

Die Doppelsumme laR3t sich umschreiben in

N

1 N 1  eses
U=
2Azl le ATIEQE |Xp — Xg]

B#AA

Diese potentielle Energie stimmt aber mit dem Ausdruigk’@) Uberein, der nach der Renormierung
erhalten wurde.

A N B-1
& e:Termeiny 5 ..
N+ B B B H B=2A=1
N-l+ B B H ° = WieemitA—B
+ mm o0 .
o : nicht auftretende Terme
2+ n e 0o 0
N B-1 N
1+ e o 00 = S y..= 3 ..
| | | | | B B=2A=1 AB=1
1 2 N A#B

Dieses Gedankenexperiment ergibt dartiberhinaus einéssité Erklarung, wieso die Selbstenergie von
Punktladungen divergiert. Die Selbstenergie eines Peihdttens entspricht dem Arbeitsaufwand, um die-
ses aus einer unendlich verdinnten kontinuierlichen Lgsiwolke punktférmig zusammenzuballen.

1.6 Elektrostatische Energie eines Systems von Leitern

Wir betrachterN Leiter jeweils endlicher Ausdehnung. Daste Leiter trage die Ladun@a. Zwischen
den Ladunge®a und den Potentiale#ra bestehe ein linearer Zusammenhang

N
Qa= BZ Cae®s
=]

mit konstanten GroRe@ag. Dieser Zusammenhang wird durch Spannungs - Ladungs - lBemjean
Kondensatoren nahe gelegt. Die Koeffizientenmatrix hedidgitatsmatrix. Sie wird durch die spezielle
Anordnung der Leiter festgelegt.

Das Potential im Unendlichen sei 0. Wenn alle Leiter geesitet(®Pa = 0), so sind auch alle Ladungen

Qa=0.

Wird nun der erste Leiter auf das Potential gebracht, wahrend alle anderen Leiter geerdet bleiben, so
hangt die Ladun@f), die auf demA-ten Leiter stromt, in linearer Form vab, ab:

Q(Al) =Ca1®y
Wird nun der zweite Leiter auf das Potentigd gebracht, so strémt die zusatzliche Ladung

Q&Z) =Ca2®;
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Q1,®17#0 Q@ =0 [ Q3®3=0
% = =

auf denA-ten Leiter usw. Insgesamt ergibt sich

N
Qa= BZ Ca®s
=

Zur Berechnung der Energie des Systems schlie3en wiva&9] an und formen um zu

N
U= :—L/qudV _ 1 /pAqudv (IV.76)
2 22,
2%
u 1N/dvq> LS 0nd (IV.77)
=35 Pa A= 5 APA :
13 faover 15
A
Somit folgt
U=l S Capdaod
= 3 AB ¥ A ¥B
2A,g:1
Bemerkung:

e Im vorhergehendem Abschnitt zur Energie eines Systems uoktRdungen war die Beziehung

1
U_z/pchV

noch gemeinsame Station verglichen mit dem jetzigen Aliichn
Im vorhergehendem Abschnitt wurde das Potential zugurtehadungen ersetzt. Im jetzigen Ab-
schnitt wurden die Ladungen zugunsten des Potentialszérset

1.7 Elektrische Multipole

Die Multipolentwicklung der elektromagnetischen Potalatiwurde im allgemeinem zeitabhéngigen Fall
im Abschnitt 11.1L0 durchgefiihrt. Mit zunehmender Multipol-Ordnung wurdea d@ierme recht komplex.
Wir haben uns deshalb auf Dipole als héchste Ordnung besdhra

Wir wollen jetzt noch einmal den wesentlich einfachererkietestatischen Fall betrachten, dafiir aber die
Entwicklung bis zum Quadrupol treiben.

Wir betrachten eine raumlich begrenzte Ladungsverteifurigas Potentiadb ist dann

1 p(>_(/) d3v/
4dmege ) |xX—X|

D(x) =

®(x) bzw.E(x) soll nun im Fernfeld vop untersucht werden, d.h. weit weg von der Ladungsverteilung

Es moge somit geltefx| > |X|, wennx innerhalb der Ladungsverteilung liegt. Fur diese Situmtifit
sich obiges Integral naherungsweise auswerten. Kernpsin#tabei eine Taylor-Reihenentwicklung von
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F=yl X, in der Umgebung’ =

121
0. Fur eine beliebige Funktiof(x — X) gilt
1
(x=X) = 1)+ 05 F (%) () + 58, T () (—Xa) () + (IV.78)

Anzuwenden ist die Summenkonvention. Speziell folgt damit

L—E— >(+ 4, 0 XoX + (IV.79)

x—x] T Xax" e '

Setzen wir diese Reihe in das Potential ein, so kdnnen wiegmn

1 (17 )
P(x) = 4n€08{;/p(>_()dv
~047 [Xeplx)dV"

1 !
—l—zdxadbe/x’axng_(’)dV +}

(Iv.80)
Zunachst werden die Ableitungen voyirlausgerechnet. Es folgt

1 1
o = —rx—g oder kompakt 0=

X
3 ’

=

aal g Xa_ G, a2 3XaXp — 2
Y N N N
Die Integralausdrticke sind uns zum Teil schon bekannt.r&b si

Q= [p)av'
die Gesamtladung und

p= [Xp(x)av

das inl.2.2eingefuhrte Dipolmoment der Ladungsverteilung. Der nticiisrm steht erwartungsgeman in
Zusammenhang mit dem Quadrupolmoment. Dies ist ein Ten$&tufe und ist definiert durch

/(3%@% r21) p(x )dV’

bzw. in Komponenten

(IV.81)
Qe = [ (3K~ Ga)P(X) AV (V.82)
Damit &Rt sich das dritte Integral itM80) schreiben als
[rkopx)av = [ (3¢, r78) p() AV + 85 [ 120 (x)aV"
§Qab+§5ab/r p(x)dv’ (IV.83)
Fal3t man zusammen, folgt fiir das Potential

_ 1 fQ xp 13xaxb—r26ab
()—()_4n£0£{7+r_3+6 r5

1 3xaXp —*3ap 2 /
+6r755ab/r p(X)dV +} (IV.84)
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Wegen
(3XaXp — *8ap) Bap = XaXa — [?0aa = 3 —3r* =0
folgt schlieRlich

_ 1 Jo x 1, [ 3xex-—ril
PR = 4n£0£{7+r_3'—p+étr<r75'g .. (IV.85)
_ 1 o x 1 )
- 4ngog{?+r—3'£’+ﬁ(xaquba—r6abqba)+...} (IV.86)
_ 1 )JQ X 1 X
- 4n£0£{?+r—3~_p+ﬁ<XaQabXb—r ﬂ"’E)JF} (IV.87)
=0
_ 1 Q x 1
B 47‘[806{r+r3 E+2r5>—( :X+"'} . (IV.88)

(X® X = XaXp bezeichnet das dyadische Produkt undeh Einheitstensor). Momente hoherer Ordnung
fallen mit zunehmender Entfernungasch ab.

Der Quadrupoltensay ist offensichtlich symmetrischgg, = dpa) und spurfrei aa = 0). Er enthalt da-

mit 5 unabhangige Komponenten. Die Spezialisierung aukkaa Ladungsverteilungen erfolgt in den
Ubungsaufgaben.

2 Statisches magnetisches Feld

2.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Es verschwinden die zeitlichen Ableitungen und die elsklren Gré3en. Dartiberhinaus wollen wir fir
ein statisches Magnetfeld (im Unterschied zu einem statemMagnetfeldkeineStréme zulassen:

B=0 , E=0 , D=0 , p=0 , j=0 . (Iv.89)

Es verbleiben die Gleichungen
rotH=0 (IV.90)
divB=0 . (Iv.91)

Fur die Lésung dieser Gleichungen kann man zwei Wege eiagehl Entweder man benutzt das Vektor-
potentialA oder man fuhrt ein neues magnetisches skalares Potéhéil.

(a) Benutzen des Vektorpotenti#ls

Wie bekannt setzen wir
B =rotA

Fur den Zusammenhang zwischdrundB nutzen wir
B=up(H+M)
Dann folgt

rotH = irotg —rotM
Ho

0= i rotrotA—rotM
Ho

0 = graddivA — AA — pgrotM
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In Coulombeichung dix = 0 gilt damit
DA = —LgrotM (IV.92)
(b) Einfiihrung des skalaren magnetischen Poteritfals
Die Gleichung roH = 0 legt den Ansatz
H = —grad¥ (IV.93)
nahe. Fur Materialien, die der Materialgleichung
B = touH
unterliegen, gilt dann
B= —popgrad¥
und Divergenzbildung ergibt
0= puAW+grad¥gradu
AY = —grad¥ - grad Inu (IV.94)

Die Analogie zur Elektrostatik ist hier offenkundig. VidBeispiele lassen sich deshalb in die Ma-

gnetostatik formal Ubertragen.

2.2 Brechungsgesetz fur B-Feldlinien

Wir betrachten eine Grenzflache zweier magnetischer Madiemi die je-
weils durch

B= pouH Hi
beschrieben werden.
Es gelten die Ubergangsbedingungen i
Bi=8B! , H =H' . (IV.95)
Man liest ab Bl By
tana; = B tanay = B

Folglich erhalt man
tanay BBy popH

tanay  BLB!'  popmH'"

2.3 Feld eines magnetischen Dipols

Das Fernfeld des elektrischen Dipols hatten wir in Abs¢Hni.2zu

E- 1 <3(_p->_<)>_<_£)>

4reger3 r2

berechnet. Das elektrische Dipolmoment ist dabei vomach+ gerichtet und punktférmig; es flgt sich

gleichsinnig in dieE-Feldlinien ein.

Formale Ubertragung auf einen magnetischen Dipol ergibt

_ Hop (3(m-x)x
B= e ( r2 m)

(1V.96)

(IV.97)
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mist das magnetische Dipolmoment. Die Ersetzup@de) — Lo ist durchE = D/(&¢€) undB = touH
begrindet.

Um dieses durch Analogie-Betrachtung erhaltene Ergelutis au begriinden, wird das Feld nun berech-
net. Wir greifen auf die Multipol-Entwicklung im Abschnit0 zuriick und spezialisieren das Vektorpoten-
tial in Gleichung (1.162) fur das statische Magnetfeld zu

_ Hok mxx

AX) =3 (1V.98)
Die Berechnung der Rotation liefert:
mx X £ Xe
Ot S = gancdy, I
el 3 — Xe3r2 22
= (Badde— Gaelod) My ——— 5
3r3 3 , 3
= Mag —Mag— 5Mar +r—5moxbxa
mx x 1 (3(mx)x
rot 3 = r_3< 2 —m> . (IV.99)
Dann folgt
_ Hop (3(mw)x
B(x) = —4m3( 2 m) : (IV.100)
E B
+ N
te fm
- S
2.4 Homogen magnetisierte Kugel
% Die Situation ist teilweise aquivalent zur dielektrischargel in

Abschnitt1.4.2 Dipolartige Lésung im Auf3enraum und homo-
genes Feld in der Kugel kénnen deshalb auch hier zum Ansatz
& gebracht werden.

e Aus der Skizze liest man ab:

e, =cosO-g —sinb - gy
{Mogl r<R

M:

0 r>R

Feldgleichung:
AW =0 (IV.101)
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Randbedingungen:
hlr = Bnlg (IV.102)
o= H'ls bzw. H'-gl,=H"-e (IV.103)
rIir‘r(]oﬁ =0 (IV.104)
Innerhalb der Kugel gilt
B' = to(H' + M) (IV.105)

Da Isotropie zugrunde gelegt wird, sind alle Vektoren digerichtet. Die Feldgleichung liefert eine lineare

Losung fur¥ woraus

=Ae; =A'cosfe — A'sinfe,

[
H' = <i/\' - MO) e = <% — M0> (cosbe, —sinfey)

folgt.

Im AuRenraum setzen wir an
| xl | cose

A =A==

Dem entspricht

= —grad¥' = -9 W'e — }09L|J“§9

| cos@ | sme

=2 =" + 2" g

= Hoﬂ"

Die freien Parametex' undA" sind aus den Randbedingungen zu ermitteln.

(IV.102) liefert
Al cosf

Alcosf =2
cos Lo =

und aus (V.103) folgt

Al i Sin@
—(E—Mo)sme A R

Das Gleichungssystem fif undA'!

1 -2\ /AN /0
1 é A) T\ oMo
hat die Losung
0 2
)\IilloMo g 72@ 2 "
B 1 2l _H0+2H0_§IJO 0
- RTR
1 ko
R3
1 0
A 11 HoMo| - ioMo :EMO

3uo/R®  3po/R® 3

(IV.106)

(IV.107)

(IV.108)

(IV.109)

(IV.110)
(IV.111)

(IV.112)

(IV.113)

(IV.114)
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Die Innenraumldsung lautet somit

2 2
B' = < 4oMogy = S oM (IV.115)

2 1
I — _ — = — —
H' = ( 3 1) Mogi = —3M . (IV.116)

Bemerkenswert ist die Antiparallelitgt 1| H'

Im Auf3enraum lautet die Lésung

B HoR® Mo

- 3
Dies ist aber ein Dipolfeld. Um an die bekannte Form in denchbgitenl.2.2 1.4.2und2.3anzuschlie3en,
formen wir weiter um:

(2cosfg +sinfey) . (IV.117)

sinBey = cosbe, —g;
ersetzt gibt
2cosfe, +sinBey = 3cosde — g

3rcosOre,
3x1X 3(ep - X)X
=2 &2 &
und somit 3 ( )
i1 HoR® Mo (3(€; - X)X
B = 3 3 ( ) —§1) . (1V.118)
Uber 4 4
m= ?HF@M: 3" RMog, (IV.119)
fuhren wir das Dipolmoment ein und erhalten mit
i Mol /3(m-xx
die bekannte Form.
B-Feld: H-Feld:

3 Stationares magnetisches Feld

3.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Im Unterschied zum statischen magnetischen Feld sind hi@ém® zugelassen. Somit gilt

&B=0 , E=0 , D=0, p=0 , j#0 . (Iv.121)
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Es verbleiben die Gleichungen

i (auch Oerstedsches Gesetz genannt) (IV.122)
dvB=0 . (IV.123)
Die Stromej sollen sich in einem ruhenden Leitersystem befinden. Irafeider Leiter gelte das Ohmsche

Gesetz
l: oE , (IV.124)

im Leiter darf somitE # 0 sein, und obige Forderurig= 0 gilt nur im AuBenraum. Fir die Materialglei-
chungen setzen wir ein isotropes und homogenes Standaiuimedraus, d.h.

B=pouH . (IV.125)
Mit
B =rotA= pouH
folgt
DA = — ol (IV.126)

mit der wohlbekannten inhomogenen Lésung

_ uou / = x’ . (IV.127)

3.2 Das Biot-Savart-Gesetz

Aus dem oben angegebenem Vektorpotential berechnet mamadjeetische Induktion wie folgt:
B(x) = rotA(x)

_ Hou [ X)L
B =2 '/r0t|)_(_)_(,|dv

Der Operator rot wirkt aut und nicht auf’, so daR

j(x)

rot|)z_xl| :grad|x_xl| x j(X)
x—xX .
= _7|x_— )z|3 x j(x) (IV.128)

und damit das Biot-Savart-Gesetz

B(x) — MoK J(X) x (x=X)

am . Ix— X3 v’ (.129) 0
folgt. P Aufpunkt
Wir spezialisieren das Gesetz noch auf einen linienformige iX)=iX) &
Leiter. Dann gilt dV/ = E’ . dy
iX)av = Ix)dx . (IV.130) IX) = j(X)F’
dX = dXeg,

Folglich erhalt man

(IV.131)

Iloll/ d>(>< x—X)
Cx=xP
und dieB-Berechnung ist auf ein Kurvenintegral zurtickgefihrt.
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3.3 Feldberechnungen

3.3.1 Unendlich langer Draht

Wir I6sen die Aufgabe auf zwei unterschiedlichen Wegen:
(a) ohne Biot-Savart-Gesetz, aber mit Voraussetzungeieg®ytinmetrie der Losung.

(b) mitBiot-Savart-Gesetz ohne weitere Voraussetzungen.

1. C . . .
&ﬁel rotationssymmetrisch von der Form

R
H=Hpe; .

€y

Dag ﬂ)urchflutungsgesetz liefert

/rotﬂd_S: ]{ﬂdzz /id_S:J

- oo
. 2n
— fH¢ds:/H¢-Rd¢=H¢-R-2n
’ 0
und somit
J

(b) Zur Berechnung des Kurvenintegrals im Biot-Savarté€&esrientieren wir uns an der Skizze:

dx sina =
x—X|
S R
tana = —
s
z |dX| =ds
[
[a)]

Das VektorprodukdX x (x— x') lait nur eine,-Komponente fuB zu:

B=By-g - (IV.133)

Dann folgt
U Hod 7 ds. [x—X/| sina
By = / 3
arm [x—X|

)

 Hpod /m sinads  upigd 7 sirfa ds
C4m ) [x—X[]2 4m R2

—00

Die dsIntegration wird vermittels

o R _ cosa
" tana  sina
ds—p=Sma-—cofa, o1 4, (IV.134)
sifa

sifa
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in eineda-Integration Gberfihrt.

0 0

Mol /‘sin30{ 1 _ Hpd [sina
B =" | R Raea ™ "an / R 9
m m
0
 ppodcosa ® pppd
=R | =% (IV.135)

Das Abklingverhalten des Feldekl/Rist charakteristisch fir effektiv zweidimensionale Sitaaen.

3.3.2 Ringspule

Wir betrachten eine Ringspule vom RadRsind Kerndicked. Gesucht ist die magnetische Feldstérke
im Kern. Nach dem Oerstedschen Gesetz gilt differentiell

und integral

fﬂdx: / j-ds . (IV.136)
C S
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Als Integrationswe@ wahlen wir den Umfang des Kreises mit RadRiDort gelte

H=Hg-g5 mitHy =const (IV.137)

n Windungen

Durch die vonC aufgespannte Flact&flie3t der Stroorm- J, wobeiJ der
Spulenstrom ist. Es folgt somit

2n
/H¢-g¢~Rd¢§¢:n-J (IV.138)
0
und schlieflich
nJ
Hpy = =— IV.139
v =52 ( )
Die Uberlegungen lassen sich leicht auch auf einen aufgésehen Ring erweitern.
L H Dann gilt
; : Lange ohne Spalt .
l, ,H 2 An den Randern des Spaltes gelten die Ubergangsbedingungen
& |,: Lange des Spaltes
Bni=Bna - (IV.140)
WegenB, = By = LiouHy folgt
HiHi = paHa . (IV.141)
Die magnetische Feldstarke im Spalt berechnet sich dann zu
&Hah‘f'Hala:n\] 5
Hi
nJ
Hi=———— IV.142
RNTYITHIEN (V-142)
Fuhren wir die Windungsdichte N
N= M (IV.143)
|
ein, so erhalten wir
NJ
Ha = M . (|V144)

[T T
4 Quasistationares elektromagnetisches Feld

4.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Die Felder diirfen sich langsam verandern, in dem Sinne, daRatschiebungsstro®D vernachlassigt
werden kann:

|&D| < [j| - (IV.145)
Die Grundgleichungen nehmen dann die Form

rotH = j (IV.146)

divD=p (IV.147)

rotE = —aB (1V.148)

divB=0 (IV.149)
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an.

Insbesondere is&B und damit auctE hier nicht vernachlassigbar. Bekanntlich kénnen in Medien
her Leitfahigkeito bereits kleine FeldeE starke Stromdichte und damit grol3e Wirkungen erzielen.
Derartige Effekte sind in dieser Beschreibung enthalten.

4.2 Magnetischer Flu und Induktion

Das Faradaysche Induktionsgesetz B
rotE = —aB

fuhrt in seiner integralen Formulierung auf

](g g:—dt/Bds— —Go" (IV.150) =
C
wobei i
:/gd_s (IV.151)
S
den magnetischen Flul3 durch die FlaGearstellt. Unter Benutzung des Vektorpotentidlformen wir
um zu i _
O — / rotAdS—= fgdg . (IV.152)
s

Fiar A benutzen wir

IJOIJ / \Vi
7 |X

In dieser Darstellung ist die Retardierung der Zeit vertissigt. Formal gelangt man zu dieser Naherung
flir c — oo, Dies ist aber gerade konsistent mit der Annahme langsa#mderlicher Felder, fur die von der
endlichen Signalausbreitungsgeschwindigkeit abgesebeten kann. Dann folgt weiter

m — IJO”%/ dV/
|x—

Fur linienformige Leiter kdnnen wir schreiben (vgl. AbsithB.2)

Jj(X,HdV' =J(x,t)dX

oM “0“7{/
(t) X X’ ) (IV.153)

Der mitL markierte Integrationsbereich erstreckt sich Uber daargtsLeitersystem.

und erhalten

Wir nehmen nun an, daf} das gesamte LeitersysterN @eschlossenen Leitetry besteht, die jeweils die
FlacheSs aufspannen. Dann kénnen wir schreiben

N
BZ (IV.154)
2155

und erhalten

P

C
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Die Strome werden nun als konstant in den jeweiligen Leitgrangenommenlg = const Es folgt
mt_uouBZ y{y{d)(de
X—Xg|

Bisher warC noch eine beliebige Kontur, wir wollen sie jetzt mit einer deiter Lg gleichsetzen und
nennen si¢ 4 und den entsprechenden FIg. Dieser berechnet sich zu

RO 3o

oder
N
= BZ LagJs (IV.155)
=1
mit der Induktivitatsmatrix
“0“ ]( ]( A, (IV.156)
X — Xp|

Die Induktivitatsmatrix ist wesentlich durch die Leiteayeetrie festgelegt. Sie ist symmetrisding =
Lga) und die Nichtdiagonalelementgg, A # B beschreiben die gegenseitige Induktionswirkung aufein-
ander.

Die Diagonalelementegg beschreiben die Selbstinduktionswirkung. Fur
L, linienfdrmige Leiter divergieren diese Koeffizienten allimgs:

a L Lgg — o (fur linienfdrmige Leitey. (IV.157)
w Bei Beriicksichtigung endlicher Leiterquerschnitte, wieeia der Realitat

Ls ja tatsachlich vorliegen, ist diese Divergenz behobens®igituation ist
analog zur ,Selbstenergie” von Punktteilchen.

4.3 Kirchhoffsche Regeln
4.3.1 Stromregel/Knotensatz
Die Vernachlassigung des Verschiebungsstromes und dieeAduwng von

=]

hat
divj=0 (IV.158)
zur Folge.
v & Wir betrachten ein linienférmiges Stromsystem, das einatkP(Knoten) ge-
meinsam hat, der innerhalb des Volumengegt. Die Oberflach&vonV kann
o J,  Dbeliebig weit an den Knoten herangezogen werden. Es gilt
% . . N
O:/divldV:jz{id_S:AZ W . (IV.159)
v s =1

Im Knoten verschindet die Summe aller Strome. Djesind dabei natirlich vorzeichenbehaftet.
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4.3.2 Spannungsregel/Maschensatz

In einem System von Leitern betrachten wie eine Leitersiehldie eine geschlossene Kontur bildet. Ent-
halten sind

Iv. EI. .
Ind. cav-E Galvanische Elemente (Galv. El.)
Kapazitaten (Kap.)
S Resistivitaten (Res.)
€ Induktivitaten (Ind.)
Res.
Kap.

Das Faradaysche Induktionsgestz
rotE = —a.B

angewandt auf die von der KontGrumschlossene Flact&ergibt in integraler Formulierung

[roEds= fE-dx=—a [Bds=-do"
S C S

Die Zerlegung des Integrationswed@es die Teilelemente ergibt

[ Edx+ [Edx+ [ Edx- - Y Laschds
Res Kap. Galv. El.
Fir die Teilelemente konnen wir schreiben:

opldxrjedx o Jdx o J
. /Edg_/ - _/ S [ muR (IV.160)

Res

wobeiR=1/(oF), F die Querschnittsflache uridlie Lange des Elements ist.

. / Edx— — P — g (/Edgsei> o> (IV.161)
Kap.
o / Edx= —®, (IV.162)
Galv. El.

In der Induktivitatsmatrix nehmen wir an, daf3 benachbagitelschleifen gentigend weit entfernt sind, um
keinen EinfluR zu haben. Somit gilt

g LagdiJs = LaatiJa =Lk . (IV.163)
Zusammengefal3t gilt dann
J-R+§+LdtJ:CDe . (1V.164)

In einer Masche ist die Summe aller Urspannungen gleich dem aller Spannungsabfélle.

4.4 Magnetische Energie eines Systems von Stromkreisen

In Abschnittl.5 haben wir die elektrostatische Energie eines Systems voktRdungen berechnet. Das
Vorgehen zur Berechnung der magnetischen Energie einésnSyson Stromkreisen weist eine Reihe von
Analogien dazu auf.
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Ausgehend von der allgemeinen Definition der elektromageletn Energiedichte

= %(E-Q+H-E)
berechnet sich die Energie des magnetischen Anteils zu
U— %/ﬂ BdV . (IV.165)
Wir ersetzen
B =rotA

und benutzen
H-B=H-rotA=A-rotH+div(AxH)

Der Anteil div(A x H) liefert keinen Beitrag zur magnetischen Energie, da wiredinmen, daf3 alle Leiter
im Endlichen liegen. Dann gilt fir — o

1 1
AX)O===
AX) X T
1 1
H(x) O X212
und somit 11
/d|vA><HdV 7{Ax dS0 =+ 12 —0
Es verbleibt 1 1
:E/ArotﬂdV:E/AidV . (IV.166)
Verwenden wir weiter
“O“/ \VA
7 |X
(Erinnerung: Zeit-Retardierung ist vernachla55|gt) (ﬁgtf
“0“ / / JEOIXY ygy (IV.167)
|x x’

Fur linienformige Leiter
Jjx)dv =J(x,t)dx

und fir ein System aus geschlossenen Leitern

J(xt) _/ﬁ Ja(xt)
=1

_lloﬂ %fJAxtJthdde
g [x—X

Sind die Strome konstant innerhalb ihrer Lelter

folgt weiter

Jg = const

N
Holl dxXdx
S PR e

1 N
=z LagJads (IV.168)
2 Ag 1

kénnen wir zu
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umformen, wobelag die in 4.2 eingefiihrte Induktivitadtsmatrix darstellt. Bezuglichrd@ivergenz der
Selbstinduktionstermd_g) bei linieférmigen Leitern gilt die gleiche Uberlegung wiie 4.2 Endliche
Leiterquerschnitte beheben die Divergenz.

Interessiert nur die Wechselwirkungsenergie zwischescheedenen Leiterschleifen, brauchen die Terme
mit A= B sowieso nicht beachtet zu werden. Man beachte auch hieewigddie Analogie zur elektrosta-
tischen Wechselwirkungsenergie zwischen Punktladungdrebenso zur elektrostatischen Energie eines
Systems von Leitern.






Tabelle verschiedener Mal3systeme

International (SI)| Elektrostatisch Elektromagnetisch Gauss

| Heaviside-LorentZ

j+aD

—aB

4mj+aD

—4B

4mj +aD

—aB

1(4nj+aD)
—ldﬁ

C

4mnp

1(j+aD)

1
~1aB







Linienelement|

dr =h1dé,8;+
hodé28,+
hadé3é;

| Flachenelemente

dS, =hphzdéodéz€;
dS, =hihzd&;dé38é,
dS; =hihidé1déaé;s

|Volumenelement

dV = hihphzdé1dé2dés
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