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KAPITEL |

VEKTORANALYSIS

Vektorfelder sind rAumlich variable Vektoren. Um die raiomé Variation zu beschreiben, miissen Vektor-
veranderungen betrachtet werden, d.h. raumliche Diffedguotienten. Beziehungen von Vektorfeldern
untereinander, einschliel3lich deren rdumliche und autliche Differentialquotienten, stellen partielle
Differentialgleichungen dar, die physikalische Situao und Prozesse beschreiben. Die Losung dieser
Gleichungen fihrt auf die Umkehroperation — die Integmatio diesem Abschnitt werden wichtige De-
finitionen und Satze zusammengestellt.

1 Integrale im dreidimensionalen Raum

1.1 Linienintegrale

Problem: Uber einen raumlich veranderlichen Vektor ist 1angs eir@gegebenen Kurve zu integrieren,
wobei nur die Komponente des Vektors tangential zur Kurteressiert.

Folgende Umschreibungen sind mdglich:

2
v(x)dx= [ v(x)dx= [ wds= [ (vidx+VodX +VvsdXs) . (1.1)
s o [ |

vt (X) ist die Tangentialkomponente vefx) anC, dsist das Bogenelement va@h Der rechte Term driickt
das Integral in den Komponenten eines kartesischen Kaateetisystems aus. Bei Kurven besonderer Sym-
metrie (Kreisbdgen, gerade Linien etc.) ist die Wahl einesigneten Basis-Systems (z.B. Kugelkoordina-
ten) zweckmafig.

\Von besonderer Bedeutung sind Linien-Integrale Giber desséne Wege, z.B.

Z= ¢v(x)dx . (1.2)
!

1. Beispiel Xo

w-(8)-(5) e -l
V3 0 “;

sei ein zirkulares Stromungsfeldist die Zirkulation.

<

7

X1

N
)

(a) Berechnung von Z entlang eines Kreises mit dem Ragius
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Fur die Geschwindigkeit der Strémung in Zylinderkoorderagyilt
Vp=0, v=wp, Vv,=0

Das Integral ergibt in diesen Koordinaten

Z:]{\_/(x)dx:/(vpdp+vgbpd¢ +v,d2)

Folglich
. 2n
Z— § wp-pdt — [ wpidp — 2mep}
X2 Cs C(po) 0
; (b) Berechnung von Z entlang eines Kreisring-Segmenges C
pifi- X Dav, =0, liefern die radialen Wegstlicke keinen Beitrag. Wir eidral
Chy 0 .
Z~ [ wp?dp = w(pf - p3) o3

2. Beispiel

Integration eines Kraftfeldds(x) zwischen zwei Punkten 1

und 2:
2
Aoy = /E()_()dx
1

N
tl,
o i
AN
Dieses Integral bedeutet die Arbeit, die verrichtet werden
muf3, um einen Massenpunkt von 1 nach 2 langs eines be-
stimmten Weges in diesem Kraftfeld zu bewegen.

axXo
SeiF(x) = axg | mitder Konstantem > 0.
0

Verschieben vo®; nachP, auf zwei unterschiedlichen Wegen.
X2 inker Haken L

G

1 1
/ E (x)dx= / (Fidxt + Fadx) — / Fads + / Fidx
L L 0

1 1
R 1 X :/a-dez+/a-1dx1:a
\* 0 0

rechter Haken R

1 1
/F x)dx= / (F1dxg + Fodxo) = /Fldxl+/F2dx2 /a-delJr/a-ldxz:a
0 0

Offensichtlich ist die verrichtete Arbeit auf beiden Weggeich. Fir das angegebene Kraftfeld ist die
Arbeit generell wegunabhéngig, denn es gilt nach dem SatSebwarz

R _, R
(3X2_ _0X1
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1.2 Oberflachenintegrale

Problem:Im Raum ist eine Flache vorgegeben. Auf dieser Flache idten énren Punkten eine physika-
lische Grol3e (Skalar oder Vektor) gegeben. Das Integrabhgsikalischen GroR3e tber die Flache ist zu
bestimmen.

Die Oberflache kann beliebig gekrimmt sein. Im einfachsi@hift die Oberflache eine Koordinaten-
Ebene. Es ist also eine zweifache Integration Uber die ziedtldche beschreibenden Variablen auszufiih-
ren.

Beispiel

Die zu integrierende Funktion sei das Skad%tp x%. Die Integrationsflache liege
in der Ebenez = 0 und sei begrenzt durch die Geradegn- X2, X = 0 undx; = a.

Zu berechnen ist

/(xl—xz)dxldxz /dxl/dxz xl—xz /dxl [xlxz— —xz] /d 1=XC =

A

Die Integration Gber, muf3 zuerst ausgefihrt werden, da ihre Greqzenthalt.

Oft sind die Integrale jedoch Uber beliebig gekriimmte Féich %o
auszufuhren. Dann ist die Flache in geeigneten Koordirgden
zustellen und das Integral auf diese neuen Koordinaten umzu
schreiben. Wie sich eine Linie (Kurve) durch einen Paramete
die Bogenlangs, beschreiben laft, so ist eine Flache durch zwei
Parameter §, &») beschreibbar, die gleichzeitig ein Koordina-

- i
L _g,=const.
|

’ a®

tensystem auf der krummen Flache beschreiben. Die Panamete | X1
darstellung der Flache lautet dann v
X = Xi(flaEZ) ) i= 1a 213 (|4)
Fur ein Linienelement auf der Flache folgt
3 % 9%
dx = —dEk und ds = (dx)? — ——dé&d¢& . (1.5)
% S35
Mit den Vektoren
a0 — (%%%) R (%%%) (1.6)
- 0817081 084 - 082 082 9&2
und den metrischen Koeffizienten
gil=a®.a® | gR2—a@.a? | g2 g2l_ a1 .5 (1.7)
folgt
2
ds? = Z gd&dE . (1.8)
k=1

Diese Darstellung heiRt auch die erste GauRsche Fundafoemtder Flacheg'?(&1,&) =a® -a® =0
ist offenbar notwendig und hinreichend dafir, dal3 die krdimigen Koordinateré; und &, orthogonal
sind, und zwar fur alle Punkte der Flache.

Das von den Koordinatefy und &, aufgespannte Flachenelement ist definiert durch

ds=ald&; xa?dg, . (1.9)
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Das Flachenelement st ein Vektor senkrecht auf der FlashHichtung der Normalen. Da

dS=|dg =/ (a® x a?)’d&;dE (1.10)
folgt wegen
(a¥ §‘2>)2 = (g‘”)z- (g‘2>)2— (a -@‘2>)2 (1.11)

fur den Betrag des Flachenelements

dS= \/gl1g22 — g12g21d&,dE, . (1.12)

Damit ist das Problem der Integration Uber eine beliebigel# auf ein einfaches zweidimensionales In-
tegral zuriickgefuhrt. Es bleiben lediglich Integrand untégrationsgrenzen durch die Flachenparameter
(-koordinaten) auszudrticken. Fir einfache Flachen wieeKutylinder oder Ebene ist es leicht, entspre-
chende Koordinaten zu finden.

Physikalisch treten Oberflachenintegrale oft nur in Vediimg mit ei-
&+dg,; nem Vektor als Integranden in den Formen

& w://l—.d_g (1.13)
S

oder

& §+d€;

g://\_/xd_s (1.14)
S

auf. Das Integra¥ heif3t Fluf3 der Gro3gdurch die Flach&. Wegen
j-dS=jndS , (1.15)
wobei j die Normalkomponente darstellt, geht nur die Komponentej\&nkrecht zur Flache ein.

Wichtig ist auch hier wieder der Spezialfall des IntegrélsiieinegeschlosseneléacheS. Das Integral stellt
dann den gesamten aus dem umschlossenen Volumen augtretdo® dar. Isv eine Geschwindigkeit
einer stromenden Flissigkeit, so ist

[feas

s

das pro Zeiteinheit durch die FlacB&indurchgehende Flussigkeitsvolumen.jlsine Stromdichte, so ist

Jies

der durch S flieRende Strom. Fur elektrische und magnettselder heiRen
//Q-d_S und //g-d_s
s s

elektrischer bzw. magnetischer Fluf3.

Bei der Form

é/\_/xd_s

gehen nur die Komponenten vendie parallel zur Flache S liegen, in das Integral ein.
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1.3 Volumenintegrale

Unter einem Volumenintegral versteht man die Integratiarmephysikalischen Gré3e tber ein dreidimen-
sionales Gebiet. Ein einfaches Beispiel ist die BerechrdergViasse eines Volumens bei vorgegebener

Massendicht@ (x): - .
M= [[] pav = [[[ prodddx . (1.16)
v v

Von kartesischen kann auf andere, der Symmetrie des Prelaegepalite Koordinaten umgerechnet wer-
den.

Ein weiteres Beispiel fiir ein Volumenintegral ist das Tréigdmoment eines Kérpers. Exemplarisch werde
hier das Tragheitsmoment eines Quaders mit den Kanterma@ge berechnet. Die Drehachse geht durch
den Schwerpunkt und ist parallel zuDie Dichtep ist konstant.

Dann gilt

lc= /p(x%+x§)dv - -

Quader X3

a/2 b/2 c/2 c/2
= / dxq / dxz/ dxz p (x4 +3)

—a/2 —b/2 —c/2 -al2 al2

3 b\ 2 X
P a\3 a\3 b
—5{{(5) -(-3) ]'b”a' <§> ‘(‘5) ]C} .
-C

__ pabc

o (@ +0°) = M (a®+1?)

12
Fur eine Kugel vom Radius R ergibt sich

Ir = / p (r?—r?cog 0)dv
Kugel
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Folglich erhalt man

c - lrR=p / (r')?dv
X3 Kugel

Massenelementim
=p / r?sin’ @ r’sin@drd@dg
Kugel

a R 2m m
& “ :p/dr/d(p/der4sin36
m

= —2nmp— /1 cog 0)d(cosh)
0

el (s

zg 4_"R5 —MR2 mitM:%"rép

2 Differentialoperatoren

2.1 Gradient

Startpunkt ist das skalare Fede(x). Jedem skalaren Feld lassen sich Flachen konstanter BBkl@p —=
const) zuordnen, die wir als Aquipotentialflaichen bezeichneremlunabhingig davon, welche physika-
lische GroReb darstellt.

Problem:Wie &ndert sich das Feld beim Ubergang vomrachx + dx?
Diese Anderung ist offenbar
dd = O(x+ dx) — D(X) = d, PdXs + G, PdX + G, PdXg . (1.17)

Die rechte Seite entspricht einem Skalarprodukt aus zwiioven; der eine hat die Komponentdp®,
der anderalx, wobei ein kartesisches Koordinatensystem mit den Bdsisken€ zugrunde gelegt ist.
Den Vektor der Ableitungen eines skalaren Feldes bezeichae als Gradienten.

Definition
OX(D - (9)(1 Cbgl + 0)(2 CD§2 + 0)(3 q)§3 (I 18)
oder @ = (dy, P, oy, P, 6, P) '
Der Differentialoperator grad ist damit durch
052 (0X1,0X2,(9x3) (Ilg)
festgelegt. Ferner ist
dx= (dx,dx, dxa) (1.20)

das vektorielle Linienelement. Damit kann die Anderung@elsles® iiberdx geschrieben werden als

dP = 4, dx (1.21)
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Der Gradient eines skalaren Feldes stellt fir jexlemen Vektor dar. Die Operation grad ordnet jedem
skalaren Feld ein Vektorfeld zu, z.B.

E(X) = —0k®P(x) bzw. F=-o®P . (1.22)

Geometrisch bedeutet dies eine Zuordnung von FeldliniederuAquipotential-

flachen. An jedem Punkt der Aquipotentialflachen 14Rt sichlekales orthogo-

nales Koordinatensystem so einftihren, daf3 zwei Basisrigia in die jeweilige
Tangentialebene fallen. Fidix in der Tangentialebene verschwindig® per defi-

nitionem. Nur fiir die dritte unabh&ngige Richtung senktechden Aquipotenti-

alflachen istd® # 0. D.h. aber, der Vektod® steht senkrecht auf den Aquipo- F
tentialflachen. Der Betrag vo#® ist umgekehrt proportional zum Abstand der -~
Aquipotentialflachen.

Eingangs wurde festgestellt, dal3 sich jedem SkalarfeldhdGradientenbildung @ >,> 0,
ein Vektorfeld zuordnen 1aR3t. Gilt das auch umgekehrt? kiteinem Vektorfeld
E durch Integration von

dd = —Fdx — Fodx — Fsdxg = —F - dx

ein® zuordnen, so dalR = —dx, @ gilt? Um das zu gewéhrleisten, miissen naturlich die gertésaweiten
Ableitungen vor® tbereinstimmen, also

FirFE ist somit zu fordern
0X2F3 = anFZ ) (9)(3 Fl = aX1F3 ; axl F2 = aXz Fl (|24)
(Satz von Schwarz). Wenn die Integrabilitatsbedingunigjkeist, istd® integrier- P,

bar und es existiert eii zugeordnete®. Physikalisch bedeutet dies die Wirbel-
freiheit vonE. Die Integration vord® zwischen zwei Raumpunktd® undP; ist

dann vom konkreten Weg unabhéngig. Es gilt R
P> P>
[ao=- [E-dx=a00)-0x) (1.25)
Py Py

wodurch® bis auf eine beliebige Integrationskonstante festgestgt i

2.2 Divergenz und Gaul3scher Satz

Definition
Startpunkt ist ein Vektorfel& (x). In kartesischen Koordinaten ist die Divergenz Yodefiniert durch

axE: axE: 0X1F1+(9X2F2+(9X3F3 . (|26)

Per definitionem istyF ein Skalar. Die physikalische Bedeutung ergibt sich aus Gan3schen Satz.
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GaulR3scher Satz

V ist ein Volumen und die (geschlossene) Oberflache worDann gilt
// aXEdV://Ed_S (1.27)
Vv S

Beweis:Zunachst gilt

(mal

.dS= F -ndS= (F1iny + Fony + F3ng)dS (1.28)

X3

wobei n der Normaleneinheitsvektor auf dem Flachen-
randdSist. Wir betrachten vorerst nur den ersten Sum-
mandenF;n;dSund haltenx, undxs fest. Dazu betrach-
ten wir eine infinitesimal diinne Saule bei festgyrund

xz im VolumenV. Die Deckflachen der Saule sim
unddS'. Es sind Elemente vo& Weiterhin gilt

i i ndS =dxdx;s ,ndS =—dxdxs . (1.29)
) ” X1
% % Das ,Oberflachenintegral“ eingeschrankt auf die Deck-
flachen der Saule ergibt dann
Fin1dS= Fi(X], X2, X3)dxedxs — F1 (X1, X2, X3)dXedXg . (1.30)

ds,ds’

Wir betrachten nun die linke Seite des Gaul3schen Satzesaradimen das ,Volumenintegral® Gber die
Saule zunachst auch nur fur den ersten Summanden der Dinzangd erhalten

/// Oy FrdV = /// Ox F1dxqdxodxs = [Fr(X], X2, X3) — F1(X}, X2, X3)| dxpdXg . (1.31)

Saeule

Dies ist offensichtlich gleich dem aus der rechten Seite @asl3schen Satzes berechneten Ausdruck.
Aufsummieren tber alle SaulenVhergibt dann

/// OuFadV = // FinidS . (1.32)
\Y S

Fur die beiden anderen Summanden gilt analog

/V/ dszde_é/anzdS , /V/ axangv_é/angds . (1.33)

Die Summe uber die drei Anteile ergibt den GauR3schen Sata].q.

Interpretation der Divergenz

Das Skalarproduk - dSbeschreibt den Fluf3 voi durch die FlachelS Nach dem Gaul3schen Satz ist
somit der Fluf3 vor durch die geschlossene FlacBgleich der im Volumen enthaltenen Divergenz von
E. d4F beschreibt damit die Quellstéarke des FelHesst

AF=0 VxeV |

dann ist das Volumeyi quellenfrei und der GesamtfluR durch ¥i@mschlieBende Flact&verschwindet.
Quellen negativer Starke heiRen Senken.
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Der Gaul3sche Satz erméglicht noch eine koordinatenungeefinition der Divergenz. Dazu betrach-

ten wir den Grenzwert o »
im [[[ aEav—im [[E-ds .
V—0J/. - V—0J.
Y S

Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnundérgi

lim 3E -V = lim //E-d_s (1.34)
V—0 — V-0,
S
und folglich
1
@E:\I/ITOV//Ed_S : (1.35)
S

Die Divergenz eines Feldésin einem Punkk ist der Grenzwert des Quotienten aus dem Fluf3 durch eine
den Punkt umschlieBende Oberflache und dem Volumen desselrigesenen Bereichs.

2.3 Rotation und Stokesscher Satz

Bei der Einfihrung des Gradienten hatten wir
Fi=0sF ., i#j , ,j=123 (1.36)

als Bedingungen angegeben, dal’ sich ein VektoHedts Gradient eines Skala#sdarstellen lafit. Diese
Bedingungen lassen sich vektoriell zusammenfassen zu

0X2F3 - 0X3F2
(&XE:O m|t (&XEZ 0X3F1_0X1F3
aX]_FZ - aXzFl

(1.37)

Jx x E heil3t die Rotation vofr oder auchWirbelstarke Verschwindety x F heil3tE wirbelfrei.

Um die Bedeutung der Rotation zu veranschaulichen be&aetit zwei Geschwindigkeitsfeldgfx), w(x):

— WX WX
vx)=1| wx ;WX = wx : (1.38)
(%) =-(%)

Diese Beispiele sind uns im Prinzip schon bekannt. Sie wuitieAbschnittl.1 skizziert und diskutiert.
Die Berechnung der Rotation der Felder ergibt

0 0
Ox X V= 0 , Oxw=| 0 |=0 . (1.39)
2w 0

Im ersten Fall isty x v senkrecht zur Stromungsebene gerichtet, die Stromgglreht sich im positiven
Sinn um diexz-Achse. Das Felav(x) hingegen ist wirbelfrei. Offenbar hangt das Verhalten dpr v mit
dem Verhalten der Zirkulation

Z:]{\_hdl( bzw. Z:fv_v-dg

zusammen. Kondensiert ist dieser Zusammenhargtokesschen Satz

//déxyd_s:]{\_bdg( , (1.40)

S C

Stokesscher Satz
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wobei S eine offene Flache un@ deren geschlossene Randkurve darstéll@ifenbar ist das Linienin-
tegral tberv langs der Randkurv€ einer offenen Flach& gleich dem Oberflachenintegral Gl v.

In physikalischen Begrifflichkeiten bedeutet dies, dasAlikulation vonv langs einer vorgegebenen ge-
schlossenen Kurve gleich dem Flu3 wén« v durch die von der Kurve umschlossenen Flache ist. Wie sich
die Flache innerhalb ihrer Randkurve aufspannt ist gleittig Ist d; x v = 0, das Feld also wirbelfrei,
verschwindet auch die Zirkulation.

Durch den Grenziibergang zu einer infinitesimal kleinenig&mit deren Normalem folgt

wnlek

(9 ¥)n=n-0x v = lim = f vox (1.41)
C

als koordinatenunabhéangige Definition der Wirbelstarke.

Zum Verstandnis der Bezeichnung ,Rotation” fihren wir n@@h einfaches Beispiel aus der Mechanik
an. Wir betrachten ein Teilchen am Grtwelches mit der konstanten Winkelgeschwindigkeiim eine
Achse geflihrt wird. Dann gilt

V=WXX . (1.42)
Rotationsbildung ergibt
w= %(&xy . (1.43)

Somit beschreibdy x v den inv enthaltenen Rotationsanteil.

2.4 Vektorgradient

Der Gradient wurde als Anderung eines Skalarfeldes beirts&meiten unax eingefiihrt. Es soll nun ver-
sucht werden, eine ahnliche Beschreibung fir ein Vektodfalfinden. Gefragt ist also nach der Anderung
einer jeden Komponente eines Vektorfeldés) beim Fortschreiten urdx.

Es folgt unmittelbar

da = dx 0y, 8 + dXa0x, 8 + dXg0x; 8
da = (dx-d) &

Das Skalarprodukt ist hierbei zuerst auszufiihren. Veefsitties dyadischen Produktes — symbolisiert
durch®@ — laRt sich auch schreibeta= dx- oy ® a.

(1.44)

2.5 Totale Differentiale

Wir betrachten ein VolumenelemedV in einer stromenden Flissigkeit. Das Volumenelement befind
sich zur Zeit am Ortx und habe die Massendichtéx,t). Zur Zeitt + dt befindet sich eben dieses Volu-
menelement am Ort+ vdt und besitzt i.a. eine andere Massendighte+ vdt,t 4 dt), da sich aufgrund
der Stromungsverhaltnisse etwa der Druck auf die Flusgigkeert. An der Stellg befindet sich zur Zeit

t + dt ein anderes Volumenelement mit der Dicpiex,t + dt).

Es ist also zu unterscheiden zwischen einer lokalen Diollir&ing in der Zeitlt und der Dichteande-
rung eines in seiner Bewegung verfolgten Volumenelemditsletztere heil3t totale oder substantielle
Anderung, die erstere die partielle oder lokale Anderumgsfrechend werden die Differentialquotienten
bezeichnet. Der lokale oder partielle Differentialquotiist wie tblichd p (hier wird der Ortx festgehal-
ten). Der totale oder substantielle Differentialquotisit

1Beweis inSmirnow, Lehrgang der héheren Mathematik, Bd.Il, S.199
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P(X+ VALt +At) — p(x.t)

tp = fim, At = 0P+ ax-p (1.45)
thp =ap+V-okp

Bei einer vektoriellen GroR3a(x,t), z.B. der Stromungsgeschwindigkeit selbst, ist entsgeda(x +
vdt,t + dt) unda(x,t + dt) mit a(x,t) zu vergleichen, und zwar fir jede Komponente getrennt. &t

da=ada+ (vd)a . (1.46)

Dies ist bereits ein Beispiel fur das Auftreten des Vektoadienten, der im vorhergehenden Abschnitt
eingefuhrt wurde.

Diese Uberlegungen zur substantiellen Anderung von Félm p(xt)
odera(x,t)) selbst, lassen sich nun auch auf Integrale iber diese Feld-
grofRen anwenden, wobei sich das Integrationsgebiet jewéibewegt.

Das umfaRt die totale Anderung von Linienintegralen tibehn siewe- Xt Xy dt, trat
gende Linien, von Oberflachenintegralen Gber sich bewegeerfla- - T

chen und von Volumenintegralen tiber sich bewegende Volaniiie totalen Ableitungen dieser Integrale
sollen hier nur angegeben werden, fur deren Ableitung visemenir z.B. aufSmirnow, Hohere Mathema-
tik, Bd.ll, S. 317-319

Fir ein Linienintegralf a(x,t)dx das langs einer sich mit der Geschwindigkeiewegenden und sich

C
deformierenden Kurv€ zu bilden ist, gilt

d [adx— [ (da+d(va) ~vx Boxa) dx . (1.47)
c c

Fur ein Oberflachenintegral bei sich deformierender ObTé& gilt

& /[ alxt)-dS= [[ (aa+oxx (axy) +vaa) -dS (1.48)
Js g
und fr ein Volumenintegral bei sich deformierenden Volurefolgt
& [[[ ptiav = [[[ (ap+adpu)av . (1.49)
. v
Auf den rechten Term kann desweiteren der Gauf3sche Satwandewerden, was

& [[[pxtav = [[[ apav+ [[ pv-ds (1.50)
\Y \Y S

ergibt.

3 Mehrfache Differentialoperatoren

3.1 Laplace-Operator

Startpunkt ist ein skalares Feflx). Wird zuerst der Gradient und danach die Divergenz gehitigangt
man zum Laplace-Operator.
07D = OOk = - 0P = 97D . (1.51)
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Folglich ist in kartesischen Koordinaten
0 = 0F +0%,+ 0%, . (1.52)

Der Laplace-Operator ist auch auf Vektoren anwendbar. ArStitlle des Skalai® tritt eine Vektorkom-
ponente:
0fa= (9dx)a= (0 dxa (1.53)

3.2 divrot

Die Divergenz der Rotation eines Vektors verschwindet imhenn
OxOx x a=0x- (0xx @) = (dxx 0x)-a=0 (1.54)
Ox x aist somit immer quellenfrei. Folglich: Wenn ein Fdddx) quellenfrei ist,
oB=0 ,
so laRt sictB als Rotation eines beliebigen Feld®x) darstellen:

B=0d,xA . (1.55)

3.3 rotgrad

Die Rotation eines Gradienten eines Skalarfellés verschwindetimmer, denn

Ein VektorfeldF (x), da durch Gradientenbildung aus einem Skalarflg) konstruiert wird, ist also
immer wirbelfrei. Sei
EXY) =-a®x)

dann gilt
OxxE(X)=0 . (1.57)

Diese Beziehung laf3t sich auch koordinatenunabhangigam$tiokesschen Satz deduzieren. In Abschnitt
2.1wurde die Wegunabhangigkeit des Linienintegrals

P
[ a0 dx=o(r) - o(Py)

Py

festgestellt. Folglich verschwindet das Integral tibeerigeschlossenen Weg und man erhalt

&:f@¢x@://@x@¢@g. (1.58)
C S

Da diese Beziehung nun fiir jede beliebige FlaSlgt, ist zu folgern
KxKDP=0 . (1.59)
Umgekehrt folgt fur ein wirbelfreies Vektorfeld, d.h.
kxE=0 |,
daB ein Skalarfel®(x) existiert, so daf als
F =30 (1.60)

konstruierbar ist.
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3.4 Weitere Operatoren

In physikalischen Anwendungen tritt eine Vielzahl zusamgesetzter bzw. hintereinander auszufihrender
Differentialoperatoren auf. Es ist von Fall zu Fall zu ehtsden, ob man das Resultat selbst ableiten oder
lieber in einer Formelsammlung nachschlagen mochte. Dgsr&jen haufig auftretender Konstruktionen
beschleunigt sicherlich dann deren Ausrechnen.

Beispiele

Ox % (Ox x A) = 0x(OxA) — 0525 = Ox(0xA) — asz
Ox(Ax B) =B(dx x A) — A(dx x B)
Ox X (P, P x A) — Ax P

Ox

(® DoA+ Ad®

(1.61)

> |

)
)

1> |

4 Integralsatze

4.1 Derivate des Stokesschen und des Gaul3schen Satzes

Die fur uns wichtigen Integralsatze sind nach Stokes und¥mnannt. Wir haben sie bereits wiederholt
verwendet und fuhren sie hier zur Vollstandigkeit nochraalfs

Stokesscher Satz _ .
pade= [[oxads (1.62)
c S

wobeiC die Randkurve der Flachedarstellt.

//A-d_sz ///@Adv , (1.63)

S v
wobeiSdie Oberflache des VolumeNRsdarstellt.

Gaul3scher Satz

Diese Satze gelten nicht nur Gber die Summen, die die Skallugte jeweils auf den linken und rech-
ten Seiten reprasentieren, sondern sogar liber die eimz8bmamanden getrennt. Kombiniert man diese
Summanden-Terme neu, gelangt man zu Derivaten des Stbkessiod des Gaul3schen Satzes, die mitun-
ter sehr nutzlich sind:

f'qadg: [/'d_SX a0 (1.64)
C S

wobeiC der Rand der offenen Flaclsast.

//CDd_S: /V//alqndv (1.65)

S

.//d—SXA:/X/dXXAdV ) (1.66)
S vV

wobeiSdie geschlossene Randflache des Voluméinst. Es tritt hier eine vektorielle Multiplikation mit
dSauf. Um ein Minuszeichen zu vermeiden, haben a&als ersten und den jeweiligen Integranden als
zweiten Faktor geschrieben. Beispielsweise gilt aberrheltii

dSxA=-AxdS . (1.67)

Die Beweise fiir die angegebenen Satze finden sich z.ESibé@now, Bd.ll, S.296
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4.2 Die Greenschen Integralformeln

Fir einen Vektor, der aus zwei skalaren Feldern in der Form

E = ®10P>
gebildet wird, liefert der Gaul3sche Satz
// ®10,; - dS= /// A(®13,D,)AV . (1.68)
s o
Weiterhin ist
Ox(D10D2) = 0Dy - 0Dy + P19 D; (1.69)
sowie
®;-dS= oh®,-dS (1.70)

wobeid,®, die Ableitung von®, in Richtung der Normalen votiSbedeutet. So folgt dierste Greensche
Integralformel

// D10,D,dS—

///'(cplafqaz 4 ODr- BBV (1.71)
S va

In dieser Gleichung kénnen wib; und®d, vertauschen und die neue von der alten Gleichung subteathier
Es resultiert mit

//(qalanqaz — Dy ®1)dS— ///((Dlﬁ;q)z — ©,020;)dV (1.72)
J; )

die zweite Greensche Integralformel

Die Greenschen Integralformeln verbinden somit skalalédreind deren Normalenableitungen auf einer
geschlossenen Flacl&mit deren Funktionswerten im umschlossenen Gebiddies ist sehr brauchbar
fur die Lésung gewisser partieller Differentialgleichemgwobei Gréen und deren Ableitungen auf einer
Flache (=Rand) vorgegeben sind und deren Werte im Innerchesind.

5 Differentialoperatoren in krummlinigen orthogonalen Koordina-
ten

5.1 Krummlinige orthogonale Koordinaten

Statt in einem kartesischen Koordinatensystem zu arhéstess oft zweckmaRig,
gekrimmte Koordinaten einzufiihren. Die wichtigsten siytindler- und Kugel-
koordinaten. Sie sind zweckmaRig bei Problemen entspnelehé&Symmetrie.

Als Bezeichnungen wollen wi, X, X3 fur die kartesischen Koordinaten beibehal-
ten. Die dazugehorigen Basisvektoren sna,, e;. Die krummlinigen Koordina-
ten werden allgemein mé&*, £2, &2 bezeichnet. Die dazugehérigen Basisvektoren
sind €, &,,&;. Im Unterschied zu deg sind die€ im Raum nicht mehr konstant;
sie sind aber in jedem Punkt des Raumes orthonormiert uddrbéin Rechtssystem.

Insbesondere gilt

(.73)
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Das Differential des Ortsvektorsgeht von

dr = dxie; + dxe, + dxze;

dr = hyd& '8, + hpdE%8, + had €38, (1.74)

uber. Die Koeffizienter; (&) sind Funktionen des Ortes und tragen der Nicht-Konstangder Raum
Rechnung. Das Linienelemet$ ergibt sich dann aus

A€ =dr-dr = ¢+ @+ @ = h? (d&%)* + 13 (d£2)” + n3 (d3)° . (1.75)
Das vektorielle Flachenelement berechnet sich zu

dS= hohsd&%dé 38, + hshyd&3dE e, + hihpdE1dE 28,

1.76
bzw. dS= (hhsd&?d&> h3hyd&3dEt, hhydétdé?) (1-76)
Das Volumenelement folgt schlie3lich zu
q’
dV = hyhphsd&1dE2dE? . (1.77) ﬁ
Wir ermitteln nun dieh;’s fir die wichtigen Félle von Zylinder- und Kugel- hyde® h dgt

koordinaten.
Vorab betrachten wir ebene Polarkoordinatenfit= p, 2 = ¢, & = €, und§, = g.

Der Ortsvektor ist hier =YY
r=pe, . (1.78)

Fur dessen Differential folgt Y
dr=dpe, + pds, (1.79) Q(p

Aus der Skizze liest man ab

dr=dpe, +pdoe; (1.80)

woraus offensichtliclde, = d¢e, folgt. Das ebene Linienelement ergibt
sich unmittelbar zu
ds =dp?+p2d¢? (1.81)

woraus abzulesen ist, daf3
hy=1 und h,=p . (1.82)

Die Erweiterung zu Zylinderkoordinaten ist trivial. Wir ienneré 3 = z, &, = e,. Der Ortsvektor ist jetzt

r=pe,+ze (1.83)
und dessen Differential
dr =dpe, +pdpe, +dzg . (1.84)
€, ist konstant. Damit folgt
ds* = dp? + p?d¢p? + dZ (1.85)
und wir lesen ab
hy=1 |, hzzp , h3=1 . (|.86)

So ergibt sich z.BdV = pdpd¢dz
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In Kugelkoordinaten fiihren wir ein

glor L -0 =y

~ ~ N (1.87)
gl - §r ) §2 - §9 ’ §3 =)
Fur den Ortsvektor gilt
r=re. . (1.88)
Dessen Differential ist nun
dr=dre +rd6ey +rsinfdge; . (1.89)
Es folgt
ds? = dr? +r2d6? + r2sir? d¢> (1.90)
und damit
h=1 , hy=r , hg=rsin6 . (1.92)
Hier erhalt man fir das Volumenelement
dV =r?sinfdrdod¢ . (1.92)
o Zur Vervollstandigung geben wir noch die Umrechnungen irdsa
o sche Koordinaten an.
SN A W) ¥ G
T b Zylinderkoordinaten
rsinf.| A

X1 = pCosp

r_/
e Xo = psing (1.93)
>4 Yo — 2

Kugelkoordinaten

X1 = rsin@ cosg
Xo =rsin@sing (1.94)
X3 = rcosf

5.2 Differentialoperatoren

Fur krummlinige Koordinaten haben wir Linien-, Flachen Madumenelement angegeben. Zusammen mit
den Koordinatenunabhangigen Darstellungen reicht diesuam die Vektoroperationen auszurechnen.
Gradient

Aus seiner Definition folgt in Basisrichtung

o Cb(fi+hiAfi)—cD(Ei)7l
()i ® = A'%To hiA&; b

I . (1.95)

Divergenz
Wir benutzen

. 1
dA= lim = é/ A-dS (1.96)
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und betrachten den Flu8 dSdurch die gegeniiberliegenden Flaclhigifd &3 bei £ und £+ d&? unter
Beachtung von GII(76):

— (Adhoh) (E1)dE2dE3 + (Aghohs) (81 + dE1)dE?dE> = +0;1 (Arhohg)dETdEdE? (1.97)

Desgleichen fiir die Koordinatenrichtung&hund & 2. Summation der drei Terme und Division durch das
Volumenhyhghsd&1dé2dé3 (GI.(1.77)) fihrt auf

1
GA= i (agl (Athohg) + Gz2(Arhihg) + dgg(Alhlhz)) . (1.98)
Rotation -
Wir gehen aus von N )
(0% Aln = lim 7{ A-dx 199 L T e
S Tasheas [ R . & Elegsl
K

Fir die Komponente in Richtung vt ist AS= hyhsd&2d&2 und es folgt

— i 1 2 3
(@x M1 = fim oz f (AchadE® + Achad?)
Das Kurvenintegral ergibt
34423
f (PohadE?) + (Aghad®) = [(Achs) (%) — (Aghy) (£ + %)) dg>+
[(Aghs) (&2 +d&?) — (Ashg)(&2)] d&* (.100) € EZ+dEZE
= — Og3(Aohp)dE3dE? + 952 (Aghs)dE2dE3
Folglich gilt
(05 X A)l = FJI-‘]:; (052 (A3h3) — 053(A2h2)) . (|101)

Die weiteren Komponenten folgen durch zyklische Vertausch
Laplace-Operator

Nacheinanderausflihrung vogdy liefert

1 hoh hsh hih
2 2N3 3N1 1N2
0= (00 (R7000) 100 (G000 va0 (Rlas0) ) a0

Wir merken noch an, daf3 diese Betrachtungen die Komponeeteviektoroperationen in dem krummli-
nigen orthogonalen Koordinatensystem liefern, als Fumkdieser neuen Koordinatén Die kartesischen
Koordinaten ausgedrickt duréhsehen anders aus und sind getrennt zu berechnen. Es istviain die
Differentialoperatoren in speziellen Koordinaten ausztinen. Wir geben die Resultate an.

Zylinderkoordinaten

Elzp’§2:¢’f3:2 §1:§paz%:_¢a§3,:§z hl:17h2:p7h3:1
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1 1

1 1 1 (1.103)
p p p
07D = %ap(papcb) + %agcw 07
Kugelkoordinaten
El:r7£2:67£3:¢ 91:9552:§67E%:§¢ h1:17h2:r7h3:r3|n6
1 1
AA= 14 (r’A) + L, (sinBAg) + L
=2 rsing ¢ 97" \sing 2 1104
1 . 1 1 1 1 (I )
1 1 1
2y _ & 2 ; 2
KO = 0 (reo,®) + g5 % (S|n909¢)+7r23in260¢¢

6 Allgemeine Zusammenhange zwischen Feldern

6.1 Kontinuitatsgleichung

Wir betrachten eine Strémung. Durch diese wird eine phyisislae Eigen-
schaft transportiert, deren Dichpéx, t) ist. Das kann eine Massen-, Teilchen-,

//ﬁj 7 Ladungs-, Energiedichte sein oder auch eine vektoriettdi@iwie die Impuls-
e dichte.

./—\—; . . e, n . . .
Die Stromungsgeschwindigkeit igfx,t). Dann ist tiber die Bildung von
j(xt) =p(x,t)-v(xt) (1.105)

der Dichtep eine Stromdichtg zugeordnet. Das Flachenintegral tlpergibt gerade den Fluf?

LIJ://i-d_S . (1.106)
S

Darliberhinaus definieren wir noch den integralen FHufglurch

dw,

— =Y . 1.107
at (1.107)
Der in der Zeitdt durch eine Flach& ausstromende integrale Fluf? ist
dw, = // j-dsdt= // 3,jdvdt= // d(pv)dvdt . (1.108)
s o .

Der durch das Ausstrémen auftretende Verlust an Menge dgrarseits

dw, = —// apdvdt (1.109)
J
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wobei g, p die lokale Anderung der Dichte ist. Wenn keine VernichtudgroErzeugung vop stattfindet,
mussen beide Ausdricke gleich sein, und zwar fur jedes \@tuumd jedes Zeitintervall. Dies erfordert

x(pv)+op=0 bzw okj+dp=0 . (1.110)
Dies ist dieKontinuitatsgleichung Folgende andere Darstellungen sind moglich:

pPoNV+V-Op+dp=0 ,

.111
poxv+dip =0 (11D
6.2 Darstellung von stationaren Feldern durch Quellen und Vifbel
Besitzt ein Feld=,(x) Quellen, so gilt
KF,#0 . (1.112)
Die dem Feldr; zugeordnete Quellendichte g#ix). Dann gilt
KFi=p . (1.113)
Ein FeldF,(x) sei nicht wirbelfrei, also
xFE,#0 . (1.114)
Die zugeordnete Wirbelstarke (Quellstromdichte)jsg) und es gilt
OxEy=]j . (1.115)
Divergenzbildung ergibt
dj=0 . (1.116)

Sindp und j unabhangig, so sind es aueh undF,. Wir wollen ein wirbel- und ein quellenfreies Feld aus
ihren Quellen und Stromdichten bestimmen. Fur die FeidarndF, gelte

OXXE]_:O (&EZZO
KEi=p  kxEry=]j

Es handelt sich hierbei um lineare partielle Dgin. FjrundE», die nun gelost werden sollen. Die ersten
beiden Gleichungen lassen sich durch

Fi=-6® , F,=0xA (1.117)

befriedigen, d.h. die Bestimmung véhy, undE, ist auf die Bestimmung vo®’ und A’ zurtickgefihrt.
@' heilt das skalare Potential des Fel#gsund A’ das Vektorpotential voi ,. Einsetzen in die beiden
verbleibenden Gleichungen liefert

alalq)/ - afq)/ — —p 5

_ (1.118)
Oy x Oy x A = 00N — 92N = |
Die Potentiale sind nicht eindeutig bestimmt. Offenbaregindgsich die FeldeF; undE, und damit auch
der primére Zusammenhang zwischen Quellen und Feldert, mielnn die Potentiale einer sogenannten
,Eichtransformation”

P=0'+C , A=A+dkx(X) (1.119)

unterworfen werden. FiF;, undF, ist es unerheblich, o und A oder®’ undA’ verwendet werderC
ist eine beliebige raumliche Konstanpg(x) ist eine beliebige Funktion vox Mit ihrer Hilfe ist es z.B.
immer moglich, das Vektorpotential so zu eichen, dg8= 0 wird (Coulombeichung). Dann gilt

Zb=—p , GA=-j . (1.120)
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Dies sind Poisson-Gleichungen fiir die Potentiale, die dalslEm im stationaren Fall vollstandig beschrei-
ben. Die (inhomogenen) Lésungen lauten

m(x):ﬁ/// |§£)_(;_<>/|d\// ,
-

Die Lésung im Aufpunkk ergibt sich als Volumenintegral tiber die Quellstarken laraQuellpunkterx’
dividiert durch den jeweiligen Abstand zwischen Quell- undpunkt.

(1.121)

Bevor wir den Beweis fir diese Formeln antreten, priifen vérEichbedingungyA = 0. Es folgt

AA— %1 | /X/dv’ axé(fi),' . (1.122)

Da der Divergenzoperat@k nur auf die Aufpunktex nicht aber auf die Quellpunkté wirkt, 1aRt sich

(1.222 umformen zu B

ix) 1 oy X=X
—X |>_< X3

|\_

Oy (1.123)

Q
|
IX

<
|

x

Wir fihren nun die Operatoredf, und d;, ein, die gerade auf die Quellpunktewirken und nicht auf die
Aufpunktex und erhalten - -
x-X 1 iX) i)

— = J(X = 0= - = . 1.124
P~ 1% = g (129

1(>_<’)|

Da aber im stationaren Fa?ﬂo_(’) = 0 gilt, erhalten wir durch Vergleich mit.(23)

IX |}

(1.125)

// dv/a;bi z——//ds)_(l g (1.126)

und damit

Wir nehmen inselartige Quellstromdichten an und erstrecke Oberflache jenseits dieser Inseln, so daf?
das Oberflachenintegral verschwindet. Im Extremfall kaienQ@berflaches des Volumend/ ins Unend-
liche verlagert werden, wo natrlich auch keine Stréme déire[®amit verschwindet die rechte Seite und
oA =0 ist erflllt, g.e.d.

Wir kommen nun zum Beweis der Losungsformélt21). Ausgangspunkt ist die zweite Greensche Inte-
gralformel (GI.(.72))

/ / (107®; — D20 D1)dS= / / / (®103P; — D,0301)dV' (1.127)
S \Y%

die fir folgende Situation angepalf3t wird:

CD]_:F R CD2:CD , r:|

V ist zunéchst eine Hohlkugel mit dem Innenradduand dem AuRenradilR,. R, werden wir spater gegen
0 undR, gegerr gehen lassen. Die Dichfesei inselartig, und moge beiverschwinden. Die Oberflache
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ist entsprechen® = § U S,. Das Zentrum der Hohlkugel ist der Aufpunktin dem das Potential zu
berechnen ist( ist ein beliebiger Quellpunkt der DichpX'). Dann gilt

.é/(%‘?““"“’(’”@)ds ///< 0200021 ) aV' . (1.128)

1 ‘ 1

R R
Der Grenziubergang, — o fihrt zum Verschwinden des entsprechenden Anteils desflableenintegrals
(dap inselartig) und es folgt

Jf (R -omk)os- ffflam ffantar . s
S \Y;

Nun ist der Grenziibergaiy — 0 auszufiihren. Die Terme ergeben folgende Anteile: S

Weiterhin ist

0nCD‘Ri:—0rCD‘Ri . O (1.129)

2

//iarcb‘ dS= /’/iarqa‘ ResinGdodg — 0 ,  (1.131)
JROTIRTTTS IR R R—0
S 00

solanged; @ | R endlich bleibt.

2m
TN 1,
é/qJ(Ri)QdS:b/b/qJ(Ri)QR,-zsmededq) Ao (1132)

/ / d30dV’ = / / / p , (1.133)
wobei die Ausgangsgleichumﬁ@ = —p benutzt wurde.
2 1 ! 2 1 —
// 3 (Z)av'=0 ,da 3z(>)=0 . (1.134)

Die nichtverschwindenden Anteile ergeben zusammen

— 4md(x ///|X v ged. (1.135)

Fur das Vektorpotential gilt wegen der komponentenweisgmBquivalenz analoges.

Aus den Potentialen kénnen nun noch die Felder bestimmtemerd

)‘():_dx///lg(—)_(;_()’ 4n///p|x x'|3 dV’ ’
_%x.///lxl(—)_(l)_z/ 471///J X — x’|3 dV’

Im stationaren Fall sind damit die Felder durch Quellen umdrSe (Wirbel) bestimmt.

(1.136)

Hauptsatz der Vektoranalysis (Helmholtz-Theorem)
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Bisher haben wir zwei getrennte Probleme betrachtet: Zuraredas wirbelfreie Felé,(x) und seine
Quellenp(x) und zum anderen das quellenfreie FElix) und seine Wirbej (x). Wir betrachten nun das
Summenfelds = E; +E,. Dann ist klar, dafE aus einem quellen- und einem wirbelfreien Anteil besteht
und es gilt

KE=0F,=p |,

1.137
OxxE=0xxFEy=] ( )

Wir fragen nun umgekehrt: Zu lI6sen ist das System
axE = p 9 07 X E = l

Eine Losung fuiE ist dann offensichtlich die Summe aig undE,, also

X) 4y (1.138)

1 [ pX)X=X)+j(X)x (x—
£ ET/ X—xP

Ist diese Losung aber die einzige?
Die Antwort liefert derHauptsatz der Vektoranalysis
Das Problem besteht aus den Dgin.
&F =p und &xE=] aufVv (1.139)
und der Randbedingung

Fn:=FE-n=g(x) aufS ) (Sist Rand vorV, nist (1.140)
auRerer Normalenvektor)
ist eindeutig I6sbar, wenn
V c #° beschrankt und einfach zusammenhangend mit glattem 8and
ist.

Beweis:
Annahme zweier LésungdhundF des Randwertproblems. Dann erfiillt

SE:=E-E
das Randwertproblem
KOF =F —F =p—p=0  aufV
OxOF =0 xFE—xFE=j—j=0 aufv

OF:=(E—F)-n=g—g=0  aufS

Wegen
05 X 5E = 0
kann
OF = —oky , Y beliebige Funktion
gesetzt werden. Wegen
ﬁx5E = 0

folgt
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Die erste Greensche Integralformel
[oozwav+ [9awav - § powds
\Y% \% S
liefert mit @ = ¢ unddZy =0
[@Pav = § pouwas
v s
JeErav—— fysEds
J .
- fwoE nds
S
- ]( W FadS
s
Da dF, = 0 aufSfolgt _
/ (8F)2dV =0
%
Der Integrand kann nicht negativ werden, somit folgt

OF =0. g.e.d.

Bemerkung:

(1.141)

(1.142)

(1.143)

(1.144)

Die Randbedingung (1.142) wird durch die Losungsformel40) i.d.R. nicht erfullt. Sie repréasentiert
nur die inhomogene Loésung, es kommt noch die allgemeine gem®L6sung hinzu, die wir nicht auf-
geschrieben haben. Der homogene Loesungsteil ist gerardewéahlen, dass die Randbedingung erfillt
ist. Da in der Physik haufig der Rand ins Unendliche verschebied, was anschliessend diskutiert wird,

beschaftigen wir uns hier nicht naher mit dem Randwertgmobl

Fir inselartige Quellenp(x) ist der Satz auf unbegrenzie aus-
dehnbar. Dazu betrachten wir= I|m K, wobeiK eine Kugel vom ' =2

Radiusr ist. Mit Q bezeichnen WII‘ d|e Gesamtquellstarke im Rau
also

Q= lim /pdV . (1.145)

inselartigep(x’)

Dann folgt

Q= lim [ Fdv = Ilm/gdS lim 4rg(r) 12 (1.146)

r~>00 r—oo

bzw. 0
i Fo = lim g =1m 7o
Es ist also zu fordern, da®, hinreichend schnell ins Unendliche hin abfallt, ndmlich

1

Zu prifenist, ob diese Forderung mit der bekannten inhomegé&dsungsformel

dv’

PX)X—X) +j(X) x (x—X)
SIS
am |x—x13

(1.147)

(1.148)
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konsistent ist. Nun gilt

Iim/p X) v/ — /p()()dv/ x _Q

v X3 12—
sowie (1.149)

. J(x /
rImr(]o/ X —x’|3 /j ><ndV

Skalare Multiplikation mitn eliminiert j x nund es verbleibt der Nachwies der geforderten Konsistenz

1
I|m Fn=ImEn=—= . (1.150)

Die Losungsformel fUF ist also auch auf unbegrenzte Gebiete anwendbar, wenn dite@Qunselartig
sind.

6.3 Feldgleichungen im zeitabhangigen Fall

Die Quellenp(x) und Wirbel j(x) seien nicht unabhangig und auch nicht stationar, sonderchdiie
Kontinuitatsgleichungl(110 verbunden. Somit ist i.akj # 0 und damit auch # dx x F,. Diese letzte
Gleichung muf3 einen Zusatz bekommen, ggr= —d p kompensiert. Das wird durahF; geleistet, also

KxFo=j+aF; . (1.151)

Die GleichungdyF, = 0 bleibt dabei unverandert. Die im stationaren Fall gulggeiehungdy x F; =0
kann deshalb auch mit dem zuséatzlichen Téky, versehen werden, also

05 X El - —ath 5 (|152)

um die ,Symmetrie* wieder herzustellen. Die nichtstatiomérallgemeinerten Gleichungen stellen wir
jetzt nochmals zusammen:

Oxx By =—0aF; OxF>=0 (1.153)

05 X EZ = l+ atEl déEl = p . (|154)
Tatsachlich sind dies bereits die Maxwellschen Gleichurigs elektromagnetischen Feldes im Vakuum.
Die Quellenp(x) sind die elektrischen Ladungen, die Wir¢x) die durch bewegte Ladungen hervorge-

rufenen Stromek ; = E ist das elektrische Feld:, = B ist die magnetische Induktion. Es ist zu beachten,
daf3 hierp und j noch nicht physikalisch skaliert sind. Eine Erweiterurtgiisch maéglich, namlich

(& X El = —a[Ez (&Ez =0 (|155)
Damit sind auch alle Forderungen erfillt. Allerdings feditt Zusammenhang zwischen den Feldeumd

G, der erst durch die Physik geliefert wird. Die vier Gleiclgen sind die Maxwellschen Gleichungen fir
Felder in Medien. Es sind dann

F.=E die elektrische Feldstéarke,
E,=B die magnetische Induktion,

G, =D die dielektrische Verschiebung,
G,=H die magnetische Feldstéarke.



KAPITEL Il

ALLGEMEINE GRUNDLAGEN DER
M AXWELL -THEORIE

1 Feldgleichungen

Im Kapitel ,,Vektoranalysis“ haben wir auf mathematischeregd tGiber allgemeine Strukturen und Zusam-
menhé&nge von Vektorfeldern an die Maxwell-Gleichungemhgefihrt. In diesem Abschnitt werden die
Maxwell-Gleichungen nun axiomatisch eingefuihrt, phybksich interpretiert und Konklusionen abgeleitet.

In ruhenden Medien lauten die Maxwell-Gleichungen:

OxxH=0aD+] (1.1)
&D=p (11.2)
oxE=—aB (11.3)
&B=0 (I1.4)

elektrische Feldstarke
magnetische Induktion
dielektrische Verschiebung
magnetische Feldstarke
elektrische Stromdichte

© = |T | lw m

elektrische Ladungsdichte

(11.1) und (1.2) bilden das inhomogene Systerfi; ) und (I.4) das homogene Systeip.und j sind die
Quellen (und Wirbel) des elektromagnetischen Feldes, @idrnthomogenitaten des Systenk1) und
(11.2) bilden.

Die Stromdichte kann unterteilt werden in

j=j e (I1.5)

j(@ symbolisiert den konduktiven Strom (Leitungsstrom), veittrj(©) = pv den konvektiven Strom
(Ladungsstrom) darstellt.

Als Bezeichnungen werden auch verwendet:

e (11.1) Ampéresches Durchflutungsgesetz
e (I.2) GauRRsches Gesetz

e (11.3) Faradaysches Induktionsgesetz
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o (1L4)?

Integrale Form der Maxwell-Gleichungen

Auf (11.1) und (1.3) ist der Stokessche Satz anzuwenden. Dazu
dS=dSn betrachten wir eine Flach® im Raum, die von der Kontu€
berandet wird. Es folgt

aus (1.1) = /z&xﬂ-d_S:/(d[QJri)-d_S
S S
c dx N fﬂ-dg:d[/g-d_@ra. (11.6)
c S
J ist der Gesamtstrom durch die Flache
aus (1.3) = /05><§-d_5:—/dt§-d_s
s s
= fg-dgz —d[/g-d_S: g™ (11.7)
c S

@M ist der magnetische FluR dur&hWeiterhin werden folgende Bezeichnungen benutzt:

QDe:/Q-d_S . elektrischer FluR
s

P
Vip = /E-dg( . elektrische Spannung
P
P
Sip= —/ﬂ- dx : magnetische Spannung
Py

ds Auf (I1.2) und (1.4) ist der Gaullsche Satz anzuwenden. Dazu betrachten wir ein
VolumenV, dal3 von der geschlossenen Fla8ierandet wird. Es folgt

aus (1.2) = /dlng:/pdV
% %

= D-dS=Q . (1.8)
/

Q ist die Gesamtladung im Voluman Der elektrische Flu3 durch die OberflacBést gleich der einge-
schlossenen Gesamtladung.

aus (1.4) = /aﬁgdvzo
\
N ]{g.d_szo. (11.9)
S

Der magnetische Fluf3 durch eine geschlossene Flache wansigt. Es gibt keine magnetischen Monopo-
le.
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2 Materialgleichungen

Das einfachste ,Material” ist dagakuum. Dort besteht ein sehr einfacher Zusammenhang zwischen den
elektrischen und magnetischen Grof3en jeweils untereerand

D= &E (11.10)
H = KkoB (I1.11)
mit
~12AS
& = 8,8541878176210 ~“—— (1.12)

(Elektrische Feldkonstante, Permittivitat oder Dielektitskonstante des Vakuums oder Influenzkonstante)

1 Vs
= =1,256637061410 °— 11.13
Ko=-—- » Ho=1, am (1.13)
(Magnetische Feldkonstante, Permeabilitat des Vakuurasloduktionskonstante)
Esgilt &up = 0—12 , €= 299792458k?m (Vakuumlichtgeschwindigkeit)
Die resultierenden Maxwell-Gleichungen des Vakuums
1 .
dxxB= 5 AE+ Hoj (11.14)
oKkE = ip (1.15)
X &
oxxE=—-adB (1.16)
oxB=0 (n.17)

liefern die FeldeiE undB in jedem Punkt des Raumes, sobald die Quetlemd j spezifiziert sind. FUr
eine kleine Anzahl definierter Quellen stellt die Bestimmuter FeldelE und B ein technisch losbares
Problem dar; praktisch unlésbar sind die Gleichungen fiie eiakroskopische Anzahl von Quellen.

In diesem Zusammenhang spielen zwei Aspekte eine RolleeiDerist die immens grof3e Zahl einzelner
Quellen, namlich die der geladenen Teilchen in der Hulleionkern eines Atoms oder die der Elektronen

und lonen in einem Plasma. Der andere ist die Tatsache, daftetkillierte Verhalten der Felder auf ato-

maren Raumskalen fur makroskopische Beobachtungen molBedeutung ist. Entscheidend ist dann der
Mittelwert Gber ein Volumen, das grof3 ist im Vergleich zusratren Struktur. Solche gemittelten Grofien
werden makroskopische Felder bzw. Quellen genannt, fllbeB§mmte Materialgleichungen gelten. lhre

allgemeine Form ist

D=D(E,B) (1.18)

H=H(E,B) (1.19)
Fur leitende Medien tritt noch das verallgemeinerte Ohrasgbsetz

i=IiEB) (1.20)

hinzu. Die funktionale Abhangigkeit kann mitunter komeiz sein, etwa nichtlinear oder von der Vorge-
schichte abhangig (Hysterese-Effekt).
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In vielen Materialien gilt jedoch ein linearer Zusammeni&uhende Medien, ohne Remanenz)

D =gegE (1.22)
£ Permittivitatstensor
-1

K=/ reziproker Permeabilitatstensor

U Permeabilititstensor

Analog gehorcht die konduktive Stromdichte in sehr vieléfigh dem Gesetz (ruhendes Medium)
j=gE mitdem Leitfahigkeitstensag. (1.23)
Fur ein mit der Geschwindigkeitbewegtes Medium gilt
j=0g(E+vxB) . (1.24)

1)

, 4 undg drlcken die lineare Reaktion des Mediums auf die EinwirkdegFeldeiE undB aus.

Korrekt gilt dieser multiplikative Zusammenhang nur fiie daum-zeitlichen Fourierkomponenten der je-
weiligen Feldgréf3en, z.B.
D(k,w) = &g (k@) -E(k, ) . (11.25)

Fur die untransformierten Feldkomponenten ist der Zusamhaugg i.a. nichtlokal und nicht instantan, d.h.
z.B.

Dixt) =& [dV [ di gl V)EX-K.t-1) . (11.26)
Y 0
FirH(x,t) gilt analogesD(x,t) ist somit eine Faltung (Konvolution) aggx,t) undE(x,t). Entsprechend

einem mathematischen Satz ist die Fouriertransformi@ree &altung gleich dem Produkt der jeweiligen
Fouriertransformierten.

Im weiteren wollen wir die BeziehungeH.@1) und (1.22) als Standardsituation zugrunde legen.

3 Polarisation und Magnetisierung

Die Materialgleichungen(;21) und (1.22) kbnnen umgeformt werden zu
D=¢&gE=8E+P |, (.27)
B= popH = po(H +M) (11.28)
Fur dieelektrische PolarisationP ergibt sich
P=¢&(e-LE=XE . (11.29)

Eingefuhrt wurde der Tensor delektrischen Suszeptibilitatxe

Xe=¢&(e-1) . (1.30)
Fur die Magnetisierung (magnetische Pogrisatior)uM gilt entsprechend
M=(H—1H=XnH . (11.31)
Fur diemagnetische Suszeptibilitagilt
@:(g—l) . (1.32)

Im Vakuum gilt offensichtliciP =0,M = 0.
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4 Anisotropie und Inhomogenitat

Anisotropie: g, p und g sind Tensoren.

[ ] [ ]
=1 3
> o
S 3
S) =3
Q @
C m
= Il
Q:
ot ™
LI
||on =
B
o =
”g?“ IS
=
B
S q
Q) .
g =
I[s} ™
§ S
o F
Q
0,
>
o
w
~
L
<)
@

Homogenitat dy,g = 0, Ot =0, 05,0 =0.%a ist eine beliebige Komponente van= (x1,X2,X3).

Vakuum: Isotropie & Homogenitat & =1, u = 1/k = 1, 0 = 0. € wird relative Permittivitatszahl
genannt ungt = relative Permeabilitatszahl.

5 Bilanz der elektrischen Ladung

Die Diskussion der Ladung und des Stroms war fir uns ein vgehPunkt, um im Kapitel die Struktur
der Maxwell-Gleichungen zu erschlie3en. Es ist somit nightvunderlich, daf? diese eine Ladungsbilanz
enthalten.

Ausgangsgleichung ist das Ampéresche Durchflutungsgesetz
kxH=aD+]| . (11.33)

Divergenzbildung ergibt

Einarbeiten vordy D = p ergibt die Kontinuitatsgleichung
ap+dj=0 . (1.35)

Anwendung des Gaul3schen Satzes uberfihrt diese lokateBilaine globale:

q\/pdv+/dxidVZQQ+g<i-d§:0 . (11.36)

Die Gesamtladung im Volumenh

Q= [ pav
v
andert sich zeitlich tber die durch die Oberfla8féeRenden Strome:

d[Qz—fi-d_s . (11.37)
5

Die Ladung verringert sich bei nach auR3en abflieBenden &mém
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6 Weitere Bilanz - Gleichungen

6.1 Bilanz der elektromagnetischen Energie

Durchflutungs- und Induktionsgesetz werden in folgendas@miteinander kombiniert:

E-oxxH=E-aD+E-] }

Das ergibt
E-okxH-H -xE=E&D+Ha&B+E-j . (1.38)

Die GroRe

heil3tPoynting-Vektor. Sie hat den Charakter einer Energiestromdichte.

Folglich ergibt sich zunéchst
&N +EaD+HAB+E-j=0 . (11.39)

Die weitere Umformung dieser Gleichung werden unter derafame unseres Standardmediums gemacht;
aullerdem seien die Materialtensoren zeitunabhangig unthsyrisch. Diese Annahmen sind in verlust-
freien Medien erfullt. Dann gilt

EAD = &E - &(£E) = 2034 (E-£E) = ;&(E-D) | (11.40)
da 3@&(E-€E)=3(AE)EE+3ER(EE)
= SEQ(£E) + 3ER(EE)
=Ea(¢E) ,
sowie 1
HaB= zd(ﬂ-ﬁ) : (11.41)
Wir filhren mittels 1
u=3(E-D+H-B) (1.42)
die elektromagnetische Energiedichtein und vermittels
Loue — . | (11.43)

die Joulesche VerlustleistungsdichteDann kann|(.39) zusammengefal3t werden zu
du+ 0N =—LU%8  (Poyntingscher Satz). (11.44)

Diese Beziehung beschreibt die lokale Energiebilanz. afalgt die globale Energiebilanz durch An-
wendung des Gaul3schen Satzes auf ein Voluwhen

dt/udV+ /dxﬂdvz —/|_<J°“'e av
v v v

Die Grol3e _
U= /udV
v
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ist die elektromagnetische Gesamtenergie im VolumeRs folgt

dU+ fn-ds—— [LOeav . (11.45)
S \%

Die Gesamtenergie M andert sich durch den Energieflifl - dSdurch die Oberflach8vonV und durch
die Jouleschen Verluste im Volum&nInnerhalb der Jouleschen Verluste wird elektromagneti§mergie
in eine andere Energieform (Teilchenenergie, Warme etegawandelt.

In Medien, die nicht durch eine lineare Materialgleichuregdhrieben werden, treten im Poyntingschen
Satz Zusatzterme auf, z.B. aufgrund

e remanenter Magnetisierungen und Hysterese in ferromsgheh Materialien

e nichtlinearer Polarisationen in nichtlinear-optischeedién

Weitere Terme konnen auftreten durch Asymmetrien des léddde # gT M # ET) und Zeitabhangig-
keiten der Materialtensorgige # 0, & i # 0). -

6.2 Bilanz des elektromagnetischen Impulses

Durchflutungs- und Induktionsgesetz werden in folgendas@miteinander kombiniert:

dxHxB=aDxB+jxB }

Das ergibt
DxoxE—-0dkxHxB=-DxaB-adDxB—-|xB (l1.46)
=—a(DxB)—jxB. (11.47)
Die GroRRe
p:=DxB

heil3telektromagnetische Impulsdichte Man verifiziert die aus der Mechanik bekannte Mafeinheit fii
eine Impulsdichte:

(0]~ [DI(B] = [&o][E][B] - o2 L Y5 _VAS _Nms_No

Somit ergibt sich zun&chst

(11.48)

Gp+DxKxE—-0xHxB=—]xB. (11.49)

Da mittlerweile die Struktur von Bilanzgleichungen scham¢gertrautist, liegt es nahe nach Umformungen
zu suchen, die digx enthaltenden Terme in eine Divergenz tberfuhren. Um didRatg tberschaubar
zu halten, wollen wir nur recht einfache Materialgleichendpetrachten:

D=g&eE , H=kokB (lineare Medien) (11.50)
mit da€=0 , Oxk=0 (homogene Materialien) (1.52)
e=¢' , K=kK'  (symmetrische Materialtensoren) (11.52)
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Dann folgt nach der unten angegebenen Nebenrechnung

D x dxx E = 0, (3DE dac— DcEa) + EadkD (11.53)

Nl N

Die in diesem Term enthaltene Grof3e
3:=EoD+HoB-;(ED+HB)1=EoD+HoB-ul (11.55)
in Komponentenschreibweise
Zab = EaDp + HaBp — Udap (11.56)

heiRtMaxwellscher SpannungstensarFur die Medien mit vorausgesetzten symmetrischen Méitenia
soren ist der Spannungstensor ein symmetrischer Tensor:

I=3"  bzw.  Zap=Zha (1.57)

Im Abschnitt 12 greifen wir den Maxwellschen Spannungstemseder auf und betrachten eine Darstel-
lung, die auch flr nichtsymmetrische Materialtensoren gil B
Hier benutzen wir den Spannungstensor, um die Impuls - kh@ek als negativen Maxwellschen Span-
nungstensor zu definieren: -

I=-% (1.58)
Man verifiziere die aus der Mechanik bekannte MalReinheiifie Impuls - Flu3dichte:
- AsV?2 VAs Nm Nsm Ns
£] = [DIIE] =[] [ET? == g == (11.59)

VMM . m mPs  nPs
Setzen wir die Impuls - FluRdichte in die Bilanzgleichung end ersetzen die Divergenz - Terme entspre-
chend der Maxwellgleichungen, so folgt

& Pa+ axciac = —pPEa—(j xB)a (11.60)

Der Term

Ks = PEa+ (j x B)a (1.61)

ist die Lorentz - Kraftdichte. Wir werden sie in Abschriit noch genauer untersuchen.

Wenn man die a-Komponente v&aa als Vektor auffaf3t, dann ist
Oc2ca (1.62)

gerade die Divergenz dieses Vektors und die Impuls - Bilatzlle erwartete bekannte Form einer Bilanz
- Gleichung.

Zur Interpretation der Impuls - Bilanz lassen wir die ImpuRuf3dichte zunachst auRer acht; z.B. mégen
alle Felder raumlich homogen sein. Schreiben wir:

Ap = —(pE+ j x B)At, (11.63)

so liegt die Interpretation auf der Hand. Links steht diedvieterung der Impulsdichte des elektromagne-
tischen Feldes und rechts die negative Veranderung derl$diphte, die von allen Ladungen und Str6-
mungen getragen wird. Die Summe aus beiden bleibt konstéind. die Impuls- FluRdichte mit in die
Betrachtung einbezogen, so beschreibt dieser Term dasanéglu- oder AbflieRen von Impuls.
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Nebenrechnung:

. [gg X OxX E} = EabcEhd Ed Ecef O Ef (11.64)

- a
mit  €apcEcef = Oaedpf — af Ope (11.65)
= (Baebt — af Ove) &nd Ed OXeE+ (11.66)
= &dEd 0En — &dEd I, Ea (11.67)
= (3804 EnEq) — £odEa O Ea (11.68)
= By (3 €0d En Ed Gac — £cdEd Ea) + £cdEa b Eq (11.69)
[gg X By g] — Oy (% & Eo Ed Gac — £0d B Ea) + Eadx (€cdEq) (11.70)
[Dx(&XE}&:a&(QDE(Sac—DcEa)‘FEaaXcDC (1.71)
(11.72)
° [(97 KBx B} = ancEbdel(Oxs Kef Bt )Bc = EabcEbdeKet Bcy, Bt (1.73)
Mit  EapcEpde = —(Oad Oce — Oaelcd) (n.74)
= —(0ad Oce — OaeOcd) Ke f BcOx, Bt (11.75)
{%( KbdBpBa) — KadBcachd} (1.77)
{axc Kbd Bo By 5ac—KadBch)+KadBdachC} (11.78)
[OxxkBxB], {5xc Kbd Bb By Gac — Kad Bd Bc)+KadBd3xCBc} (1.79)
[3<H xB], {axc IHB&— Hch)+Hadchc} (11.80)

6.3 Bilanz des elektromagnetischen Drehimpulses

Aus der Bilanz des Impulses kann die Bilanzgleichung furelektromagnetischen Drehimpuls gewonnen
werden. In Analogie zur Mechanik wird die elektromagnédtesBrehimpulsdichte definiert als:

Li=xxp, (1.81)

in Komponentenschreibweise

La = €abcXp Pc (11.82)

pist die im vorhergehendem Abschnitt eingefiihrte elektrgnedische Impulsdichte.
Die Impuls - Bilanz

O Pa+t Ox.Zca= —K; (1.83)
wird vektoriell mit dem Ortsvektor multipliziert. Es folgt
EabcXb 0t Pe+ EabcXbOyg Zde = —EabcXbKs- (1.84)
Nun gilt

EabcXb 0t Pc = G (EabcXo Pc)s (11.85)
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dat undxy unabhangig sind. Man verwechseajenicht mit der Ortskoordinate eines bewegten Teilchens,
fur die sehr wohbxy, £ 0 gilt. Weiterhin gilt:

EabcXb Oxy Zdo = Oy (EabcXb Zdc) — EabcZdc kg Xb (11.86)
= Oxy(EabcXo idc) — EabcZdc dbd (11.87)
= Oxy (EabcXb Zdc) — EabcZoc- (11.88)

Der Term ganz rechts verschwindet, da fiir jeden Index a dieleibende Konstruktion eine Spur aus
einem symmetrischen Tens@X,. = Z.p) und einem antisymmetrischen Tengeg,c = —&acp) darstellt
und verschwindet. Da wir von der Impuls - Bilanz im vorhergetien Abschnitt ausgegangen sind, tiber-
tragen sich nattrlich auch die Einschrankungen an die ddgégichungen auf den jetzigen Abschnitt.
Insbesondere ist hier die Impuls - Flu3dichte ebenfallsrsgirisch. Somit verbleibt

EabcXp Oxg T4 = x4 (EabcXo idc)- (11.89)
Eingefiihrt werden nun tber
Tda = EabcXb Zdc (11.90)

der Tensor der Drehimpuls - FluRdichte und tiber

la:= fachkaE (1.91)
die Drehmomentendichte der Lorentz - Kraft. Damit schrsiblh die Drehimpuls - Bilanz als
a[La+ 0)(CTca: _la, (“92)

in der wir die bekannte Form einer Bilanzgleichung wiedezanen.

7 Elektromagnetische Potentiale

Durch die Einfiihrung elektromagnetischer Potentiale @st llomogene Maxwell-Systerth.8) und (1.4)
leicht zu befriedigen. Die Gleichung

wird befriedigt durch Einfihrung des Vektorpotentialsiber
B=0xxA . (1.93)

Das Induktionsgesetz
OxxE+aB=0xx (E+dA) =0

wird befriedigt durch Einfuhrung des skalaren Potentiaigber
E+dA=—-® . (1.94)
Das ,—"“ wird in Analogie zur Mechanik eingefligt. Somit folgt

B=0dxxA (11.95)
E=—-GA— P (11.96)

und die homogenen Maxwell-Gleichungen fiir beliebige PidénA und ® sind gelést.

Wir behalten die Bezeichnungénund @, die bereits in Kapitel | eingefiihrt wurden, bei. Jetzt istazu
beachten, daR die Mal3systemkonstaagemd iy den Potentialen eine physikalische Dimension verleihen.

E undB ausgedriickt durch die Potentigdaind ® werden nun in das inhomogene Maxwell-Systéimi )
und (1.2) eingesetzt. Dazu sind die Materialgleichungen festanelVir betrachten
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ein lineares Medium
ein isotropes Medium

ein ruhendes Medium

A

keine explizite Zeitabhangigkeit der Materialkoeffitien.

Somit sollte gelten

&EE (1.97)
=KokB bzw. B=pouH . (11.98)

D
H
€ undk sind zeitunabh&ngige Skalare. EinsetzenDamdH ergibt

1 .
a0 (i) = AleosE)+] (1199)
Ox(&€E)=p . (11.100)

Anwendung der ,Produktregeln” fiir die Rotation und Divergdiefert
1 1 .
H%XE"‘ agﬁ X B=&MoERE + o]

1
EKE+E-dke=—p
X X &

OxxB—0xInp xB=&gMoEHRAE + HoH]

1
KE+E-Odlng=—
xE+E-0oxInE £o€p

Oxx B= eoloEUGE + Hop] +dxInuxB

1
OXE: ap—g~0£|n€

Einarbeiten der Potentiale ergibt
Oxx Oxx A= —Eo o€ UTFA — oo Uy P+ Lol j + Ox IN x Oxx A

B A B D — £—1£p+ (A+ D)oy Ine
0

— DA+ &g HOFA = Lol | — Ox Ox A— EolloEUOx P + O IN U X Oy x A (1.101)

—AD— 4 AA= €—1£p+(atA+axq>)aX|ne . (11.102)
0

Weitere Vereinfachungen dieser Gleichungen werden imstéanobAbschnitt beschrieben.

8 Eichtransformationen

Aus Kapitell ist bekannt, dal? die Potentiadeund ® nicht eindeutig bestimmt sind. Sie kénnen gewis-
sen Transformationen — genannt Eichtransformationen —erwtrfen werden, ohne die physikalischen
FelderE undB zu verandern.



42 [I. Allgemeine Grundlagen der Maxwell-Theorie

Wir wenden nun Eichtransformationen an, um die Gleichur{yer01) und (1.102) zu vereinfachen:
A=A +dx (11.103)
= —ax ., x: Eichfunktion . (1.104)
Zunachst wird geprift, oB undB unverandert bleiben.
= O x A= dx (A + 0k X) = Oxx A
—OA— P = —6 (A +dxX) — Ox (P —ax)
—OA — 0D B0k X + KX
=0

B
E
E

Offensichtlich sincE undB eich-invariant beim Ubergang voi, ® zu A, ®'. Wir setzen nun die trans-
formierten Potentiale mit zunachst beliebiger Eichfuoity in die Gleichungenl{.101) und (1.102) ein
und erhalten

A(A + 9 X) — Eoloe MOF (A + I X) = —Hol
+ O (Ox A + DX + EgLoE UG D' — EoLloE LX)
(%)
— EoHodx (EM) A (D' — aX) — OxInp x x A,

D@~ 3x)+ 00, (B +0xX) = _p— (BA + 0@y ne (11.106)

(11.105)

8.1 Lorentz-Eichung

Wir wahlen nun eine spezielle Eichfunktion, so dal3 der Térinverschwindet, d.h. es ist fiy die soge-
nannte Eichgleichung

AX — eoHoeHITX = —OkA' — Eolloe LA P (1.107)
zu erfullen. Explizit ist die Lésung Uberhaupt nicht vondrgsse; das Wissen um ihre Existenz ist ausrei-
chend. Wir nennen diese Losugg. Diesesy. benutzen wir, um zu

A=A+ox (1.108)
D=0 —adx (1.109)
zurtickzukehren, und erhalten
DA — golog HOPA = — Lot | — Eolodx (E11) P — d It x dx A (11.110)
Aq>+ata§A:—%p—(dAJralq:)aélne : (1.111)
Die Eichgleichung wird zu
OxA+ oo P =0 (Lorentz-Bedingung). (1.112)

Spezialisieren wir noch auf den wichtigen Fatimogener Medien(dy 1t = dx& = 0), ersetzerdy A ver-
mittels der Lorentz-Bedingung und fiihren die Abktirzung

1
Cph= —— Phasengeschwindigkeit
Ph= i ( g gkeit)
ein, so folgt
1 .
DA— - OPA=—Hol | (11.113)
Ph
1 1
AD— = 9Pb=—"p . 1.114
c2 % £oep ( )

Ph
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Diese beiden Gleichungen sind von gleicher Form und sieesitikbppelt! Sie reprasentieren inhomogene
Wellengleichungen und sind zusammen mit der EichgleicldemgMaxwell-Gleichungen &quivalent. Die
Lorentz-Eichung ist nicht die einzige Moglichkeit zur Veriachung der Gleichungen fir die Potentiale
A und @. lhr Vorzug besteht in der Entkoppelung der Gleichungen&fiimd ®, deren Symmetrie und
schlieBlich ist die Lorentz-Bedingung koordinatenunatgfigiund ordnet sich in natirlicher Weise in das
Konzept der speziellen Relativitatstheorie ein.

8.2 Coulomb-Eichung

Die Wahl anderer Eichfunktionen ajis fihrt auf andere Eichbedingungen und die Formen der Gleichu
gen firA und @ andern sich nattrlich auch. Von Bedeutung ist auch die Golbid&ichung, bei der eine
Eichfunktionxc benutzt wird, die

O (A'+dxxc) =0 (11.115)

realisiert. Ricktransformation a@fund® ergibt dann die Eichgleichung

KkA=0 (Coulomb-Bedingung) (ll.116)
sowie
1 5 1
AA— CTth:—uoulJr CleatCD—allnuxaéxA (1.117)
Ph Ph
Acbz—ép—(dAJralq:)aélne : (1.118)
0

Beschranken wir uns wiederum auf homogene Medikp = dy € = 0), so folgt

1 1

AA—CTdtZA: —uoul—l—CTdth(D (1.119)
Ph Ph

AD = —eoiep . (1.120)

Fur das skalare Potentidl gilt die Poisson-Gleichung, deren Lésung wir in Kapltekereits ausgerechnet

haben: L .0)
_ ' /p )_(7
D(xt) = 4mog/dv ] (1.121)

Das skalare Potentig} ist somit das momentane Coulomb-Potential der Ladungssiigi, t).

Damit kann der Terndy & ® in Gleichung (1.119) berechnet werden und es verbleibt eine inhomogene
Wellengleichung fUA. Die rechte Seite dieser Gleichung laf3t sich jedoch déwceinfachen.

Wir zerlegen die Stromdichte in zwei Anteile
1= +is
iL ist der longitudinale oder wirbelfreie Anteil mit
dexj =0 . (1.122)
lT ist der transversale oder quellenfreie (solenoidale) ihmiie
i =0 . (1.123)

Diesen Ansatz setzen wir in die Vektor-ldentitat

Oxx Oxx | = 0x (0 j) — D] (1.124)



44 [I. Allgemeine Grundlagen der Maxwell-Theorie

ein und erhalten

A(j+ip) = 0x(0xj, ) = Oxx Oxx i (1.125)
Auftrennung ergibt
Aj, =0x(dkj,) (11.126)

Hier interessiert nur der longitudinale Antgli_l. Addition einer Null auf der rechten Sei'u%_((_iT =0) ergibt
Aj, =06 (dj) - (11.128)

Die rechte Seite wird als Inhomogenitéat einer PoissondgBlaig aufgefaldt und die formale Lésung IEr
in der Form
1 / o' (3'j(¥,1))

_— dv’ 1.129
an Ix—X| ( )

Xt =

erhalten. Partielle Integration liefert

; _ i /A 1 !
1L(>_<,t)_+4n/a5 I A (11.130)
Nun gilt
A 1
e e
und es folgt
o O (X.1)
I (xt) = _Eag/dv T (1.131)
Wenden wir die Kontinuitatsgleichung
(&/i()_(/,t) + alp()_(/at) = 0
an, so ergibt sich
. 1 p(X,1)
t)y=-— dv/—=_ . 11.132
1 () 47T0*at/ X—X] (11132)
Herausziehen des skalaren Potentialgefert
iL(>_<,t) = £9E0 O P (1.133)
bzw.
. 1
—Holj, + 5 xaP=0 ; (1.134)

Cpn

der longitudinale Stromanteil und die Ableitung des skaldPotentialsh kompensieren sich gerade. Auf
der rechten Seite vori(119) verbleibt nur noch der transversale Stromanteil:

1 :
DA— - 0PA=—Holj (11.135)
Ph
AD = —glgp . (11.136)

Aufgrunddessen wird die Coulomb-Eichung atidnsversaleEichung genannt.
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9 Retardierte und avancierte Potentiale

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten Grundglejemeufgestellt und umgeformt wurden, sol-
len einige nun geldst werden.

Vorausgesetzt sei ein homogenes isotropes Medium mit StrachLadungsquellen. Fiir die Beschreibung
des elektromagnetischen Feldes verwenden wir die PoleAtiand®. Wir eichen die Potentiale durch die
Lorentz-Bedingung

KA+ %atcbzo . (1.137)

- C;

Ph
Dann gilt

PA— L g2A— ' 1.138
A2 t A= —HoH] (1.138)

Ph
rD- D=L p (11.139)

Chpy &8¢

Es handelt sich hier um lineare partielle Differentialgleingen 2. Ordnung, speziell um Wellengleichun-
gen. Die allgemeine LOsung linearer Differentialgleichan setzt sich zusammen als Summe der allge-
meinen Losung des homogenen Problems und einer spezigiamy des inhomogenen Problems. Die
in der allgemeinen Lésung des homogenen Problems enthaltereiheitsgrade werden genutzt, um die
L6sung an mogliche vorgegebene Rand- und Anfangswertegassan.

Wir wollen hier keine speziellen Rénder betrachten, samden unendlichen Raum,
in dem sich inselartige Strom- und Ladungsquellen befinifen. Interesse ist
dann nur die Lésung der inhomogenen Gleichungendrgilt:

x=x|

D(xt) = — /p()‘(l’thT’“)dv' . (11.140)

27 Anege Ix—X|
\Y

Dieses Ergebnis beweist man durch Einsetzen in die Ausg#igsung.

Bemerkung:Fir cpp, — © gelangt man formal zum stationaren Grenzfall. Die Welleiglung geht dann tber in die
Poisson-Gleichung
1
AP =——
Eofp

mit der Losung

1 . /
anege | T
Diese Situation wurde bereits in Kapitdbesprochen.

Offensichtlich existieren zwei Lésungen, die sich in dereleit um ein Vorzeichen unterscheiden. Die
Ldsung mit dem Zeitargument

RV
tr=t— [x—x] (retardierte Zeit) (11.1412)
Cph
beschreibt das retardierte Potential, die mit
x—X| - :
ta=t+ c (avancierte Zeit) (11.142)
Ph

das avancierte Potential. Das die beiden Lésungen auftmetissen, ist klar, da die Wellengleichung inva-
riant gegeniber der Transformatios, — —Cpp ist.
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Wir diskutieren nun die beiden Losungen. Wir betrachtenrétardierte Potential zur Zeitam Ortx,
®(x,t). Dieser Potentialwert wird nun durch die mdglichen Quétleénp an den verschiedenen Orten
X' zu den Zeiteng bestimmt. Da aber stetg <t gilt, wird das Potential zur Zettvon Quellstarken zur
gleichen Zeit oder von vorherigen Quellstarken festgelRmg Kausalitat ist gewahrt.

Das avancierte Potential zur Zéiwird jedoch von Quellereignissen zur Zgitbeeinflul3t; wegety > t

ist hier die Kausalitat nicht gewahrt: Zukiinftige Ursaclesigen gegenwartige Wirkungen. Diese L6-
sung muf3 offensichtlich ausgeschlossen werden. Diesdziické MaRnahme Uber die Einfuhrung der
Maxwell-Gleichungen hinaus, legt den SchlulR nahe, dal3 diewédlische Theorie keine abgeschlossene
Theorie darstellen kann.

Fur A gilt vollig analog

)X at$ or
Ax,t) = % / Mdv’ (11.143)
v

sowie auch die vorangegangene Diskussion.

Achtung: ® und A mit den obigen Darstellungen erfullen die entsprechendelfeWiyleichungen. Zu pri-
fen ist jedoch auch die Erflllung der Eichgleichung!

Es soll also die Eichgleichundl(137) Uberprift werden. Einsetzen der retardierten Potenfialed ®
(avancierte Potentiale analog) ergibt

H ] t:F \X*X’\

HoH l()_(’ Cph 11 / 1 / Ix—X| r !
— [ ——————FFdV' + 5 —— tF—— |dV' =0
47TV £ x—X| +C,2:h47T808V |>_<—>_</|atp Xt Cph

. (Xt ! |
:/ <axl()—(’ R) n atp()—(vtR)>dv":o wobei tr =tr(t,X,X)

T x=x] 0 x=X]|
Nun gilt
(X, tr) 1 O J
(35_|X_ /| :l(xl,tR) (3_|X_X/| + |X_R_/| altR
X—X 1 x—X
=—|;_);|3-1(>_€,tR) aIRlC_Ph|X_—);|2
Andererseits gilt
NI BV S (CR IS L
x=x] T x— x—X|
x—x . 1 ) 1 . X—X
= _|X—_);|3l(>_(/,tR)+ [ (ax/l(g,m) ’tR—i— C_m10IRl()—(/7tR)—|)_(—)_('|)
Damit kann man schreiben
j(XlatR) /i()_(lvtR) . alll()—(lvtR) |tR

Ox =——

_ I1.144
x=x| "% |x—x| x—X| (11-144)

Dieser Ausdruck wird im Integranden der Eichgleichung dgethund es folgt

/' (_a /i()_(/atR) aﬁli()_(/atR) ‘IR 4 dp()_(’,tR)> dV/ -0

x| x¥] x—X|

Der zweite und dritte Term bilden die Ladungsbilanz

o'I(X,tr) [+ &p(X tr) = &[(X tr) + &P (X, tr) = O
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und heben sich heraus. Den verbleibenden ersten Term fomnemittels des GaulRschen Satzes um zu

XLt SICA
/ 0x/l|>(<_ Yav = (1084
v X

—X| J [x=X|

Die Oberflachéliegtim Unendlichen, wo die inselartige Stromquglleerschwindet. Somit verschwindet
der gesamte Term und die Eichgleichuidl@7) ist erflillt.

Zum Abschlu3 dieses Abschnitts soll noch die Darstellungeiardierten und avancierten Potentiale mit
Hilfe der s.g. Greenschen Funktion erfolgen. Wir bescheainins 0.B.d.A. auf die retardierten Potentiale,
denn mitcp, — —Cpp gelangt man zu den avancierten Potentialen.

Die retardierte Greensche Funktion der elektromagnedisitellengleichung ist durch

5(t7t/7% ¢ .

——Ph ar  t>t

Gx—X,t—t) = x| ) (11.145)
0 fur  t<t

definiert (siehe auch Skript Rechenmethoden Abschnit2).3.
Damit lassen sich die retardierten Potentiale darstefieler Form:

Alx,) Zuoll/dV’ [ dtG—x.t-t)j.t)
P(x,t) = /dv//dth X, t—t)pX,t)

Zum Beweis setzen wir die Greensche Funktion ein und flihrerZditintegration aus. Fur das skalare
Potential folgt dann

(11.146)

/ ‘X X")

dv’ / dt’ _ %h " (X, t
/ 47T|X X| p(x,t)

1 ! / i
+$/dv /dt 0 pX,t)
t (1.147)

t / RV
X—X| Cph

Ix—X| )

. X/7t_—
plxt) = — / av PE e

4rene Ix—X|

Die Beweisfuhrung fur das Vektorpotential ist naturlictakog.

g.e.d.
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10 Multipol-Entwicklung

Die retardierten Potentiale sollen nun ausgewertet wefidagro3e Entfernungen von inselartigen Quellen.

x—X

— p(X,t) bzw. j(X,t)

Fur die Wahl des Koordinatenursprungs innerhalb der Lasiergeilung gilt also

X!
H <1

1|

und Taylor - Entwicklungen nackl sind somit naheliegend. Im Fernfelgk|(>> |X/|) liefern bereits die
Terme niedriger Ordnungen prazise Darstellungen. Phlystkaist auch klar, daf3 fur grof3e Entfernungen
des Aufpunktes von der Quelle, eine sehr spezielle Mikréigonation der Quellfunktionep und j nicht
entscheidend sind, sondern die Potentiale durch globatafeder der Quellfunktionen bestimmt werden.
Folgende globalen Quellparameter werden innerhalb diglssshnitts definiert:

° Gesamtladung Q:= [dV/p(X,t)

o Elektrisches Dipolmoment  p(t) := [dV'X p(Xt)

o Magnetisches Dipolmoment m(t) := 3 [dV'X x j(X',t)

AulRRerdem wollen wir aus praktischen Griinden folgende Abkiigen verwenden:

Die betrachteten Materialien seien wiederum linear, hagnogsotrop, relaxationsfrei und remanenzfrei.
Die weitere Miihe besteht nun in der Taylorentwicklung deeRtale

i x|
Holt ixt="5)
At =0 [ v S
e (1.148)
/p(l(/at_?)

1
(p()_(7t) - 47T€0€/dv |)_(_)_(/|

Wir betrachten zunachst die Funktion:

f(X) = (X1, %0, %) = [x—X| = \/(Xl —X))2 + (X2 — X)2 + (X3 — X5)2 (11.149)
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und entwickeln bex’ = 0 bis zur ersten Ordnung i, X,, 5. Es folgt
of of of
f (X, %0,X5) = f(0’0’0)+a_x/l >(1+0X2 >d2+ax3 X5+ ...
x—x| =12 T oy
r r r
XX
|>_<—>_(|:r—7+--- (1.150)
1 1 1 xX
= =—-(14+=+...
x—X| (1—X—X/+ ) Rzt
11 x
x=x| 1
Nun werden die Quellen in folgender Weise entwickelt:
dp(X,t—1%
ot EoXl g0y P g |
e aj(xattR ) 0 (1.151)
. X=X\ . . _r TV
wobei die retardierte Zeit des vorigen Abschnitts Ubern@mmurde:
X=X
tr=t—
Nun gilt
X
! — =
xR o IV
und statt%R schreiben wir einfack;. Dann folgt
dp(X.t—1) x-¥
ot - B gty PPEA T XX
ot v (11.152)
ot 22X (x’t—5)+7ai()‘(/’t_%))—(')—(l+
% —lEtmy ot rv
Fur das skalare Potential ergibt sich dann
p(X,t—1L) xx 1 xx
X t—I)+ Op(X,t=y) xx T
{ v+ ot v ' re
/ X, X0 / / _r
olxt) = 4%8{ [ovoua-t+ (5+ 55 [avoni-+.)
L (Q [x x o (11.153)
— — _ [ _L
<p(>_<,t)_4n£0£{r +< 3+ m) p(t V)+...}
1 Q1 xpt=§) 1 xpt-—§)
Pxt) = 4n£057+4n£0£ r2v +47'[303 3t

Der erste Term entspricht dem Potential einer Punktladungr@llt mit % im Fernfeld ab. Der zwei-
te Term ist ein typischer dynamischer Dipolbeitrag, demélés mit% abfallt; man beachtg| = r. Der
dritte Term tritt auch bei einem statischen Dipol auf; elt fait r—lz schneller ab als die beiden ersten Terme.

Fur das Vektorpotential ergibt sich

A()_(,t):%/dv/{i@’,t—:—,)+wxx +...}{1 ’—(—’—(/+}

ot rv

7’.10” 1 / r 1 1 0 7 - r
A(Zat)—E{F/dvi(X,t—g)Jr(rﬁ‘ma) /dV 1(>_<’7t—g)(>_0_()+---}

(11.154)
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Die Terme kénnen weiter umgeformt werden. Fur die Umformdeg erstens Terms gehen wir vom elek-
trischen Dipolmoment

p(t) = /dV’>_<’p(>_(,t) (11.155)
aus. Zeitliche Differentiation ergibt:

Blt) = [aV'Xp(x.1)

bt =~ [ aVX oj(x.0)

Palt) = — [ @V, 0 o 1)

Palt) == [ @V 3, (i) + [ AV in(x.0) 8
Palt) = - [dSX,J(X.0)+ [AV'ja(x.)
palt) = [AViaXt)

da fur inselartige Quellen die Stromdichte auf einer ObehiS jenseits der Insel verschwindet und mit
ihr das Oberflachenintegral. Somit verbleibt fir den er3&m

(11.156)

E(t_g):/dv'l(g,t_g) . (11.157)
Fur den zweiten Term gehen wir vom magnetischen Dipolmoment
mit) — %/dV’)_(’ < i(X,1) (11.158)

aus. Vektorielle Multiplikation mik ergibt

P
I

m(t) x

—
o
<

(X' x j(X,1) xx

dV'x x (j(x,t) x X) (11.159)

'\

I3

=

X X

I (B

Il I
NI NP NP

m(t)

—

dV/ {j(¥, ) (xx) =X (xj(X.1)) }

Der auf3erste rechte Term ist weiter in

-

omponentenschesg@vimzuformen:
[V In(x,0) =% [ dVXeieiclX 1)

_ o 0% - o 0 (X je(X1))
—xb/dV%aaX,CJc(X,t)— xb/dv%i

ox.
. (11.160)
o [ aqury 9% R je(X,t)
=% [ AV a0 +% [ VX0
Somit folgt
mt) xx= 3 [dV'j.0(x)
+3 [ av/ i)
~ 3 [ avB(.DX (xx) (11.161)

m(t) x x= /dV’i(X,t)(xX)

_;/dv'po_d,t)xo_o_d)
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So lautet der gesuchte zweite Term im Vektorpotential

[Vt D)
- . (1.162)
=mt—{) xx+3 / dV/p(x t—5)X (xx)

Der auf3erst rechte Ausdruck ist aber von 2. Ordnung, iso daf3 wir ihn in unserer Betrachtung bis zur 1.
Ordnung inX' weglassen kénnen. Es verbleibt

_Hou Lo x
Axt) =7 - Pt=3)
pop (1 10 r
+ o <r3+r2v0t)m(t 7) XX+ (1.163)
_ Hop P(t—%)  pop M(t—§) XX pop Mt —§) x X
Alxt) = am ox am 2 an rs o

Um die auRerlich symmetrische Form der Multipol- Entwicldudes skalaren und des Vektorpotentials zu
verdeutlichen,stellen wir beide Gleichungen noch einmabmmen:

1 1 plt—=5)x 1 t—9)X
e L
Amege T 4mege eV Amege T (1.164)
_ Hop P(t—%) pop M(t—§) XX pop m(t—§) xx
Alx,t) = 4T r + ATT r2y + 4 r3 e

Spezialisierungen auf konkrete Quellfunktionen sind reicht mdglich, ebenso wie der Fernfeldberech-
nung vonE undB.

Wenn die Taylor - Entwicklung weiter als bis zur 1. Ordnungirvorgenommen wird, erscheinen auch
hohere Momente als Monopol und Dipole, namlich

e Quadrupole

e Oktupole

e etc.
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11 Elektromagnetisches Feld einer bewegten Punktladung

Wir betrachten eine Punktladung g, die sich mit der Gesctiigkeitv(t) entlang einer Bahnkurvgt) im
Vakuum bewegt.

Letztendlich soll fir dieses Standardproblem die Abstraglelektromagnetischer Energie untersucht wer-
den. Dazu sind folgende Schritte auszufiihren:

e Berechnung der retardierten Potentiale

e Berechnung der elm. FeldEr,B

e Berechnung des Poynting- Vektors

e Berechnung der Intensitat der Energieabstrahlung in demRa

11.1 Lienard- Wiechert- Potentiale

Die mit der bewegten Ladung verbundene Ladungs- und Stidrtediaf3t sich leicht konstruieren:
p(X.t) =ad(X —r(t)
I(X ) =p(X,t)v(t) = qu(t) 6(x —r(t))

Zunachst tiberzeugen wir uns von der Erfullung der Laduteyshbi Mit der Abkiirzung

y(t) =X —r(t) (11.166)

(11.165)

folgt
ap(X.t) =qa d(y(t))

=q0dy, O(y(t)) - Va

=—0q0y, 5(y(t)) va(t)

=— 0y, qVad(y(t)) (1.167)
, 0x, |

= =0 {aw(t) 8(x —r(1)} 32

=— 0y Ja(X,t) &a

=—0'j(X.1)
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Zur Berechnung der retardierten Potentiale gehen wir vaard®arstellung mit Hilfe der Greenschen
Funktion aus, also

ost) = [AV' [dGx-X.t-t)p(¢.)

, . (11.168)
A =Ho [ V' [ dUG(x—X,t—t) j(X.t)
Einsetzen der Quellen und Greenschen Funktion liefert
= >_<’\)
i A / at 20— ad 1)
| (1.169)
X
_Ho // /6(t_t1_f) / T
At = o [V [t T aut) 8¢ o)
Integration Uber das Quellvolumen ergibt
B q / t— |x— ::( )\)
IX—Ir (t)]
(1.170)

X (t)]
_ QHo ) St -t = F)
A =77 /dt x—r(t)]

Die dt’ - Integration laf3t sich nicht unmittelbar ausfiihren, dattleiVert, fir den das Argument dér-
Funktion verschwindet, i.a. nicht explizit angebbar ist.félgen die Substitutionen

R(t') :=x—r(t')

R(t') :=|R(t")| = [x—r(t)]| (11.171)
R(t')
C

&=t/ —t+

sowie
dé 1 1dR{t)

dt " c dt
dRt') _ djx—r(t")]
v dt
=|x—r(t")[(—u(t"))
_ ! )_(_L(t/)
~ Y ) (11.172)
drRt’) ., Rt
av V) R
dé _, v(t) Rt)
dr c R(t)
. dtt dé
Xx—1®] RT)  R)— WED
Damit nehmen die Potentiale die Form
o)
4neo/5 t'> LR
, E) (1.273)
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und somit
q 1
X,t) = ;
Y = e | RO) - WORWD) | -
! / '
Axt) = T2 ) ~ 2 ey
A | R(t)—svt)RY) |, C
an. Das Symbdl..J;er markiert, daf’ aus§ =0=t'—t+ %t/) auszurechnen und in der prinzipiellen Form
t' =t'(xt) (1.175)

einzusetzen ist. Explizit 1aRt sichnur fur einfache Bewegungsprobleme angeben.
Die o.a. Potentiale heil3en aukienard - Wiechert - Potentiale

11.2 Feldberechnung aus den Lienard - Wiechert - Potentiale

Ausgangspunkt sind die Lienard - Wiechert - Potentiale inFabem
_A 1
AT R(Y) — v(t)R(Y)

Alxt) = yf; ) pixt)

P(x,t)

mit (11.176)
t' =t'(x,t)
aus
li
Fur die Feldberechnung
E=—-do—-dA
N 11.177
B=0xxA ( )

sind A und @ nachx undt zu differenzieren, die explizit vor und implizit Gbert’ von x undt abhangen.
Demnach werden die Ausdrud% und dxt’ benétigt. Diese Rechnung fithren wir im Detail vor; sie ist
eine perfekte Ubung fur implizites Differenzieren und diewendung der Kettenregel. Aus

t—t'(xt) = ;—l;|>_<—£(t/(>_<,t))| (1.178)

folgt nach Anwendung voﬁ zunéachst

o' 190 . ot
1_E_EW|>_<—£('[) 5t . (1.1279)
Wir substituieren
R=x-r(t') , R=|R| (11.180)

und berechnen den rechten Term separat:
Jo_ 0 0Ra
N aR
ora(t’
:% (_ r;t(/ )) (11.181)
x—r(t')

= )

x|
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Somit folgt
ot’ 1 x—r(t) .. ot’
T T e W) = 1.182
ot C|x—r(t"] v(t) ot ( )
und daraus
at’ 1 R
ot 11.183)
V) x—r(t) R (
ot 1-¥edm R-%
Die Gradientenbildung voti ergibt
_0Xt/(>_(’t) = L

= Sxx—r(t'(x )] = %@R (11.184)

Fir die Brechnung des rechten Terms benutzen wir wiederarolzige R - Substitution und schreiben in
Komponenten

soR g o Ry

— ) 11.185
O0Xa R 0xa ( )
Nun ist
IRy % Orp(t'(x.t))
0Xa O0%a 0%a
or, ot
Y S Bl 11.186
%a— 5 % ( )
ot’
=&y — Vp(t') —
und somit
Ry ot’
0xaR R (5oa_Vba
_Ra_ WRy ot (11.187)
PeR=F "R ox
R VR
Fr oxt’ folgt schlieBlich
Y (R—VR4t')
* T CeRrY T
R 1
At' = RwE (11.188)
C
1 R
(&tl - - — R
CR l%—
Fur die spatere Anwendung stellen wir noch eine weiteredderig bereit:
, vot 1 R v R
M 2o T CR.B TP R_E
N ¢ (11.189)
1R-ZV
- z )
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Nach diesen Vorbereitungen berechnen wie die FdidendB. Ausgangspunkt ist

_ 9 1
¢= 41180 R— VR
v
A= ? Q
mit
R(t') =x—r(t')
R(t) =|Rt")| = |x—r (") (1.190)
und

implizit gegeben durch

1
t—t' ==R(t
_R()

Zur Berechnung voE stellen wird, @ undd A bereit. Der Gradient setzt sich aus zwei Anteilen zusammen:
Zum einen durch Differentiation bei festgehaltent2nmnd zum anderen durch Differentiation nach dem in
t’ enthaltenenx. Dann folgt

7]
Oxp=0x@ +5§&V : (1.191)
t/
Nun ist
q 1
0,
x® v A "R—YR |,
0 _ ¥R
g 2(RF)]
4meg 2
(1.192)
R_v
__ " R ¢
4115y R\ 2
(~)
q 1 R-Z2v
5| = 4meg R o
)
Weiterhin berechnen wir
99 _ q 0 1
ot 4mngy ot R—%
2 R
g 7R
a 4”80 VR 2
7 %)
B q 1 (dR R dv \_/03)
T 4mg R\Z\at cat cat (1.193)
%)
_ . q 1 5( 0r) B_y_\:/( 0r)
T g (R ﬁ)z R ot c c ot
C
9_ a1 (R IR V
R C C
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Die zeitliche Ableitung des Vektorpotentials liefert

aA= 5 (Ut p(x1)

= C—lzatf (V) p(x,1)) ?—tt (11.194)

i\'/+va—q00—tl
—2 Y9 Y50 ) Gt

Das elektrische Feld ergibt dann

B dp .., 1. ot vopot
E=-do v ot M2V 5 @ av a
B dp (.., var\ 1. ot
E=-do| W(dx 2at) 2
g 1 R-Bv
ST IR 2
e R (6 % (11.195)
R, VR R
q %+%"“E(_})B—EY
2 VR
41189 ( _¥) c/ R-%

R
R—% (11.196)

o
—
170
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Dieser Ausdruck fUE laRt sich i.a. nicht weiter vereinfachen.

Das magnetische FeRBiberechnet sich wie folgt:

B=0dkx A= dx (%tzl) (0(>_<7t)>

1 1 (1.197)
5:§q0(35x\_/+?05(p><\_/
Nun gilt:
ove ot’
(f&x \_/(t/))a =EahcOx, Ve = 5ach a (11.198)
05><V:axt/><\_/
und somit
.1 a9
B= zqodxt’xv—i—? (d(p t/+det/) XV
. VR, VR V2 11.199
o 0 ) 1 Rxv 1| 1 R-% L(F+E-2)R » (11.199)
= 4mg | B R\2 c2| R R\2 ¢C rR\3 -
LR (R%) ° (r-%)
Wiederum separieren wir die- Terme und erhalten
1 R R 1(vR_V 1 vR , VR
g_ a1 ﬁ(R—yT)(B—E_)JFE(VW—?)BXV E(R—VT)BX‘_’+VEZB><‘_’
N GO
C C
(11.200)
Einarbeitung vorv x v = 0 liefert
1 vR 1(vR_ V¥ 1 VR 1
q 1 ﬁ(R—Vc)JFE(Vﬁ—F) E(R—VT)BXY+EZ(‘—’R)B+Y
B= 2 BX\_/+ 3
4mgy C© (R Q) ( _g)
¢ ¢ (11.201)
1 2 1 R 1
B——_J 3{<1—V—2>R><v+—<R—\—/——)R><V+—(\_/B)B><\_/}
4aney , R_ VR c c
(R-%)
Diese Beziehung laf3t sich kompakt darstellen in der Form
1R
B=-=xE . 11.202
B=_xE (11.202)

Zum Beweis setzen wiE ein und zeigen die Ubereinstimmung. ZweckméaRigerweisableten wir die
v - abhangigen ung - unabhangigen Terme getrennt. Fir die entsprechendeiidisiedann folgendes
nachzuweisen.

V - unabhangige Terme:

|
3
&
R
—
v
°li%
SN—
w

© (11.203)
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v - abhangige Terme:

11 1 R VR
- 3{—(R—‘—’—>Bxy+‘—’—3xy}
4rgg C (R—ﬁ)

C

=R e (R_lﬁ)g {BX KB_ ?-) Xy]} (11.204)

Damit ist dieB - Darstellung bestatigt.
Wir fassen die elektromagnetischen Felder einer beliebigelgten Punktladung zusammen:

E(x.t) :42£0C_12 (R_l%{)s { <B— %\_/) <1—\é—§) +C—128>< KB— §¥> x\_'/]}

wobei R=R(t')=x-r(t) , R=R{t)=|R , v=yv({) (11.205)
und t'=t'(x,t) istals Losung von

einzusetzen.

Die Feldkonfiguration wird nun diskutiert.

e EIB

e Das elektromagnetische Feld besteht aus einem rein gelésgkéitsabhangigem Term und einem
Term, der die Beschleunigung des Teilchens enthalt.

e Der rein geschwindigkeitsabhéngige Term ist proportidn&?, derv - Term ist proportional 1R
und dominiert daher das Fernfeld.

e Betrachtung der Nahzone

E =
—  Ang R\ 3
(r-%)
2 (11.206)
B=-
4718 C2 WR\3
=
Furv < cfolgt
0
QMo VXR — po JXR (11.207)

Das elektrische Feld gehtin das einer elektrostatischaktRung tiber; Retardierungseffekte sind
wegenR/c < t —t’ vernachlassigt, woraus~t folgt. Das magnetische Feld gehorclem Biot -
Savart - Gesetalas in spateren Kapiteln noch besprochen wird.



60 [I. Allgemeine Grundlagen der Maxwell-Theorie

e Betrachtung der Fernzone

E= —
= 4mgp 2 (R_ﬁ)?’
¢ (1.208)
R .
o0 1 1Rx {Rx[R-8Y) xi]}
= 4mgp R (R_gf’
C
Firv < cfolgt
£__9 Rx(RxY)
=" Arren 2
ey R (11.209)
g__d VxR
= 4mgy 3R2
Es ist zu sehen, dal3 im Fernfeld fiik ¢
E-B=0
E-R=0 (11.210)
B-R=0

11.3 Berechnung des Poynting - Vektors

Wir schranken die Diskussion auf c ein und berechnen die Nahzone und Fernzone getrennt.

e Nahzone
[M=ExH= i ExB
Ho
~ 1 g guRx(vxR)
DT T e (11.211)
no o 1 (VR —R(VR)}
— 16mgy RS - -
e Fernzone
=l 9 9 1RxEBxV]xExR)
=T e &
Ho 41Ty 471%0 c i RS (11.212)
n_ % HoRExR)
— 16 ¢ Ro ’
wobei benutzt wurde
a=vxR , aR=0 |,
[Rx (RxV)] x (VxR) =ax (Rxa) = Ra’—a(aR) (1.213)
=R(Vx R)?
11.4 Abstrahlung
Der Poynting - Vektor ist bekanntlich die EnergiefluRdichiér erinnern an die Mal3einheit
J
O] = P (11.214)

Im vorangegangenen Abschnitt wurde berechnet, dal3 detiRgyrVektor
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e in der Nahzone Terme proportionalind proportionaR und

e in der Fernzone Terme nur proportioifl

enthalt. Wir berechnen nun den gesamten EnergiefluR dessategnetischen Feldes, der von der beweg-
ten Punktladung ausgeht. Dazu betrachten wir folgende goration.

e Die Bewegung der Punktladung sei zwar beliebig, aber auéeitiches Gebiet beschrénkt, also

k)<t (11.215)

wobeil die Ausdehnung der Teilchenbewegung beschreibt. Der Kioatehursprung 0 liege in dem
Gebiet. Die Bewegung sei also z.B. elliptisch.

e Wir betrachten eine Kugelsphéare S um das endliche Bewegebgs und definieretien Energieflufd
| als Integral des Poynting - Vektors tber die Kugelsphére,

I(t) = ]{ﬂ(x,t)d_s (1.216)
S
Der Energieflu® hat die Mal3einheit
J J Ws
(=N [g= S m=C=—"=W . (11.217)

Der Energieflul? hat also die MaR3einheit einer Leistung. Ed auch Intensitat genannt.

-S
.
-

C 3D

e Aus dem vorhergehendem Abschnitt Ubernehmen wir die Nalger« c.

Der Energieflul? soll nun durch eine grofRe Kugelsphére S beeteverden, also

X >>1>r(t)] (11.218)
bzw.

x—r(t) =R(t") = x (11.219)
mit der Folge, dal3

(11.220)
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Wir wollen hier wieder die bereits im Abschnitt ,Multipol -rifwicklung” benutzte Abkirzung

X =r (11.221)

verwenden; man beachte aber, daf? hiétr (t')| ist. Dann ist die retardierte Zeitebenso wie im Abschnitt
»Multipol - Entwicklung”

t'=t— (1.222)

r
c
Wir berechnen zunachst den Energieflul3, der mit der Fermzob&sung des Poynting - Vektors

2 (4! |2
)= oy 0 ot )R(Xt,?ét)' R(t) (11.223)

einhergeht. Wegex~ Rundr ~ R gilt
sind ddd¢n
R

. R
dS=rsing d19d¢R2§ (11.224)

und damit

q2 u 27.T T |V><R|2
_ Ho VxR
- 16m2 ¢ /d¢0/d19 R2

0

Fur died - Integration ist es zweckmafig, die Polarachse-Richtung zu legen, denn dann wird

[vx R| = |[v|Rsin9 (11.225)
und weiter
21 s
= g— “— / / d9sin®s
0 0
%4/—’ (11.226)
3
_ o
= 6710\—/2

Mit vollstandigen Argumenten liest sich das auch als Lar@t@ichung bezeichnete Ergebnis

1) = SE gy - T gy D17 (1.227)

611C 6rC c

Die Intensitat der Strahlung ist damit abhangig vom Besagfipungsquadrat der Teilchenbewegung. Sie
ist unabhangig vom Abstand, aul3er daf3 die Intensitat zypuakitzeit t abhangt von der Beschleunigung
des Teilchens zur retardierten Zeit {. L ist gerade wieder die Signallaufzeit ziwschen Ursache uird W
kung (Beobachtung).

Die abgeleitete Beziehung ist eine der wichtigsten ForndeinStrahlungstheorie. Ihre Kernaussage ist:
Eine beschleunigte Ladung strahlt elektromagnetischedimab.

Bisher haben wir nur die Fernzonen - Losung des Poynting tovelbetrachtet. Der entsprechende Aus-
druck fur den Nahzonen - Term verschwindet aber. Dies ishteiu sehen, denn es gilt

_ @ 1l i R
nds= 675 Re{sz R(VR)} Resing ddd¢ = (11.228)

Damit folgt
{VW -R(VR)}R= (VRIR —RC(VR) =0 . (1.229)
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g.e.d.

Damit kann die obige Kernaussage noch straffer gefal3t wmekiae Ladung strahlt genau dann elektro-
magnetische Energie ab, wenn sie beschleunigt wird.

Bemerkung:

Offensichtlich steht eine beschleunigte Ladung unter démfluss des elektromagnetischen Feldes, das
sie selbst erzeugt. Nun ist es naheliegend, dass die aflglestEnergie aus der kinetischen Energie ent-
nommen wird und das Teilchen somit langsamer wird. Ohneiflnig geben wir an, dass auch Losungen
existieren, die eine Selbstbeschleunigung des Teilchesshioeiben und zu einem zeitlich exponentiellen
Wachstum der Beschleunigung fiihren. Fiir ein Elektron etiie charakteristische Zeit-6(0?“s. Diese
Ldsung ist offensichtlich unsinnig und ist auszuschliasgde Strahlungsreaktionskraft wird beschrieben
durch die Abraham-Lorentz-Formel.

11.5 Beispiele fur strahlende Ladung

e Kreisbewegung

e Hertzscher Dipol

s. Ubungsaufgaben.
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12 Elektromagnetische Wellen

In diesem Abschnitt werden freie Wellen als Losung der hoeneg Wellengleichung betrachtet. Quellen
sind nicht anwesend, d.p.= 0, j = 0. Wir beschranken uns auf einfache Wellen und einfache éfeek
dies sind aber auch die wichtigsten Falle.

12.1 Ebene Wellen in homogenen und isotropen Isolatoren

€ und u sind ortsunabhéngige Skalare und die Leitfahigkeit verintiet (0 = 0). Die Gleichungen fur
die Potentiale in Lorentz-Eichung lauten dann

1

DA - 5 3FA=0 (11.230)
Cph

Aqn—%atzqnzo : (11.231)
Cen

Da beide Gleichungen die gleiche Form haben, werden dierRegfen exemplarisch fur eine beliebige
Komponente — genaniif — vorgefuhrt.

Ansatz:  W(xt)=Wk-x—owt) . (1.232)

Die zum Ansatz gebrachten Parameter haben folgende Bettgurtu

K- x— ot Wellenphase
w = 2rf Kreisfrequenz {: Frequenz)
k Wellenvektor der Welle mik = |k| = 2/\_71

wobeiA die Wellenlénge ist.

Diese Grof3en sind zunéachst frei angesetzt. Einsetzen Weliengleichung bringt sie in einen gewissen
Zusammenhang. Es folgt

2
(|_<2—“’7) I (1.233)
Ceh

Ein Strich amW bedeutet die Ableitung nach dem gesamten Argument, aldo decWellenphase. Die
Gleichung &Rt sich nur erfullen, wenn der linke Klammetdausk verschwindet. Die resultierende Formel

w? = B k? bzw. = +cprk=:+ap (11.234)
heil3t Dispersionsrelation.
Bemerkung: In komplizierteren Medien wird auch die Dispaisrelation komplizierter. Ihre allgemeine Form ist
w=0wk . (11.235)
Die allgemeine Losung hat dann die Form
W =W (k-x—apt) +Wao(k- X+ apt) . (11.236)
Y; und ¥, sind beliebige Funktionen. Das Auftreten von Anteilen méliéhphasen, die sich durehuy

unterscheiden, ergibt sich aus der Invarianz der Ausgdgighgngen gegentber der Substitutimpp —
—Cph.
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Die LosungeriV1, W, heilRenebene Wellen Die Bezeichnung leitet sich aus der Form der Phasenflache
ab. Fur eine willkurlich herausgegriffene konstante Wedleased gilt (etwa firW¥;)

K-X— apt = & = const (1.237)

bzw.
K-x=0+wpt . (11.238)

Flr jeden Zeitpunkt beschreibt diese Beziehung eine Ebene. Fiihren wir deg
Einheitsvekton = k/k und die Abklrzung = (0 + wot)/k ein, so kann man
die Ebenen-Gleichundl(238) in die Hessesche Normalform tberfihren:

d=const.

n-x=p . (11.239)

Den die Ebene abtastenden Ortsvelttepalten wir in einen Antei, tangen- Xt
tial undx, normal zur Ebene auf. Dann folgt

K- x=Kk-X, =KX=+ ant

oder 5
Xn = K +cprt . (11.240)

Im Verlaufe der Zeit bewegt sich die Phasenebene mit derl®@ésdigkeit+cpp in Richtung des Wellen-
vektorsk.

Fur W, ist cpp, — —Cpp zU ersetzen und die Ausbreitungsrichtung-gt

Wir wollen nun das elektrische und magnetische Feld ebemdlekVuntersuchen. Unser Ausgangspunkt
waren die homogenen Potentialgleichungen, die aquivélerdie Maxwell-Gleichungen ohne Quellen
stehen. Von den Potentialen gelangt man durch Differeéotiab zuE und B. Die Differentiationen sind
aber unschadlich fiir den raum-zeitlichen Zusammenhardg8sich fUE undB ebenfalls die funktionale
Abhé&ngigkeit

) =E(kx—at) , (11.241)
) =B(kx— wt) (11.242)

ergibt. Ausnutzen der Dispersionsrelation modifiziertnd B zu

E(x,t) =E(nxFcpd) (1.243)
B(x,t) =B(nxFcert) - (11.244)
Einsetzen in das Induktions- und Durchflutungsgesetz ergib
Oxx E = —E' x dx(nxFcpt) = —E' xn=nxE'
0B = FcprB'
dxH=—nx8B
- HHo
0D = F&pecprE
und damit
nxE = +cprB’ (11.245)
an’zﬂFiE’ : (11.246)
Cph
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Die Differentiation nach der gesamten Phégekann abintegriert werden; die entstehenden Integrations-
konstanten sind Gleichfeldanteile, die wir Null setzen staflur die Wellenbetrachtungen ohne Belang
sind:

L

B=+—nxE |, (1.247)
Cph
E=FcpmnxB . (11.248)
c Skalare Multiplikation mitn oderk liefert
E-n=0 , B:n=0 ,
n K d.h. ebene Wellen singlansversal polarisiert (im betrachteten Medi-
/ um)
B
Ein wichtiger Spezialfall der ebenen Welle ist die harmohés\Welle:
E =E;-cogkx— apt+ 1) + E,- cogkx+ ant+ ¢2) . (11.249)
Bequemer ist haufig die komplexe Schreibweise
E = E,d&x-wtto1) L E gkxtoanttgs) (1.250)

Bei der komplexen Schreibweise ist jedoch darauf zu acl&®hnur der Realteil voi eine physikalische
Bedeutung hat.

12.2 Kugelwellen in homogenen und isotropen Isolatoren

Wir betrachten eine homogene Wellengleichung fiir eineebadie Feldkomponenté:

1
AY— 9P =0 . (11.251)
Cpn

Den Laplace-Operator schreiben wir jetzt in Kugelkoortima

1 2 1 . 1 2 1 50
rzﬁr (reo W) + eing Os (sindds W) + s apW c,%hat Y=0 . (1.252)
Wir suchen nun Lésungen der Form .
W(kr — wt)

W= —— (11.253)

die insbesondere nicht vdhund ¢ abhangen. Dann gilt

W okr— @
r2 ’

o (rPoW) =W r + ¢ k- Wk

oW —

Folglich

kzq‘_,// wzﬂ: k2 w2 ﬂzo
rooci, r

Um diese Gleichungen erfiillen zu kdnnen, ist eine analogpdsionsrelation

w? =B k% bzw. w=+cprk =t (11.254)
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einzuhalten. Die allgemeine Lésung ist nun
1 1
W= le(kr—abt)-i-Fqu(kr-i— oot) . (11.255)

Die Flachen gleicher Wellenphasen sind sowohlipg@rals auch fUr% Kugeloberﬂéchen% beschreibt

eine auslaufende un#2 eine einlaufende Kugelwelle. Eine Ausbreitungsrichturng laei ebenen Wellen
existiert hier nicht. Die Kugeloberflachen breiten sichiigp aus. Fir den Normalenvektor der Phasenfla-
chen ergibt sich

0X(kr—wot):k-dxr:k%:k-§r . (11.256)

Spezialfall harmonische Kugelwelle:

W= % .l (kr—aotté1) % g kr+ant+¢z) (1.257)

12.3 Ebene Wellen in homogenen und isotropen Leitern

Zwar soll auch hier von auf3en kein Quellstrom angelegt sdier, im Unterschied zu Isolatoren verschwin-
det nun die Leitfahigkeit des Mediums nicht mehr. In die Glgleichungen ist somit das Ohmsche Gesetz

j=oE (11.258)

einzuarbeiten, wodurch das elektrische Helselbstandig einen Strom induziert. Dazu gehen wir von den
Gleichungen fur die Potentiale aus und benutzen hier Voatferweise die Coulomb-Eichung; dann gilt

1
AA— —-PA= —pUj 11.259
A-g dA HoMj; ( )

AD=0 . (11.260)

Transversale Strome missen jetzt zugelassen werden, gsdiohten treten aber nicht auf. Wir kénnen
somit® = 0 als Losung annehmen. Somit treten auch keine IongitmﬁrﬁlrdmeiL auf. Dann folgt

E=-a4 , 11.261
i=i; =0E=-0aA A
und weiter 1
AA— Cz—aEA— UoUTAA=0 . (11.262)
Ph
Wir suchen Lésungen vom Typ harmonischer ebener Wellen:
Axt) =A.dkx-w) (11.263)
Einsetzen liefert 5
(—k2+w7+iwuoua)A:O . (11.264)
Cph
Die Dispersionsrelation
2
kz—%—iwuouazo (11.265)
Ph

ist nun schon etwas komplizierter geworden. Wahrend wiren dorangegangenen Abschnittertk)
bestimmt haben, diskutieren wir jetkfw). Die Losung furk ist offensichtlich komplex. Trennung in
Real- und Imaginartek = k; + ik; ergibt
2
K-K=F . 2k=owuouo (11.266)
Ph
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woraus weiter

(@HoHO)? _

¢ (WHoo)®_ &
a¢ CBh
w5 WO\ 2
— =0
K c%hkr ( 2 ) ’
2 2
o @, @ (WHouo
¢-sz a2 )
1w Houo R\ ?
sowie
W2
k12:kr2__ )
G
w? w* WHOU O\ 2
K="22 "\ 2d ( 2 ) ’
Ph Ph
1 o3\ 2
h_ﬁc—z]$—l+\/l+(%‘) . (11.268)

Die oben angegebene Formel fifw) beschreibt eine nichttriviale metallische Dispersikrist ein fre-
quenzabhangiger Absorptionskoeffizient. Bei k/k der Einheitsvektor der Wellenausbreitungsrichtung,
dann gilt
— Agl (krnx—ot) 5—ki-nx
c=0 520 A(x,t) = A¢é e ) (11.269)
NP\ :
\\ Die Grbfsekfl ist damit eine Skinlange (Eindringtiefe). Fiir wachsende
kit w wird die Eindringtiefe geringer. Die Felder werden an diee@kiche
eines Leiters gedrangt $kin-Effekt).
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13 Grenzbedingungen des elektromagnetischen Feldes undr@&trom-
dichte

Zwei Medien sind an einer Grenzflache in Kontakt.

Wir berechnen die Ubergangsbedingungenfiir die elefedium |
tromagnetischen Grof3en.
MAXWELL -GLEICHUNGEN:

hxH=aD+]  &D=p
55X§: —aB 0xB=0 Medium II
1=0E+pyv

Ziel ist es, die Gleichungen geeignet Giber das Quasi-

Rechteck und tber den Quasi-Zylinder zu integrieren.

Danach wird der Limek — 0 ausgefuhrt und die Be-

trachtung unmittelbar auf die Grenzflache reduziert.

Vorbereitend fuhren wir die Flachenladungsdicbéeind die Flachenstromdichie ein:

h
sl [ oo
n (11.270)

h
isi=fim, / ()an
“h

Der IndexS bei (l)s markiert die Komponente senkrecht zum Quasi-Rechteck FiZiehenstromdichte
wird umgeformt vermége

h h
i i [ (i
is 'Lano/h(gg)sdh+'l1ano/h(l ) dn (11.271)

Der erste rechte Term verschwindet jedochadand E als physikalische GroRen beschrankt sind. Die
Flachenstromdichte kann somit nur konvektive Anteile efiém. Wegen

(J“V))S:va (1.272)

schreiben wir )
s = 'Limo/pvsdh: PsVs (11.273)
“h

mit der entsprechenden Konvektionsgeschwindigkgiter Flachenladungen.
Anwendung des Stokesschen Satzes auf den Quasi-Rechigickbe

(2) / dyx HdS= ]( Hdx
Rechteck Rand
_ (HtII,AB_HtI,AB) 4 (Hr|]|,B_Hr|]|,A).h+ (HrI],B_HrI],A) -h
- | (aD+jys
Rechteck

-/ @d§+l'/h' (1)sdh

Rechteck
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D kann hier nicht unbedingt als stetig im gesamten Rechtegkrammmen werden, Stetigkeit liegt jedoch
stiickweise innerhalb der Gebiete | und Il vor. Wir zerlegas bhtegrationsgebiet in die Teilbereiche | und
[ und wenden je den Mittelwertsatz an:

| apds- [ apdast [ apds

Rechteck Teilrechteck | Teilrechteck Il

(11.274)
= (dtgl)s I-h+ (‘9@“)5 I-h
Mit der Definition
(&D)g:= % {(aIDI)s"’ (‘9@”)5} (11.275)
erhalt man A
/ dxHdS=(@D)g 2hl+! '(i)sdh . (11.276)

Rechteck
(6D)g D)gist als physikalische Grof3e jedoch beschrankt. Ausfuhesrﬁienzubergangbs—> 0 ergibt:

I1,AB I,AB
H —H" = psvs

Insbesondere gilt fiir verschwindende Flachenladungsal{ph= 0)
H =H'

Die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstarke geétstetig tber, wenn keine Flachenla-
dungsdichte vorliegt.

(b) / dx EdS= 74

Rechteck
(Et” AB Etl AB) E" B EH,A) e (Eil_l,B_ E'I1.,A) -h

los]

—- | adas

Rechteck
=-2hI(@B)s , (11.277)

wobei der Mittelwertansatz analog zu obigen Uberlegunggeaandt wurde. Hier liefett — 0 :
el — €/
Die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes geht stguber.

Die Anwendung des Gaul3schen Satzes auf den Quasi-Zylirglbt ®lgendes:

(c) / aXQdV:Y{Qd_S
Zylinder ’
—(oh-Dl) F
+2h-2m- Ry - Dy
= / pdVv
Zylinder

—F /pdh (11.278)
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Grenzwerth — 0 ergibt:
DL—Dl =ps . (11.279)

Die Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung getbei verschwindender Flachenladungs-
dichte (ps = 0) stetig Uber, ansonsten betragt der Sprung geradgs.

(d) /aégdvzjfgd_s
=(B,-BY)F
+2h- 21 Ry - B
—0 . (11.280)

Furh — 0 ergibt sich daraus:
B =8B! . (11.281)

Die Normalkomponente der magnetischen Induktion ist stetj.

© | aidv—{fids
Zylinder ’
~(ih-)-F
+ ¢ ias
Mantel

:—at/pdv
n

:_dt/pdh-F (11.282)
—h

Weiterhin kann unterteilt werden in:

y{ jds= f jedds+ f j©ds (11.283)

Mantel Mantel Mantel

Im Grenzubergan — 0 ergibt der konduktive Strorl'{“” = g E generell keinen Anteil, da sowoli als
auchE endlich bleiben.

Fir den konvektiven Anteil

<

"Draufsicht"

<

y{ j©ds= f p-vds

Méntel Méntel 2h
unterteilen wie die Mantelflache in Streifen, so daf3 ds=2h. du
dS=2h-du

gilt.
Das Linienelement des Umfandsiist nach auf3en gerichtet, da

du|| dSgqilt. Bei derdu-Integration heben sich gegeniiberliegende Anteile weg.
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Somit gilt _ _
Jm/w®=mjw%@bm/wmﬂ

Es verbleibt
jh —in=0aps . (1.284)

Die Normalkomponente des Stromes geht stetig tiber, wenn didachenladung konstant ist.

(f) Ubergangsbedingungen fiir die Potentiale

Die Felder

- _atA_ 05907
— g xA (11.285)

E
B
dirfen nicht divergieren. Die Potentiale miissen somiigssatin:

¢ = ¢ (11.286)
A = Al (11.287)

14 Elektromagnetische Kraft und Drehmoment

Um die in diesem Abschnitt auftretenden Gré3en und Bezigbmiiibersichtlich darstellen und kompakt
handhaben zu kdénnen, fihren wir fir die Vektoren und ihrentélne Ableitungen eine spezielle Kompo-
nentenschreibweise ein:

Indizes, die die Vektorkomponenten des 3-dim. Raumes aobpn, bezeichnen wir lateinisch mit:

a,b,c,..h=123
Ein Vektor j hat die Komponentep:

J=1Ja=(J1,]2,]3)
Fir eine raumliche Ableitung eines skalaren Feldeg schreiben wir.

0 Z=Za=0Z
Analoges gilt fur die Komponenten eines Vektorfel@¢g):
0xaZb = Zna
ist gleichbedeutend mit
Za
Die Einsteinsche SummenkonvektionUber doppelt auftretende Indizes wird summiert.
Das heil3t zum Beispiel:
Zaa =211+ 222+ Z33= 071 + Ox,Z0 + OxgZ3 = O Z

oder
XaYa=X1Y1+X2 Y2+ X3Y3 =Xy
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Bemerkung: Spater benétigen wir die Indizésj,k, ... . Diese laufen von 1 bis 4 (z.Blx dx = dxf+
A6 + d§ -+ dxg).

Wichtige GréRen:

d-Tensor (Einheitstensor):

1 a—b 1 00
6ab:{o a;éb dp=10 1 O (11.288)
0 0 1
e-Tensor (vollstandig antisymmetrischer Einheitstensor)
0 a=bodera=coderb=c
Ebc=1 1 a,b,c gerade Permutation von 1, 2, 3 (11.289)
—1 a,b,cungerade Permutationvon 1, 2, 3
Zum BeiSpi6|£113 =0,&123=1, &32=—1, &312=1 usw.
Abgeleitete Regeln:
Oab = pa (1.290)
Oaa = 3= Spurd) (11.291)
Oabc = Oac (11.292)
€abc = —&bac (1.293)
€abc€ade = OdOce — Oeddc (11.294)
(A% B), = €abcPuBe (11.295)
(%x A) , = EabcAch (11.296)
14.1 Elektromagnetische Kraftdichte
Die elektromagnetische Kraftdichte setzt sich zusammerdatLorentz-Kraftdichte
ks = PEa+ (j xB), (11.297)
und derlnhomogenitats-Kraftdichte
kL:%(E-ﬂ,a—ﬂ~5,a+D~E,a—E-D,a) , (11.298)
die die Gesamt-Kraftdichte
ka = K + k. (1.299)

ergeben. Die Inhomogenitats-Kraftdichte 1aR3t sich nsteblarisation und Magnetisierung umschreiben.
Wir verwenden

D=¢g&-E+P
1
H=ko-B—M Ko = I
und ersetzen entsprechend. Es folgt
k'aZ%(KOB Ba—B-M,—koB-B,+M-B,
+ &E-Eaq+P-E,—€E-E,—E-P,)
k!a:}(M'E‘a_E'M,a“FE'E,a_E'E,a) . (11.300)
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Wir leiten noch eine andere Formel fidrab, die in einem isotropen und linearen Medium gilt. Wir ver-
wenden hier:
B = pouH, D = &eE

und erhalten:

1
k'a:§ (MopH-Ha—H-pop-Ha—H-ptopta-H
+60eE-E ,—E- &g E,—E-&o£aE)

= K= S (B3 + poHOm) (11.301)

Kraft auf eine Punktladung e am Ort X (t) im Vakuum

Die Ladungsdichte hat die Form

p(x.t) =ed(x—xo(t)) - (11.302)
Die Bewegung der Ladung erzeugt eine konvektive Stromdicht
T =px1) - v(xt) =ed(x—X(t)) -v(xt) . (11.303)
Zur Kraftdichte tragt hier nur der Lorentz-Term bei, und ggitat sich
K- =ed(x—xXo(t) E(x 1) +ed(x—Xo(1)) - v(x,t) x B(x,t) . (11.304)
Volumen-Integration liefert die Kraft
K= [Khav

K" =e/ 3(x—Xo(t))E(xt) dV+ e/'6(>_<—>_<o(t))\_/(>_<,t) x B(x,t) dV

K- =eE(xo,t) + evxo,t) x B(Xg,t) (11.305)
die als Lorentz-Kraft bekannt ist.

Kraft auf einen Punkt-Dipol im Vakuum

Exemplarisch betrachten wir einen punktfdrmigen magokés Dipol. Er sei charakterisiert durch sein

magnetisches Dipolmomentt). Der Dipol befindet sich am O (t). Die Magnetisierung ist dann:
M(xt) = m(t) 5(x—xo(t)) - (11.306)

Ladungs- oder Stromdichten werden von einem Dipol niché@gy, so dal® nur die Inhomogenitats-Kraft-

Dichte wirksam werden kann. Aus:

1
ka=5(MB,—BM,)

folgt
kTP = % [m(t) - (x— (1)) - GBx.t) ~ B,1) - m(t) - F 8 (x— (1)) | - (11.307)

\olumenintegration ergibt die Kraft
K — / KD v
1
=5 (mit)- [ 3(x—x0(t)) - AxBlx1) AV

—m(t)/E(x,t)-0xa5(>_<—>—<o(t)) av)
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Den die Ableitung ded-Funktion enthaltenden Summanden integrieren wir pactied erhalten

/Eaxaa dvzga‘w —/(axag)adv . (11.308)
=0
Somit folgt:
KE = 3058l 1) + 5 1Bl 1

Wir formen weiter um zu:
Kél;nD = (m(t) 'E(&Jat)),a

oder
K™ =4, (m-B) . (11.309)

Interessant ist noch folgende Umformung:

Ox(m-B) =mx dxxB +(m-05)5+5>< t&mer(B-dg)m )

die
ﬁmD:(mﬁg)EJrC—lzmx GE (1.310)
liefert.
Fir einen elektrischen Dipgi(t) mit
P(x,t) = p(t) - 8 (x—Xo(t)) (11.311)
folgt analog:
K® =0 (p-E) . (11.312)

Insbesondere folgt aus den abgeleiteten Beziehungentangageman:

K™M=0 |, (11.313)
KP=0 (11.314)

wenn magnetisches und elektrisches Feld homogen Birddonst.,.B = const.).

14.2 Elektromagnetische Drehmomentendichte

Die elektromagnetische Drehmomentendidtgetzt sich aus zwei Anteilen zusammen, die in Komponen-
tenschreibweise die Form

Iba = (KaXp — KoXa) + Zab— Zba (11.315)

annehmerk ist dabei die elektromagnetische Kraftdichte dhder Maxwellsche Spannungstensomit
den Komponenten

1
Zab=EaDp + HaBy — 5G(ED+HB) . (11.316)

Der Vektorl der Drehmomentendichte ist hier formal auf einen antisytnswhen Tensok,, abgebildet.
Es gilt
lio=13 , lz=l1 , la1=1l2 . (1.317)
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Der Spannungstensor-Term kann unter Ausnutzung der NMégkgichungen

Da = 80Ea+ Pa
Ha = koBa—Ma

2ab — Zpa =EaDp — EpDa+ HaBp — HpBa
=Ea&Ep + EaPb — Ep&oEa — EpPa
+ KoBaBp — MaBp — KoBpBa + MpBa
=EaR, — EpPa+BaMp — BpMa . (11.318)

umgeformt werden. Betrachten wir ein Index-Paar genaugrpz= 2,b =1,
l12 = kox1 — kiXo + EoPy — B3P + BoMp — BiMo =13
so kdnnen wir in die kompakte Schreibweise
| =xxk+PxE+MxB (11.319)
Ubersetzen. Fur einen magnetischen Dipol mit
M=m-8(Xx—Xg) (11.320)

ergibt sich damit ein Drehmoment

(11.321)

LP=pxE . (1.322)
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15 Hohlraumstrahlung

15.1 Bedeutung der Hohlraum-Strahlung
e Aufgabenstellung: Gegeben ist ein Hohlraum mit elektrigtdal leitender und magnetfeldfreier

Wand auf Temperatuf. Gesucht ist die Energie des elektromagnetischen Feldasktromagneti-
schen Strahlungsfeldes) in diesem Hohlraum.

oV

Vakuum mit

Volumen V,

E(z,t), B(z,t)

[t [t
[eoNe]

— Wand auf T

— Wand elektrisch ideal leitend, d.tr.— «; wegenj = 0E und|j| < » folgt E = 0 in Wand.
Insbesondere gilt dari& |5y =0

— Wand magnetfeldfrei, d.lB = 0 in Wand. Insbesondere gilt daBgq|,, = 0

e Synonyme Bezeichung: Hohlraum-Strahlung = Schwarzkégberhlung

e \orstellung:
Kleines Loch in Wand, einfallender Strahl wird in Hohlraumgut wie vollstandig absorbiert
Kdrper erscheint schwarz

~

e Bedeutung der Hohlraumstrahlung

Hohlraum-Strahlung ist dieselbe fiir eine Vielzahl von Blwagsfeldern, die in einem Volumen V
konzentriert sind und fiir die die Endergie in V sehr viel @bist, als die Abstrahlung der Energie
vom Rand, wie z.B.

— stark erhitztes bzw. gliihendes Metall (Glihlampe!)

— Sonne und Sterne

— 2,7K Hintergrundstrahlung des Universums

e Experimenteller Befund

Strahlungsenergie, insbesondere spektrale Verteilwgyeitgehend unabhamgig vom Material,
sondern hangt nurvon T ab
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e Klassisches Verstandniss scheitert

— Geburtsstunde der Quantentheorie (Max Planck, 1900)

e Klassische Erklarung:

(a) Elektrodynamischer Anteil an der Erklarung: Abzahlenreiheitsgerade des elektromagneti-
schen Strahlungsfeldes, Ergebnris:aber abzahlbar

(b) Thermodynamischer Anteil an der Erklarung: Nach demdBierteilungssatz entfallt je Frei-
heitsgrad die EnergiékBT fur kinetische Energie unékBT fur potentiele Energie

(a) & (b) U — oo; da bei spektraler Betrachtung das Divergenzproblem He¢hé&requenzen (also
im Ultraviolett-Bereich) erzeugt wird, spricht man von d#traviolett-Katastrophe!

e Losung der UV-Katastrophe durch die QM:

(a) bleibt erhalten (siehe 15.2)

(b) Energie ist nicht mehr fir jeden Freiheitsgrad gleicbgtienzabhangige Besetzungszahlen nach
dem Planck’schen Strahlungsgesetz; Ableitung im RahmevildéThermodynamik und Quan-
tenstatistik”

15.2 Zerlegung des Strahlungsfeldes

15.2.1 Hohlraum beliebiger Form

oV

Formulierung des mathematischen Problems mittels elnerfiateA, @ in Coulomb-Eichung:

1
O A — gdtZA: 0 (1.323)
) = (1.324)
KA=0 (1.325)

Ohne detaillierte Diskussion geben wir an, dass die Lap@&leéchung zusammen mit Randbedingungen

®=0
ergibt.
Es verbleibt das Problem
1
O A — ngZA: 0 (11.326)
oxA=0 (1.327)
mit den Randbedingungen
Alsy =0 (11.328)

(Gxx A)nlov =0 (1.329)
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Die Randbedingungen folgen aus

E=-4A (11.330)
B=dxA (11.331)

und den Stetigkeitsbedingungen frund B, an der Hohlraumwand bei verschwindendfrund B, in
der Wand selber.

Separations-Ansatz:

1 .
A(x,t) = —q(t)E(X 11.332
Alxt) \/S—OQ( JE(X) ( )
.1
= qd’E~ SHE=0
(1.333)
a2 Lgga—o =123
q X - ?q - ) a= ) &
2E2 g .
c? B T const= —w? (Separationskonstante (11.334)
= §+w’q=0  (HarmOszillaton (1.335)
2 wz = 2F wz -
QPE + SE=0 baw GPE+ SE=0 (1.336)
Eigenwert-Problem:
2
g W
0’E=-E (1.337)

mit dem Eigenwert—‘(‘:’—z2 bzw w und der Eigenfunktiof. Dady? Hermitescher Operator auf, gilt
E ¢ LyVv) (11.338)

lLA. gibt es nicht nur einen Eigenwert und eine Eigenfunitso dass Nummerierung mit Index m erfolgt.
Die konkrete Form der Eigenwertay, und Eigenfunktionek, hdngt von der Geometrie vdhab.

Die Normierung wird so vorgenommen, dass
/ E E. dV=&m (11.339)
%
Die {E,} bilden ein vollstandiges ONS, also eine ONB. Somit gilt
1 .
Alxt) = %Eqm(X)Em(x) (11.340)
Die Partial-Lésungen heissen Moden des Strahlungsfelugsist dementsprechend der Moden-Index.

FurE undB folgen

Ext)=-% \/—t_oqm(X)Em(x) (11.341)
Bixt)=73 \/—t—oqm(x)agx En( (11.342)

Analytische Losungen des Eigenwert-Problems sind nurifilaehe Geometrien fur V méglich wie Wiir-
fel, Quader, Zylinder, Kugeln u. &.
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15.2.2 Wairfelférmiger Hohlraum

Ldsung von:

durch weitere Separation

i V=1L
L
R W2 ~
alea = —FEa
E2(x) = E262 (x0) Ba0%) ¥(%a) (11.343)

= bei bei voribergehender Unterdriickung der Indizes

w
a’By+aB’y+aBy’ = —gaﬁy (11.344)
a// B// y/ wZ
— =t ==

T TETy @ (1.345)
(11.346)
ai’ — _ka 2= const
%} = _kng = const k?mz'i' k%mz + kgmz = c_w22
‘% = —k§,2 = const
Dgln fur a, B,y sind ,,Schwingungs-Gleichungen® mit den allgemeinen La@@m
ad(xq) = sin(k§x1 + ¢3) (11.347)
Ba(x2) = sin(K3 X2 + 5m) (11.348)
Yn(Xs) = sin(kgmXs + $3m) (11.349)
= ér?]()_() = Easm( ai‘mxl + ¢fm) Sin( ngZ + ¢§m) Sin(kng3 + ¢?{:‘m) (”-350)
Rand- und Eichbedingungen legen Hig und¢’s fest:
e Betrachtung der Stetigkeit d&f
Erln ist tangential bzglx,-Komponente und bzgksz-Komponente
=Elx=0=0 = ¢3,=0 (1.351)
Elx=0=0 = @,=0 (1.352)
Elxp=L)=0 = @mLzrm:>@m::gp (11.353)
Elxg=L)=0 = @mLzrm:>@m::§q (11.354)
mit pg € N (11.355)

= EL = ELsin(ki X1+ o1 sin(kdx2) sin(kixa)
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analog furE2, ES,

E2 = E2sin(kfpx1) sin(kKamXz + $2m) Sin(K3nX3) (11.356)
ES = E3 sin(iS,x1) sin(kK3,x2) sin(kK3xz + 63 (1.357)
e Betrachtung der Coulomb-Eichung
&A=0 = &E,=0 (11.358)
= kimEmCosKiX1 + 1) Sin(k3X2) Sin(kgnXs) (11.359)

+k%mér%15in(k%mxl) Cos(k%mXZ + ¢22m) Sil’l(k%mX3)
—i—kng%Sin(k‘;’le) Sin(kngZ) COS(k‘;’mX3 + ¢3§m)

=0 VX1, X2, X3
= trigonometrische Ausdrucke mussen sich in jedem Summaaggtdammern lassen, also gleich
sein
1 2 3 n
Pim = Oom = P3m=—75 (11.360)
Kim = Kfm = Kim = gml =kim M eN (11.361)
k%m:k%m:kgmzi_:mlz:kZm m €N (11.362)
k%m:kgm:kgm: gml::KBm mg €N (11.363)
(11.364)
= Eikim+ E2kom+ ESkam =0 (11.365)
Eml_(m =0

5 Eq kim
Em = g% ) l_(m = k2m
Er?’] I(3m

=E, L k, (transversale Polarisation)

= 32 linear unabhangige,, aIsoEnaq mit o = 1,2 d.h. 2 linear unabhéangige Polarisationsrich-
tungen!

e Betrachtung der Stetigkeit d&,

alle Konstanten sind bestimmt, somit sind keine zusatehicBRedingungen zu erwarten, allerdings
ist zu prufen, ob Konsistenz vorliegt:

(OxAn  —  (GxxEmn (11.366)
(OxxEmha = ESm\Z - E2m\3 (11.367)
= ...sin(klmxl) — ... sin(klmxl)

= (&xEn)x =0Dbeix; =0undx; =L

analog

(xxEm)x, =0 bei =0 und x=L

(xxEp)x, =0 bei x3=0 und xg=L

(11.368)
= Randbedingung fiB, erfullt.
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e Zusammenfassung der Eigenfunktionen

Er E T moms SIN(M {x1) cog My {1 x) sin(ms x3)

- Er}]fnm cogmy {'xq) sin(mz {x2) sin(mMg {x3)
mympmg (X) = i os(m :
3 mpms SIN(My 1) Sin(m f1x2) cog Mg Ix3)

(11.369)
o=1,2 m,mp,mz € N, wobei 2 m’s nicht gleichzeitg 0 sein diirfen
crmt
Wy mpmg = 77/ M + Mg+ mg
e Bestimmung del?ﬁ,‘fl’mzm3 aus Normierung
e Man schreibt haufig auch weiterhiih,, wobei man untem einen Vierfach-Index
m= [g, my, my, Mg (1.370)
versteht.
15.3 Energie der Hohlraum-Strahlung
e Energiedichte:
1
= é(@ﬁ-ﬂ)
Lyt
= 2(£0E IJOE ) (1.371)
e Energie:
U= /u v (11.372)
~ Ly L En) o< E 11.373
=5 [ VIEo(Y T tnEn)+ (Y —ndox En?) (11373)
1 . [ Ao
=5 ZQan/ dVEE,
2 m n
———
=%mn
c?
E%Z mqn/ dVﬁxxE 0X><E
:&j‘am (NRx)
1 (1.374)
V=33 -

o Uni=3(G3+ wia2)

ist die Energie eines klassichen harmonischen Oszillators
= Strahlungsfeld als Ensemble entkoppelter harmonischatl&sren interpretierbar
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e Nebenrechnung (NR *)
22 / dVax Endx En = 26mn (11.375)
d«(axb) =bdxa—adkxb
sei  a=dxEn
b = En
Ox (Oxx EnxE,) = Endéx Oxx Enm— (Oxx Em)(dlx En)
Ox X Emaxx En = En(aé aZEm_ % “Em)
=0 77(:%25}0
— 0k (Oxx Ep X Ep)
2
- C—‘*’;“EWEH A (B EnxEy) (11.376)
. R R a)r% . .
= / dVoyx Endxx Ep = ?/ dVEE,
~ f(0xEnxEy) dS (11.377)
oV
Auf gV gilt aber:
alem = (alem)H da (aéx Em)L =0
En = (En)L da (En)H =0
{(dXXEm)H X (En)l} 1 dS
= (OkxEmx E,) dS=0 (1.378)
= / AV x Endix By = <2 nn (11.379)
15.4 Ultraviolett-Katastrophe
e Klassische Thermodynamik : Gleichverteilungssatz
je Freiheitsgrad kinet. Energie : %kBT
je Freiheitsgrad pot. Energie : %kBT
1 1
=Un= ékBT + ékBT =kgT (11.380)
U= kT - (11.381)
%
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e \erhinderung der Ultraviolett-Katastrophe
klass. harm. Oszillatoren> quant. harm. Oszillatoren = Photonen
d.h. Ubergang von

durch HA-Trafo zu

__Om s
am= 2ﬁwm(qm+wmpm)
. G b
a‘m_\/m(qm wmpm)
=U= z homaiam (1.382)
m
danach:
an — &n Vernichtungsoperator (11.383)
a;, — &, Erzeugungsoperator (11.384)
(11.385)
U — H (Hamiltonoperatoy (11.386)
A 1.
— a+ 4
H= ;ﬁw(amam+ EI) (11.387)

Die Abhangigkeit der Besetzungszahlen von der Temperatdrim Rahmen der “Thermodynamik
und Quantenstatistik” untersucht!



KAPITEL Il

EINFUHRUNG IN DIE SPEZIELLE
RELATIVITATSTHEORIE

1 Die Relativitatsprinzipien der Newtonschen Mechanik undder Elek-
trodynamik

Eine zentrale Rolle spielt in diesem Abschnitt der Begrd&dnertialsystems. Darunter verstehen wir ein
Bezugssystem, in dem sich jedes massive Oljekt 0), auf das keine eingepragte Kraft wirkt, gleich-
formig geradlinig bewegt. Es gilt also das Newtonsche Teitggesetz uneingeschrankt:

mK 0 (I1.1)
V,

:K:
=X+ Vot (I11.2)

—

IX 1

Begriff: iners= trage (latein)

Aus der klassischen Mechanik ist das Galileische Relatsfitrinzip bekannt: Das Grundgesetz der Me-
chanik

mx = K (1n.3)

besitzt in allen durch Galilei-Transformationen ausedwnhervorgehenden Inertialsystemem dieselbe
Form, auch genaniorminvarianz oderKovarianz.

Die Anwendung der Galilei-Transformation

X =x—v-t (111.4)
wollen wir exemplarisch fur ein mechanisches Teilcheresydbetrach-
ten, dald uber Zweikorper-Potentiale miteinander wectidedie Be- x %
wegungsgleichung fiir Teilcheklautet dann irx
MaXp = _dxgvAB(b_(A—)_(BD : (1.5)
In % gilt
Xp = Xa — Mt (111.6)
Xp=Xp—V (n.7)
K = X (111.8)
Xa—Xg| = [Xa—Xg| (1.9)
9%

(9X/ = (95 ((9X/a = axb . 07 = axbaoa: axa) . (|||10)
a
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Folglich erhalt man
mAXk:—l?x;gVAB(IXA—XBI) : (I1.11)

Die absolute Zeitwird bewahrtt = t’. Verallgemeinert auf beliebige Krafte gilt dann
Masy =Ka" = maXa=Ka . (I1.12)

Eine ausfihrliche Erérterung der Forminvarianz des 2. Masathen Gesetzes wurde bereits in der Vorle-
sung “Theoretische Mechanik” vorgenommen. Wir verweisarudauf unser Mechanik-Skript, Abschnitt
2.2.

Gilt fur die Elektrodynamik — d.h. fur die Maxwellschen Gtaungen — dieses Relativitatsprinzip auch?

Nein, die Maxwellschen Gleichungen sind nicht kovariaritbebergang von einem Inertialsystem in ein
anderes Inertialsystem, der durch eine Galilei-Transétion realisiert ist. Vorgefuhrt wird dies nicht, da
wir bisher sowieso die Maxwell-Gleichungen nur in einemanitien Medium kennengelernt haben.

Existiert ein anderes Relativitatsprinzip fur die Eleklyoamik; gibt es eine andere Transformation, die
ein Inertialsystem in ein anders Inertialsystem uberfuhd bei der die Maxwell-Gleichungen kovariant
bleiben ?

Ja, es existiert ein Relativitatsprinzip; als Transfoiioraist die sogLorentz-Transformation anzuwen-
den. Dann sind die Maxwellschen Gleichungen in allen Iatsystem kovariant.

Die Gltigkeit dieses Prinzips wird letztendlich nur duikperimente bestéatigt. Davon gibt es eine Viel-
zahl; das von Michelson (1881) ist das beriihmteste. Es wiestgestellt, dal? die Lichtgeschwindigkeit
im Inertialsystem eine vom Bewegungszustand der Lichtquglabhangige universelle Konstante ist. Da
Licht nichts anderes als eine elektromagnetische Wellkdstnen wir sagen: Der Michelson-Versuch zeigt,
daR in allen Inertialsystemen fur elektromagnetischel&istingen im Vakuum die Wellengleichungen

1
O7A— gaﬁézo (111.13)
1
afqn—?aﬁqa:o (11.14)
OxA+ C—lzdtdb =0 (Lorentz-Eichung) (111.15)

mit gleichemc gilt.
Weitergehend gilt auch die Kovarianz bei den inhomogeneic@Glngen:
92a— L 02A— _ o] (111.16)
xB— 2% A= —Ho] '
1 1
2 2q) —
dzdb—?dttb_—g—op (1.17)

die ja bekanntlich aquivalent zu den Maxwell-Gleichunged s

Das Postulat der Allgemeingliltigkeit des Relativitatspips wurde von Albert Einstein im Jahr 1905
aufgestellt.
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Relativitatsprinzip
e Physikalische Gesetze haben in allen Inertialsystemergutich Lorentz-Transformationen ausein-
ander hervorgehen, die gleiche Form (Kovarianz, Formiana).

e Die Geschwindigkeit des Lichts ist unabhangig von seinezl@u

2 Eigentliche Lorentz-Transformation

Wir betrachten zwei Inertialsysteme, die sich langsxddszw. x;-Achse mit der Geschwindigkeitzuein-
ander bewegen. In den Urspriingen sitzt je ein Beobachter.

Zum Zeitpunkt = 0 sollenx; = 0 undx] = 0 zusammenfallen. Zu diesem Zeitpunkt werde im gemeinsa-

men Nullpunkt ein Lichtblitz ausgesandt. Jeder Beobadigbauptet nun im Mittelpunkt einer objektiven

Kugelwelle zu sein, da ja beide Systeme gleichberechtigt si
S: X =ct?
S KP4 = oA

Das ist ein logischer Widerspruch. Zu dessen L6sung darfdibd-orm der Glei-

chungen nicht grundsatzlich verandert werden (Kovarjahsbar ist der Wider- %
spruch, wenn jedem Bezugssystem eine eigene Zeit zuge¢avadealso

T X+ -cti=0 (111.18)

S XSttt =0 . (111.19)
Die linken Terme muissen bei der Transformation kovariaint s@ dal3 gelten muf3:

32 33 +33 — 2 = ¥ 2 + %% + X7 — &2
Naheliegenderweise gty = x, undxs = X5 so daf}
X — A2 =x%—c&t? (I11.20)

verbleibt. Die Bedingung ist nun durch eine lineare Tramsfitionx; = X (x1,t), t' =t'(x1,t) zu erfillen.
Dementsprechend ist allgemein anzusetzen.

Xy =apXg +agqd (111.21)
t' = ag1x1 + agdt (111.22)
wobei die Koeffizientemy 1, a14,a41 Undays zu bestimmen sind. Eingesetzt folgt:
x§ — Ct? = af ;X + 2aq1a0axat + % — ¢ (85XE + 2au8uaxat + a54t%)
= (af;—c?agy) x§ — 2 (a§4 - C—lzaﬁ) t%+ 2x1t (ag1814 — C*a41844)
Damit diese Beziehung identischyip undt erfillt wird, missen entsprechende Koeffizienten gleiéh:se
1=a%, —c%a3, |, (111.23)
1:a§4—c—12a§4 : (111.24)
0=ajja;a— CCayaus - (11.25)
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Als vierte Gleichung betrachten wir den Ursprung @®(x; = 0), der sich mit der Geschwindigkeitin X
bewegt, alsx; = vt und folglich

0= Xll =ay1X1 +auat = (a1 v+ ana)t . (111.26)
Die letzte Gleichung liefert
ajq = —Vau1 . (|||.27)
Gleichung (I1.25) liefert:
2
a11d14 Voan
_ i 111.28
= 2 au ( )

Diese beiden Ausdriicke eingesetzt in die beiden Gleichuige23) und (11.24) liefern

2 4 2 2
Ve a Ve a
1_a§1—c2—-£_a§1<1——.£> , (111.29)
ct a2, ¢ a3,
1 Vv oad
1:a§4—?v2a§1:a§4< —g'%) . (111.30)
Ay

Damit

N

2
ajp=ajz  bzw. a1 =aus

Das mogliche negative Vorzeichen schlie3en wir aus, dalslbaye > 0 als auchass > 0 sein mdgen, um
beiv = 0 die identische Transformation zu erhalten. Dies ausndtiiefern die Gleichungerl(.29) und
(11.30)

Ay = ! a1 = ! (11.32)
T iweE HT v '
SchlieRlich
v v 1
apyu=———————— , Y =—— —— . 111.32
N e v-T R 1w (l-32)
Es gilt also:
XVt _ _
X’l—\/ﬁa Xo = Xa, X3 = X3 (11.33)
t— V-X1
= (I11.34)
V1-v2/c?
Die Formeln werden nach ihrem Entdecker H.A. Lorentz behann
Im Matrizenkalkll nimmt die Lorentz-Transformation die skt
, S
X _ X2
|| o o1 o Xa (111.35)
ct/ —v/c 0 1 ct

sz 00 ree

an. Die Umkehrtransformation ergibt sich, wie man leicldhmachnet, einfach durch Ersetzen wadturch
—v, was aufgrund des Relativitatsprinzips ja auch klar ist:
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/ /
xl_% (111.36)
—V/C
X2 :Xlz
)%leg
t/+ lX/
g1 (11.37)

/imvje

Bemerkung: Die fir die Inertialsystemg und%’ abgeleitete Transformation heif3t
spezielleLorentz-Transformation. Lieg¢ nicht entlang einer Koordinatenachse
und sind die zwei Inertialsystenie 3’ noch gegeneinander verkippt, gelangt man
zur allgemeinenLorentz-Transformatior. und 3’ kénnen durch Drehungen im -
2% in zwei Inertialsystem& und’ iberfiihrt werden, so daR je eine Koordinate®
mit v zusammenfallt.

3 Folgerungen aus der Lorentz-Transformation

3.1 Relativierung der Gleichzeitigkeit

Zwei EreignisséA undB mit den Koordinaten irt

. A
A X6t
B: X885

werden betrachtet. IR’ entsprechen diesen Ereignissen die Koordinaten (nur Zeit)

A V A B v B
w_ oA R

e L ive

tB_tA_l XB_XA
8 A = 2 (%) : (111.39)

ViV

Gleichzeitigkeit inZ, d.h.t® = tA bedingt aber nicht Gleichzeitigkeit &. Fiirx§ = x/ folgt

(111.38)

Somit ist

8 £ tA (111.40)

3.2 Langenkontraktion

Ein Stab der LangE ruhe inZ’ auf derx}-Achse:

s (11.41)
Wir vermessen diesen Stab vanaus. Dazu muissen wir offenbar Anfangs- und Endpunkt deseStab
gleichzeitig fixieren. Die Differenz der Koordinaten deris@ festgelegten Punkte liefert die Lange

[=x§—x§ . (11.42)
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!
s 2
@ 1
% % X
| |
X1
xq x|
Nun gilt
_ _ e_ ta
& i = X Xal;_‘\’/it/czt ) (111.43)
Da wir x§ undx§ zum gleichen Zeitpunkf = t@ feststellen, ergibt sich
|’_ﬁ2/02 , (l1.44)
I <V

Der bewegte Stab ist kiirzer als der ruhende. Die Uberlegilingug in Bewegungsrichtung.

3.3 Zeitdilatation

Wir betrachten eine i’ beix; = x, = x5 = 0 ruhende UhA. A gleitet an inZ ruhenden Uhren voriiber,
die alle bzglX synchronisiert sind.

Wir betrachterB undC, die in X ruhen,B beix; = x, = X3 = 0 undC beix; = d,xo = x3=0. AundB
zeigen beim Vorbeigleiten aneinander Null Uhr an. Diesesdris hat also die Koordinaten

b3 s 2. X1=X=X3=t=0 |,
’ Z/Z X’l:X/2:X,3:t/:O

Fur das Ereignis des Vorbeigleitens vAanC gilt

2. X=dXx=x3=0 ,

Eingesetzt in die Formeln fir die Lorentz-Transformatiolgf

. d-wt
1—v2/c2
_wd
I c?
V1-v2/c2
Somit
d
t=-
v
und 2
t— 5t 2
=& 1Yy (I11.45)
V1-2/c? c?
d.h.

t'<t . (111.46)
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Die Uhr A zeigt beim Vorbeigleiten a@ die Zeitt’ < t an, obwohl beim Vorbeigleiten vot andB beide
Uhren die gleiche Zeit Null angezeigt habenXrwird die Zeit gedehntZeitdilatation .

Immer geht also die relativ zu einem Inertialsystem bewelteim Vergleich mit den im Inertialsystem
ruhenden Uhren nach, wobei man wegen der Bewegung immeauafi@rid anderen Uhren des Inertialsy-
stems vergleichen muf3.

Eigenzeit

Unter Eigenzeitr einer Uhr verstehen wir die in ihrem Ruhesystem gemesseiheBésvegt sich die Uhr

in einem Inertialsyster, so gilt
=4/1-Vv2/c2t . (1.47)

t
o/\/l . (I11.48)

Weitere Uberlegungen zur Eigenzeit folgen im Absch@iitiSpeziell-relativistische Punktmechanik’).

Farv(t) gilt

3.4 Additionstheoreme fur Geschwindigkeiten

In 2’ bewege sich ein Punkt mit der Geschwindigkeit

dx, dx, dx
gl = (uél_au/27ul3) = <d_t}a W7W)

Durch Differenz- bzw. Differentialbildung folgt aus der temtz-Transformation

, the=dx, , dg=dX

woraus die Geschwindigkaitdieses Punktes ik bestimmt werden kann. Es ergibt sich

dxg  dxg+vdt d)fH—v up+Vv
ul e E e dt/+ v d e d)dl = V-U/ N (“I.49)
z 1+_VZ'W 1+
2
Zz wYI-E 1ok (111.50)
= — = = y .
dt — dt+5d4 1+(¥2(ii)td/l 1+vu1
Wy /1%
u3:37vuC . (111.51)
1+t

Diskutieren wir insbesondere den Spezialgli= u; = 0. Wennu) = cist, so folgt

cC+Vv
Uy=-—-===C 111.52
1 T ( )

Istu) < c, so folgt auchu; < c.

Wenn man zur Lichtgeschwindigkeit eine weitere Geschvgkeliit addiert (oder subtrahiert), ergibt sich
stets wieder die Lichtgeschwindigkeit. Die Addition zwelignterlichtgeschwindigkeiten ergibt stets wie-
der eine Unterlichtgeschwindigkeit.
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4 Der Minkowski-Raum

Die Formeln der Lorentz-Transformation zeigen uns, dafiniRand Zeit nicht wie in der vorrelativisti-
schen Physik getrennt voneinander betrachtet werden kéSeskommt z.B. der Aussage ,es finden zwei
Ereignisse gleichzeitig in einer bestimmten Entfernungemander statt* offenbar nur in Bezug auf be-
stimmte Inertialsysteme einen Sinn zu. Wir missen uns desba einer solchen Ausdrucksweise trennen
und zu bezugssystemunabhéangigen Begriffen tbergehen.

Der elementare Begriff ist der des Ereignisses. Ein Ersgfiiwird durch drei rAumliche Koordinaten
X = (Xg,%2,X%3) und eine Zeitkoordinatebeschrieben. Wir definieren nun einen Abst&wmvischen zwei
Ereignissensy und &g mittels der Formel

§ =04 —x0)%+ 06 —x5)%+ (06 —x3)° — - (1"~ 17)%. (111.53)

Die GroReS’ ist offensichtlich eine Invariante — die sogenannte Funefatalinvariante — beim Uber-
gang von einem Inertialsystem in ein anderes. Wir haberedise ja gerade benutzt, um die Lorentz-
Transformation abzuleiten.

Fur infinitesimal benachbarte Ereignisse gilt entspredhen
dS = dx¢ +dxg +dxg — c?- dt? (111.54)

Damit hatdS in allen Inertialsystemen den gleichen Wert. Diesen Albt@axakt miRte man sagen:
das Abstandsquadral® kann man nun als GréRe in einem vierdimensionalen Raunpirstiéeren. Wir
fiihren neue Koordinateft,..., &% ein, wobei

l=xg , &=x , &&=x (I11.55)
und als vierte Dimension die Koordinate
E=c-t (Galileische Koordinate) (11.56)
definiert wird. Damit folgt
dS = (d&Y)*+ (A% + (d&3)* — (de*)® . (I11.57)

Bei d< handelt es sich um einen Spezialfall der allgemeinen Riliftem der Differentiala&’ von der
Form

IN

ds = Zgijdfidfj . (111.58)
i=1]=1
Wie lesen ab, dalR hier gilt
1 0 0 O
01 0 O
@)=| o 0o 1 o (111.59)
0 0 0 -1

Im Minkowsi-Raum ist statgij auch die Bezeichnung;; gebréuchlich. Die GroRég;j) heifldt metri-
scher Tensorodermetrischer Fundamentaltensordes durch die Koordinateftt, £2, &3, £4 aufgespann-
ten Raumes. Dieser vierdimensionale Raum Widkowski-Raum oderRaum-Zeit-Welt genannt.

Die Koordinatené®, ..., &4 bilden offensichtlich kein kartesisches Koordinatensystdenn dann miiRte
fur gjj die euklidische Metrik

(&) = (111.60)

[oNeNell o
[cNeN N}
O OO
= O OO
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gelten; ein euklidischer Raum wiirde vorliegen. Die Kooatimé?®, ... 4 des Minkowski-Raumes bil-
den einen speziellen Satz von krummlinig-schiefwinklig@ordinaten. Verkirzt spricht man einfach von
krummlinigen Koordinaten, auch wenn ggf. die Koordinait@eh gar nicht gekrimmt sondern nur schief-
winklig sind. Eingefiihrt und ausfihrlich erdrtert wurdemukimlinige Koordinatensysteme in der Vorle-
sung “Theoretische Mechanik”. Wir verweisen auf unser Matk-Skript, Abschnitt 1.2. Dort wird zwar
nur der dreidimenisonale Raum betrachtet, aber die Venalégnerung auf einen vierdimensionalen Raum
bereitet keine Schwierigkeiten; die Uberlegungen und digatdahl der Formeln bleiben giiltig, wenn eine
vierte Koordinate hinzugenommen wird. Insbesondere wedie Summationen statt von 1 bis 3 einfach
von 1 bis 4 erstreckt. Wir erinnern an die Vereinbarung, diéss$ndizesa, b, ..., hvon 1 bis 3 laufen und
die Indizesi, j,... von 1 bis 4. AuRerdem wenden wir die Einsteinsche Summemkudionen an: Uber
in einem Term doppelt auftretende Indizes wird automatsahmiert. Einige Uberlegungen zu krumm-
linigen orthogonalen Koordinatensystemen befinden sich do@reits in Abschnitt.5 des vorliegenden
Skriptes. Wir wollen hier nur die wichtigsten Eigenschafédigemeiner krummliniger Koordinatensyste-
me aufschreiben und dann die Spezialisierungen fur dendwski-Raum vornehmen.

In krummlinigen Koordinatensystemen kann man in jedem Pdak Raumekovariante Basisvektoren
b, undkontravariante Basisvektorenb' einfiihren, die i.a. weder die gleiche Richtung noch diedjlei
Lange haben.

Die kovarianten Basisvektordmschmiegen sich an die jeweiligen Koordinatenlinien an s8id definiert

durch )
X
(vgl. Mechanik-Skript, Gl. (1.33)).

Die kontravarianten Basisvektorbhstehen auf den Flachen senkrecht, die entstehen, werteli¢or-
dinate konstant gehalten wird. Sie sind definiert durch

p = %%

b= (I1.62)

(vgl. Mechanik-Skript, Gl. (1.36)). Im vierdimensional®&aum sind die “Flachen” dann dreidimensionale
Hyperflachen.

Die ko- und kontravarianten Basisvektoren stehen aufgitured Konstruktion senkrecht aufeinander, also
b LB, i#k . (111.63)
Skalarproduktbildung fuhrt auf

ox &< &k
..k:—_..—:—_: k .
b b = g5 G —ga =3 (111.64)
wobei ¢ das Kronecker-Symbol darstellt.

Die Skalarprodukte der kovarianten Basisvektoren umaraier definieren gerade den bereits erwahnten
metrischen Tensor, der sich allgemein in der Form

Oik = by - by (11.65)
schreibt. Kompakt als Matrix kdnnen wir auch schreiben

9= (gi) = (b-b) - (I11.66)

Das Skalarprodukt der kontravarianten Basisvektorerraimander wird mit

gk =p' b (111.67)
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bezeichnetg als Matrix aufgefaRRt erweist sich gerade als das Inverségph Wir schreiben

gl= (gik) . (111.68)

Der Verschiebungsvektai¢ in einem beliebigen Punkt des vierdimensionalen Raumes kan mit bei-
den Basissystemen dargestellt werden, also

dé =b'-d§ (111.69)
oder _
d& =b-d&' . (111.70)

Natirlich sind die Koeffiziented& bzw. d€' bei Benutzung verschiedener Basisvektoren ebenfalls ver-
schieden, obwohl es sich um die gleiche physikalische ®¢al hier ausgedriickt duraé — handelt.

dé&; sind die kovarianten Koordinatendifferentiale whfi entsprechend die kontravarianten.

Mit Hilfe des metrischen Tensors und seines inversen Terlassen sich ko- und kontravariante Kompo-
nenten beliebiger GroRen ineinander umrechnen. Wir begaaies am Beispiel der Koordinatendiffe-
rentiale. Es gilt

d& = gidé* (I11.72)
bzw. _ _
dél=gldg . (111.72)
Dies ist leicht einzusehen, denn skalare Multiplikation #l.69) mit b, und von (11.70) mit b! fuhrt auf
be-d€ = by -b'd& = §dg = dé (111.73)
bzw. _ _ _ o _
bl.df =bl - bdé' =o'de' =dg) . (I11.74)
In einem weiteren Schritt folgt bereits
dé = by - d€ = by -b;d&) = gy;dé! (111.75)
sowie . . . _
dél =bl.dé =bl-b'd§ =gl'dg . (111.76)

Wir verifizieren hier auch gleich noch die obige Aussage, @;ﬂ@ das Inverse voliigi) darstellt. Nach-
einanderausfiihrung der beiden letzten Gleichungentiefer

dé = gkjdé) = giyg’dg (11.77)

Folglich muf3 _
99" = & (111.78)
gelten.

Diese ganz allgemeinen Regeln sollen jetzt auf den Minkewskim angewendet werden. Wir schreiben
das Abstandsdifferential in verschiedenen Formen, d.h.

dS’ =d& -d& (11.79)
=b'd&-bld&; = gl d&dé; (111.80)
=Dbd¢'-b;d&! = gjd&'dé] (111.81)

=bd&'-bld&; = 5dE'dE; = dE'dE . (11.82)
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Der metrische Tensor und sein Inverses sind hier rechtainfad stimmen sogar tberein:

10 0 O
9-9"=| 5 0 1 o (.83
0 0 0 -1
Somit gilt
déd=dé& , (a=1,2,3) (111.84)
dé4=—dé&; . (111.85)

Bemerkung:Prinzip des richtigen Indexbildes

Der Kalkul ist so konstruiert, daf das Indexbild einer Gieieg folgenden formalen Regeln gentigen muf3.

e Esist zwischen freien Indizes und Summationsindizes zersoheiden.

e In einer Gleichung miissen rechts und links des Gleichtedlsens die gleichen freien Indizes vor-
kommen.

Gleiche freie Indizes mussen den gleichen Charakter (kaviabzw. kontravariant) und damit die
gleiche Hohenpositionierung (unterer bzw. oberer Inde)em.

Bei doppelt auftretenden Summationsindizes (auch gggttidizes genannt) muf3 ein Index kova-
riant und der andere kontravariant sein.

e Die Umrechnung von ko- und kontravarianten Indizes ineileamach den Formeln
T =g*T . (111.86)
Ti = gi T~ (11.87)

wird auch “Indexziehen” genannt.

Wir wollen nun einige Uberlegungen zur Lorentz-Transfatioraim Minkowski-Raum anfiigen. Aus der
Invarianz vonS? bzw. dS hatten wir die spezielle Lorentz-Transformatioh.85) abgeleitet. “Speziell”

wird sie in diesem Fall genannt, weil die Koordinatensys&nund >’ achsenparallel zu und auBerdem
nicht gegeneinander verdreht sind. Wir schreiben Gleigh{lih35) in der Form

& =14 (111.88)
bzw. differentiell
dé’ = Lgdé! (11.89)
mit
1 00 &
V=TT VI 22
A 0 10 0
ES_(LSJ)_ o 01 o (111.90)
—v/c 0 1

ez 00 ree

Die inverse spezielle Lorentz-Transformation berechreat sharaus zu

1 +v/c
e o
1 i) 0o 10 0
Li=(9)=] o 01 o (11.92)
+v/c 0 0

1
\/1-v2/c? \/1-V2/c?
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Erwartungsgeman ergibt su:}g ausLg einfach durch Vorzeichenumkehr verfv — —v); die den Uber-
gang vonx nachZ’ beschreibende Transformat|0n wird wieder rickgangig géina

Auf die Annahme der speziellen Lorentz-Transformatiorzighiten wir jetzt.L = (Lij’) beschreibe eine

allgemeine Lorentz-Transformation vé@nnach’. v ist nicht mehr achsenparallel udund %’ kénnen
beliebig gegeneinander verdreht sein. Wir setzen an

dé’ =Lidgl (11.92)
Vermittels der Gleichungenl(.71) und (11.72) folgt
dfi/ = gi/k/dfk/ = gi/k/Lﬁ.dEm = gi/k/Lkr;]gmndEn . (|||93)

Die Symmetrie des metrischen Tensors ausnutzend ist zaikehr

d& = gineg™LidEn (111.94)
Die Invarianz vord & liefert
S? = d&dE" = gLk L d&rdE] (111.95)
=dS =d&dé! | (111.96)
woraus die Forderung
Gineg"MLLY = 37 (111.97)

zu erhebenist. Dies sind 10 Bedingungsgleichungen aldfgiman beachte die Symmetrie des Kronecker-
Symbols, weshalb nicht 16 sondern nur 10 Bedingungsglaméifolgen. Determinantenbildung liefert

det(gyic) det(g"™) det(Ly) det(L]) =1 (11.98)
bzw. kompakt geschrieben

detg detg (detl)® = (detL)’ =1 . (111.99)

Die Losung det = +1 kennzeichnet dieigentlicheLorentz-Transformation. Dieser Wert bririgmit ei-
ner Drehung im Minkowski-Raum in Zusammenhang. Die Los\ety & —1 beschreibt die uneigentliche
Lorentz-Transformation; sie enthdlt eine vierdimensier@piegelung.

Explizit geben wir die allgemeine Lorentz-Transformatiomier nicht an, da fir sehr viele prinzipielle An-
wendungen die spezielle Lorentz- Transformatlgrausrelcht UnL im Detail auszurechnen, wirde man

neber® undZ’ zwei Hilfskoordinatensysten®, undZj, einfilhren>y undZ}, sind nicht gegeneinander

verdreht und ihré1- bzw. El -Achsen sind parallel zu. Die Lorentz-Transformation zwischeiy und
h istdann geradeg. Nun sind einfach noch zusatzliche dreidimensionale Dnglka jeweils zwischeh
undZy bzw. zwischerzy; undZ’ vorzunehmen und ist ausLg generiert.

Einige nachfolgende Formeln sind noch hilfreich.

Wir gehen wieder von der Transformation vBmachZ’
dé’ = Lidé!

aus. Nach der Kettenregel gilt auch

o9&

d&’ = a—EkdEk
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und somit folgt

. &
[ _
L' = FH (11.100)
Die reziproke Transformatio® nach liefert
A P R
dé' = emde = (L), dE
Nacheinanderausfuhrung ergibt
08" 9™
e GE = (L) LT =& oder (111.102)
afi' aEJ N y
Vergleich mit (11.97) liefert
LY = gmeg"¥ . (111.103)
Fir die inverse Transformation schreiben wir
L = (LY = ganed"L¥ (111.104)
und erhalten damit
statt (11102)  L"jL} = &) (111.105)
oder stattl.101) Ly'L™, =g . e © % >

Mit der Definition (11.104) haben wir uns eines speziellen Symbols fiir die

inverse Lorentz - Transformation entledigt; ,invers* wiatso damit zum

Ausdruck gebracht, dass der Zeilenindex unten steht un8gitenindex

oben. Wir weisen ausdrucklich darauf hin, dass es sich bgimb8I| auf

der linken Seite vonl(].104) um eine Definition handelt und nicht um die Anwendung teiedler Regeln
fur das Indexziehen, auch wenlhl (103) dies suggeriert! Abelr¥ , ist kein Tensor.

Im Weiteren missen wir uns die Elemente oader dem Inversen van nicht unbedingt in einer Matrix
angeordnetvorstellen. Die mit Indizes geschriebenen Blirgelten vollig unabhangig davon. Damitist es
auch nicht notwendig zwischen Zeilen- und Spalten-Indek ader am Inversen voh zu unterscheiden.
Der gestrichene obere Index und der ungestrichene untdex lfoder umgekehrt) kdnnen somit direkt
Ubereinander geschrieben werden.

Wegen der 10 Bedingungsgleichungen sind von den 16 Paranfétel nur 6 tatsachlich frei. Drei Pa-
rameter entsprechen dabei den Eulerschen WinkelrlEumd 3/ achsenparallel “zurechtzudrehen” und
die weiteren 3 Parameter sind die Komponentenwotas i.a. nicht parallel zu einer Koordinatenachse
liegt (a). = wird gedreht bis Achsenparallelitat 2 vorliegt (b). Im speziellen Fall der achsenparallelen
Ausrichtung vor, 2" undv wird L zu Lg (c).

Der Lichtkegel

Wir denken uns den Minkwoski-Raum aufgespannt durch eirdiriensionales Achsenkreuz Die Ereig-

nisse entsprechen dann den Punkten im Minkowski-Raum underneauch Weltpunkte genannt. Da die

Zeit standig in positiver Richtung gleichférmig zunimmgdehreibt jeder Punkt eines materiellen Kérpers
eine Kurve — die Weltlinie des Punktes.
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Betrachten wir nur Ereignisse auf derAchse. Die beiden im Winkel von 45eneigten Geraden ent-
sprechen offenbar Lichtsignalen (,Photonen*) in positisew. negativer;-Richtung. Die schraffierten
Gebiete hei3ehichtkegel, und zwar Vergangenheitskegel (oder Vorkegel)dii O und Zukunftskegel

(oder Nachkegel) fuct > 0.

ct Da sich alle Kérper mit Unterlichtgeschwindigkeit bewegesrlaufen inre
Weltlinien stets im Lichtkegel. Die Punkte des Vorkegelssprechen Er-
eignissen, die auf das Ereigr{i3,0) einen kausalen Einflul3 austiben kon-
nen, wahrend im Nachkegel alle Ereignisse enthalten siadpoin Ereignis

Nachkegel We""”iexl (0,0) kausal beeinfluRt werden kénnen.
/7 vorkegel  Alle Punkte innerhalb des Lichtkegels haben zum Nullpurekt Abstand
— P=x-c?<0 , Simaginar. (111.107)
Solche Abstande heil3eeitartig.
Raumartige Abstande mit
F=x2-c?>0 , Sreell (111.108)

treten zwischen dem Nullpunkt und den Punkten auf3erhalbidetkegels auf.

Abstéande mis? = 0 heiRerlichtartig .

5 Lorentz-Transformation der elektromagnetischen Grél3en

Bisher haben wir nur den Zusammenhang der Koordingtgm,, xs, ct) und (x, X5, X5, ct’), der durch die
Lorentz-Transformation erzeugt wird, diskutiert. Wirdem nun nach dem Zusammenhang {&rB, j, p)
und(E’,B',j’, p’) bzw. der Potentiale oder anderer abgeleiteter GroRen. BlasiRtatsprinzip fordert die
Kovarianz der Maxwell-Gleichungen unter Lorentz-Tramsfation, d.h. z.B.

P P
okxE=—0dB Ox X 'E' = _0t/5/
dxH=0aD+] Oxx'H'=g/D' + '

xD=p o'D' =p’
4,B=0 4,/B =0

Da wir den Zusammenhang vdry, Xp, X3, ct) und (X}, %5, X5, ct’) kennen, I&Rt sich unmittelbar der Zusam-
menhang vordxx unddyx’, & undd; usw. bestimmen. Dies anwendend folgt dann schlieflich dech
Zuammenhang vols undE’ etc. Diese Rechnung ,zu FuR“ |ait sich wesentlich elegamtéensor-Kalkdl
ausfuhren.

Der Einfihrung von Tensoren liegt folgender Gedanke zudguiPhysikalische Grund - Gréf3en — ob
Skalare, Vektoren oder kompliziertere Strukturen — stetibjektive Realitaten dar. Sie existieren véllig
unabhéangig davon, ob ein Koordinatensystem eingefiihutndterst recht von der konkreten Form eines
Koordinatensystems. Ein Koordinatensystem ist ledigtithmenschgemachtes kinstliches und willkrli-
ches Hilfsmittel, um diese objektiven Realitdten quanéfizar zu handhaben. Betrachten wir exemplarisch
das elektrische FeH in einem bestimmten Punkt des dreidimensionalen Raumeaseuestimmten Zeit.

E existiert natirlich ohne Festlegung eines Koordinateesys. Symbolisieren wollen wi durch einen
Pfeil, der gerade in diesem Punkt des Raumes ansetzt. Dimbes Zeit sei “jetzt”.

Um die Starke vort (=Lange des Pfeils) und die Richtung ver{(=Richtung des Pfeils) auch reproduzier-
bar angeben zu kdnnen, ist ein Koordinatensystem hilfréiafgespannt wird es in dem genannten Punkt
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des Raumes durch in bestimmter aber dennoch willkirlicres®\gewahlte Basisvektoren. Die Projektio-
nen vonE auf diese Basisvektoren nennen wir die (kontravariantemponentere® E2. ... von E und
man schreibt

E=E', +E%,+... . (111.109)

Bei einer dreidimensionalen Koordinatentransformatébh, der Anderung des;, andern sich die Kom-
ponenterE', ohne daR sich die physikalische GrdBéindern darf. Anderungen der bedingen darauf
abgestimmte Anderungen def. Allerdings istE keine Grund - GréRe im Minkowski - Raum, was schon
wegen der fehlenden 4. Komponente klar ist. Nun ist auchrseb@rahnen wie die weiteren Schritte ausse-
hen. Im Minkowski-Raum wissen wir bereits, daf sich bei ititbergang vorx nachs’ die Koordinaten
&L ... &% bzw. die entsprechenden Basisvektoren mittels einer ltprBransformation tiberfiihren, also
fur die kovariante Basis

b, = Likby (11.110)
und fur die kontravariante Basis

b =Libk . (11.111)

Diese Gleichungen erhalten wir aus
&=Lk, (I11.112)

VR AR T 4 S,
da b =2 =L"y=—=L"kb 111.113
a b =-5 K% kb ( )
ox  ox 9& . "

bZW. _k:a—gk: asj,a—Ek:DJ‘/LJk |'Li/ (“|114)
by L'kLi*=by & = by = Li¥b, . (111.115)

Nun sind Gré3en zu definieren, deren Komponenten sich dabagistimmt transformieren. Diese Gré3en
heiBen Tensoren. lhre Einfihrung erfolgt in diesem Abdth8&chliellich missen wir noch den Zusam-
menhang der uns bisher gelaufigen physikalischen GroReR Mg, p etc. mit den Tensoren herstellen

bzw. diese GréRen in geeigneter Weise mit den Tensorerifidaten.

Exemplarisch betrachten wir einen Vekiorm Minkowski-RaumT stelle physikalische Realitat dar, z.B.
Felder, und hange damit nicht vom konkreten Bezugssystemlemn dargestellt werden in verschiedenen

Basen, z.B{b;},{b'} , {bv}, {l_)i/},...
Alsofolgt T=T'b =Tb =T'b, =Ty b = ... (11.116)

TLT, TV, Ty, .. sind die entsprechenden Entwicklungskoeffizienten, getrtéomponenten.

Die Umrechnung vorT! — T; ist bekannt; sie erfolgt mit dem metrischen Tensor und hetitnivirk-
lich etwas mit der Lorentz - Transformation von Inertiateys ins Inertialsystent’ zu tun. Die Lorentz
- Transformation kommt aber z.B. beim Basis - WecH&e} — {b; } ins Spiel.

Behauptung:
T = L“,—Tj (1mn.117)
Beweis:
T :Ti/bi’ _ Li/j TJ Li’kbk (|||118)
—L' L Tip, = 5J_k-|-1bk (Il.119)
k
St

!

=Tlb; g.ed. (11.120)
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Analog gilt
T=L/T, (I11.121)

und entsprechendes flir Tensoren hdherer Ordnung.

5.1 Tensoren im Minkowski-Raum (Definitionen)

Im Minkowski - Raum betrachten wir ausschlie3lich Lorentzansformationen. Die darauf abgestimmten
Grof3en heiRen deshalb Lorentz - Tensoren. Spater werdemigeder kurz von Tensor sprechen, meinen
hier aber immer Lorentz - Tensoren.
Lorentz - Tensor 0. Stufe
7 ist Lorentz - Tensor 0. Stufe, wenn er bei einer Lorentz-$fammation invariant ist:

T =T . (1mn.122)

Beispiele:

ds Abstandsquadrat

dr Eigenzeit, dalt = /1 —v2/c2dt
dr =4/1—v2/c2dt

dr? = —C—lz(vzdtz—czdtz)
= —C—lz(dx%+d><§+dx§—czdt2)
= 5 (A6 + (0897 + (dg%)” - (dg*)”)

1

Lorentz - Tensor 1. Stufe

7 istLorentz - Tensor 1. Stufe, wenn sich bei einer LorentrAsformation seine kovarianten Komponen-
ten geman

T =L 7, (1N.123)
und seine kontravarianten Komponenten geman
F' =17 (11.124)

transformieren.
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Beispiele:

d&'  Viererdifferential
Oi Vierergradient

[
poE Konvektions-Viererstromdichte
dr
dél L
ar Vierergeschwindigkeit
dZEi
e Viererbeschleunigung

Bemerkung zum Vierergradienten.

Der Vierergradient transformiert sich wie die kovariank&mponenten, denn es gilt

o&m M
Ogr = Wafm = (LY Oem =L 0m . (I11.125)
Dies ist aber gerade die Transfomrationsformel fiir kovaiei&omponenten.

Fur die Viererdivergenz gilt dann

%%

TV =L"demL T"

= (LY L demT"

= O 0emT"

= 0nT™ . (111.126)
Die Viererdivergenz ist somit invariant und damit ein LaenTensor 0. Stufe.
Lorentz - Tensor 2. Stufe

7 istein Lorentz - Tensor 2. Stufe, wenn sich seine Kompomgmeeiner Lorentz-Transformation geman

Trir =L " Fem (111.127)
g = L] gkm (111.128)

transformieren. Auch gemischte Komponenten sind moghemn gilt

FV =L T (11.129)
Beispiele:
o = BiC dyadisches Produkt der zwei Tensoren 1. Stéfeind ;
PBron elektromagnetischer Feldstarketensor
Verjlingung

szii (Spur vong, J') ist Tensor 0. Stufe, da
y Wi
«Q{i/l = Li’ Llj%J
N i i
= (LU = g = o
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Uberschiebung

%% ist die Uberschiebung (das Skalarprodukt) zweier Viercioren.

Lorentz - Tensor n. Stufe

Z heil3t Lorentz - Tensor n. Stufe (n-fach unterstrichen),m&nh seine Komponenten bei einer Lorentz-

Transformation gemaf
Ky k
Fiyin = Ly L - L Tl b (111.130)
i — L2 L gk (111.131)
transformieren.

Mitunter werden?', 71l als kontrvariante Tensoren uri, Jjj als kovariante Tensoren bezeichnet. Zur
Unterscheidung werde&r und.7 etc. dann geometrische Objekte genannt. Wenn wir im weitezekirzt
z.B. von einem kontravarianten Tensor sprechen, meinedamit die kontravarianten Komponenten die-
ses Tensors.

5.2 Tensordarstellung der Maxwell-Theorie

Wir formen nun die Gleichungen der Maxwell-Theorie in Visghreibweise und damit in Tensordarstel-
lung um. Das Verhalten der elektromagentischen GrdR3enibei Borentz-Transformation ist in Vierer-
darstellung dann unmittelbar ablesbar.

Wir betrachten zunachst die Gleichungen fir die Potenitialéakuum in Lorentz-Eichung:

1 .
5526— gatzéz —HoJ

1 1
2 2y

1
OxA+ ?dﬁb =0
Wir fihren jetzt Vierergréf3en ein:

o = (Aa, %(D) kontravariante Komponenten des Viererpotentials (mn3

7' =(ja,cp) kontravariante Komponenten der Viererstromdichte @Bn

Die mit a,b,... indizierten GréRen sind die bekannten Vektorkompenten iieiddnensionalen Raum,
bezogen auf ein kartesisches Koordinatensystem. Da imgtaetesichen Koordinatensystem die ko- und
kontravarianten Komponenten identisch sind, wird beiaheder Index in herkdmmlicher Weise nach unten
gesetzt.

Den Wellenoperator formen wir um zu

1

052_?42:@105@5] =0 . (111.134)

Das SymbolJ wird als Wellenoperator oder d’Alembertscher Operatoel@met, und bereits am Index-
bild erkennt man, daf3 es sich um einen Tensor 0. Stufe handelt

Die beiden Potentialgleichungen lassen sich damit schineils

Oa*=—po 7% . (111.135)
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Die Eichgleichung entspricht einer Viererdivergenz
O =/ =0 . (111.136)

Hier wurde gleich noch eine verkurzte Schreibweise eingeféUr eine partielle Ableitung;; nach einer
Viererkoordinate schreibt man augh(sprich: Komma j).

SchluRfolgerungen:Das Viererpotentiat7' und die Viererstromdichtyi werden formal eingefuhrt. Die
Viererschreibweise sagt noch nichts tiber den Tensorctearakeser lait sich aber aus folgenden Uberle-
gungen deduzieren: Die Viererdivergeﬂg ist ein Skalar und damit invariant bei Lorentz-Transforioat

Da J;; ein kovarianter Tensor ist, muf als Partner einer Uberschiebung it ein kontravarianter
Tensor sein, da die 0 auf der rechten Seite W1 @6) natirlich ein Tensor 0. Stufe ist. Daein Tensor

0. Stufe und damit invariant ist, i§i.c7¥ ein Tensor (1. Stufe), und damit muR augﬁk ein Tensor (1.
Stufe) sein. Somit sind die oben in Viererschreibweise fdienten Gleichungen Tensorgleichungen.

Im folgenden werden die weiteren Gleichungen der Maxwékdrie als Tensorgleichungen — und damit
invariant bei Lorentz-Transformation — formuliert. DaZihfen wir die Gré3en

M = ( ::—'Sb _%Da ) elektromagnetischer Erregungstensor, (In.137)
b
Bron= ( —1B/a;I:DEb I +1{)CEa ) elektromagentischer Feldstarketensor (111.138)

ein, von denen wir spater zeigen, dal’ es sich um Tensorenf2.t&ndeltZ™ und %mn sind antisym-
metrisch definiert

%mn: _%nm 5 %mn: _%nm (“|139)
und es wird gesetzt
A% =Hg AP =Hy A3t =H, (l11.140)
P12 =B3 PBr3 =By PB31=By . (1n.141)
Explizit hei3t dies
0 H3 —H2 —C Dl
mn_ | —Hs3 0 Hy —cDy
M = Hy H, 0 _cDs , (1n.142)
+cD; +cDy +cDs 0
0 Bs —B> +1/ck
- —B3 0 B1 +1/C E>
PBrn= B, B, 0 +1/cE; (11.143)

-1/cE; -1/cE;, -1/cEs 0

Behauptung: Die Maxwell-Gleichungen haben die Form

A= g™  (inhomogenes System) (11.144)
Bk + PBrmn+ Prkm=0  (homogenes System) (11.145)

Beweis

Fur eine ziigige Beweisflhrung stellen wir zunachst die &amgen fur das konkrete Indexziehen voran.
Bekanntlich gilt

T =gk . (111.146)
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Dies bedeutet konkret
Tr=gq |, =2 , T=7 |, T'=-9, . (111.147)
Bei Tensoren héherer Ordnungen gilt fiir jeden Index entsEnedes.
Inhomogenes System:
Flarm=1:

A2y b AP M= g
H3>—Hz3—cDia= j1

1 .
Hzo —Hz3—cDyy- < h
—Ho3+Hzo=D1t+j1

und analog fiim = 2, 3 ergibt
&xH=aD+ ]

Furm= 4 ergibt sich

%41,1 + %42‘2 + %43‘3 _ /4
CD11+cDop+cD3z=cp
= o&D=p

Homogenes System:
Firmnk=1,2,3:

P23+ B2+ HBo31 =0
B33z +B22+By1=0

Firmnk=1,2,4:
PB124+ Barz+ P24 =0

1 1
Bss— —E Z“E,1 =0
347 ¢ 1,2+C 2.1

1 1
“Bat— =(E12—E21) =0
<Bat c( 12—E21)

Ez1—E12=—Bg;
und analog fim,n,k = 2,3,4 undm,n,k = 1, 3,4 ergibt
oxxE=—-aB g.e.d.

Die Kontinuitatsgleichung hat die Viererform
I"n=0 (111.148)

da
. . 1
I = /a,a+/4,4:051+CP,4:‘95i+065tP:0

Der Zusammenhang zwischen dem Feldstarketensor und demrpiéential ist durch die sogenannte

Viererrotation
PBron = Fnm— “mn (111.149)
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gegeben. Man verifiziert
PBro=P~A21—A12=B3

PBrz=Az2—Ar3=DB;
PBr13=Az1—A13=—B>

= B=0xA (11.150)
und
4 1 1 1 1
PBra= oy —p=—A"1— A 4= —ECD,ZL—ALIE = EE:L
und analog fliBy4, B34 ergibt
E=—-0®-aA

Die Wellengleichung flir das Viererpotenti] betrachten wir im Fall des Vakuums, wo die Materialglei-
chungen

D-%E , H-—B
Ho
gelten. Wegergyc = ﬁ folgt dann
A = i%‘m” . (1.151)
Ho
Das inhomogene System nimmt jetzt die Form
B = 7" (1.152)
an. Daraus ergibt sich o o
gmlgm%ij,n =g™g" (ffyj,i,n — «Q{i,j,n) = Ilofm . (111.153)
Fur den ersten Term folgt
"GN A in =" =g i (111.154)

Dieser Ausdruck verschwindet wegen der Eichgleichufity, = 0. Es verbleibt
gmig”j&fi,j,n _ —HO/m
" =~ ™ . (111.155)
Dies ist gerade die Wellengleichunigi (135).

Zu zeigen ist noch, da®’™" und %, tatsachlich Tensoren 2. Stufe sind. Die Tensoreigensehaftz’™"
folgt aber unmittelbar audi(.144), da_#™ ein Tensor ist und somi#’™" zunéchst bezlglich des ersten
Index ein Tensor sein muf3. Der zweite Index ™" wird aber mit dem Vierergradienten Giberschoben,
so daR die Tensoreigenschaft auch beziglich dieses Inékadst. Die Tensoreigenschaft vo#my, ist
unmittelbar klar ausl(l.149), da die rechte Seite aus Tensoren konstruiert ist.

5.3 Durchfuhrung der Lorentz-Transformation elektromagnetischer Grof3en

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir explizit éalsalten der raumlich-zeitlichen Koordinaten
bei einer Lorentz-Transformation untersucht. Nun untelisa wir das Verhalten, wie sidh, B etc. bei
Anwendung einer Lorentz-Transformation verdndern. DievAndung des Tensorkalkils macht die Be-
rechnung besonders einfach. Wir beschréanken uns hier wadelie spezielle Lorentz-Transformation
L., bei derZ undX’ achsenparallel ausgerichtet sind unith x;- bzw. x;-Richtung liegt. Es gelten dann
folgende Transformationsformeln:
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Viererpotential /% = (A3, 1/c®):

o =L
v @l AL— 5
V1=V V1-v2/c
d?=? = (111.157)
= = (11.158)

g _ e+
V1-v2/c?

1, —In+io @ — VA
o T Mt e® |y PV (111.159)

c V1-v?/c? V1-Vv2/c?

Ay = (I11.156)

Feldstarketensor:

By = LS LY B
By = LiLy B = LELY By + LY By
By = LjBio+ L Baz

B;— Y1iE Bs— %E
By— —_cc? By— —0 &2 (111.160)
V1-v2/c? V1-v2/c?
Byy = LELY By = LIL3 Boz = (11.161)
Byy = LyLY B = LILE Bar + LI By
B,—Y(-1iE Bo+ %E
By — B3 (-cFy) ~ By 22 (111.162)
V1-v2/c2 V1-v2/c2

By = LELy B = LiLy By + L Ly By
By = LiLgBra+ LS B

1 1
1o L(E) Yy (e

\/1—v2/c22
1%
i (111.163)

(I11.164)
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By = LELy By = LILg Boy + LI} PBoa

1 —¥Y(-Bg)+iE Er—

“Ey = —c(By) 5k - Ez,zzivB3 (111.165)
c V1-u2/c? V1-u?/c?

Byy = LILG Bar+ L1, Baa

1 —VYB,+1E; Ez+ VB

e _—cB2tess E,— _3tVe2 111.166
¢’ /1-wc NN T (11-166)

Die Transformationen voB undB kdnnen wir in kompakte Formeln zusammenfassen, ¥dlts< 1. Dann
nahern wir\/1—v2/c2 ~ 1 und es folgt miv = (v,0,0)

E'=E+vxB , (11.167)
1
B’zﬁ—g\_/xﬁzﬁ : (111.168)

Mit diesen Formeln I&Rt sich leicht die Kraft auf eine Pua#itingg ausrechnen. Weng im Systemz’
ruht, gilt

K'=qEF . (11.169)
In X ist g bewegt und die Ladung erféhrt die bekannte Lorentz-Kraft

K=qE+vxB) . (11.170)

5.4 Das elektromagentische Feld einer gleichférmig bewegt Punktladung

Diese Aufgabe liel3e sich ohne jede Kenntnis der LorentrsSfoamation l6sen. Im Abschnitt ,Retardierte
und avancierte Potentiale” sind die Quellen

p(xt) =qo(x—ut) (11.171)
J(xt)=q-vo(x— ) (N1.172)

in den Integralen fUA und® zu spezifizieren und dann die Integrationen vorzunehmese¥iitch schnel-
ler kommen wir voran, wenn wiyj in ¥’ als ruhend annehmen und dann nadhansformieren. If¥’ gilt:

Ay =0 |, @’:% o =X P
0

Damit folgt in>

Vq)/ q \ 1
V- - g_- (111.173)
V1-\v2/c2  Amey \/1—v2/c2 T
Ay =A3=0 (11.174)
/
i 9 t 1 (111.175)

b = = -
V1-v2/c2  Amey \/1-v2/c2r’
r’ ist noch inr umzurechnen:

(x1 —vt)?
1-v2/c2

(X1 = V)2 + 06 +5) (1 - v2/c?)

2 2 2
XX+ x5 = 12/

+X5+X5 =
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Dann erhalten wir

q Vv 1
A=Y (111.176)
4E0 © [ w2 + 0§ +3) (1 —v2/c2)
9 ! . (11.177)

= 47180 \/(Xl —Vvt)2+ (x% + Xg)(l— v2/c?)

Folglich sind die Flachen gleichen Potential£ikeine Kugelflachen mehr sondern Ellipsoide.

Zur Berechnung voit undB kénnen wir entweder die gerade berechneten Potetialend ® differen-
zieren oder wir benutzenl(.160) bis (111.166). Wir gehen den zweiten Weg und invertieren zunéachst, um
zu erhalten

E1=Ey (111.178)
E2/—|—VB3/
Ep=—r——— 111.179
e (111.179)
E3/—VBZ/
Es=——nu—— 111.180
(111.181)
B1 =By (111.182)
BZ/—éE:g/
Bp=—rxr— 111.183
B/—FlE/
o 22 (11.184)
Namvar:
Im Ruhesysteni/ des Teilchens gilt
;9 1Xx
B =iy (111.185)
B =0 . (111.186)
Wir berechnen irk nur das elektrische Feld und erhalten
3
1_V2 CZ 7 _x—m
Ei— E __d GvIe) A 111.187
1= Y Tang 5 (11-187)
© {ta— v+ (G +) (1-v2/c?)} 2
3
B, F2 @ 1 (1-v/c) % (111.188)
= = 5 .
V1-u2/c2  4mng \/1-u?/c? {(x1 = V)2 + (38 +x2)(1—V2/c?) } 2
3
Be 2 _ ! L=/ s (111.189)
= = 5 .
V1-u2/c2  4mng \/1-u?/c? {(x1 = V)2 + (8 +x2)(1—V2/c?) } 2
(111.190)
- q (1—V2/?) (x1—Wt) (111.191)
= - .
A0 £ (3 —v1)2+ (@ +33) (1—v2/c2) } 2
1—Vv2/c2
E2:4q (1-Vv/c) % ! (111.192)
TIgg {(x1—vt)2+ (3¢ +x3)(1—v2/c?)}?
. :4q (1-v2/¢%) % ! (111.193)
T {(xq — V)24 (G +§) (1 — v2/c2) )} 2
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Vv X1
v=1|0| , x=[|x] , Rxt)=x-w , R=|R (111.194)
0 X3

liefert
E(xt) = (1-v/S) (x- ) . (111.195)
47T£0 {(>_(_\_/t)2+\é_§(xg+)(§)}2
E(xt) = (1-v¥/c) R ) . (111.196)
4rmeg {RZ()_(,t)+ s (x§+x§)}z
Mit
0
R, = (Xz) und R, =R, | (111.197)
X3
folgt
V2 (06 +8) =V RE (111.198)
=|lvxR,? (111.199)
—=|vx R? (111.200)
= (VRsin®)? (11.201)
E(xt) =— (1-v/c") Bt . (111.202)
4o {R2(>_<,t)—g§R2 sir12@(>_<,t)}2
(111.203)
E(xt) =— Rx.t) L-v/e (111.204)

~4ng, R3(xt . 3
0 ;O:(’_)/ {1— ‘C’—i smz(a}2
Coulomb

Abweichung vom Coulomb - Feld

Interessant ist insbesondere die Abweichung vom Coulonettd- Bie Feldlinien sind transversal verdich-
tet (siehe Abbildung).
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Abbildung IIl.1: Das elektrische Feld einer schnell beveegt adung. Die Feldlinien des konstanten elek-
trischen Feldes enden auf der kontrahierten Ellipse urdlisider transversalen Richtung stark verdichtet.
(nach Ludwig,...)

6 Speziell-relativistische Punktmechanik

Aus der klassischen Mechanik ist bekannt, dass die Bewegjneg Korpers durch das Newton'sche Gesetz
beschrieben wird. Dieses Gesetz ist forminvariant, wena &alilei-Transformation vollzogen wird. D.h.
in verschiedenen Inertialsystemen hat das Newton'schet@dg gleiche Form. Die hier in Rede stehen-
den Inertialsysteme gehen aber durch eine Galilei-Tramsftion auseinander hervor und nicht durch eine
Lorentz-Transformation. Die Galilei-Transformationadter der Grenzfall der Lorentz-Transformation fur
kleine Geschwindigkeiten verglichen mit der Lichtgesamtigkeit. Da wir den Maxwell-Gleichungen das
Primat als der ,hoher entwickelten" Theorie geben, ist dasvidn’sche Gesetz so zu verallgemeinern,
dass es forminvariant bei Lorentz-Transformation wirdigealso eine Verallgemeinerung gesucht, die auf
Lorentz-Tensoren beruht. Vorbereitend betrachten wiirdiaitesimale Bewegung eines Kdrpers mit der
Massemy (genauer werden wir spaterp als Ruhemasse bezeichnen) und beurteilen diese Bewegung in
zwei Inertialsystemen undZ . Ein Beobachter i registriert eine Verschiebung uthx in der Zeit dt und
ein Beobachter i’ registriert fuir die gleiche infinitesimale Bewegung des&is eine Verschiebung um
dX in einer Zeitdf (siehe Abbildung)dx unddg( sind naturlich nicht gleich, ebenso wenig wijeunddf.

Sie gehen jeweils durch Lorentz-Transformation auseieahdrvor. Invariant ist allerdingsS

Wir erhalten

°
dx, dt
dz!, dt’

X o X
X3 X

Abb.: Infinitesimale Bewegung einer Magssg beurteilt von einem Beobachter ¥{dx,dt) und von
einem Beobachter i’ (dxX, dt’)

d =ds? (11.205)
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dx? — c2dt? = dx? — c2dt? (111.206)
/2
(z—ﬁ - CZ) dt? = (3?2 - cz> dt? (11.207)

Fir die Geschwindigkeit des Korpers wie sie der jeweiligelBechter inx und% wahrnimmt, schreiben
wir

o
X

::d—f DU = (11.208)

=
2
~ e~

ui=| (111.209)

U2 2 U/2 o
1- o )d?=(1- 2 |t (111.210)

Die linke bzw. rechte Seite sind dann offensichtlich inaati Die entsprechende Grdsse wurde bereits
friher als Eigenzeit eingefiihrt. So gilt

2 2
- u - u p, A
dr? = (1—§> dt2 = (1—?> df? = —— (I11.211)

Somit istdt ein Tensor 0. Stufe, ddSein Tensor 0. Stufe ist. Zur Interpretation vorals Eigenzeit be-
trachten wir ein drittes Systelty, das fest mit dem Korper verbunden ist. I. a.dgtkein Inertialsystem,
da sich der Korper beliebig bewegen darf. In einer infinitesen Betrachtung sindundu’ aber konstant,
und damit ist nebel unds auchZy momentan inertial. Ifx ist die Geschwindigkeit des Korpers natiir-
lich uy = 0. Zeitliche Anderungedt werden von einem Beobachterdg mit der eigenen ruhenden Uhr
registriert, was die Bezeichung Eigenzeit nahe legt. DikeRmn dt im Newton’schen Gesetz sollte also
bei einer Verallgemeinerung durcht ibernommen werden. Diese Vorstellung kommt der Newtoeisch
absoluten Zeit, fir die ja=t’ galt, am nachsten. Wir stellen noch folgende Beziehungtbere

e
c
I

=

Nach Division durch—c?) folgt

u2
dr = /1- Sdt, (111.212)
d_rt d_/, wd (111.213)
dt  dt dr c?dr '

6.1 Vierdimensionale Bewegungsgleichung

Wir begeben uns jetzt in das ungestrichene Inertialsy&tamd konstruieren die Bewegungsgleichung
in diesem System. Die Bewegungsgleichung ist so aufzastetla sie bei Lorentz-Transformationen
forminvariant bleibt und flu < ¢ das bekannte Newtonsche Gesetz

di (MdXa) = Ka (111.214)
liefert.

Es liegt nahe, einen tensoriellen Ansatz fir ein formiravaties Gesetz zu machen. Vorsorglich erlauben wir
Abé&nderungen in der Masse und in den Kraftkomponenten,allesteue Symbole im Ansatz verwendet
werden:

dr (mod;&') = 2" . (111.215)
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¢ nennen wir Vierer - Kraft.

Fur die ersten drei Komponentes: a ergibt sich aus diesem Ansatz:

Mo a a, |/
d[ <7T2/C2d15 ) :% . 1—u2/02

Um das Newtonsche Grundgesdtr214) zu reproduzieren, missen wir

m= __Mo (Dynamische Masse), (l11.216)

N
Ka= 2 \/1—12/c2 (I1.217)

setzen. Es ist hervorzuheben, dal die urspringliche Rugsemadurch die speziell relativistische Verall-
gemeinerung in die sogenannte dynamische Mas#@bergeht. Filu < ¢ ergibt sich fur die dynamische
Massem wieder die Ruhemassa,.

Fur die 4. Komponente= 4 erhalten wir:

dr (modrEA) =x* , &=ct
dr (mocdet) =74

mpC
‘ (ﬁ) A
d(m) =cr*\/1—-u2/c . (11.218)

Die rechte Seite wird wie folgt umgeformt. Wir nutzen zunstcaus, daR die Viererkraf?' und die
(kovariante) Vierergeschwindigkedt & senkrecht aufeinander stehen, denn es gilt bekanntlich

2 : i
_CZ_(:_TS> :%.% , (111.219)
Damit ist
d (45 dE\ & a8 dg &
dr \dt dr /) dr? dr dr dr?
gk dE d& d&
=99 4z 4r Tdar dr2

d%¢' dg
_ZF-E_O . (1n.220)
Somit gilt wegen {1.215) auch .
A di& =0 . (1n.221)

Wir formen um zu

0= Ji/i 'drfi = «/ﬂifadrfa‘f‘«/ﬂiﬂldr&
Ka 1 . 1

- \/1—u2/02dtxa\/1—u2/c2 e V1-u?/c?

A /1—12/c2 =Ky - thXa (11.222)

th(MS) = Ka- thXa = chA (111.223)

woraus

und wegenl(l.218)
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folgt. A steht fur die mechanische Arbeit. Die 4. Komponente derévi&ewegungsgleichung liefert somit
die Energiebilananc ist als kinetische Energie des Teilchens zu interpretiatierdurch Arbeitsaufwand
veréandert wird:

Bk _m@— 102 (111.224)

V1-u2/c?

Die Newtonsche kinetische Energie folgt durch Reihenerkiuing fiiru?/c? < 1:

1
. u2 2 1u2
Ek'n_mocz(l_g) _mocz(1+—?+...>

2
. 1
Ekln _ mOCZ + _mou2 + ... (|||.225)
~—~— 2
Ruheenergie

Newtonsche kin. Energie

Aus dieser Entwicklung ergibt sich Einstein’s legendarei€@iung
Erun = Mo ¢ (111.226)

Eine interessante Darstellung folgt nach folgender Umftarg

(Ekin)2:m204: ”%C:z L (11.227)

2
1 1 u

— - + mc? (111.228)
-
22
= T%u ui +mgc* = mPu?c® + mic? (111.229)
@
EXIN — | / p2c? + m@c? (111.230)
mit p=mu . (11.231)

Diese Formel ist Ausgangspunkt fiir die Dirac - Gleichung umitere Beziehungen der relativistischen
Quantenmechanik.

In Analogie zum klassischen Impuls wird noch der Viereritspiber

d; P = (111.232)
eingefuhrt. Mitd; p; = Kg und (11.218) ergibt sich
. Ekin
P = <pa,T) . (1.233)

6.2 Elektromagnetische Viererkraft

Die elektromagnetische Viererkraft auf ein Teilchen dedlwage wird eingefiihrt durch
= eByd EX (111.234)
Zunachst stellen wir die Konsistenz mit der Orthogonalitat
H &' = By - dr =0

fest. Bekanntlich verschwindet die Spur des Produkts eanisymmetrischerB) und eines symmetri-
schen @;:£'d;&X) Tensors.
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Die Rickinterpretation obiger Beziehung ergibt iféf a:

Ka= Hay/1—U2/C2 = €%ai0cE' - \/1—U2/C2 = €Fy - ChE'

Ka = eZapth&® + €Basth” = €BanthXp + CeZas
1

Ka - e%ab' Ub“rce(E) Ea

K=euxB+eE (Lorentzkraft).

Fur die vierte Komponente= 4 erhélt man

1

Vi—#@

1
= e%’4bdrfb = _eE =Ne 0

Wegen (11.222) gilt

und folglich vergleicht man zu

was die Energiebilanz bestatigt.

(111.235)

4

(111.236)

Die Einfuhrung der elektromagnetischen Viererkraft vetahs der tensoriellen Gleichunfl(234) ist da-

mit verifiziert.



KAPITEL IV

SPEZIALFALLE

1 Statisches elektrisches Feld

1.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Es verschwinden alle zeitlichen Ableitungen sowie die nedigonhen Grof3en:
ab=0 , B=0 , H=0 , j=

Somit verbleiben die Gleichungen
&D=p ,

KxE=0

GIl.(1V.3) wird durch das skalare Potential vermittels
E=—-0®

erfullt. Wir betrachten im weiteren ein lineares und ispge Medium mit

D =¢&eE
Das Gaul3sche Gesetz ergibt dann

0xD = 90 (€E) = &0€0xE + &Edxe = p
Unter Benutzung der Polarisatiéhkann formuliert werden
0xD = dx(&0E +P) = &dE + kP =p

Folgich gilt

&okE=p— Ezg—eoﬁﬁg Ine

Diese beiden Darstellungen legen nun die Einfuhrung véedener Ladungsbegriffe nahe:

p wahre Ladungsdichte
pP=—0kP Polarisationsladungsdichte

pf=p+pP fiktive Ladungsdichte

g freie Ladungsdichte
pi = —gEdxIne induzierte Ladungsdichte
Fur das Potentiab folgt _
P p P

Ofd=————xPoxIng=————=

£& &€ &

(IV.1)

(IV.2)
(IV.3)

(IV.4)

(IV.5)

(IV.6)

(IV.7)

(IV.8)
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bzw. o o .
Ro—_L_P_ PP P (IV.9)
= &0 &0 &0 &o

In homogenen Medien vereinfacht sich die Beziehung zu

1
2 [
(&CD_ gogp . (IV.10)

Die inhomogene Losung lautet
1 7 pX)

o !
ST |)_(_)_(,|o|v . (IV.11)

D(x)

Diese Formel kann angewendet werden, wpfxi) tatséchlich bekannt ist; das ist aber keinesfalls immer
der Fall, z.B. in Leitern.

1.2 Feldberechnungen einfacher Ladungsverteilungen
1.2.1 Punktladung im homogenen und isotropen Medium

Fir eine Ladung am Ortx, gilt die Ladungsdichte
p(X) =ed(x—X%) - (Iv.12)

Das Potential folgt zu

e [O(X—X) s
q)()‘()_4nsos/ v,

[x—X|
e 1
Px)=——— V.13
(%) 27608 [X— x| (IV.13)
und ergibt gerade das Coulombpotential. Das elektrischeldestimmt sich zu
[P ! e 1 X% (IV.14)

T ameoe KIX— x| ATE0E [X—Xo2 [X—Xe|

und ist radial nach auf3en gerichtet (&= 0) bei mit dem Abstand quadratischem Abfall. Die elektrosta
tische Kraftwirkung auf eine Ladunfyam Ortx; ist dann

e f 1 Xf —Xe

K=f.E—=
= T ATTE0E [X — Xe|? [Xf — X

(IV.15)

1.2.2 Dipol im homogenen und isotropen Medium

Wir konstruieren einen elektrischen Dipol aus den Ladureyend —e, die sich im Abstandl zueinander
befinden. Das Dipolmoment einer Ladungsverteilung iseatigin definiert durch

g=/>_(p(>_d)dv/ : (IV.16)

Hier gilt
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Das Dipolmoment folgt dann zu

p— [x{ed(x —x) ~ed(x — (x~1)) OV’

p=ex—eX—1)=el . (IV.17)
Das Potential berechnet sich zunachst zu
1 e e
P e { X—x| |)_(_>_(e|} ' (V-18)

Diesen Ausdruck vereinfachen wir fur das Fernfeld des Bipdbrt kand
als klein angenommen werden und der Dipol als Punkt beaakgrden.

Es folgt
1 e 1
P() = ATIEGE [X— X {1_ X } ’

=1- (1% wird vernachlassigt)

Somit folgt
(x)

—_- £ = V.19
ATtegE X —Xg|2 (V.19)

Der Vergleich mit dem Monopol zeigt folgende Tendenz:

ot
X=Xl

O 1 5
X=X
1

X —x|?

Monopol )
Dipol O]

Quadrupol @O etc.

(IV.20)
Die Momente einer Ladungsverteilung ergeben sich als Rotérenentwicklung des Integranden.
Aus dem Potentiall{.19) berechnen wir das elektrische Feld eines Dipols zu

1 p(X—X)
Artege X — Xef3

E=-0d= (Iv.21)

0.B.d.A. legen wir den Dipol in den Urspruxg= 0, |x| = r und erhalten mit
Ox(A-B) = (Ad)B+ (Box)A+Ax dyx B+Bx dyx A (IV.22)
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1 X VX X VX
E= ‘4nsog{<9‘9x>rs + (%) prex dx 4o X?XXE,} ’
N——
=0 -0 =0
X X 1 Xa
(Po) = = padxa—g = pa%,,b + PaXp <—3—4—)
r r r r4r
E =5 - —F
| C—
/ \ und schlieBlich
1 (3(p-XX

E= = — . V.23

= Ameger3 ( r2 _p> ( )
1.2.3 Homogen geladene Kugel
Siehe Ubungsaufgabe
1.2.4 Homogen geladene Kugeloberflache
Siehe Ubungsaufgabe.
1.2.5 Kugelkondensator
Die Ladungsdichte lautet

P =pr-25(r—r1)+pr,-28(r—rz) (Iv.24)

wobei+pr die Flachenladungsdichten auf den Kugelschalen sind. iEtBdsamtladung gilt nattrlich
/pdV = 4mpF, /.26(r —r1)r2dr + 47p, / 25(r —rp)r?dr
' 0 0

= AM(Pr, 15+ PRyr5) = Q1+ Q2 (IV.25)

Man beachte, daf3

/5(r—ri)r2dr = %r? (IV.26)
0
gilt.
In den verschiedenen Gebieten liefert die Potentialgleigh
® = df P+ %drq) = rizdr(rzdr(b) =0 (Iv.27)
1,1 Vakuum B
11: Medium mit & folgende Losungen
Q Q

I: r’d,® = Q = const. |, drCD:—En:rz , ¢=—T+q>'(;

lbzw. Il ®=d} bzw.® = ®})' (da hier kein Feld vorhanden sein soll). (IV.28)
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Die Grenzbedingungen ergeben an der Steler;

ol = _rg + @Y (IV.29)
1
DI — DY = pr, = 0 eo£En(r) = auE (1V:30)
1
A pFlr%
- Q= £E
und flrr =r,
o = _r9+q>g (IV.31)
2
D)\ — D}, = pr, = €0€En(r2) —0= _505r92 (IV.32)
2
2
~_ PRI
= Q= &€
Folglich gilt
pFerIZ. = _szr% (|V33)
und somit
Q=-Q=Q . (1V.34)

Die Gesamtladun@; + Q; verschwindet demnach. Das elektrische Feld zwischen dgelEchalen kann
dann in der Form

2
_ PRl o Q i
" gper2 T Ameer2 (IV.35)
dargestellt werden.
Die Potentialdifferenz zwischen den Kugelschalen ergdtt su
Q. Q (1 1\psgr? (1 1\ Q
Pry)—d(r))=—+—=|——-—| === ——— . IV.36
(r1) (r2) ri * ro r, r1/) &eE r, rq/) 4mee ( )
Die Kapazitat des Kugelkondensators ist festgelegt durch
Q 41160 riro
C= = =4 ) V.37
S -0 E-i  Tr (v37)

r2 fi

1.2.6 Vakuole in homogen geladener Kugel

Siehe Ubungsaufgabe

1.2.7 Homogen geladener Draht

Siehe Ubungsaufgabe

1.2.8 Plattenkondensator

Siehe Ubungsaufgabe.

Weitere kompliziertere Beispiele fiir Kondensatorberegtyen befinden sich z.B. ls. Sommerfeld, Vor-
lesugen Uber Theoretische Physik, Bd. 3, Elektrodynamik
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1.3 Feldberechnungen beim Vorhandensein von Leitern

Fur Feldberechnungen in berandeten Medien ist die2angegebene inhomogene Lésung der Poisson-
schen Gleichung nicht mehr ausreichend. Die Lésung deprmtisenden homogenen Gleichung ist hin-
zuzuziehen, und vermittels geeigneter Wahl der Integnakionstanten sind die Randwerte zu erflllen.

Es existieren verschiedene Loésungsmethoden, die der Siyramier Probleme angepal3t sind. Im weiteren
werden typische Beispiele vorgestellt.

1.3.1 Feld in einem Leiter

Leiter enthalten frei bewegliche Ladungstrager. Alleimstthlb lassen sich bereits qualitative Aussagen
Uber das elektrische FeElund das Potentiab im Inneren des Leiters und auf seiner Oberflache machen.

e Im Leiterinneren isE = 0 und® = const

Man denke sich ein Feld # 0 im Leiter. Dann wirkt auf jede Ladungim Leiter die Kraft

qug )

die die Ladung solange bewegt, bis ein statischer Zustaaithtist. Dann ist die resultierende Kraft
auf jede Ladung verschwunden und es Bik: 0.
o Auf der Leiteroberflache steht das elektrische Feld sehirec
Ein paralleles Feld fuhrt zur Kraft
Kj=ag .

die die Ladungj solange parallel zur Oberflache verschiebtHis- 0 gilt und statische Verhaltnisse

vorliegen. Folglich ist dann die Leiteroberflache eine Aguéntialflache, d.hd = const Demzu-
folge gilt an der Oberflache

0=d®d =P dx
und somit

AP Ldx . (IV.38)

e Alle UberschuRladungen eines Leiters sind auf seiner Giodwd als Flachenladungsdicimeloka-
lisiert.

Jegliche Ladungsverteilung im Inneorix,t = 0) wird im Laufe der Zeit abgebaut. Die Kontinuitats-
gleichung und das Ohmsche Gesetz in homogenen und isott@jtemn liefern

. (o)
dp=—0xj=—-00E= _ﬁp
woraus
t—oo

p(xt) =p(xt=0) exp(—%t) —0 (IV.39)

folgt. Die Ubergangsbedingung fiir die Normalkomponentedielektrischen Verschiebung fiihrt
dann auf

Dh=ps (IV.40)

wobeiD,, au3erhalb des Leiters ist (im Leiter 3 = 0).
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1.3.2 Spiegelladungsmethode

a) Punktladung vor einem leitenden Halbraum

Wir wollen nun das elektrische Feld einer Punktladengr einem leitenden geerdeten Halbradm-= 0
berechnen.

Die Ladunge zieht auf der Leiteroberflachg = 0 sogenannténfluenzladungen ps(xi,x2) zusammen,
deren Verteilung zunachst nicht bekannt ist. Es ist deshialt méglich, das Randwertproblem fir das
Potential® zu I6sen, da

Ps= Dh|y, o~ Dnlyy_o= — Dhly,_o = —80E3 = €03 ®|, (IV.41)

nicht vorgegeben ist. Aus diesem Grunde soll hier die Methael Spiegelladungen angewandt werden,
die in geometrisch einfach Fallen sehr schnell zum Zieltfihr

\\‘ =>)(3

-e
Leiter

Das eigentliche Randwertproblem wird durch ein Aquivagsrferoblem ohne Randbedingungen ersetzt.
Die Ladungsverteilungim LeiterauRenraum wird beibemalted die Randbedingungenwerden durch eine
geeignet gewahlte Anordnung von fiktiven Ladungen simuliga die fiktiven Ladungen — auch Spiegel-
oder Bildladungen genannt — die Quellen in dem betrachtédéumen nicht beeinflussen, stimmen fir
beide Probleme die Potentiale im LeiterauRenraum Ubendmwéahlen die Spiegelladunge beixz = d.

Dann gilt
1 e e
_ s_= V.42
47118, (r r’) ( )

Auf der Leiteroberflachér =r’) ist damit die Randbedingung = 0 erfiillt. Wegen der Rotationssymme-
trie des Problems fuhren wir Zylinderkoordinatgn ¢, z) ein. Es gilt

r=4/p%+(z+d)2 , r'=4/p2+(d-2z?2
1

o e 1 B
Ao \ pZ+ (z+d)? (/P (z—d)?

o & (_1 2(z+d) 3+; 2(z—d) 3) (V43)
Ameo \ 2. /p71zrd)R 2\/p?+ (z-d)?

Die Flachenladungsdichps; ergibt sich damit zu

e -2d
ps(p) = —&E; = &00xP|, o= — (7) : (IV.44)
41T 2 73
Vp?+d

Die Gesamtladung auf der Grenzflache ist dann
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NCET
-

= —ed(p?+d?) /2 .=

@ 2 ®

/pdp/d¢ps: —ed/dpL

0 0 0

—e . (IV.45)

Alle von e ausgehenden Feldlinien enden damit auf der Leiterobeflache

®d=const.

INLadunge

E-Feldlinien

b) Punktladung vor einer leitenden geerdeten Kugel
Siehe Ubungsaufgabe

¢) Punktladung vor einer leitenden nicht geerdeten Kugel
Siehe Ubungsaufgabe

d) Punktladung zwischen mehreren Metallplatten

Siehe Ubungsaufgabe

1.4 Feldberechnung beim Vorhandensein dielektrischer Grezflachen
1.4.1 Felder in dielektrischen Medien

Das elektrische Feld wird nicht nur durch die Anwesenheit eitern, sondern auch durch Nichtleiter
(Dielektrika) geandert. In Nichtleitern sind die Ladungecht frei beweglich. Im Gegensatz zu den Lei-
tern kann deshalb das Feld im Innern von Nichtleitern durshvan Null verschieden sein. Ein Nichtleiter
enthalt positive und negative Ladungen in gleicher Anzéiklsich im feldfreien Fall gerade kompensieren.
Wird jedoch ein Feld aufgebaut, dann verschieben sich di@gipen und negativen Ladungen in geringen
Grenzen gegeneinander und es kommt zur Ausbildung von atonftidementardipolen. Auf diese Weise
entsteht in einem Nichtleiter die PolarisatiBnDie dabei entstehenden Ladungen werden Polarisationsla-
dungerpp genannt. Bei gleicher Polarisation aller Atome werden dietPolarisationsladungen im Innern
des Dielektrikums gerade kompensieren, an der Oberflaaideilzen jedoch Oberflachenladungen. Die
konnen als felderzeugende Ladungen eines Gegenfeldefaidfgverden, welches das urspriingliche Feld
schwécht.
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E, (duleres Feld)

C DI DD

p,< 0 / 0,20

'E, (inneres Gegenfeld, Uiberlagert
sich mitE, )

P->0

1.4.2 Dielektrische Kugel im homogenen Feld

Exemplarisch betrachten wir nun eine dielektrische Kugethomogenen Feld.

Zu losen ist die Feldgleichung

0;0=0 , E=-6® (IV.46)
mit den Randbedingungen A"\ r o
lim E = Eg (IV.47) <ol .
Jm¢ = —Eqg- %1 = —Egrcosf (IV.48) &
Dhlg=Dn|gr bzw. &4d'| = &g d"|; (IV.49)
PR =0"R) . (IV.50)
Mit dem Lésungsansatz
r<R: o'=-Al.x (IV.51)
B S e, | (IV.52)

r3

ist (1V.48) erfullt. Einsetzen inl{/.46):

070! =0
X
opo! =" ~a§—r§
1 1 119x X
_ Il 52 _ 2 _ 1
_—/\ dlﬁxlF 5 da 0X1F—— rr2 ——r—3

=-A"9,0% (%) =0 ,da & <%> = rizarrza,% = riza,rz (—riz) =0firr #0.

Damit ist (V.46) erfillt.
(IV.50) liefert:

—A'“Rcosf = —EgRcosf + A" C;—ze

1
I = 5l
M=E-A'ZS . (IV.53)
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(IV.49) ergibt:

Al coso
—A'cosB) =g ( —Epcosd —2
& (—A'cosf) =g ( HCo =5 )
LY. At
. AM=Eot+25 (IV.54)
Das Gleichungssystem fif undA'!
1 /RN (A" [Eo
<£|/€|| —2/R3) ()\”) - (Eo (|V55)
hat die Losung
Eh, 1/R
A Eq —2/R B —3Ey/R®
1 1/R3 1/R3(—-2—¢g/&))
a/a —2/R®
3E 3¢
[ 0 1
= = V.56
2+g/an & +2¢ ( )
1 Eo
a/e Eo 1-g/e
Al = - EoR?
1R(-2-a/a)) -2—-aja
& — &
M=—""RE . V.57
&+ 2¢ 0 ( )
Zusammenfassend stellt sich die Lésung dar als
e O haLEE eraempne s, 7 3g
[
— Eox r<R V.58
R . & 108 T < (IV.58)
E, B I & —& X1
- o' =—E = RE= >R
ot a+2e O3 =
Gegenfeld (l V 59)
—> d Polarisations Polarisations- — >
ladung tadungen
Fir das Feld folgt
€r> €y
—_— 7 - —
N —- E- 8 g (IV.60)
—>—E \ & +2¢,
——\- + R3 B 3_);1
\(‘: B C— E'—E- o B[ s | (IV.61)
g+2¢g r Box

R
S <
E—u> . . . R
__)__/&_» Der rechte Term voiE! entspricht einem Dipolfeld, denn wir kon-
—>—4—/\—>

nen ein Dipolmoment

& —&
= 4nR® g€ Ege IV.62
P 5 7 0g, 2061 Foly (IV.62)

einfihren, woraus

1 3(p-x)x
1 ~
E'=E,+ 4%&”3( = _p) (IV.63)

folgt. Abgesehen vom Hintergundfel), ist dies gerade die Beziehuny@3).
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1.4.3 Punktladung vor einem dielektrischen Halbraum

Siehe Ubungsaufgabe

1.5 Elektrostatische Energie eines Systems von Punktladgen

Wir betrachten ein Medium mit der Dielektrizitatskonstmd, in das dieN Punktladungemea am jewei-
ligen Ortx, eingelagert sind.

Die Ladungsdichte lautet
N

p(x) = AZ ead(X—Xa) - (IV.64)
=1
Die elektrostatische Energie berechnet sich zu
- % /E-de_ fof /EZdV_ ggg (9D2dV . (IV.65)
. ¥

Wir verwenden die Identitat

Ox( DO D) = (GxP)* + PID (IV.66)
sowie 0
2 e —
P = £t (IV.67)
und erhalten
SOS/aX (PP )dv+@/—pcbdv . (IV.68)
2 &€&

0

Auf den ersten Term wird der Gaul3sche Satz angewendet. Aurhdénendlichen liegenden Grenzflache
von V., verschwindetbd® wie 1/r3 und der Term entfallt. Somit gilt

U= %/pCDdV . (IV.69)
Voo
Fur @ kann eingesetzt werden
_ X)
d(x) = pr. |)_(_)_(,|dv , (IV.70)
undU laf3t sich schreiben als
. !/
_ 1 //p()_() PX) gy av (IV.71)
81mepe J [x—X|
WV, Veo

Einsetzen der Ladungsdichi®/64) liefert zunachst

1 N oenes
8rrene A,gzl |Xa — Xg

(IV.72)

Diese Summe fil enthélt offensichtlich divergierende Summanden; allariiemit x, = xg werden
unendlich. Um diese Terme zu verstehen, betrachten winyte® aus nur einem TeilcheN & 1). Dann
gilt

1 4

 8meoe X1 — Xq|

Do . (IV.73)
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Das Teilchen befindet sich in seinem eigenen Feld, und di8stbstenergie” ist fir Punktteilchen of-
fensichtlich unendlich. Physikalisch interessant ist\techselwirkungsenergie zwischen den Ladungen.
Diese erhalt man aug, indem man die Selbstenergie einfach weglaf3t (Renormigrun

1 N
-y 2= (IV.74)
87eoe &=, X — Xg|
A+B

Fur zwei Ladungen folgt damit

1 1
_ @& | @& | _ e (IV.75)
81eoe | [Xg —Xo| %o —Xq] ATIEQE [Xg — Xol

Dieses Ergebnis kénnen wir jetzt folgendermafen integyeat: Die Punktladung; erzeugt das Potential

_ 1 €1
 ATepE [X— Xy |

D(x)

Die potentielle Energie der Punktladuagam Ortx, ist nun

1 €1€2

U=edXx)=——
e2d(xo) ATTEQE |X1 — Xo|

Wir stellen jetzt noch ein Gedankenexperiment vor, dafmittelt und die Selbstenergie von Punktladun-
gen vermeidet.

1. Die Ladungema seien zunachst unendlich weit voneinander entfernt. DanRat feldfrei und das
Potential ist Null. Es ist die Arbeit zu berechnen, um dieluagen aus dem Unendlichen an die Orte
Xa ZU bringen. Die aufgewendete Arbeit entspricht der potédieti Energie der Ladungsverteilung.

2. Die Ladunge; wird aus dem Unendlichen nagh gebracht. Hierzu ist keine Arbeit aufzuwenden,
da der Raum noch feldfrei igt; ruft aber das Potential

_ 1 (of]
ATTERE |X— Xy |

@1(x)
hervor.
3. & wird nachx, gebracht. Hierzu ist Arbeit gegapy zu verrichten. Diese Arbeit ist
Uz = g2 P1(x,)
4. e3 wird nachx; gebracht. Es ist Arbeit gegeby und®, zu verrichten:
Us = e3(P1(x3) + P2(x3))
wobei®, durch

_ 1 €
 ATTEE X — X

D,(X)

gegeben ist.

5. Fiar weitere Ladungen verlauft alles entsprechend. Daartbeingen der Ladung erfordert die
Arbeit

Up = es (P1(xg) + P2(Xg) + ...+ Pp_1(X5))
B—1

Ug = ()

B eBAZ1 A(Xs)
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6. Die gesamte potentielle Enerdieergibt sich als Summe délg:

7. Wir ersetzen die Potentiatea durch

1 ea

Pplxg) = ———
A(_B) ATTEQE |>_(B_)_(A|

und erhalten
N B-1 1 exes

U= BZzAZ147T£0£ Xa — Xg|

Die Doppelsumme a3t sich umschreiben in

N

1 N 1 e
U:‘AZ Z AE8
2 £, & Amee [Xp — Xg]

B£A

Diese potentielle Energie stimmt aber mit dem Ausdruigk’@) Uberein, der nach der Renormierung
erhalten wurde.

A N B-1
& e:Termeiny 5 ..
N+ B B B N B=2A=1
N-l+- B B =B ° n WieemitA— B
+ mm o0 .
o : nicht auftretende Terme
2+ n e 0o 0
N B-1 N
1+ e 000 ﬁzz_,:%z
| | | | | B B=2A=1 AB=1
1 2 N AF

Dieses Gedankenexperiment ergibt dartiberhinaus einéssitd Erklarung, wieso die Selbstenergie von
Punktladungen divergiert. Die Selbstenergie eines Peifitiens entspricht dem Arbeitsaufwand, um die-
ses aus einer unendlich verdinnten kontinuierlichen Lgswolke punktférmig zusammenzuballen.

1.6 Elektrostatische Energie eines Systems von Leitern

Wir betrachterN Leiter jeweils endlicher Ausdehnung. Daste Leiter trage die Ladun@a. Zwischen
den Ladunge®a und den Potentialefra bestehe ein linearer Zusammenhang

N
Qa= Bz Cap®s
=

mit konstanten GroRRe@ag. Dieser Zusammenhang wird durch Spannungs - Ladungs - lBemriean
Kondensatoren nahe gelegt. Die Koeffizientenmatrix hedidgitatsmatrix. Sie wird durch die spezielle
Anordnung der Leiter festgelegt.

Das Potential im Unendlichen sei 0. Wenn alle Leiter geesitet(Pa = 0), so sind auch alle Ladungen

Qa=0.

Wird nun der erste Leiter auf das Potential gebracht, wahrend alle anderen Leiter geerdet bleiben, so
hangt die Ladun@gn, die auf demA-ten Leiter stromt, in linearer Form vaby ab:

Q(Al) =Ca1®;
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Q1,®17#0 Q@ =0 [ Q3®3=0
% = =

Wird nun der zweite Leiter auf das Potentiad gebracht, so strémt die zusatzliche Ladung

Qf) =Cna2®;

auf denA-ten Leiter usw. Insgesamt ergibt sich

N
Qa= BZ Cas®s
=

Zur Berechnung der Energie des Systems schlieRen wiMa&9] an und formen um zu

N
U= :—L/qudV _ 1 /pAqudv (IV.76)
2 22,
2%
u 1N/dvq> LS ond (IV.77)
=35 Pa A= 5 APA :
22, 22,
A
Somit folgt
U= S Cpdno
=3 AB ¥ AYB
2A,§:l
Bemerkung:

e Im vorhergehendem Abschnitt zur Energie eines Systems uoktRdungen war die Beziehung

1
U—é/pcbdv

noch gemeinsame Station verglichen mit dem jetzigen Alitchn
Im vorhergehendem Abschnitt wurde das Potential zugurigehadungen ersetzt. Im jetzigen Ab-
schnitt wurden die Ladungen zugunsten des Potentialszerset

1.7 Elektrische Multipole

Die Multipolentwicklung der elektromagnetischen Potaletiwurde im allgemeinem zeitabhangigen Fall
im Abschnitt 11.10 durchgefuhrt. Mit zunehmender Multipol-Ordnung wurdea dierme recht komplex.
Wir haben uns deshalb auf Dipole als héchste Ordnung beddhrd/ir wollen jetzt noch einmal den
wesentlich einfacheren elektrostatischen Fall betracldafir aber die Entwicklung bis zum Quadrupol
treiben.

Wir betrachten eine raumlich begrenzte Ladungsverteifurigas Potentiadb ist dann

P(x) = . / p()‘(;),|

Artgpe ) |x—

d3v’
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(x) bzw. E(x) soll nun im Fernfeld vom untersucht werden, d.h. weit weg von der Ladungsverteilung

Es mdge somit geltefx| > |X|, wennx und der Koordinatenursprung innerhalb der Ladungsvaerigil
liegen. Fir diese Situation 1aRt sich obiges Integral naingsweise auswerten. Kernpunkt ist dabei eine
Taylor-Reihenentwicklung VO&}—X,‘ in der Umgebung’ = 0. Fiir eine beliebige Funktioh(x — x') gilt
1
(X=X) = F(X) + G f () (—Xa) + 508 T (X) () (=) +

Anzuwenden ist die Summenkonvention. Speziell folgt damit

1 1

M_F_( )x+ <6Xa0xb ))da>db+...

Setzen wir diese Reihe in das Potential ein, so kdnnen wiegmn

1 17 ,
oK) = g {7 [ PEIOV
07 [%p(x)av
1 17 ,
500 /x’a)q,p()_(’)dv T
Zunachst werden die Ableitungen voyirlausgerechnet. Es folgt

1 1
o = _rx_g oder kompakt dy—

(IV.78)

(IV.79)

(V.80)

X
3 )
aal s Xa_ G, a2 3XaXp — 2
S T A
Die Integralausdrticke sind uns zum Teil schon bekannt.r&b si

Q= / p(x)dV'
die Gesamtladung und

p= [Xp(x)aV

das inl.2.2eingefiihrte Dipolmoment der Ladungsverteilung. Der néefisrm steht erwartungsgemar in
Zusammenhang mit dem Quadrupolmoment. Dies ist ein Ten$&tufe und ist definiert durch

/ (3¥ ©X —r'21) p(X)dV' (IV.81)
bzw. in Komponenten
Qe = [ (3K~ Ga)P(X) AV (V.82)
Damit &Rt sich das dritte Integral ifM80) schreiben als
/ XX p(X)dV/ = / (3>(a>(b— &) p(X) AV + 5ab / p(x)dV/
= Sant 50 [rPpe)av (IV.83)
Fal3t man zusammen, folgt fiir das Potential

_ 1 fQ xp 13xaxb—r26ab
()—()_4n£0£{7+r_3+6 r5

1 3xaXp —*3ap 2 /
+6r755ab/r p(X)dV +} (IV.84)
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Wegen
(3XaXp — *8ap) Bap = XaXa — [?0aa = 3 —3r* =0
folgt schlieRlich

o) = 4n1£0£{$+ré3.9+étr (%ﬂg%} (1V.85)
— e BB P+ s (e Guthe) + . (1V.86)
- 4n1£0£{$+%'9+2—i5 (XaQabXb—rzﬂaﬁ> +} (Iv.87)

=0

(X® X = XaXp bezeichnet das dyadische Produkt undeh Einheitstensor). Momente hoherer Ordnung
fallen mit zunehmender Entfernungasch ab.

Der Quadrupoltensag ist offensichtlich symmetrischgg, = gha) Und spurfrei gaa = 0). Er enthalt da-

mit 5 unabhangige Komponenten. Die Spezialisierung aukkaa Ladungsverteilungen erfolgt in den
Ubungsaufgaben.

2 Statisches magnetisches Feld

2.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Es verschwinden die zeitlichen Ableitungen und die elsklren Gré3en. Dartiberhinaus wollen wir fir
ein statisches Magnetfeld (im Unterschied zu einem statemMagnetfeldkeineStréme zulassen:

&B=0 , E=0 , D=0 , p=0 , j=0 . (1v.89)

Es verbleiben die Gleichungen
oxxH=0 (IV.90)
xkB=0 . (Iv.91)

Fur die Lésung dieser Gleichungen kann man zwei Wege eiagehl Entweder man benutzt das Vektor-
potentialA oder man fiihrt ein neues magnetisches skalares Potéhdial.

(a) Benutzen des Vektorpotenti#ls

Wie bekannt setzen wir
B=0xxA
Fur den Zusammenhang zwischgrundB nutzen wir

B=up(H+M)
Dann folgt

a xﬂ: iaxxﬁ—axXM
Ho B

0: iaxx (9X><A—(9X><M
Ho =~ B

0= 0 kA— 9ZA— oy x M
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In Coulombeichun@y A = 0 gilt damit

OZA= —iodxM . (IV.92)

(b) Einfiihrung des skalaren magnetischen Poteritfals
Die Gleichungdyx H = 0 legt den Ansatz

H=-oW¥ (IV.93)
nahe. Fur Materialien, die der Materialgleichung
B=touH

unterliegen, gilt dann

und Divergenzbildung ergibt

0=pofW+oWou |
OPW=—0,W dInp . (IV.94)
Die Analogie zur Elektrostatik ist hier offenkundig. VidBeispiele lassen sich deshalb in die Ma-

gnetostatik formal Gbertragen.

2.2 Brechungsgesetz fur B-Feldlinien

Wir betrachten eine Grenzflache zweier magnetischer Maiemi die je-
weils durch

B = touH Hi
beschrieben werden.
M
Es gelten die Ubergangsbedingungen
Bi=8B! , H =H' . (IV.95)
Man liest ab
Bl [
tana; = B_h , tano) = B_H

Folglich erhélt man
tana; BiBh _ Mok HY _ K (IV.96)
tanay  BLB!'  pormH!'

2.3 Feld eines magnetischen Dipols

Das Fernfeld des elektrischen Dipols hatten wir in Abs¢lni.2zu

E— 1 <3(Er'2>_<)>_< B E>

Ameger3

berechnet. Das elektrische Dipolmoment ist dabei vomach+ gerichtet und punktférmig; es fligt sich
gleichsinnig in dieE-Feldlinien ein.
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Formale Ubertragung auf einen magnetischen Dipol ergibt

B= % (3(%"2)‘())‘( —m) . (IV.97)

mist das magnetische Dipolmoment. Die Ersetzup@de) — Lol ist durchE = D/(&¢€) undB = touH
begriindet.

Um dieses durch Analogie-Betrachtung erhaltene Ergelutis au begriinden, wird das Feld nun berech-
net. Wir greifen auf die Multipol-Entwicklung im AbschnitO zuriick und spezialisieren das Vektorpoten-
tial in Gleichung (1.164) fur das statische Magnetfeld zu

mx X
A(x) = %—rg = (1V.98)
Die Berechnung der Rotation liefert:
mxXx 2 Xe
(&X r—3 = Sabcaxb Cderr?:d
et 3 — X322
= (Badde— Gaelod) My ——— 5
3r3 * 3 , 3
= mar—e —mar—e — r—smar +r—5moxbxa
m x X 1 /3(mx)x
Ox X _r3_ = 3 < (r_z)_ —m> . (IV.99)
Dann folgt
3(mMx)x
B(x) = —fgfg ( (r_z)_ —m) . (IV.100)

\V4 \5/
DCY
J\ J\

2.4 Homogen magnetisierte Kugel

Die Situation ist teilweise aquivalent zur dielektriscH@mgel in Abschnittl.4.2 Dipolartige Lésung im
AuRenraum und homogenes Feld in der Kugel kdnnen deshatbreeiczum Ansatz gebracht werden.

Aus der Skizze liest man ab:

€, =CcosO-g —sinb - g

~ JMog; r<R
M_{ 0 r>R

Feldgleichung:
0¥ =0 (IV.101)
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Randbedingungen:
Bh/r = Bh|g (IV.102)
Hg=H'lz bzw. H' g|.=H" egl4 (IV.103)
rIim B=0 (IV.104)
Innerhalb der Kugel gilt
B'=uo(H'+ M) (IV.105) I €
Da Isotropie zugrunde gelegt wird, sind alle Vektoren dleic S A &
gerichtet. Die Feldgleichung liefert eine lineare Lésuftig ¥ M
woraus & %
B'=A'e; = A'cosBe — A'sinfe, (IV.106)
[
H' = (i)\' — Mo) e = (A— — Mo) (cosBe, —sinfey)
Ho Ho
(IV.107)
folgt.
Im Auf3enraum setzen wir an 9
I I X1 i1 oS!
Dem entspricht
H'= 9w =_gule - %aew”gg (IV.109)
coso sin@
H'=2)" 3 & + Al R (IV.110)
B" = poH" (IV.111)
Die freien Parametex' undA" sind aus den Randbedingungen zu ermitteln.
(IV.102) liefert <
[ _ i €o
A'cosf = 2upA =S
und aus (v.103) folgt
| .
- (% —Mo) sin@ :/\“%
Das Gleichungssystem fif undA'!
1 2o\ /) 0
= V.112
() ()= (i) e
hat die Losung
0 _ 2
HoMo g 2HeMo 2
A= T = Ra% = 3HoMo (IV.113)
1 -0 B + =
1 ko
R3
1 0
1 M
Al 12 HoMo[ _ poMo E|v|o (IV.114)

3o/RE 3uo/R® 3
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Die Innenraumldsung lautet somit

2 2
B' = < 4oMogy = S oM (IV.115)

2 1
I — _ — = — —
H' = ( 3 1) Mogi = —3M . (IV.116)

Bemerkenswert ist die Antiparallelitgt 1| H'

Im Auf3enraum lautet die Lésung

B HoR® Mo

- 3
Dies ist aber ein Dipolfeld. Um an die bekannte Form in denchbgitenl.2.2 1.4.2und2.3anzuschlie3en,
formen wir weiter um:

(2cosfg +sinfey) . (IV.117)

sinBey = cosbe, —g;
ersetzt gibt
2cosfe, +sinBey = 3cosde — g

3rcosOre,
3x1X 3(ep - X)X
=2 &2 &
und somit 3 ( )
i1 HoR® Mo (3(€; - X)X
B = 3 3 ( ) —§1) . (1V.118)
Uber 4 4
m= ?HF@M: 3" RMog, (IV.119)
fuhren wir das Dipolmoment ein und erhalten mit
i Mol /3(m-xx
die bekannte Form.
B-Feld: H-Feld:

3 Stationares magnetisches Feld

3.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Im Unterschied zum statischen magnetischen Feld sind hi@ém® zugelassen. Somit gilt

&B=0 , E=0 , D=0, p=0 , j#0 . (Iv.121)
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Es verbleiben die Gleichungen

i (auch Oerstedsches Gesetz genannt) (IV.122)
=0 . (IV.123)

Die Stromej sollen sich in einem ruhenden Leitersystem befinden. Irafeider Leiter gelte das Ohmsche
Gesetz
j=0E , (IV.124)

im Leiter darf somitE # 0 sein, und obige Forderurig= 0 gilt nur im AuBenraum. Fir die Materialglei-
chungen setzen wir ein isotropes und homogenes Standaiuimedraus, d.h.

B=pouH . (IV.125)
Mit
B=dxx A= pouH

folgt
OFA= —Lop (IV.126)

mit der wohlbekannten inhomogenen Lésung

_ uou / = x’ . (IV.127)

3.2 Das Biot-Savart-Gesetz

Aus dem oben angegebenem Vektorpotential berechnet mamadjeetische Induktion wie folgt:

B(x) = dxx A(X)
I
B(x) — uou / B ) v
IX—_I
Der Operator rot wirkt aut und nicht auf’, so daR
ix) 1 y
2 ]~ K x A
_ XX i) (IV.128)
T kexE '
und damit das Biot-Savart-Gesetz
_pop [ X)) x(X=X)
B ="" XX dv (IV.129) )
folgt. P Aufpunkt
Wir spezialisieren das Gesetz noch auf einen linienférmige iX)=i(x)-&
Leiter. Dann gilt dV/ = E’ . dy
i) dV = J(x)dX (IV.130) IX) = j(¥)F’
dX = dXeg,

Folglich erhalt man

(IV.131)

Iloll/ d>(>< x—X)
Cx=xP
und dieB-Berechnung ist auf ein Kurvenintegral zurtickgefihrt.
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3.3 Feldberechnungen

3.3.1 Unendlich langer Draht

O
§> Wir I6sen die Aufgabe auf zwei unterschiedlichen Wegen:
R

(a) ohne Biot-Savart-Gesetz, aber mit VoraussetzungeeaByan-
metrie der Lsung.

(b) mit Biot-Savart-Gesetz ohne weitere Voraussetzungen.

(a) Die Lésung sei rotationssymmetrisch von der Form
H= H¢§¢

Das Durchflutungsgesetz liefert

— th,,ds: /H¢-Rd¢ —Hy-R-21
’ 0

und somit

Hy = %R . (IV.132)

(b) Zur Berechnung des Kurvenintegrals im Biot-Savartéesrientieren wir uns an der Skizze:

dx sina =
x—X|
S
tana = —
= dX| =ds
a

Das VektorprodukdX x (x— x') lait nur eineg¢-Komponente fuB zu:

B=By-g . (IV.133)

Dann folgt

B, — U Hod /m ds: [x—X| sina
*T an x—x3

)

 Hpod 7 sinads  upigd 7 sirfa ds
- 4am ) |x—X]2  4m R2
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Die dsIntegration wird vermittels

. R _cosax
" tana  sina
gs- RS —c0Say o L g, (1V.134)
sifa sirfa
in eineda-Integration Gberfihrt.
1 7sifa 1 J 7sina
HHo ' HHo :
=" an ) R “sifa 0 an ) R Y
m m
0
Hpod cosa |© ppiod
= = IV.135
4m R |, 2mR ( )

Das Abklingverhalten des Feldesl/Rist charakteristisch fir effektiv zweidimensionale Sitoaen.

3.3.2 Ringspule

Wir betrachten eine Ringspule vom RadRsind Kerndicked. Gesucht ist die magnetische Feldstérke
im Kern. Nach dem Oerstedschen Gesetz gilt differentiell

xH=]j

und integral

fﬂdz: / j-ds . (IV.136)
C S
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Als Integrationswe@ wahlen wir den Umfang des Kreises mit RadRiDort gelte

H=Hg-g5 mitHy =const (IV.137)

n Windungen

Durch die vonC aufgespannte Flact&flie3t der Stroorm- J, wobeiJ der
Spulenstrom ist. Es folgt somit

2n
/H¢-g¢~Rd¢§¢:n-J (IV.138)
0
und schlieflich
nJ
Hpy = =— IV.139
v =52 ( )
Die Uberlegungen lassen sich leicht auch auf einen aufgésehen Ring erweitern.
L H Dann gilt
; : Lange ohne Spalt .
l, ,H 2 An den Randern des Spaltes gelten die Ubergangsbedingungen
& |,: Lange des Spaltes
Bni=Bna - (IV.140)
WegenB, = By = LiouHy folgt
HiHi = paHa . (IV.141)
Die magnetische Feldstarke im Spalt berechnet sich dann zu
&Hah‘f'Hala:n\] 5
Hi
nJ
Hi=———— IV.142
RNTYITHIEN (V-142)
Fuhren wir die Windungsdichte N
N= M (IV.143)
|
ein, so erhalten wir
NJ
Ha = M . (|V144)

[T T
4 Quasistationares elektromagnetisches Feld

4.1 Spezialisierung der Maxwell-Gleichungen

Die Felder diirfen sich langsam verandern, in dem Sinne, daRatschiebungsstro®D vernachlassigt
werden kann:

|aD| < [j| . (IV.145)
Die Grundgleichungen nehmen dann die Form
&xH=]j (IV.146)
D=p (IV.147)
oxxE=—-0dB (Iv.148)
kB=0 (IV.149)
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an.

Insbesondere is&B und damit auctE hier nicht vernachlassigbar. Bekanntlich kénnen in Medien
her Leitfahigkeito bereits kleine FeldeE starke Stromdichte und damit grol3e Wirkungen erzielen.
Derartige Effekte sind in dieser Beschreibung enthalten.

4.2 Magnetischer Flu und Induktion

Das Faradaysche Induktionsgesetz B
oxxE=—-aB
fuhrt in seiner integralen Formulierung auf

]{E x:—dt/Bds— —dom (IV.150) Te

c

wobei i
oM = /Ed_S (IV.151)
S

den magnetischen Flul3 durch die FlaGearstellt. Unter Benutzung des Vektorpotentidlformen wir
um zu

:/dzxAd_S: j[Adg . (IV.152)

Fiar A benutzen wir

IJOIJ / \Vi
7 |X

In dieser Darstellung ist die Retardierung der Zeit vertissigt. Formal gelangt man zu dieser Naherung
flir c — oo, Dies ist aber gerade konsistent mit der Annahme langsa#mderlicher Felder, fur die von der
endlichen Signalausbreitungsgeschwindigkeit abgesebeten kann. Dann folgt weiter

m — IJO”%/ dV/
|x—

Fur linienformige Leiter kdnnen wir schreiben (vgl. AbsithB.2)

Jj(X,HdV' =J(x,t)dX

oM “0“7{/
(t) X X’ ) (IV.153)

Der mitL markierte Integrationsbereich erstreckt sich Uber daargtsLeitersystem.

und erhalten

Wir nehmen nun an, daf} das gesamte LeitersysterN @eschlossenen Leitetry besteht, die jeweils die
FlacheSs aufspannen. Dann kénnen wir schreiben

N
BZ (IV.154)
2155

und erhalten

P

C



140 IV. Spezialfalle

Die Strome werden nun als konstant in den jeweiligen Leitgrangenommenlg = const Es folgt
mt_uouBZ y{y{d)(de
X—Xg|

Bisher warC noch eine beliebige Kontur, wir wollen sie jetzt mit einer deiter Lg gleichsetzen und
nennen si¢ 4 und den entsprechenden FIg. Dieser berechnet sich zu

RO 3o

oder
N
= BZ LagJs (IV.155)
=1
mit der Induktivitatsmatrix
“0“ ]( ]( A, (IV.156)
X — Xp|

Die Induktivitatsmatrix ist wesentlich durch die Leiteayeetrie festgelegt. Sie ist symmetrisding =
Lga) und die Nichtdiagonalelementgg, A # B beschreiben die gegenseitige Induktionswirkung aufein-
ander.

Die Diagonalelementegg beschreiben die Selbstinduktionswirkung. Fur
L, linienfdrmige Leiter divergieren diese Koeffizienten allimgs:

a L Lgg — o (fur linienfdrmige Leitey. (IV.157)
w Bei Beriicksichtigung endlicher Leiterquerschnitte, wieeia der Realitat

Ls ja tatsachlich vorliegen, ist diese Divergenz behobens®igituation ist
analog zur ,Selbstenergie” von Punktteilchen.

4.3 Kirchhoffsche Regeln
4.3.1 Stromregel/Knotensatz

Die Vernachlassigung des Verschiebungsstromes und dieeAduwng von

OxxH = i
hat
&j=0 (IV.158)
zur Folge.
v & Wir betrachten ein linienférmiges Stromsystem, das einatkP(Knoten) ge-
meinsam hat, der innerhalb des Volumengegt. Die Oberflach&vonV kann
o J,  Dbeliebig weit an den Knoten herangezogen werden. Es gilt
X . , N
0 [oxjav = fid—S:AZ I (IV.159)
v s =1

Im Knoten verschindet die Summe aller Strome. Djesind dabei natirlich vorzeichenbehaftet.
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4.3.2 Spannungsregel/Maschensatz

In einem System von Leitern betrachten wie eine Leitersiehldie eine geschlossene Kontur bildet. Ent-
halten sind

Ind. gV Bl Galvanische Elemente (Galv. El.)
Kapazitaten (Kap.)
S Resistivitaten (Res.)
€ Induktivitaten (Ind.)
Res.
Kap.
Das Faradaysche Induktionsgestz
(&X E=-0B

angewandt auf die von der KontGrumschlossene Flacligergibt in integraler Formulierung

/"&Xﬁd_S: fﬁ-dz(: -0 /Ed_S: —gkd™
! J ]

Die Zerlegung des Integrationswed@es die Teilelemente ergibt

[ Eax+ [ Edx+ [ Edx- - 3 Laschds
Res Kap. Galv. El.
Fir die Teilelemente konnen wir schreiben:

j-dx  pjedx g Jdx J
Ed = = = = = :J'R IV.160
¢ /_ X / o / o F-o F.o ’ ( )

Res

wobeiR=1/(oF), F die Querschnittsflache uridlie Lange des Elements ist.

. / Edx= — g = g (IV.161)
Kap.
o / Edx= —®¢ (IV.162)
Galv. El.

In der Induktivitatsmatrix nehmen wir an, daf3 benachbagitelschleifen gentigend weit entfernt sind, um
keinen EinfluR zu haben. Somit gilt

g Lag0iJs = LaaGida =LdiJ . (IV.163)
Zusammengefal3t gilt dann
J-R+%+Ld[J:<De . (IV.164)

In einer Masche ist die Summe aller Urspannungen gleich dem aller Spannungsabfélle.

4.4 Magnetische Energie eines Systems von Stromkreisen

In Abschnittl.5 haben wir die elektrostatische Energie eines Systems voktRdungen berechnet. Das
Vorgehen zur Berechnung der magnetischen Energie einésnSyson Stromkreisen weist eine Reihe von
Analogien dazu auf.
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Ausgehend von der allgemeinen Definition der elektromageletn Energiedichte
1
= E(E'Q‘FH'E)
berechnet sich die Energie des magnetischen Anteils zu

U:

NI =
—
|

‘BdV . (IV.165)

Wir ersetzen

los)
Il

S
X

1>

und benutzen
H'E:ﬂ'agxézé'agxﬂ‘i‘ax(éxﬂ)

Der Anteil dc (A x H) liefert keinen Beitrag zur magnetischen Energie, da wiretanmen, daf3 alle Leiter
im Endlichen liegen. Dann gilt fir — oo

1
AX) O ==
x| T
1
H(x) O X2 2
und somit 11
[acaxrav=faxndsoT. 52 —o
Veo So
Es verbleibt 1 1
:E/AﬁéxﬂdV:é/A-ldV . (IV.166)

Verwenden wir weiter

“O“/ \VA
7 |X

(Erinnerung: Zeit-Retardierung ist vernachla55|gt) (ﬁgtf

“0“ // jx |>< X, JEOIXY ygy (IV.167)

Fur linienformige Leiter
Jjx)dv =J(x,t)dx

und fir ein System aus geschlossenen Leitern

J(xt) _/ﬁ Ja(xt)
=1

_lloﬂ %fJAxtJthdde
g [x—X

Sind die Strome konstant innerhalb ihrer Lelter

folgt weiter

Jg = const

N
Holl dxXdx
S PR e

1 N
=z LagJads (IV.168)
2 Ag 1

kénnen wir zu
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umformen, wobelag die in 4.2 eingefiihrte Induktivitadtsmatrix darstellt. Bezuglichrd@ivergenz der
Selbstinduktionstermd_g) bei linieférmigen Leitern gilt die gleiche Uberlegung wiie 4.2 Endliche
Leiterquerschnitte beheben die Divergenz.

Interessiert nur die Wechselwirkungsenergie zwischescheedenen Leiterschleifen, brauchen die Terme
mit A= B sowieso nicht beachtet zu werden. Man beachte auch hieewigddie Analogie zur elektrosta-
tischen Wechselwirkungsenergie zwischen Punktladungdrebenso zur elektrostatischen Energie eines
Systems von Leitern.






Tabelle verschiedener Mal3systeme

International (SI)| Elektrostatisch| Elektromagnetisch

Gauss

| Heaviside-LorentZ]

j+aD

—4B

4mj +aD

4mj +aD

—4B

1(4nmj+aD)
-1aB

4mp

0

E+4nP

|
4
I<

q(E+¢vxB)

e}
wlQ
|=







Linienelement|

dr =h1dé,8;+
hodé28,+
hadé3é;

| Flachenelemente

dS, =hphzdéodéz€;
dS, =hihzd&;dé38é,
dS; =hihidé1déaé;s

|Volumenelement

dV = hihphzdé1dé2dés
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