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Kapitel 1

Motivation und Einf •uhrung

Seit der Mensch Metalle verarbeitet, ist er auch mit den damit notwendig verbundenen,
thermisch verursachten Phasenumwandlungsprozessen konfrontiert. Mit der Nutzbarmachung
der Metalle fand in gleichem Ma�e die Beein
ussung der Gef•ugeeigenschaften durch absicht-
lich in Gang gesetzte Umwandlungsprozesse Verbreitung. Diese thermische Beein
ussung des
Kristallgef •uges wird als technische W•armebehandlung bezeichnet. Stets liegen w•ahrend der
Umwandlung mehrere Phasen des Materials auf einmal vor, denn ein Bauteil wandelt nicht
vollst•andig auf einmal um. Makroskopisch erscheint es, als l•agen die verschiedenen Phasen
in unterschiedlichen Konzentrationen an den verschiedenen Stellen des behandelten Werk-
st•ucks vor, auf gen•ugend kleiner Skala sieht man, dass das Material aus Zonen besteht, in
denen die verschiedenen Phasen in reiner Form vorliegen. Obwohl die Inhomogenit•at des Ma-
terials makroskopisch nicht sichtbar ist, sind die E�ekte dieser Inhomogenit•aten, besonders
w•ahrend der Umwandlung, auf der Skala des Bauteils deutlich zu beobachten. Denn insbe-
sondere haben die unterschiedlichen Phasen im Allgemeinenunterschiedliche Dichten. Daraus
resultieren inelastische Dehnungen und die als Greenwood-Johnson-E�ekt bekannte Kompen-
sation dieser Dehnungen durch elastische Vorspannungen und auch plastische Dehnungen.
Letztere bedeuten bleibenden Verzug. Erstere bedeuten eine Verringerung der makroskopisch
wahrnehmbaren Festigkeit w•ahrend der Umwandlung. Umgekehrt beein
ussen Spannungen
die Umwandlung. In jedem Falle bedingen die Vorg•ange auf der mesoskopischen Skala, dies
ist die Gr•o�enskala der Kristallk •orner, das makroskopische Verhalten des Werkst•ucks. Zum
umfassenden Verst•andnis makroskopischer Gesetze ist ein Verst•andnis der mesoskopischen
Vorg•ange unabdingbar.
Das Interesse der Industrie an einer besseren Beherrschungdes Verzuges in Fertigung und
W•armebehandlung ist enorm. Da die W•armebehandlung im Allgemeinen der vorletzte Schritt
der Fertigung ist, ist die Zerst•orung des Bauteiles in diesem Schritt besonders teuer. Auf der
International Conference on Distortion Engineering 2006 wurden die Kosten durch unkontrol-
lierten Verzug in der Fertigung auf eine Milliarde Euro j•ahrlich und weltweit gesch•atzt. Vor
diesem Hintergrund und mit den heutigen M•oglichkeiten der numerischen Simulation steigerte
sich das Interesse an den makroskopischen Materialgesetzen w•ahrend der Phasenumwandlung
und den mikroskopischen und mesoskopischen Prozessen, welche sie verursachen. Im Son-
derforschungsbereich 570Distortion Engineering �ndet sich ein solcher Forschungsansatz, in
dessen Rahmen ein gro�er Teil dieser Arbeit entstanden ist.
Es gibt also guten Grund, das Verhalten von Feststo�en w•ahrend Phasenumwandlungen auf
der mesoskopischen Skala zu untersuchen. W•ahrend der Ein
uss der Temperatur und der
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10 KAPITEL 1. EINF •UHRUNG

chemischen Zusammensetzung auf die Umwandlung relativ gutbeschrieben sind, sind die
Wechselwirkungen von Spannungen und Umwandlung bisher nicht ausreichend bekannt.
Das Phasenfeldmodell und besonders das Mehrphasenfeldmodell sind M•oglichkeiten zur Mo-
dellierung und Simulation solcher Umwandlungen auf der Mesoskala, die Alternativen zu
Modellen mit scharfer Grenz
•ache darstellen und einige Vorteile bieten.

1.1 Die austenitisch-perlitische Umwandlung im Stahl: Das zu
modellierende Ph •anomen

Abbildung 1.1: Das Phasendiagramm des Eisen-Kohlensto�-Systems, kurz Eisen-Kohlensto�-
Diagramm, gibt an, bei welcher Temperatur Stahl einer bestimmten Zusammensetzung in
welchem Phasenzustand vorliegt. Die f•ur diese Arbeit relevanten Temperaturen und Zusam-
mensetzungen sind die um den Punkt S unten links im Diagramm.

Als Stahl bezeichnet man Eisen-Kohlensto�-Mischungen mit 0.02-2.0 Massenprozent1 Koh-
lensto� und anderen Elementen, in denen Eisen der Hauptbestandteil ist. Er ist aufgrund guter
Verf•ugbarkeit und der F•ahigkeit, durch Legierung und Behandlung einen breiten Bereich von
Eigenschaften und Sto�werten, von z•ah bis spr•ode, von hart bis weich, anzunehmen, nach wie
vor einer der meistverwendeten Werksto�e. Die technisch interessanten St•ahle haben einen
Kohlensto�gehalt von 0.2-1.5%. Dem Leser sei empfohlen, sich aus anderen Quellen einen
•Uberblick •uber das interessante Thema der technischen St•ahle und m•oglicher Anwendungen
zu verscha�en, als Einstieg eignet sich zum Beispiel ein gutes Werksto�kunde-Buch aus den

1 Im Folgenden sind alle Prozentzahlen massenbezogen.
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Ingenieurswissenschaften.
Der hei�e, noch nicht 
 •ussige Stahl bildet ein kubisch-
•achenzentriertes Kristallgitter aus, wel-
ches man als Austenit bezeichnet. Bei Abk•uhlung wandelt sich dieses Gitter in ein kubisch-
raumzentriertes Gitter um. Dies ist die Phasenumwandlung,die im Rahmen dieser Arbeit
betrachtet werden soll.
Das Phasendiagramm Abbildung 1.1 des Eisen-Kohlensto�-Systems gibt an, bei welcher Tem-
peratur der Stahl bestimmten Kohlensto�gehalts in welchem Zustand vorliegt, wobei man
voraussetzt, dass durch langsames Erreichen der Temperatur Gleichgewicht hergestellt ist.
Der im Rahmen dieser Arbeit interessanteste Bereich des Diagramms ist der Temperaturbe-
reich um die Temperaturlinie A1 (723� C) bei einem Kohlensto�gehalt von 0.8%, also rund
um den Punkt S.
Chemisch gesehen handelt es sich unterhalb von 723� C um eine Legierung von Eisen und Ei-
senkarbid. Oberhalb der Linie GSE ist der Kohlensto� bis zu einem Gehalt von 2.06% im dort
kubisch-
 •achenzentrierten Kristallgitter des Eisens voll l•oslich. Unterschreitet die Tempera-
tur diese Linie, f•allt bei einem Kohlensto�gehalt unter 0.8% Ferrit, kubisch- raumzentriertes
Eisenkristallgitter mit maximal 0.1% Kohlensto�, aus. Bei h •oherem Kohlensto�gehalt f•allt,
zuerst an den Korngrenzen, Eisenkarbid aus, welches in diesem Zusammenhang Zementit ge-
nannt wird.
Durch diese Bildung h•oher- bzw. niedriger konzentrierter Bereiche n•ahert sich die Kohlen-
sto�konzentration im verbleibenden Austenit mit fallender Temperatur einem Gehalt von
0.8% an. Austenit dieser Zusammensetzung zerf•allt bei Abk •uhlung unterhalb von A1 in ein
feinstrei�ges lamellares Ferrit-Zementit-Gef•uge, denPerlit . Dies kann man als eine Folge der
geringen Kohlensto�-Aufnahmef•ahigkeit des Ferrits ansehen, dieser wird sozusagen aus dem
sich umwandelnden Gitter herausgezwungen und lagert sich in Streifen ab.
Alle genannten Umwandlungen sind wesentlich durch die Di�usion des Kohlensto�s bestimmt
und damit langsamer als rein chemische oder Umordnungs-Umwandlungen. Perlit w•achst be-
vorzugt quer zur Richtung der Lamellen, der Kohlensto� di�un diert nur eine kurze Strecke
vor der Ferritschicht weg in die Zementitschicht. Die Schichten sind im Verh•altnis zur Korn-
gr•o�e klein genug, dass wir im Rahmen dieser Arbeit Perlit als homogenes Material ansehen
k•onnen. Die Wachstumsgeschwindigkeit wird aber von Ein
ussgr•o�en bestimmt, die •uber die
Di�usion wirken.

1.2 Stand der Modellierung durch Phasenfelder

Es gibt zahlreiche Phasenfeldmodelle und Mehrphasenfeldmodelle mit unterschiedlichen Ein-

ussgr•o�en. Im einfachsten Falle werden Allen-Cahn-Gleichungenum treibende Kr•afte er-
g•anzt, welche die gew•unschte Abh•angigkeit darstellen. Meist sind die Modelle durch ein
Funktional P, dies wird als eine Energie bzw. als ein thermodynamisches Potential aufge-
fasst, beschrieben. Die Dichte des Potentials umfasst zweiTerme der ungef•ahren Gestalt
a(r 	) + w(	), der erste koerzitiv in r 	, der zweite mit Minima in den reinen Phasen. Aus
diesem Potential werden partielle Di�erentialgleichungen durch Relaxation gewonnen.
Als fr •uhe, allgemeingehaltene Schrift•uber Multiphasenfeldmodelle, welche auch vorwiegend
die Ober
 •achenenergien behandelt, sei [SPN+ 96] genannt. In variierter Besetzung entwickelten
die Autoren ein darauf aufbauendes Modell mit gleicher Ober
 •achenenergie, in dem chemi-
sche Di�usion und treibende Kr•afte durch die Konzentrationen der Legierungselemente be-
handelt werden und welches die austenitisch-ferritische Umwandlung im Stahl abbilden sollte
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[TNDS98]. Numerische Ergebnisse dieses Modells im Vergleich mit experimentellen wurden in
[PSSB01] ver•o�entlicht. Die Keimbildung ist nicht Teil des Phasenfeldmo dells, und es wurden
keine wirklich unterschiedlichen Grenz
•achenmobilit•aten implementiert. Die Entwicklungs-
gleichungen werden mit _' = � M (r ' P) erzeugt, die Bezeichnung

"
kinetic Onsager relation\

f•allt erst in den sp•ateren Ver•o�entlichungen [SA06].
Auch die Autoren von [GNS07] beschreiben ein Phasenfeldmodell mit elastischer Energie. Die
Gleichungen erhalten sie als Gradienten
uss des als freie Energie bezeichneten Potentials.
Allen diesen Arbeiten ist gemein, dass sie das verwendete Potential als freie Energie be-
zeichnen. Eine Aufteilung in Terme der inneren Energie und der Entropie �ndet nicht statt,
auch keine •Uberpr•ufung der G•ultigkeit thermodynamischer Relationen zwischen diesen.Die
Entwicklungsgleichungen werden als

"
kinetic Onsager relation\ oder als Vielfaches des Gra-

dienten
usses bestimmt. Begr•undet wird dies mit dem Hinweis, die Entwicklungsgleichungen
sollten die freie Energie minimieren.
Penrose und Fife unternahmen in [PF90] den Versuch, Entropie und Energie ihres Modells
zu benennen und die Wahrung gewisser thermodynamischer Relationen zu gew•ahrleisten.
Seitdem ist der Begri� thermodynamisch konsistenter Phasenfeldmodelle in aller Munde. Die
Versuche f•uhrten bis heute nicht zu von Grund auf gerechtfertigten Modellen. Penrose und Fi-
fe selber argumentieren sehr formal und lassen die Ginzburg-Landau-Terme im Wesentlichen
aus ihren Betrachtungen heraus. Die Relaxation der dort de�nierten Entropie gew•ahrleistet
nat•urlich die Maximierung derselben durch die Gleichungen f•ur Phasenvariable und W•arme,
wie Emmerich [Emm03, Kap.4.2] bemerkt. Nicht alle Terme derEntropie und inneren Energie
sind plausibel de�niert und nicht f •ur alle Terme sind die wichtigen thermodynamische Rela-
tionen gewahrt. In [BS96, Kap. 4.1] wird ausgef•uhrt, welches thermodynamische Potential
f•ur welche Situation zu w•ahlen ist, das Potential des Modells wird aber als freie Energie be-
zeichnet und nicht auf seine Zusammensetzung untersucht. Die Autoren von [AMW00] dehnen
die G•ultigkeit der Relation @E S = 1=T •uber ihren Bereich aus und verletzen damit andere
Relationen. Abschnitt 7.5 beschreibt diesen und einige weitere Versuche. Stinner de�niert in
seiner Dissertation [Sti06] die Entropie wie Penrose und Fife als die Ginzburg-Landau-Terme
umfassend, zieht sich dann aber auf die freie Energie zur•uck, indem er die Funktionalableitung
der Entropie durch die der freien Energie ausdr•uckt. Auch hier wird nicht spezi�ziert, welche
Relationen zwischen den Potentialen gelten m•ussen.

[WSW+ 93] beschreiben plausibel die innere Energie und ihre Erhaltungsgleichung, recht-
fertigen aber ihre Wahl der Entropie nicht.

1.3 Ziele, Aufbau, Methodik und Resultate der Arbeit

Wie eingangs dargestellt, wurde diese Arbeit im Rahmen des Sonderforschungsbereichs 570
der Deutschen Forschungsgemeinschaft mit dem Ziel begonnen, die Kenntnisse makroskopi-
scher Materialgesetze in umwandelndem Material durch Betrachtung der Prozesse auf der
L•angenskala einiger Kristallk•orner zu vertiefen. Im Sonderforschungsbereich 747 wurde sie
zur Erforschung der Materialeigenschaften einer thermisch erzeugten Sto�anh•aufung zu Ende
gef•uhrt. Aus diesem starken Praxisbezug erw•achst die Notwendigkeit der vollen Einbettung
des Modells in die Physik.
Die fehlenden Darstellungen und die Verwirrung { dieses Wort ist kaum zu vermeiden { im
Bereich der Thermodynamik waren Anlass daf•ur, in Kapitel 2 die physikalischen Grundlagen
aufzuarbeiten, und insbesondere die in dieser Arbeit wichtigen Potentiale und Relationen und
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ihren G•ultigkeitsbereich darzustellen. Wert wurde auf konkrete Ausdr•ucke f•ur einige Poten-
tiale gelegt, wo sonst oft nur Zusammenh•ange mit anderen Potentialen dargestellt werden.
Um aus dem betrachteten Potential Gleichungen f•ur die Variablen des Systems zu gewinnen,
argumentieren einige Autoren, zum Beispiel die von [GNS98]und [GNS05], mit der Mini-
mierung des Potentials unter der Zwangsbedingung der Massenerhaltung, konkret der freien
Energie, durch die Entwicklung des Systems. Andere Autoren, zum Beispiel [SA06], beziehen
sich auf die

"
kinetic Onsager relation\ _' = � M (r ' P). Zur Begr•undung werden zwei Ver•of-

fentlichungen Onsagers, [Ons31a] und [Ons31b], zitiert, die aber lediglich die Symmetrie der
Relationen zum Inhalt haben.
In Kapitel 3 ist darum der Versuch dargestellt, diese Beziehungen und nicht nur ihre Sym-
metrie zu begr•unden und die Annahmen, die zu ihrer G•ultigkeit gemacht werden m•ussen, zu
�nden. Die thermodynamische Rechtfertigung f•ur Produktionen von Systemgr•o�en ist Ergeb-
nis der statistischen Physik, und es gelang die Verallgemeinerung der Rechtfertigung f•ur Fl •usse
von Gr•o�en in isotropem Material, was nur in [Emm03] in unvollst •andiger Argumentation zu
�nden ist. Dabei kamen weitere Sachverhalte zutage, die in der Literatur nicht dargestellt
werden, insbesondere•uber die mangelnde Rechtfertigung der kinetischen Beziehungen bei
fehlender Isotropie.

In Kapitel 4 werden physikalische Gegebenheiten an der Grenz
 •ache untersucht. Diese
Gegebenheiten legen das Verhalten der Grenz
•ache fest und bilden damit die nat•urliche Al-
ternative zur Beschreibung durch das Phasenfeldmodell. Auch durch ein Phasenfeldmodell
modellierte Grenz
 •achen m•ussen dieses Verhalten abbilden. Vor- und Nachteile der Darstel-
lung als scharfe Grenz
•ache gegen•uber der Phasenfeldmethode werden erl•autert.
Ferner wird die Umwandlung auf makroskopischer Ebene betrachtet, denn letztendlich geht
es auch in dieser Arbeit um die mesoskopische Beschreibung dieser.

Da die vorliegende Arbeit Simulationen auf der mesoskopischen Skala liefern soll, wird in
Kapitel 5 eine Diskretisierung allgemeiner Systeme von Di�usions-Reaktions-Gleichungen der
Gestalt, wie sie aus den Methoden des Kapitels 3 hervorgehen, durchgef•uhrt. Die Implemen-
tierung mit dem FEM-Softwarepaket Alberta wird beschrieben und auf einige Aspekte dieser,
zum Beispiel Randbedingungen, Algorithmus und Fehlersch•atzer, eingegangen.

Das Multiphasenfeldmodell wird in Kapitel 6 eingef•uhrt, vorerst ohne Betrachtung physi-
kalischer Einbindung. Ein Modell, das ohne weitere Mechanismen L•osungen auf dem Gibbs'schen
Simplex produziert, wird vorgestellt, einige analytischeL•osungen gefunden und die numeri-
schen Methoden aus Kapitel 5 als Test auf diese angewendet.

Ziel der Modellierung in dieser Arbeit ist es, aufbauend aufdem im vorhergehenden Ab-
schnitt beschriebenen Stand der Wissenschaft ein thermodynamisches System mit Ginzburg-
Landau-Beitr •agen zu entwickeln, aus dem sich durch Onsager-BeziehungenGleichungen vom
Phasenfeld-Typ gewinnen lassen. Das System soll ein vollesthermodynamisches System sein:
Jeder Beitrag zu Entropie und Energie soll dem in der Physik•ublicherweise daf•ur angenom-
menen Ausdruck entsprechen. Die Ginzburg-Landau-Terme sollen eine eindeutige Zuordnung
zu Energie oder Entropie erfahren. Die S•atze der Thermodynamik sollen im System erf•ullt
sein.
Dies sind st•arkere Anforderungen als das bisher oft•ubliche Nachrechnen der Positivit•at einer
Entropieproduktion, welche oft durchgef•uhrt wird, obwohl man das Modell schon als thermo-
dynamisch konsistent konstruiert bezeichnet.
Insbesondere sollen die mechanischen Gr•o�en Spannung und Verschiebung und ihre Energie
Teil des Modells sein.
Die partiellen Di�erentialgleichungen des Modells sollen eine Phasenumwandlung von fest zu
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fest, insbesondere eine austenitisch-perlitische Umwandlung in einem aus mehreren Kristall-
k•ornern bestehenden Gebiet, sinnvoll beschreiben.
Dieses eigentliche Anliegen der Arbeit wird in Kapitel 7 betrieben und auch erreicht. Man
st•o�t unter den Voraussetzungen des Modells, welche s•amtlich der Standard-Thermodynamik
geschuldet sind, auf einen Zusammenhang zwischen Schmelztemperatur, latenter W•arme und
W•armekapazit•at eines Systems zweier Phasen, was in Abschnitt 7.3.3 dargestellt ist. Der Zu-
sammenhang muss in entsprechend angepasster Form f•ur alle Modelle gelten, in denen diese
Gr•o�en vorkommen und die durch Entropie und innere Energie beschrieben sind (Bemerkung
7.5). Er ist trotz der Bedeutung dieser drei Gr•o�en in keiner der in dieser Arbeit zitierten
Schriften dargestellt, siehe Bemerkung 7.6, trotz der Vielzahl der konsultierten, teils reno-
mierten Werke zu Thermodynamik wie [M•ul01], [KK89] und Phasenumwandlungen.
Die Ginzburg-Landau-Terme z•ahlen zur inneren Energie. Es �nden sich keine Gr•unde, ihnen
eine Entropie beizumessen. Diese Sichtweise ist neu. Mit den im Kapitel 3 im Wesentlichen
best•atigten Onsager-Beziehungen werden aus den Potentialen Gleichungen sowohl f•ur das die
freie Energie minimierende als auch f•ur das die Entropie maximierende System gewonnen.
Letztere haben, da die Entropie hier keine Ginzburg-Landau-Terme enth•alt, eine v•ollig neue
Gestalt, sind insbesondere keine Allen-Cahn-Gleichungen. F•ur beide Betrachtungsweisen gilt,
dass es mit den in Kapitel 7 vorgestellten Entropien und Energien mittels der Prinzipien
aus Kapitel 3 und 2 gelungen ist, Phasenfeldgleichungen vollst•andig auf einfachste Prinzipien
zur•uckzuf•uhren, n•amlich auf die Entropievermehrung, welche ihrerseits nur ein Ergebnis der
Kombinatorik ist, und die Erhaltung einiger Gr •o�en.

Nachdem in Kapitel 8 auf weitere Aspekte der Modellierung und auf die Eigenschaften
des diskreten Systems eingegangen wird, werden in Kapitel 9Ergebnisse der Simulationen
und Implikationen dieser pr•asentiert. Die Ergebnisse erlauben es, qualitativ makroskopische
Ph•anomene zu erkl•aren, gestatten aber nicht die Veri�zierung quantitativer Gesetze. Im Aus-
blick, mit welchem die Arbeit schlie�t, kann recht deutlich angegeben werden, an welchen
Stellen die Modellierung unzul•anglich ist. Der wichtigste Punkt ist die Nichtber •ucksichtigung
plastischen Materialverhaltens.

Der Anhang wurde mit dem Anspruch erstellt, zum Verst•andnis der Argumentationen der
Arbeit ben•otigte Sachverhalte in sich geschlossen darzustellen und dem Leser eigene Recher-
che auf benachbarten Fachgebieten zu ersparen. Die dortigeDarstellung des Cauchy'schen
Gesetzes durch lokale Erhaltung mechanischer Energie konnte in dieser Form in keinem Buch
gefunden werden.



Kapitel 2

Thermodynamische Grundlagen

Phasenumwandlungen werden von thermodynamischen Kr•aften angetrieben. Diese muss man
kennen, unabh•angig davon, auf welcher Skala und mit welchem Modell man einen Umwand-
lungsvorgang betrachtet.
Dieses Kapitel soll die Lesbarkeit f•ur den Mathematiker erhalten und die Br•ucke zwischen
der thermodynamischen Literatur und unseren Anwendungen herstellen. Es wird dargestellt,

1. welche thermodynamischen Gr•o�en und Potentiale es gibt,

2. wie Gleichgewichtszust•ande durch die Maximalit•at bzw. Minimimalit •at geeigneter Po-
tentiale gekennzeichnet sind.

2.1 Gr •o�en, Dichten, Fl •usse

Sei im Folgenden

 � Rd

ein Gebiet.

2.1.1 Intensive und extensive Zustandsgr •o�en

De�nition 2.1. Eine Zustandsgr•o�e P hei�t intensiv, wenn sie unabh•angig von der Gr•o�e
des Systems ist, d.h wenn sie bei Teilung des Systems ihren Wert beibeh•alt. Betrachtet man
ein System als zwei Teilsysteme, 
 = 
 1 [ 
 2, so gilt P(
) = P(
 1) = P(
 2).
Sie hei�t extensiv, wenn ihr Wert proportional zur Sto�menge des Systems ist. Esgilt P(
) =
P(
 1) + P(
 2).

Bemerkung 2.2. Extensive Zustandsgr•o�en ' mit P(
) = P(
 n A) f •ur alle A � 
 mit
jAj = 0, d.h. das d-dimensionale Lebesgue-Ma� vonA ist null, sind aus Sicht der Ma�theorie
� -additive, � -endliche, bez•uglich des Lebesgue-Ma�es absolutstetige Ma�e.

De�nition 2.3. Jede extensive physikalische Gr•o�e P mit obiger Eigenschaft (P(
) =
P(
 n A) f •ur alle A � 
 mit jAj = 0) besitzt dank der in der Bemerkung 2.2 festgestellten
Eigenschaften nach dem Satz von Radon-Nikodym eineDichte bez•uglich des Lebesgue-Ma�es

p : 
 � [t0; t1] �! R:

15
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Ist das Gebiet 
 Teil eines massebehafteten K•orpers, so ist auf ihm eine bez•uglich des
Lebesque-Ma�es absolutstetige Massendichte� de�niert. Wegen dieser Absolutstetigkeit ist
die Massem =

R

 � d x ein Vergleichsma� f•ur das d-dimensionale Lebesguema� und Dichten

k•onnen bez•uglich diesem ausgedr•uckt werden. Man spricht von massenbezogenenDichten.
Sie sind im Folgenden immer mit dem Kleinbuchstaben der Bezeichnung ihrer physikalischen
Gr•o�e bezeichnet. Ist also die spezi�sche Massendichte einesK•orpers � de�niert, kann man

P =
Z



p dm =

Z



p� d x (2.1)

schreiben undp� =: p als Volumendichte zup de�nieren. Dichten einer Gr•o�e bezeichnet man
auch als spezi�sche Zustandsgr•o�en.

2.1.2 Di�erentialoperatoren auf vektoriellen Gr •o�en und Systemen

Oft besteht das betrachtete System aus mehreren Gr•o�en oder mehrere Gr•o�en werden als
Vektor zusammengefasst als eine betrachtet. Die Schreibweise (x) i bezeichnet dann diei -te
Komponente des Vektorsx, der ganze Vektor kann alsx = (( x) i ) i =1 ;:::N , kurz x = (( x) i )
geschrieben werden, wenn man seine Komponenten spezi�zeren will. Sei ein Vektorfeld von
Gr•o�en

u :
�

Rd � 

�

�! RN

ausreichend oft di�erenzierbar beziehungsweise schwach di�erenzierbar. Die Di�erentialope-
ratoren sind zeilenweise zu verstehen:r u ist die Abbildung r u :

�
Rd � 


�
�!

�
RN

� d

und enth•alt in jeder j -ten Zeile den Gradienten vonuj : (r u) j = r (u) j . Der Gradient als
Abbildung zwischen Funktionenr•aumen ist

r :
�
C1(
)

� N
�!

n �
C0(
)

� d
oN

;

analog bildet der schwache Gradient komponentenweise von
�
W 1;2(
)

� N nach
n

[L 2(
)] d
oN

ab.
Ist u :

�
Rd � 


�
� [t0; t1] �! RN , gibt _u den Vektor der Zeitableitungen, komponentenweise

( _u) i = _(u) i an. Der Ausdruck r � r u ist durch die Komponenten (r � r u) j = div r (u) j

gegeben.

2.1.3 Fluss

Die Bewegung einer Gr•o�e mit Dichte p soll charakterisert werden.

De�nition 2.4 (Flussdichtevektor). Tritt durch ein Teilst •uck � eines d � 1-dimensionalen
Fl•achenst•ucks A � 
 im Zeitintervall [ t0; t1] die Menge � P der extensiven Gr•o�e P hindurch,
wird der durchschnittliche Flussdichtevektor auf � durch

t1Z

t0

Z

�

Jp � n da dt = � P (2.2)

de�niert. Da diese De�nition f •ur alle Intervalle [ t0; t1] und � � A sinnvoll ist, ist dadurch der
Flussdichtevektor Jp(x ; t) zu fast allen t fast •uberall auf beliebigenA � 
, mithin fast •uberall
auf 
, de�niert.
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Wenn klar ist, dass die Bewegung der Gr•o�e durch eine Bewegung von Quantenobjek-
ten realisiert wird, kann alternativ der Flussdichtevektor mithilfe der durchschnittlichen Ge-
schwindigkeit v der Quanten als das Vektorfeld

Jp(x ; t) = pv (2.3)

de�niert werden.

Bemerkung 2.5. Oft wird der Begri� Fluss synonym mit dem Begri� Flussdichte vektor ver-
wendet. Konsistent mit der De�nition der Dichte einer Gr •o�e ist der Fluss zu einer Flussdichte
allerdings die durch ihr Integral •uber eine Untermannigfaltigkeit A und ein Zeitintervall ge-
gebenen Menge �P =

Rt1
t0

R
A Jpn da dt .

Man �ndet gelegentlich den Begri� des Flusses der Temperatur, meist im Zusammenhang
mit heuristischen Darstellungen der W•armeleitungsgleichung. Diese Begri�sverwendung ist
unsauber. Es 
ie�t die thermische innere Energie.

Beispiele: Der Massen
ussdichtevektor eines bewegten Kontinuums ist

Jm (x; t ) = � v ; (2.4)

der Flussdichtevektor einer in einem L•osungsmittel B gel•osten chemischen SubstanzA

JA (x; t ) = cA v ; (2.5)

wobei cA die Konzentration von A ist.

2.1.4 Teilchenzahlen, Massen und ihre Dichten im Gemisch

Ein Gemisch in einem (Teil-)Gebiet 
 bestehe aus m unterschiedlichen Reinsto�en. Es ist
durch die Anzahl der Molek•ule seiner Komponenten

N =
mX

i =1

N i (2.6)

in 
 bestimmt. Die N i hei�en die Sto�mengen. Die den N i entsprechende intensive Gr•o�e ist
der Sto�mengenanteil

X i =
N i

N
: (2.7)

Diese Gr•o�en sind f•ur chemische Betrachtungen n•utzlich. Um im K •orper der reellen Zahlen
arbeiten zu k•onnen, sind Teilchenzahlen ausR zul•assig, falls nichts Anderes festgelegt wird.
Die hohe Zahl von Elementarteilchen in den hier betrachteten Volumina l •asst diese Annahme
gerechtfertigt erscheinen.
F•ur physikalische Untersuchungen ist die Betrachtung der Massen der Sto�e g•unstiger, die-
se sind mit der Sto�menge durch die molare Masse verbunden:mi = mmol;i N i =Na, mit der
Avogadro-Konstante Na.
Sei V = j
 j das durch dasd-dimensionalen Lebesgue-Ma� von 
 gegebeneVolumen. Die
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Massendichte� eines Gemisches kann durch die Massendichtefraktionen� i = m i
V seiner Kom-

ponenten

� =
mX

i =1

� i (2.8)

dargestellt werden. Mit
ci =

� i

�
(2.9)

bezeichnet man die Dichtekonzentration einer Komponente,welche meist einfach Konzentra-
tion genannt wird. Die Teilchendichte

n i :=
N i

V
(2.10)

gibt die Anzahl an Teilchen pro Volumen V an. F•ur die Volumenanteile verwenden wir die Be-
zeichnungVi , f•ur die Volumenfraktionen die Kleinbuchstaben:

P
vi = 1. Es ist � i = n i mmol;i ,

eine weitere wichtige Charakterisierung der Dichtefraktion. Im Kontext dieser Arbeit sind im
Allgemeinen alle diese Dichten Funktionen des Ortes und derZeit, zum Beispiel � i (x ; t) oder
ci (x ; t).

Mischungsregeln

F•ur physikalische Dichtegr•o�en � von Mischungen setzt man oft lineare Mischungsregeln aus
den Kenngr•o�en der Bestandteile � i der Form

� =
mX

i =1

X i � i ; � =
mX

i =1

� i � i bzw. � =
mX

i =1

n i � i (2.11)

an, je nachdem, ob� eine sto�mengenbezogene, massendichtebezogene oder teilchendichtebe-
zogene Gr•o�e ist. Beispielsweise ist (2.8)

� =
mX

i =1

� i =
mX

i =1

vi � i (2.12)

mit den Massendichten der Reinsto�e � i . Lineare Mischungsregeln sind nicht immer sinnvoll
und hinreichend genau. Insbesondere bei inhomogenen Sto�gemischen und bei Gr•o�en, die in
einem Zusammenhang zwischen anderen Feldern als Koe�zienten beteiligt sind, ist oft nicht
klar, wie die Gr•o�e im Gemisch aus denen der Bestandteile erkl•art werden kann. Eine Beispiel
daf•ur ist im Anhang B.4.2 beschrieben.

2.2 Gleichgewichts-Thermodynamik

Die Literatur zur Thermodynamik kann den Mathematiker aus mehreren Gr•unden nicht zu-
friedenstellen: Oft wird ein Inkremente verwendender Kalk•ul benutzt, der nicht nur gew•oh-
nungsbed•urftig, sondern oft genug in Bedeutung und Geltungsbereichunklar ist: Man versteht
unter der BezeichnungdP f•ur eine •Anderung der Gr•o�e P

dP =
Z t1

t0

Z



p dx dt (2.13)
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und diskutiert die •Anderung dX anderer Gr•o�en X abh•angig von dieser in der FormdX �
@X
@PdP, meist entlang der f•ur das System zul•assigen Zust•ande. Eine Schwierigkeit dabei ist,
dass hier•ublicherweise der Begri� der partiellen Ableitung verwendet wird, ohne dass die Ab-
bildung P(X ) genau spezi�ziert wird. Statt dessen werden Einschr•ankungen an den System-
zustand genannt. Eine so bezeichnete partielle Ableitung ist tats•achlich partielle Ableitung
nur, wenn P als Abbildung auf den zul•assigen Zust•anden de�niert ist. Bei anderen Einschr•an-
kungen an das System folgen andere Darstellungen f•ur diese Ableitungen. Es handelt sich
dann ja auch um andere Abbildungen. Die Ungenauigkeiten k•onnen zu Fehlinterpretationen
f•uhren, um so mehr, als dass die Einschr•ankungen, denen das System unterliegt, in g•angigen
B•uchern unzureichend festgehalten werden. Ein Beispiel dazu �ndet sich im Anhang C.6.5.

Es liegt in der Natur der Sache, dass Physiker, insbesondereExperimentalphysiker, das
Verhalten von Systemen nur entlang in der Natur vorkommender Zust•ande betrachten. Des-
halb werden thermodynamische Gr•o�en normalerweise nie als Abbildungen de�niert und da-
mit auch nicht ihr Urbildraum bzw. Zustandsraum. Wenn Ablei tungen dieser Gr•o�en betrach-
tet werden und mit ihnen gerechnet wird, ist deshalb in der Regel nicht klar, unter welchen
Umst•anden die gewonnenen Beziehungen gelten. Es w•are vom mathematischen Standpunkt
einfacher, den De�nitionsbereich der Potentiale auf einenZustandsraum, welcher als kartesi-
sches Produkt aller Zustandsvariablen de�niert ist, konsistent zu erweitern. Man kann dann
partielle Ableitungen der Potentiale in allen Dimensionen dieses Zustandsraumes gewinnen,
auch wenn diese durch Bedingungen des Systems physikalischunm•oglich sind, und diese auf
den durch die zul•assigen Zust•ande gegebenen und die freien Zustandsvariablen parametrisier-
ten Untermannigfaltigkeiten betrachten. Die jeweils betrachteten Einschr•ankungen sind klar
zu benennen.

Da der thermodynamische Kontext der in dieser Arbeit untersuchten Aufgaben aufgrund
der starken naturwissenschaftlich-technischen Motivation sehr wichtig ist, sollen Elemente der
Thermodynamik unter Vermeidung genannter Unzul•anglichkeiten dargestellt werden. Insbe-
sondere die B•ucher [KK89] und [M•ul01] lieferten die n•otigen Ans•atze.
Eine mathematisch konsistente klassische Betrachtung derGleichgewichts-Thermodynamik
�ndet man in [GEK08] .

2.2.1 Thermodynamische Gr •o�en und Potentiale

Bezeichne 
 einen materiellen K•orper, der unter der Wirkung von Kr •aften die Bewegung
nach De�nition B.3 � : 
 0 � [0; tend] 7! Rd � [0; tend] vollf •uhrt. Es werden nun einige
Bezeichnungen eingef•uhrt, die im Anhang B.2 n•aher erl•autert sind. Die Zeitableitung der
Bewegung bezeichnet man alsGeschwindigkeit

v (x; t) =
@� (x; t)

@t
: (2.14)

Senkrecht zu einer beliebigen Schnitt
•ache mit Fl•achennormalern durch den K•orper wirkt
der Spannungsvektort . Er ergibt sich zu t = Tn mit dem Cauchyschen SpannungstensorT
(siehe [Ber05] Satz 3.4).

Die Innere Energie E umfasst die gesamte kinetische und Bindungsenergie der Atome des
Systems. Dazu geh•oren die chemische Bindungsenergie, Gitterenergie von Kristallgittern und
auch die elastische Energie eines K•orpers. Die innere Energie ist wie alle thermodynamischen
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Potentiale eine extensive Zustandsgr•o�e mit der Dichte e : 
 � Rd �! R+ und

E =
Z



e dm: (2.15)

De�nition 2.6. Die kinetische Energieeines bewegten K•orpers ist

K :=
1
2

Z




v2 dm:

Die externe mechanische Leistungist

L e :=
Z

@


t � v da +
Z




b � v dm

mit den Massenkr•aften b und der Beschleunigunga, die Spannungsantwortleistungmit dem
GeschwindigkeitsgradientenL, siehe Anhang B.2, ist

L :=
Z




1
�

T � L dm:

Die globale W •armeleistung Q eines K•orpers besteht aus der Produktion innerer Quellen
f Q und dem Fluss•uber seine Ober
•ache:

Q =
Z

@


Jq � n da +
Z




f Q dm: (2.16)

Hauptsatz der Thermodynamik 1. Die W•armeversorgung und die Leistung der externen
Kr •afte •andern die innere und die kinetische Energie eines Systems:

Q + L e = _E + _K: (2.17)

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik ist im Kontext dieser Arbeit als Postulat anzu-
sehen.

Die Enthalpie H eines Systems, insbesondere eines K•orpers, besteht aus der inneren Ener-
gie und der mechanischen Energie, welche das System bei Dehnung infolge Phasenwechsel und
Temperaturein
uss gegen den Au�endruck P leisten muss.

@H
@t

=
@E
@t

+ p
@V
@t

: (2.18)

Der Buchstabe H steht f•ur englisch heat amount. Die Betrachtung der Enthalpie ist bei
Systemen sinnvoll, welche einem konstanten hydrostatischen Druck ausgesetzt sind. Durch
entsprechende Wahl der Integrationskonstante ist

H = E + pV: (2.19)

Die DruckenergiepV wird bei Betrachtung kondensierter Materie meist vernachl•assigt, da die
Volumen•anderung zu gering ist, um bei auf der Erdober
•ache •ublichen Dr•ucken wesentliche
Beitr •age zu leisten. Die Enthalpie ist dann die innere Energie. Der Beitrag pV ist nicht mit
der elastischen Energie eines K•orpers zu verwechseln, welche Teil der inneren Energie ist.
Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik ist die Energieoder Enthalpie eines abge-
schlossenen Systems konstant.
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Die Entropie S der inneren Energie eines Systems ist nach der De�nition C.9durch

S := kB ln g(N; E ) (2.20)

gegeben. Das statistische Gewichtg steht f•ur die Anzahl der M•oglichkeiten, die das System
von N Quantenobjekten hat, den Zustand mit innerer EnergieE einzunehmen, und ist so
ein Ma� f •ur die Wahrscheinlichkeit eines Zustandes mitE . Die Entropie wird im Anhang C.6
ausf•uhrlich eingef•uhrt. Dort wird auch die

Temperatur T de�niert, dies geschieht durch den di�erentiellen Zusammenhang

1
T

=
@S
@E

; (2.21)

welcher unter Konstanz der anderen Systemgr•o�en gilt, siehe dazu Bemerkung C.12.
Im Anhang C.6 wird wahrscheinlichkeitstheoretisch gezeigt, dass jedes System sich mit

sehr hoher Wahrscheinlichkeit seine Entropie mit der Zeit vergr•o�ert. Wieder als Postulat
wird deshalb hier festgelegt:

Hauptsatz der Thermodynamik 2. Die Entropie eines geschlossenen Systems kann nicht
abnehmen.

Bemerkung 2.7. Nach Bemerkung C.11 sind Gleichgewichtszust•ande eines isolierten Sy-
stems 
 � Rd lokale Maxima der Entropie. Das Finden solcher ist also durch die Aufgabe

e : 
 � Rd �! R+

Finde �e mit
Z



�e (x)dx = E

und S = max
e

Z



�s (e(x))dx

(2.22)

mit geeigneter Entropiedichte s(e(x)) beschrieben.
Wie in Bemerkung C.13 dargestellt ist, induzieren neben derinneren Energie auch andere
Gr•o�en eine Entropie. F•ur diese Entropien l•a�t sich obige Aufgabe analog formulieren.

Die Helmholz'sche freie Energie

Zur Beschreibung mit der Umwelt im Austausch stehender Systeme betrachten wir ein Ge-
samtsystem aus einem System 
1, welches mit einem sehr gro�en Reservoir 
W , z.B. der Welt
oder einem W•armebad, W•arme austauschen kann. Die innere Energie des Systems hei�e"1

und die gesamteE. Damit ist die innere Energie des ReservoirsEW = E � "1. Die Gesamt-
entropie besteht als ebenfalls extensive Gr•o�e aus der Summe der Entropien von Reservoir
und System:

S(E) = SW (E � "1) + S1("1):

Da System und Reservoir nur W•arme austauschen, erfolgt jede•Anderung von "1 auf Kosten
beziehungsweise zu Gunsten der W•arme des Reservoirs, unabh•angig davon, in welcher Form
(elastische Energie, Bindungsenergie...)"1 selbst vorliegt. Aus Sicht von 
 W ist "1 also wegen
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der Voraussetzung immer eine W•armeenergie, die Entropie induziert. Damit ist die Reihen-
entwicklung der Entropie des Reservoirs als Reihe in"1 um den Punkt E gerechtfertigt. Die
Entwicklung lautet

SW (E � "1) = SW (E ) � "1
@SW
@E

(E) + :::; (2.23)

und es ist bei hinreichend gro�em Reservoir o.B.d.A. gerechtfertigt, nur die ersten beiden
Glieder der Reihe zu betrachten.
Die Aufgabe aus Bemerkung 2.7 lautet damit in unserem Zusammenhang: Finde"1, so dass

S = SW (E ) + S1("1) � "1
@SW
@E

(E) (2.24)

maximal ist. Dies ist •aquivalent zur Maximalit •at von

S � SW (E ) = S1("1) � "1
@SW
@E

(E): (2.25)

Die De�nition der Temperatur C.10 1
T = @S

@E wird eingesetzt, die zwei Teilsysteme tauschen nur
W•arme aus. Da @SW

@E (E ) = 1
TW (E ) konstant ist, ist obige Aussage•aquivalent zur Minimalit •at

von
T (SW (E ) � S) = "1 � T S1("1): (2.26)

Die rechte Seite enth•alt nur Gr •o�en des betrachteten Teilsystems, auch die TemperaturTW (E )
ist, da Kopplung an das Reservoir vorausgesetzt ist, als Teil der Randbedingung Teil dieses
Systems. Dies motiviert die

De�nition 2.8. Die Helmholz'sche freie Energieoder Helmholz'sche freie Enthalpieeines
Systems und ihre Dichte ist de�niert als

F = E � T S;
Z



f dm =

Z



e � T s dm: (2.27)

Damit ist die Aufgabe aus Bemerkung 2.7 f•ur ein System, das im W•armeaustausch mit
einem sehr viel gr•o�eren System steht, •aquivalent zur Aufgabe

e : 
 � Rd �! R+

Finde �e so dass F = min
e

Z



�f (e; s(e))dx:

(2.28)

Oft wird die freie Energiedichte nicht in Abh •angigkeit von e und s formuliert, sondern direkt
von Systemparametern a : 
 � Rd �! RN . Ferner kann ein Problem auch entropiein-
duzierende Gr•o�en neben der thermischen Energie enthalten. Deren Entropien werden zur
Systementropie hinzugenommen, wenn das System bez•uglich dieser Gr•o�en isoliert ist. Die
Aufgabe lautet dann allgemeiner:

f (a) : 
 � Rd �! R+

Finde a so dass F = min
a

Z



�f d x:

(2.29)

Dies sei zusammengefasst zur
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Bemerkung 2.9. Minimierung der freien Energie eines im W•armeaustausch mit der Um-
gebung stehenden Systems bedeutet entsprechend ihrer Konstruktion die Maximierung der
Entropie von System und Reservoir. Daraus folgt, dass die freie Energie eines Systems im
thermodynamischen Gleichgewicht minimal ist. Am deutlichsten abzulesen ist dies an Glei-
chung (2.26).
O�ensichtlich ist die freie Energie auch in einem adiabaten System (E = const) minimal.
Ferner ist bemerkenswert, dass in allen zur Rate gezogenen B•uchern, z.B. [M•ul01], [Sch84],
diversen Skripten zur Thermodynamik deutscher Fakult•aten und sogar [KK89] auf eine voll-
st•andige Darstellung der •Uberlegungen, die zur De�nition der freien Energie f•uhren, verzichtet
wird.

Bemerkung 2.10. Die Ableitung der freien Energie nach der Temperatur wird mit @S
@T =

@S
@E

@E
@T wegen (2.21) und nach Bem. C.12 zu

@F
@T

=
@E
@T

� S � T
@S
@T

=
@E
@T

� S � T
@S
@E

@E
@T

= � S: (2.30)

Die partielle Ableitung beruht auf der impliziten Annahme d er Konstanz der restlichen Sy-
stemgr•o�en. Enth •alt die innere Energie zus•atzlich zur thermischen Energie temperaturabh•an-
gige Terme, die keine Entropie induzieren, wird der Zusammenhang im Allgemeinen falsch,
denn es wird

@EGes.

@T
� S � T

@S
@T

=
@EGes.

@T
� S � T

@S
@Eth.

@Eth

@T
=

@EGes.

@T
� S �

@Eth

@T
: (2.31)

Solche Energiebeitr•age gibt es, wie im Kapitel 7 deutlich wird. Es gilt aber immer @Fth

@T =
� Sth :

Das chemische Potential

Die De�nition des chemischen Potentials wird durch die Betrachtung zweier thermisch mit
einem Reservoir verbundenen Teilsysteme 
1 und 
 2, welche Teilchen durch Di�usion aus-
tauschen k•onnen, motiviert. Die beiden Teilsysteme enthaltenN = N1 + N2 Teilchen einer
gel•osten chemischen Substanz, wobeiN i die Anzahl der in 
 i gel•osten Teilchen darstelle.
Durch Austausch von Teilchen erf•ahrt die freie Energie die •Anderung

dt F =

 
@F1
@N1
@F2
@N2

!

� dt

�
N1

N2

�
=

�
@F1
@N1

�
@F2
@N1

�
dt N1: (2.32)

Im Gleichgewicht mussdF=dN1 = 0 sein, da dann f•ur N = N1 + N2 = const die freie Energie
minimal ist, also ist @F1

@N1
= @F2

@N1
. Dies f•uhrt zur

De�nition 2.11. Als chemisches Potential bezeichnet man

� (T; V; Ni ) :=
@F
@Ni

=
@(�f )
@ni

(2.33)

mit der Teilchenzahl pro Volumen n i = N i =V. F•ur Massenfraktionen ci de�nieren wir 1

e� i (T; V; ci ) :=
@(�f )

@ci
=

�
mmol;i

� i (T; V; Xi ): (2.34)

1Es ist @( �f )
@ci

= @( �f )
@ni

@ni
@ci

und n i = �c i =mmol ;i .
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Das Gesamtsystem ist also genau dann im Gleichgewicht, wennalle Sto�e bei den vorlie-
genden Konzentrationen in jedem Teilsystem gleiches Potential haben.

Chemisches Potential und Entropie

Es soll nun die Ableitung der Entropie nach den Sto�mengen berechnet werden. Variiert die
i -te chemische Komponente, ist bei konstantem Volumen

dt S =

0

@
@E

@V

@N i

1

A S � dt

0

@
E
V
N i

1

A =
@S
@E

dt E +
@S
@Ni

dt N i : (2.35)

Daraus folgt
dS
dNi

=
@S
@E

dE
dNi

+
@S
@Ni

;

d. h. die Entropie•anderung ist durch die Entropie•anderung durch die mit den Teilchen verbun-
dene innere Energie und durch die Entropie•anderung der Teilchen selbst (Mischungsentropie)
verursacht. F•ur die teilchengebunden zugef•uhrte W•armeenergie gilt2 @S=@E= 1=T, und das
System ist damit thermisch •uber seine Grenzen gekoppelt.

) T
@S
@Ni

= �
dE
dNi

+ T
dS
dNi

: (2.36)

Mit � i = @F
@Ni

= @E
@Ni

� T @S
@Ni

= dE
dN i

� T dS
dN i

ist

@S
@Ni

= �
1
T

� i : (2.37)

Indem man die Dichten betrachtet und alle Ableitungen durch die Ableitungen nach der
Konzentration ci ersetzt, erh•alt man v•ollig analog

@(�s )
@ci

= �
1
T

e� i : (2.38)

F•ur ein Mehrsto�system gilt damit f •ur die Entropie die thermodynamische Identit•at genannte
Erweiterung der Relation (C.51)

T dt S = dt E + pdt V + �d t N

bzw. T dt S = dt E �
Z

@

TF da + �d t N :

(2.39)

2 Dies ist f•ur Systeme, die Teilchenaustausch zulassen, hier genau wiein weiterer Literatur nicht streng
gezeigt und lediglich plausibel. Die Gleichung besagt hier, dass der Austausch teilchengebundener innerer
Energie durch Teilchenaustausch nur dann zu einer energieinduzierten Entropie •anderung f•uhrt, wenn die zu
mischenden Teilchen bei unterschiedlichen Temperaturen vorliegen.
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Die Gibbs'sche freie Energie

Wie bei der Einf•uhrung der Helmholz'schen freien Energie wird zur Beschreibung mit der
Umwelt im Austausch stehender Systeme ein Gesamtsystem auseinem System 
1, welches
mit einem sehr gro�en Reservoir 
 W thermisch gekoppelt ist, betrachtet. Allerdings leiste das
System 
 1 durch temperaturinduzierte Volumendehnungen Arbeit gegen den Au�endruck,
weshalb statt der inneren Energie die Enthalpie betrachtetwird. Es wird ganz analog mit
EW = E � h und h = "1 + pV f•ur die Enthalpie von 
 1

S(E) = SW (E � ("1 + pV)) + S1("1)

argumentiert und die Entropie des Reservoirs als Reihe in"1 und V um den Punkt E ent-
wickelt:

SW (E � ("1 + pV)) = SW (E ) � "1
@SW
@E

� V
@SW
@V

+ ::: : (2.40)

Die Bedingungen an den Systemrand, die nur den Austausch vonW•arme und (entropischer)
elastischer Energie zulassen, gew•ahrleisten wieder, dass die Reihenentwicklung der Entropie
in "1 und V sinnvoll ist. Die Aufgabe aus Bemerkung 2.7 wird: Finde"1 und V , so dass

S � SW (E ) = S1("1) � "1
@SW
@E

� V
@SW
@V

(2.41)

maximal ist. Es wird wie in (2.26) Beziehung C.10 1
T = @S

@E und zus•atzlich 1
T p = @S

@V gem•a�
Abschnitt C.6.5 eingesetzt. Damit ist die Maximalit •at der Systementropie •aquivalent zur
Minimalit •at von

T(SW (E ) � S) = "1 � T S1("1) + pV: (2.42)

De�nition 2.12. Die Gibbs'sche freie Energieoder Gibbs'sche freie Enthalpieeines Systems
ist de�niert als

G = H � T S: (2.43)

Es ist wie bei der freien Energie (siehe [PE92])

@G
@T

= � S; (2.44)

die Bedeutung der partiellen Ableitung @T ist schlie�lich, dass alle anderen Systemgr•osen,
insbesondere der Druck und das Volumen, konstant sind.

Minimaleigenschaft der Gibbs'schen freien Energie Die Gibbs'sche freie Energie ist
so konstruiert, dass sie f•ur innere Energie, Entropie und Volumen eines thermisch undim
Volumen an die Umgebung gekoppelten Systems konstanter Temperatur, fester Zusammen-
setzung und konstantem Druck im thermodynamischen Gleichgewicht minimal ist, vergleiche
die Argumentation zur freien Energie.
Die Gibbs'sche freie Energie darf als die Gr•o�e bezeichnet werden, welche sowohl dem Bestre-
ben eines Systems nach Einnahme der wahrscheinlichsten Kon�guration als auch dem nach
Einnahme des Zustandes mit geringer Enthalpie Rechnung tr•agt.

Bemerkung 2.13. Die betrachtete Elastizit •at der Atmosph•are ist entropischer Natur, siehe
Anhang Abschnitt C.6.5. Dennoch maximiert man hier scheinbar nur die Entropie der W•arme.
Der Maximalit •at der elastischen Entropie ist bereits durch die Gleichheit der Dr •ucke innen
und au�en nach Gleichung (C.46) Ausdruck verliehen.
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Bemerkung 2.14. Bei als inkompressibel und als ohne nennenswerte andere Volumenver•an-
derung betrachteten Systemen ist die De�nition der Gibbs'schen freien Energie mit der De�ni-
tion der freien Energie•aquivalent. Die beiden Begri�e werden im Zusammenhang mit Phasen-
feldmodellen oft synonym verwendet, wobei meist Arbeit gegen den Au�endruck vernachl•as-
sigt wird. Die Phasenumwandlungen in Festk•orpern unter Ber•ucksichtigung von durch Volu-
men•anderungen induzierten Spannungen macht prinzipiell eineBetrachtung der Gibbs'schen
freien Energie m•oglich, falls dies zus•atzliche Erkenntnisse bringt.

Hinzunahme weiterer Energien zur freien Energie

Oft sind weitere Energien, welche in W•arme umgewandelt werden k•onnen und durch W•arme
induziert werden k•onnen, Gegenstand des Systems. Induzieren sie keine Entropie, k•onnen sie
unter der Zusatzannahme, dass sie nur im System dissipiert werden, zur inneren Energie in
den De�nitionen 2.27 und 2.43 hinzugenommen werden. Die freie beziehungsweise Gibbs'sche
freie Energie bleibt dann das zu maximierende Potential:

Als Beispiel f•ur diese zus•atzliche Energie betrachten wir die mechanische EnergieE mech ,
wie sie in Gleichung (B.17) im Anhang B.3 de�niert ist. Diese hat im Allgemeinen die er-
forderlichen Eigenschaften, keine Entropie zu besitzen und in W•arme umwandelbar zu sein,
genauso wie sie umgekehrt aus W•arme erzeugt werden kann.
Die Notationen seien dieselben wie oben bei der Einf•uhrung der Helmholz'schen und Gibbs'schen
freien Energie, allerdings unterscheiden wir jetzt W•armeenergie und mechanische Energie mit
Indizes, zum BeispielE H und E mech . Auch die Situation sei durch ein Gesamtsystem aus
einem System 
1, welches mit einem sehr gro�en Reservoir 
W thermisch und auch in Bezug
auf die besagte zus•atzliche Energie gekoppelt ist, gegeben.
Die W•armeenergieE H ist wegen der EnergieerhaltungEH = E � E mech und die Entropie
des Systems die dieser W•arme: S = S(E � E mech). Diese wird als Summe der Entropien der
W•armen des TeilsystemsS1 und des ReservoirsSW dargestellt:

S(EH ) = SW (E � ("H
1 + Emech)) + S1("H

1 ): (2.45)

Die Entropie des Reservoirs wird diesmal als Reihe in"H
1 und Emech um den Punkt E ent-

wickelt:

SW (E � ("H
1 + Emech)) = SW (E ) �

@SW
@E

"H
1 �

@SW
@E

Emech + ::: : (2.46)

Diese Reihe wird in Gleichung (2.45) eingesetzt, und die Aufgabe aus Bemerkung 2.7 wird:
Finde "H

1 und E mech, so dass

S � SW (E ) = S1("H
1 ) �

@SW
@E

"H
1 �

@SW
@E

E mech (2.47)

maximal ist. Wieder wird wie in (2.26) Beziehung C.10 1
T = @S

@E eingesetzt, und die Maxima-
lit •at der Systementropie •uber alle "H

1 und Verschiebungenu ist •aquivalent zur Minimalit •at
von

T(SW (E ) � S) = "H
1 + E mech � T S1("H

1 ) = "H
1 + ( E mech � "mech

1 ) + "mech
1 � T S1("H

1 ): (2.48)

Hier stehen noch Gr•o�en auf 
 W auf der rechten Seite. Da die gesamte mechanische Ener-
gie ein positiver Beitrag ist, ist aber bereits erkennbar, dass Zust•ande kleiner mechanischer
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Energie g•unstig sind. Enth•alt nur das Teilsystem 
 1 mechanische Energie oder sind 
1 und

 W mechanisch voneinander isoliert, ist die Maximierung der globalen Entropie •aquivalent
zur Minimierung von

T(SW (E ) � S) � E mech
W = "H

1 + "mech
1 � T S1("H

1 ) (2.49)

•uber alle "H
1 und alle "mech

1 , also Verschiebungenu, auf 
 1, da dann der Ausdruck auf der
rechten Seite unabh•angig von der linken Seite minimiert werden kann.

Tauschen Welt und System mechanische Energie, ist dies nicht der Fall und deshalb gilt
diese •Aquivalenz nicht. Man tri�t die Zusatzannahme, dass im Reservoir keine Dissipation
mechanischer Energie statt�ndet. Dann kann man gedanklichden Vorrat an mechanischer
Energie vom W•armereservoir trennen. Statt E = E H

W + "H
1 + E mech

W + "mech
1 betrachtet man

E(t) = E H
W (t) + "H

1 (t) + "mech
1 (t): (2.50)

In dieser Betrachtung ist also E mech
W eine externe Quelle, die au�erhalb des Reservoirs liegt

und das Reservoir durch 
 1 heizt.
All diese Gr•o�en sind nach Voraussetzung der fehlenden Dissipation in 
W durch Prozesse
in 
 1 bestimmt oder beschrieben, insbesondere der Zu
uss an mechanischer Energie und die
Dissipation dieser.
Mit der Reihenentwicklung (2.46) erh•alt man statt der mit Gleichung (2.49) formulierten
Aufgabe: Minimiere

T(SW (E (t)) � S(t)) = "H
1 (t) + "mech

1 (t) � T S1("H
1 (t)) (2.51)

•uber alle "H
1 und alle "mech

1 .
Man beachte, dass diese Gr•o�e wegen E mech = E mech(u) tats•achlich •uber alle Verschie-

bungenu (siehe Anhang B.2) minimiert wird und deshalb "mech
1 •uber die mechanischen Rand-

bedingungen des Systems bestimmt ist.

Die Gibbs-Relation

Durch Einsetzen der thermodynamischen Identit•at f •ur mehrere Komponenten (2.39)T dt S =
dt E + pdt V +

P
� i @tN i in (vgl. [KK89, S.89])

dG
dt

= dt F + dt (pV) = dt E � Sdt T � T dtS + pdt V + V dt p (2.52)

erh•alt man die Gibbs-Relation

dG
dt

= � Sdt T + V dt p +
X

i

� i @t N i : (2.53)

Isotherm und isobar3 folgt dann @G
@t =

P
� i @t N i =

P
i

@F
@Ni

@tN i . Die freie Enthalpie ist dem-
nach homogen in der TeilchenzahlN . Mit dem Satz von Euler •uber homogene Funktionen,
welcher besagt, dass f•ur eine Funktion mit

f (� x) = � m f (x); (2.54)

3Es gilt @G
@Ni

= @F
@Ni

= � i .
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d.h. die homogen vom Gradm in x ist,

r f (x) � x = mf (x) (2.55)

gilt 4, folgt erst
G = r N GN =

X
� i N i (2.56)

und
g = r cgc =

X
� i ci (2.57)

und, in die De�nition der freien Enthalpiedichte zur •uckeingesetzt
X

i

� i ci = e � T s + pV: (2.58)

Bemerkung 2.15. Der Vollst •andigkeit halber und um Mi�verst •andnissen vorzubeugen, seien
hier zwei weitere Wege dargestellt, wie die Minimaleigenschaft der freien Energie aus Bemer-
kung 2.9 ohne die Konstruktion gezeigt wird: Es ist wie gehabt

dt F = dt E � Sdt T � T dt S und dt G = dt E � SdtT � T dt S + pdt V + V dt p; (2.59)

der zweite Summand verschwindet unter der Voraussetzung der Isothermie, der f•unfte in der
rechten Gleichung unter der Voraussetzung der isobaren Umgebung. Durch Einsetzen der
thermodynamischen Identit•at T dt S = dt E + pdt V + �

T dt N = dt E + p@t V + �
T @t N , Gl. (2.39),

ist dies statt der Gibbs-Relation (2.53)

dt F = �d t N und dt G = p@t V + �d t N: (2.60)

Das bedeutet, die freie Enthalpie erf•ahrt isotherm und bei konstantem Volumen und konstan-
ter Zusammensetzung im thermodynamischen Gleichgewicht durch •Anderungen der inneren
Energie und der Entropie keine •Anderung, die freie Enthalpie erf•ahrt isotherm und isobar im
thermodynamischen Gleichgewicht durch•Anderungen des Volumens, der inneren Energie und
der Entropie keine •Anderung. Freie Enthalpie und freie Enerie besitzen dann ein Extremum
bez•uglich der genannten Gr•o�en.

Formal, beispielhaft f•ur die freie Energie, ist auch

@F
@E

= 1 �
@T
@E

S � T
@S
@E

= �
@T
@E

S

und
@F
@S

=
@E
@S

�
@T
@S

S � T � 1 = �
@T
@S

S;

also Null bei konstant gehaltener Temperatur, weshalb die freie Energie eines isothermen
Systems im Gleichgewicht ein Extremum besitzt.
Beide Argumentationen werden durch Bezugnahme auf die Positivit •at der Entropieproduktion
fortgesetzt. Dadurch weist man nach, dass f•ur alle Prozesse �F � 0 ist und deshalb der
Gleichgewichtszustand ein Minimum sein muss.
Von der hier erforderlichen Voraussetzung der Isothermie stammt die verbreitete Darstellung,
die freie Energie w•are \das bei isothermen Prozessen zu minimierende Potential", wie es in
diversen Skripten und in [BS96] hei�t. Dies verbirgt, dass die Argumentation auf der Kopplung
mit einem Reservoir beruht und die freie Energie auch bei nichtisothermen Vorg•angen, z.B.
der K•uhlung eines Systems durch die Umwelt, dem Minimum zustrebt.

4Der Satz folgt aus Di�erentiation nach � und Setzen von � = 1.
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2.2.2 Zusammenfassung: Thermodynamische Konsistenz im Gl eichgewicht

Wir betrachten ein Modell f •ur ein physikalisches System dann als thermodynamisch konsi-
stent, wenn sich seine freie Energie (und damit auch die Gibbs'sche freie Energie) formulieren
l•asst und wenn sich konsistent dazu seine Entropie gem•a� S = � @T F (2.30) und seine innere
Energie bestimmen lassen, so dass@S

@E = 1
T (2.21), @S

@V = 1
T p (siehe C.6.5) und @S

@N = 1
T � (2.37)

erf•ullt sind und E = F + T S (2.27) gilt.
Wenn die zeitliche Entwicklung oder allgemein eine Zustand•anderung betrachtet wird, muss
sie dem Hauptsatz 1 und dem Hauptsatz 2 gehorchen. Letzteresist gegeben, wenn diese Be-
trachtung wie in den Aufgaben (2.7) und (2.28) durchgef•uhrt wird.

2.3 Freie Energie und Phasendiagramm f •ur Zweisto�systeme

Dieser Abschnitt behandelt den Phasenzustand eines Sto�gemisches im thermodynamischen
Gleichgewicht. Die Ausf•uhrungen sind an [PE92] und [Emm03] angelehnt. Hier soll geschildert
werden, wie ein Sto� die Phase wechselt, wenn die entstehende Phase geringere (Gibbs'sche)
freie Energie hat. Die hier geschilderten Mechanismen sindtechnisch relevant, sie bestimmen
Legierungslehre und W•armebehandlung.
Die in diesem Kapitel beschriebene Gibbs'sche Energiedichte ist Teil der Energiedichte des
Phasenfeldmodells.
Die Graphiken zeigen schematisch die (Gibbs'sche) freie Energie (wahlweise ihre Dichte) dreier
Phasen eines Sto�gemischs nach (C.61)

Fmix =
2X

i =1

N i gn
i � kT

 

N ln(N ) �
2X

i =1

N i ln(N i )

!

zu einer fallenden Folge von Temperaturen. Diegn
i sind Funktionen der Temperatur (und

des Drucks) und fallen mit dieser. Hier seien die Phasen mit den Farben ihrer Energiegra-
phen bezeichnet. Obschon die Darstellungen rein qualitativ sind, kann sie in etwa mit der
in Abb. 1.1 dargestellten Situation im Bereich bis 2.06% Kohlensto� verglichen werden. Bei
der bei hohen Temperaturen beg•unstigten Phase mit rot dargestellter Energie denke man
an Austenit, bei der blau dargestellten mit dem links liegenden Minimum an Ferrit und der
gr•un dargestellten an Zementit. Die horizontale Achse deckt den Konzentrationsbereich von
reinem Sto� A bis zur maximalen Konzentration von B in Sto� A i n diesen Phasen ab, im
System Eisen-Kohlensto� (siehe Abb. 1.1) ist dies der Bereich bis 2.06% Kohlensto�. Im
Gleichgewicht wird nun stets der Zustand angenommen, der die freie Energie minimiert. Dies
ist nicht f •ur alle Temperaturen und Konzentrationen durch homogene Phasen erreicht, wenn
die vom Minimum •uber alle drei Energien gebildete Kurve nicht konvex ist: Durch Bildung
eines Kristallgemenges von K•ornern zweier Phasen kann die Energie auf den Wert jeder Kon-
vexkombination der Graphen der Energien der Einzelphasen weiter verringert werden, wenn
die Konzentration von B sich von einer Phase in die andere verschiebt. Die Mischung bildet
sich so aus, dass ihre Energie auf der Tangente an die Energien der beiden Teilphasen liegt,
dass also der kleinste durch Konvexkombination erreichbare Wert auch erreicht wird.
Im ersten Bild von Abb. 2.1 liegt die Temperatur T1 so hoch, dass Phase Rot f•ur alle Kon-
zentrationen die energetisch g•unstigste ist. Im zweiten Bild, bei etwas niedrigerer Temperatur
T2, ist Phase Gr•un f•ur hohe Konzentrationen von Sto� B g•unstiger, und f•ur fast reinen Sto�
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T1

f

f Perlitf Austenit

T2

f

f Ferrit

f Perlit

f Austenit

TM

100%c1 100%c0

f

f Ferrit

f Perlit

f Austenit

T4 < T M

100%c1 100%c0

f

f Ferrit

f Perlit

f Austenit

100%c1 100%c0

T

T1

T2

TM
T4

Abbildung 2.1: Es sind die freien Energien dreier Phasen auseinem Gemisch von zwei Sto�en
in Abh •angigkeit von der Konzentration der Sto�e dargestellt. Die Temperatur im Bild oben
links ist am h•ochsten, bei dieser Temperatur sind Sto� A und B in Phase Rot vollst•andig
ineinander l•osbar. Im Bild oben rechts ist die Temperatur etwas niedriger und bei h•oherern
Konzentrationen von B bildet sich Phase Blau, und so weiter.Unten links das Phasendia-
gramm dieses Systems.
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A bildet sich Phase Blau. Diese Situationen sind im Phasendiagramm als die von der gr•unen
Linie bzw. von der blauen Linie eingeschlossenen Bereiche dargestellt. Legt man eine Tangen-
te an die Energiegraphen von Rot und Blau, kennzeichnet die Strecke zwischen den beiden
Kontaktpunkten den Bereich, in dem sich durch ein Gemenge aus K•ornern zweier Phasen
eine niedrigerere freie Energiedichte realisieren l•asst. Die Zusammensetzung der Phase Gr•un
ist dann durch die Konzentrationen am Kontaktpunkt der Tang ente mit dem Graphen der
Energie von Gr•un gegeben, das Gleiche gilt f•ur Rot. Sto� A reichert sich also leicht in Pha-
se Rot an, auf Kosten der Konzentration in Phase Gr•un. Im Phasendiagramm ist dies der
Temperatur-und Konzentrationsbereich zwischen roter undgr•uner Linie.
Dies ist ein erstes Beispiel daf•ur, dass Gesamt-Entropieerh•ohung einen Zustand verursacht,
der in einer bestimmten Hinsicht, n•amlich auf die Konzentration, geordneter ist.
Analog verh•alt sich ein Gemisch, dessen Zusammensetzung im Bereich zwischen den Kon-
taktpunkten einer Tangente an die Graphen von Blau und Rot liegt, und schlie�lich auch bei
niedriger Temperatur wie im vierten Bild, wo die Tangente an Gr•un und Blau Mischungen
minimaler freier Energie realisiert, im Bereich zwischen den Kontaktpunkten an die Graphen
von Gr•un und Blau.
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Kapitel 3

Thermodynamik in der N •ahe des
Gleichgewichts

In diesem Kapitel wird dargestellt, wie durch die Onsager-Relationen aus dem Potential eines
Systems Entwicklungsgleichungen bestimmt werden und wie sich das System unter diesen
Entwicklungsgleichungen potentialmaximierend verh•alt.
Dies ist insofern von besonderer Bedeutung f•ur den Gegenstand dieser Arbeit, als dass die
Modelle eine physikalische Situation mit einer konkreten,durch die Physik bereits fast voll-
st•andig beschriebenen Energie und Entropie darstellen sollen. Die Gleichgewichtszust•ande des
durch Entwicklungsgleichungen beschriebenen Systems m•ussen mit denen des durch Extre-
ma eines Potentials beschriebenen Gleichgewichtszust•anden identisch sein, siehe Vereinbarung
3.1. Die Gleichungen des Systems m•ussen auch die Entwicklung von Energien und Entropie
beschreiben, nicht nur ein qualitativ •ahnliches Systemverhalten herbeif•uhren.
Alle in dieser Arbeit zitierten Autoren, die die Phasenfeldgleichungen herleiten, tun dies durch
Extremwertsuche f•ur ein Potential, die meisten sprechen von Onsager-Beziehungen. Keiner
geht genauer auf sie ein.

3.1 Bilanzgleichungen f •ur Dichten

Die Dichten der Gr•o�en, welche hier betrachtet werden, gehorchen Bilanzgleichungen der
Form

@t  j = � div J j + p j : (3.1)

Es ist J j der Fluss wie in De�nition 2.1.3 de�niert und p j die Produktionsdichte. Man spricht
von einem Prozess, wenn J j 6= 0 oder p j 6= 0 ist. Gr •o�en, die keinen Fluss besitzen, sind
zul•assig. Ist die Produktionsdichte einer Dichte' i gleich Null,

_' i = � div J i ; (3.2)

so hei�t die Gr •o�e konserviert, sonst nicht konserviert.
Diese Erhaltungsgleichungen sind Resultat von Postulatender Physik, wie zum Beispiel der
Massenerhaltung oder der Erhaltung eines Sto�es, und der Bilanzierung •uber ein Kontrollvo-
lumen ! � 
. Die Bilanz einer Sto�konzentration c in einem nicht bewegten Medium ist

@t

Z

!
c dx = �

Z

@!
Jc � n da +

Z

!
pc dx:

33
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Dies sagt aus, dass die•Anderung im Inneren des bilanzierten Gebiets so gro� ist wiedie
Produktion abz•uglich des ab
ie�enden Sto�es. Nach Anwendung des Satzes vonGau� ist dies
eine Gleichung vom Typ (3.1) fast •uberall.
Solche Bilanzen lassen die Gestalt von Fluss und Produktionsdichte o�en. Ziel dieses Ab-
schnittes ist es, die Natur der Fl•usse und Produktionen aus den Erhaltungsgleichungen zu
kl•aren. Dazu wird die gegenseitige Wirkung der Systemgr•o�en auf ihre Fl •usse und Produktio-
nen durch die Maximierung oder Minimierung eines thermodynamischen Potentials erkl•art.
Solche Beziehungen werden im Kontext der Phasenfeldmodelle Onsager-Relationengenannt.
Es ist unklar, ob diese Begri�sverwendung so in anderen Bereichen der Physik geschieht, hier
soll sie dennoch•ubernommen werden. Der Begri� ist nicht zu verwechseln mit den in 3.2.2
vorgestellten onsager reciprocal relations, welche etwas•uber die Symmetrie der gegenseitigen
Wirkungen aussagen.
Wir betrachten ein System auf einem Gebiet 
 � Rd, welches aus denn + m Variablen (� ; 	 )
mit den Dichten ( ';  ) : 
 � [0; tend] �! R(n+ m) besteht. Dabei seien' : 
 � [0; tend] �! Rn

konservierte Variablen wie z.B. Konzentrationen, : 
 � [0; T ] �! Rm nicht konservierte wie
z.B. Phasenzust•ande.
Auf den Dichteverteilungen (';  ) : 
 � [0; tend] � R 7! R(n+ m) des Systems sei das thermo-
dynamische Potential P(';  ) : 
 n+ m � [0; tend] � R 7! R de�niert. Die Dichten ( ';  ) seien
aus

Y :=
�
H 1 �

[0; tend]; L 2(
)
�

\ L 2 �
[0; tend]; H 2(
)

�� n+ m
: (3.3)

3.2 Die Onsager-Relationen

Die folgenden •Uberlegungen sind durch [Emm03] und [GM84, Kap.4, insbesonderex3], ange-
regt worden. Ersteres warf vor allem Fragen auf, w•ahrend letzteres Ans•atze zur Bew•altigung
der Unsicherheiten lieferte. Die beste Darstellung dieserAns•atze �ndet man allerdings in
[LL51], Band 5.

Vereinbarung 3.1. Die Relationen der Gleichgewichts-Thermodynamik gelten weiter, sie
beschreiben die Gleichgewichtszust•ande auch der Nahe-Gleichgewichts-Thermodynamik. Kon-
sistent damit seien Gleichgewichtszust•ande als lokale Minima (bzw. Maxima) des thermody-
namische PotentialsP(';  ) modelliert, und die Systemgr•o�en ( � ; 	 )(x ; t) sollen sich zeitlich
so entwickeln, dass das Potential einem Minimum (bzw. Maximum) zustrebt.

Seien beispielhaft die Randbedingungen so, dass der Gleichgewichtszustand durch die Ma-
ximalit •at der Entropie gekennzeichnet ist (adiabates System). Er sei bei der Dichteverteilung
(';  ) = ( ' eq;  eq)(x) erreicht, deren Werte unbekannt sind, und die zeitlich konstant sind
(ist die freie Energie die minimierte Gr•o�e, k•onnen die Gleichgewichtswerte geringen zeitli-
chen •Anderungen unterliegen), weshalb sie als nur vonx abh•angig gekennzeichnet sind. Die
Abweichung vom Gleichgewichtszustand sei de�niert als

� (x ; t) := ( ';  )(x ; t) � (' eq;  eq)(x): (3.4)

Die Unterscheidung zwischen konservierten und nicht konservierten Gr •o�en wird erst an an-
derer Stelle wieder n•otig. Es ist � 2

�
H 1

�
[0; tend]; L 2(
)

�
\ L 2

�
[0; tend]; H 2(
)

�� n+ m .
Es gilt nach De�nition von �

dt � i = dt ' i f•ur alle i (3.5)
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beziehungsweisedt � j = dt  j , und genauso f•ur Fl •usse

J � i = J ' i und J � j = J  j f•ur alle i = 1 ; :::; n; j = n + 1 ; :::; m (3.6)

und auch p j = p� i f•ur die Quelldichten. Die Gr•o�en p� i und J � i werden gleicherma�en als
verallgemeinerte Fl•ussevon � i bezeichnet.

3.2.1 Entwicklung der verallgemeinerten Fl •usse

Vereinbarung 3.2. Es gelte, dass

� die zeitliche Entwicklung des Systems, d.h. seine verallgemeinerten Fl•ussep� i und J � i ,
nur vom momentanen Zustand des Systems abh•angt,

� weiterhin, dass von diesem Zustand die momentanen Werte� und r � relevant sind,
p� i = p� i (�; r � ) und J � i = J � i (�; r � ),

� und dass aufgrund der N•ahe zum Gleichgewicht die Entwicklung als Reihe

p� i =
X

k

M ik � k +
X

i

mik r � k + Rest und J � i =
X

k

mik � k +
X

k

M ik r � k + Rest

durch ihre linearen Glieder sinnvoll approximiert wird:

ep� i =
X

k

M ik � k +
X

i

mik r � k und eJ � i =
X

k

mik � k +
X

k

M ik r � k :

Es werden die Umbenennungenep� i =: p� i und eJ � i =: J � i durchgef•uhrt und mit den
� i die Gr•o�en bezeichnet, die durch die Erhaltungsgleichungen (3.1) und (3.2) aus die-
sen Approximationen hervorgehen. Die Bezeichnung f•ur die Gr•o�en wird also f•ur ihre
Approximationen in diesem Sinne verwendet.

Heuristisch ist einsichtig, dass ein Fluss bei verschwindendem Gradienten der Abweichung
vom Gleichgewichtszustand ebenfalls verschwinden wird, andersherum sollte eine Produktion
p� i nicht von den Gradienten, sondern nur von den Werten selbst abh•angen. AlsCurie'sches
Prinzip (Satz 3.4) ist dieser Sachverhalt f•ur r •aumlich isotrope Systeme auch streng begr•und-
bar1 ([GM84]). Es ist also

p� i =
X

k

M ik � k und J � i =
X

k

M ik r � k : (3.7)

1Die metallischen Kristallk •orner, die letztendlich der zu modellierende Gegenstand sind, verhalten sich in
unserer Modellierung nur auf mesoskopischer und eventuell auf makroskopischer Ebene anisotrop. Mikrosko-
pisch, das hei�t auf der Skala unterhalb einer Kornl •ange, m•ogen sie sich n•aherungsweise isotrop verhalten. Die
Gittereigenschaften werden also nicht ber•ucksichtigt.
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3.2.2 Die Symmetrie der Onsager-Koe�zienten

Die Matrizen der Koe�zienten M ik und M ik m•ussen symmetrisch sein. Diese Symmetrie ist
als Onsager reciprocal relationsbekannt. Onsager begr•undet sie in [Ons31a] und [Ons31b] mit
der mikroskopischen Reversibilit•at der Prozesse im Gleichgewichtszustand:
Von einem Prozess in der N•ahe maximaler Entropie fordert man, dass die mikroskopischen
Teilprozesse, beispielsweise jede Teilchenbewegung oderjede Reaktion, zeitlich reversibel ist:
Im Gleichgewichtszustand eines entropisch bestimmten Prozesses muss jeder mikroskopische
Vorgang gleich h•au�g auch in umgekehrter Richtung ablaufen. W•are das anders, so w•urde

� entweder im Lauf der Zeit durch diese Vorg•ange ein wahrscheinlicherer Zustand erreicht,
im Widerspruch zu der Annahme, dass das System sich bereits im Gleichgewicht, also
Zustand maximaler Entropie, befand. Die mikroskopischen Bewegungen d•urfen keine
E�ekte haben, die makroskopisch sichtbar sind

� oder der Prozess m•usste Teil eines Kreisprozesses sein (Teilchen kommt z.B. vom Zu-
stand A nachB •uber C wieder zuA). Solche Prozesse sind ausgeschlossen: O�ensichtlich
k•onnen sie die Entropie nicht erh•ohen, denn sonst h•atte der nach einem Durchlauf wie-
dererreichte Zustand eine h•ohere Entropie als der Ausgangszustand, der ja identisch ist.
Erh•ohen sie die Entropie nicht, so sind sie nicht wahrscheinlich.

Eine Ursache f•ur einen Vorgang muss also Auswirkung desselben r•uckw•arts ablaufenden Vor-
gangs sein. FolgeB des Prozesses� , welcher vonA verursacht wird, ist also Ursache f•ur einen
Prozess� � 1, der A erzeugt2. F•ur die Produktion bedeutet diese Reversibilit•at die Symmetrie
der Reaktionsmatrix M ik . F•ur die Matrix der M ik fasst man die r•aumlichen Verschiebun-
gen (Gradienten) einer Gr•o�e als Folge ihrer Fl•usse auf. Dann bedeutet die Reversibilit•at die
Symmetrie von M ik .

3.2.3 Entropie als Bilinearform

Bei Existenz eines Gleichgewichtszustandes kann die Abweichung der Entropie vom Minimum
durch die Taylorentwicklung

� S(t) = S(t) � Seq = �
1
2

Z




X

i

X

j

D 2Sij (' eq;  eq)� i (x; t )� j (x; t ) dx + Rest

(3.8)

dargestellt werden. Die Koe�zientenmatrix aus den symmetrischen zweiten Ableitungen der
Potentialdichte D 2Sij (' eq;  eq) ist fast •uberall auf 
 positiv de�nit, da ( ' eq;  eq) die Entropie

2 In [Ons31b] wird etwas anders, mit Wahrscheinlichkeiten, a rgumentiert. Es soll die Wahrscheinlichkeit,
dassB auf A folgt, genauso gro� sein wie das umgekehrte Auftreten:

p(B (t + � t)jA(t)) = p(A(t + � t)jB (t)) :

Es ist schwierig, nachzuvollziehen, wie ein urs•achlicher Zusammenhang durch eine reine Wahrscheinlichkeits-
aussage begr•undet wird.
Zur Betrachtung r •aumlicher Verschiebungen von Gr•o�en in einen Di�usionsprozess konkretisiert Onsager die
Verschiebungszust•ande durch Momente der Dichten bez•uglich der Achsen eines Kristalls. So wird deutlich,
dass die Zust•ande Wirkung und Ursache von Fl •ussen gleichzeitig sind.
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minimieren. Bei Nichteindeutigkeit des Minimums kann sie positiv semide�nit sein.
Dies motiviert die Betrachtung der symmetrischen Bilinearform

� S(t) = �
1
2

Z




X

i

X

j

gij � i (x; t )� j (x; t ) dx = � h �; (gij )� i (3.9)

mit der Koe�zientenmatrix G := D 2Sij (' eq;  eq) mit Elementen (gij ). Ist sie r•aumlich nicht
konstant, sei das durch die BezeichnungG(x) gekennzeichnet. Die Bilinearform ist als Appro-
ximation von � S(t) durch Vernachl•assigung des Restgliedes aufzufassen. Mit Vereinbarung 3.1
k•onnen aus dieser Approximation Entwicklungsgleichungen f•ur das System gewonnen werden,
was bei r•aumlich konstantem G ein •ublicher Weg ([GM84, x3], [LL51, x111]) der Begr•undung
von Gleichungen ohne r•aumlichen FlussJ durch energetische Argumente ist.
Gleichungen mit echten r•aumlichen Fl•ussen werden in [Emm03, siehe Anhang] auf solche
Weise motiviert, allerdings unter argumentativen Schwachpunkten und ohne Entwicklungs-
gleichungen durch eine der plausiblen Vereinbarung 3.2•ahnliche Aussage zu begr•unden.
Im Abschnitt 3.6 werden die Voraussetzungen der Konstanz und Implikationen der Nichtkon-
stanz von G diskutiert.

3.2.4 Verallgemeinerte Fl •usse aus thermodynamischen Kr •aften

Man de�niert die thermodynamischen Kr•afte

X i := �
X

j =0

gij � j (x; t ): (3.10)

Diese k•onnen dank der Symmetrie dergij durch
�

�S
�� i

; '
�

=
Z




X i ' dx (3.11)

isomorph auf die Funktionalableitungen von (3.9) abgebildet werden.
Es ist nat•urlich

r X i = �
X

j

r (gij � j (x; t )) : (3.12)

Als Blocksystem dargestellt sind diese beiden Gleichungen
�

X
r X

�
= �

�
(G) 0

(r G) (G)

�
:
�

�
r �

�
; (3.13)

und dessen L•osung liefert

� (x; t ) = � G� 1X

und r � = �r
�
G� 1X

�

= � G� 1r X � r
�
G� 1�

X

= � G� 1r X � G� 1r G� = � (G� 1r X +
�
G� 1� 2

r (G)X :

(3.14)

Die Onsager-Beziehungen, die in der Literatur h•au�g anzutre�en sind, ergeben sich allerdings
durch die Annahme r•aumlicher Konstanz von G:

� i (x; t ) = �
X

j

(G� 1) ij X j und r � i (x; t ) = �
X

j

(G� 1) ij r X j : (3.15)
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Damit werden die � k aus (3.7) eliminiert:

p� i =
X

k

M ik

X

j

� (G� 1)kj X j =
X

j

 

�
X

k

M ik (G� 1)kj

!

X j : (3.16)

Die thermodynamischen Kr•afte werden hier formal durchX i = @S
@�i

mittels der lokalen Appro-
ximation der Entropie als Bilinearform (3.9) ermittelt, nu n k•onnen sie durch den tats•achlich
als Entropie dienenden Ausdruck gewonnen werden. Damit liefert obige Gleichung Ausdr•ucke
f•ur Fl •usse und Produktionen von Gr•o�en nur aus ihrer Entropie, ohne Kenntnis des Gleich-
gewichtszustandes.
Die Koe�zienten werden zusammengefasst,

L ij :=

 

�
X

k

M ik (G� 1)kj

!

; L ij :=

 

�
X

k

M ik (G� 1)kj

!

(3.17)

was die unter der Bezeichnung Onsager-Beziehungen bekannte g•angige Form

p� i =
X

j

L ij X j und J � i =
X

j

L ij r X j (3.18)

liefert. Wenn die thermodynamischen Kr•afte unabh•angig sind, sind die Matrizen aus (3.7)
(M ik ) und (M ik ) symmetrisch, und damit (L ij ) = � (M ik )G� 1 und

�
L ij

�
= � (M ik )G� 1, da

die Inverse der zweiten Funktionalableitungen symmetrisch ist.
Die zweite obige Gleichung wird analog aus der zweiten Gleichung von (3.7) erzeugt. Ist
G = G(x), hat sie entsprechend andere Gestalt:

(J � i ) i =
�
M ik

� �
�r

�
(G� 1X

�	
=

�
M ik

� n
� G� 1r X +

�
G� 1� 2

r GX
o

: (3.19)

3.2.5 Fluss, Quelldichte und Erhaltungsgleichung des Pote ntials

F•ur die Potentialdichte soll eine Bilanzgleichung der Form (3.1) mit einer Quelle pp gelten:

@p
@t

= pp � r � Jp: (3.20)

Hier sei wieder beispielhaft die Entropiedichtes betrachtet. Die f•ur die (';  ) g•ultigen Er-
haltungsgleichungen (3.1) induzieren die G•ultigkeit von Erhaltungsgleichungen identischer
Struktur f •ur die � i , denn die Erhaltungsgleichung f•ur ein � i unterscheidet sich nur in der
Quelle von der des korrespondierenden' i . Aus der Bilanzgleichung f•ur die Entropie folgern
wir durch Ableiten nach der Zeit von (3.9) und Einsetzen von (3.1) und dann (3.10) f•ur
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beliebige Teilgebietee


Z

e


ps dx �
Z

@e


Js da =
Z

e


(ps � r � Js) dx

=
Z

e


@s
@t

dx

= �
Z

e


X

i

0

@
X

j

gij � j (x; t )

1

A @t � i (x; t ) dx

=
Z

e


X

i

X i (p� i � r � J � i ) dx

=
X

i

8
><

>:

Z

e


X i p� i dx +
Z

e


r X i � J � i dx �
Z

@e


X i J � i da

9
>=

>;
: (3.21)

Aus der dritten Zeile von (3.21) ist abzulesen, dass die Entropie f•ur alle e
 zunimmt, wenn
sich die � i dem Gleichgewicht (der Null) n•ahern.
Die Quellen der Entropiedichte sind damit als

ps =
X

i

f X i p� i + r X i � J � i g (3.22)

identi�ziert. Diese Identit •at bietet weiter die M•oglichkeit, f•ur gegebene verallgemeinerte Fl•usse
(3.18) eines Modells leicht die G•ultigkeit des zweiten Hauptsatzes durch Einsetzen zu pr•ufen:
Dieser bedeutet die Positivit•at der Entropieproduktion, weshalb der Ausdruck fast •uberall
gr•o�er oder gleich Null sein muss.
Der Fluss des Potentials ist

Js =
X

i

X i J � i : (3.23)

Damit ist der Fluss des Potentials als Linearkombination der Fl •usse seiner Urbildgr•o�en ( ';  )
dargestellt, solange (3.9) und Vereinbarung (3.2) sinnvoll sind, also durch die Gradienten von
(';  ) wegen (3.7).
Emmerich begr•undet in [Emm03] ihre Thermodynamik mit dieser Linearkombination f•ur den
Fluss, ohne diese zu rechtfertigen (siehe E.80 ).

3.2.6 Bilanzgleichungen der Gr •o�en

Die Erhaltungsgleichungen f•ur die Dichten der Gr•o�en des modellierten Systems ergeben sich
mit (3.18) aus (3.1) zu

@t  i = @t � i =
X

j

L ij X j � r �
X

j

L ij r X j : (3.24)

Damit sind nicht nur skalare Gleichungen gemeint, statt  i und X i k•onnen mehrere von diesen
zu Vektoren ( i ) j =:  i und (X i ) j oder Tensoren zusammengefasst sein. Nach (3.18) und
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(3.17) und Onsagers Symmetriegesetz aus [Ons31a] sind dieL ij symmetrisch. Im Abschnitt
3.3.1 wird gezeigt, dass die Matrix derL ik positiv de�nit oder semide�nit sein muss, wenn
das Potential P einem Maximum zustreben soll.

3.2.7 Spaltung der Entropieproduktion nach Tensorordnung und das Cu-
rie'sche Prinzip

Zur Begr•undung von Gleichung (3.7) wurde bereits auf die Tatsache vorgegri�en, dass ther-
modynamische Kr•afte in isotropem Material nur auf verallgemeinerte Fl•usse gleicher Tensor-
ordnung wirken. Dieses Resultat soll hier vollst•andig pr•asentiert werden.
Die als Komponenten von (';  ) : 
 �! R(n+ m) bzw. � eingef•uhrten Systemgr•o�en werden
wie im vorangegangenen Abschnitt zu Vektoren so zusammengefasst, dass f•ur die zusammen-
gefassten Gr•o�en Bilanzgleichungen der Form (3.1) gelten. Zum Beispielwerden die Kompo-
nenten von (';  ), die Verschiebungen darstellen, wegen des Cauchy'schen Bewegungsgesetzes
zum Verschiebungsvektoru zusammengefasst. Solche Komponenten seien wieder mit� i be-
zeichnet. In der Regel sind die vektoriellen Gr•o�en r •aumlicher Natur, sie dr•ucken Richtungen
oder Bewegungen aus, und sind damit Elemente desRd, genauso wie ihre thermodynamischen
Kr •afte �S

� � i
. Die Fl•usse solcher vektoriellen Gr•o�en sind Tensoren Ji 2 Rd� d. Im Zusammen-

hang dieses Abschnitts seien die Gr•o�en, bei denen eine Zahl von Komponenten ungleich der
r•aumlichen Dimension durch ein Gesetz verbunden ist und die sich deshalb ebenfalls sinnvoll
als Vektor betrachten lie�en, als Einzelgr•o�en betrachtet.
Durch diese Neuanordnung der Komponenten in Vektoren erh•alt man aus (3.22) nach Sortie-
ren nach tensorieller Ordnung die Darstellung der Entropieproduktion

ps =
X

i

X i p� i + X i � J � i + X i : Ji ; (3.25)

wobei Summanden identisch Null sein k•onnen. Unter den X i zum Beispiel sind sowohl die
r X als auch die �S

� � i
zusammengefasst, entsprechendes gilt f•ur X i .

Bekannterweise l•asst sich jeder Tensor gem•a� A = Askew + A � sym + tr( A) Id in einen antisym-
metrischen, einen spurfrei symmetrischen und einen Spur-Anteil zerlegen, womit der letzte
Summand in die drei Ausdr•ucke tr(X i )tr( Ji ), X � sym

i : J� sym
i und Xskew

i : Jskew
i (man bedenke

Askew : Bsym = 0) zerf •allt, das Produkt der Spuren wird zu den skalaren Termen gez•ahlt. Die
Entropieproduktion ist dann

ps =
X

i

p� i X i + J � p;i X i + J� sym
i : X � sym

i + Jskew
i : Xskew

i ; (3.26)

wieder k•onnen Summanden Null sein. Wohlgemerkt umfasst die Summe
P

i p� i X i auch die
Terme des Typs tr(X i ) Id : tr( Ji ) Id (die Faktoren sind Skalare im Sinne der Physik).
Diese nach Tensorordnung sortierten Fl•usse m•ussen durch Teile der Summe aus den Onsager-
Beziehungen (3.18) gebildet werden.

Folgerung 3.3. Falls das System jedes beliebige (aber kleine)� als Zustand erlaubt, und
falls gelten soll, dass f•ur jeden Prozess die Entropieproduktionsdichteps > 0 ist und dass auch
jede Kraft einen Prozess ausl•ost, muss jede thermodynamische Kraft �S

� � i
einen Fluss gleicher

Tensorordnung ausl•osen. Zum Beispiel musspi 6= 0 sein, falls X i 6= 0 ist. F •ur die Gradienten
der thermodynamischen Kr•afte l•asst sich dies nicht schlie�en.
Die Annahme, dass f•ur alle Prozesseps > 0 ist, ist sinnvoll, siehe dazu den Kommentar im
Abschnitt 3.2.2.



3.2. DIE ONSAGER-RELATIONEN 41

Eine Abbildung von einem Vektorraum von Tensoren X nach einem ebensolchenY f :
X 7! Y hei�t isotrope Abbildung, wenn

Qf (T) = f (Q � T) f •ur alle Q : R3 7! R3 : Q ist orthogonal

gilt. Das Rayleigh-Produkt � realisiert die r•aumliche Transformation eines allgemeinen Ten-
sors, siehe [Ber05]. F•ur eine solche durch den TensorB realisierte lineare Abbildung ist dies
gleichbedeutend mit

bB := Q � B = B:

Man kann zeigen, dass bei isotropen Materialkoe�zienten in einen Fluss nur die Anteile
der thermodynamischen Kr•afte mit der Tensorordnung des Flusses eingehen und die Anteile
der Kr•afte anderer Ordnung nicht, womit die Koe�zienten L Endomorphismen sind, und dass
diese sogar Skalare sind. Der Fluss einer Gr•o�e zu bestimmter Tensorordnung ist demnach
Linearkombination von Tensoren derselben Ordnung. Dies ist das Curie'sche Prinzip:

Satz 3.4 (Curie'sche Prinzip). In r •aumlich isotropem Material sei ein System von Gr•o�en
de�niert, welche verallgemeinerte Fl•usse nach Vereinbarung 3.2 besitzen. Es existiere ein Zu-
stand, in dem sich diese Gr•o�en im Gleichgewicht be�nden. Au�erdem gebe es eine Entropie-
dichte, die sich sinnvoll als Bilinearform der Abweichungen dieser Gr•o�en vom Gleichgewicht
nach (3.9) darstellen l•asst.
Dann wirken thermodynamische Kr•afte nur auf verallgemeinerte Fl•usse gleicher Tensorord-
nung und Symmetrie:

p� i =
X

j

L X;p
ij X j ; (3.27)

J � i =
X

j

L X ;J
ij X j ; (3.28)

J� sym
i =

X

j

L X� sym ; J� sym

ij X � sym
j ; (3.29)

Jskew
i =

X

j

L X skew ; J skew

ij Xskew
j : (3.30)

Die L ij sind skalar.

Beweis von Teilen der Aussage und Beweisskizze.Das Curie'sche Prinzip ist die physikali-
sche Interpretation einiger Sachverhalte aus linearer Algebra und Tensorrechnung. Nach den
Gleichungen (3.18) und (3.19) werden die verallgemeinerten Fl •usse durch

p� i =
X

j

L X;p
ij X j +

X

j

L X ;p
ij X j +

X

j

L X� sym ; p
ij X � sym

j +
X

j

L Xskew ; p
ij Xskew

j

J � i =
X

j

L X; J
ij X j +

X

j

L X ;J
ij X j +

X

j

L X� sym ; J
ij X � sym

j +
X

j

L Xskew ; J
ij Xskew

j

J� sym
i = :::

(3.31)

gebildet. Zu zeigen ist das Verschwinden der Koe�zienten der Nebendiagonalen dieses Systems
und die Skalareigenschaft der Diagonalen.
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F•ur viele der Koe�zienten leitet sich dies direkt aus Standardergebnissen der Tensorrechnung
zur Darstellung isotroper Tensorfunktionen ab. Da eine reelle isotropische Tensorfunktion

f (C) : Rd� d;sym �! R

eine Darstellung
f (C) = f (I C; II C; III C);

mit den Invarianten des TensorsI C = det( C), II C = (tr( C)2 � tr( C2))=2 und III C = tr( C)
besitzt [Ber05, Satz 1.24], schlie�t manL X� sym ; p

ij = 0: Die Determinante ist nicht linear. Die
zweite Invariante ist ebenfalls nicht linear, damit ist also f (C) = k � tr( C) = k Id : C, k 2 R
ist o�ensichtlich skalar und k = L X;p

ij .
Nach dem Rivlin-Ericksen-Theorem ([Bra97, Kap.VI, x1, Satz 1.8], [Ber05, Satz 1.26]) besitzt
eine isotrope Vektorfunktion

f (C) : Rd� d;sym �! Rd� d;sym

eine Darstellung
f (C) = � 0 Id + � 1C + � 2C2

mit reellen � i 2 R, die von den Invarianten vonC abh•angen k•onnen3. Deshalb mussL X� sym ;J� sym

ij
skalar sein.
F•ur Tensoren zweiter Stufe erfordert folgende Betrachtung weniger Vorkenntnisse, bringt aber
noch zus•atzliche Aussagen: Die Isotropie lautet f•ur diese Tensoren

Q(L (X; J)
ki x) = L (X; J)

ki (Qx):

f•ur alle orthogonalen TensorenQ. Dies ist, zwei Tensoren zweiter Stufe sind gleich, wenn
Ax = Bx f•ur alle x ist, gleichbedeutend mit QL (X; J)

ki = L (X; J)
ki Q, was nur durch L (X; J)

ki = � Id

zu realisieren ist. Symmetrische Anteile vonX werden mit diesemL (X; J)
ki nur auf symmetrische

Anteile von J abgebildet und antisymmetrische nur auf antisymmetrische, wasL (Xskew ; J� sym )
ki =

L (X� sym ; Jskew )
ki = 0 ist. Besitzt X nichtverschwindende symmetrische und antisymmetrische An-

teile, mussL (X� sym ; J� sym )
ki = L (Xskew ; Jskew )

ki gelten.

Des Weiteren ist der Koe�zient L X ; p
ij ein Vektor (Riesz'scher Darstellungssatz). O�en-

sichtlich ist nur der Nullvektor unter beliebigen orthogonalen Transformationen invariant.

F•ur die restlichen Koe�zenten, bei denen weniger o�ensichtlich ist, dass nur die 0 invariant
unter orthogonalen Transformationen ist, bedient man sichder Darstellung in Komponenten,
siehe [GM84], Kap.6,x2. Die r•aumliche Isotropie f•ur einen Tensor B n-ter Stufe (mit dem
Rayleigh-Produkt bB := Q � B = B) lautet in Komponenten [GM84]

bB i 1 ;:::i n =
3X

j 1=1

3X

j 2=1

:::
3X

j n =1

Qi 1 ;j 1 Qi 2 ;j 2 :::Qi n ;j n B j 1 ;:::j n :

3Dem dortigen Beweis ist zu entnehmen, dass sie f•ur die lineare Abbildung L X� sym ;J� sym

ij nicht von Invari-
anten von C abh•angen.
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F•ur Transformationen wie Inversion, Spiegelungen etc. zeigt diese, dassT(B) = B nur f •ur
Skalare, d.h.B = � Id, � 2 R, erf•ullt ist.
Der Beweis in [GM84] bedient sich zus•atzlich des Kalk•uls der axialen (Pseudovektoren) und
polaren Vektoren. Zu ersteren z•ahlen die Kreuzprodukte und die antisymmetrischen Tensoren.

Aus dem Beweis sei festgehalten: Existiert f•ur konkrete Gr•o�en und Entropie eine tenso-
rielle thermodynamische Kraft X = r �S

� � i
2 Rd� d mit nichtverschwindenden symmetrischen

und antisymmetrischen Anteilen, folgert man leicht L (X� sym ; J� sym )
ki = L (Xskew ; Jskew )

ki . Besitzt er

eine Spur, ist L (X� sym ; J� sym )
ki = L (Xskew ; Jskew )

ki = L (X Id ; p Id)
ki .

3.2.8 Implikationen r •aumlich variabler Matrix der Bilinearform

Ist G = G(x), ergibt sich der Fluss durch (3.19):

(J � i ) i =
�
M ik

� �
�r

�
(gij )� 1X

�	
=

�
M ik

� n
� G� 1r X +

�
G� 1� 2

r (G)X
o

:

Das Curie'sche Prinzip ist somit verletzt. Folglich kann das System nicht isotrop sein.

3.3 Die Mobilit •atsmatrix

Der Ausdruck r 	 P bezeichne den Vektor der Funktionalableitungen vonP. Oft �ndet man
zur Beschreibung der Entwicklungsgleichungen eines Systems nur aus N konservierten Gr•o-
�en 4 die Darstellung

_' = � div Mr (r ' P) ; (3.32)

und f•ur ein System nur ausN nicht konservierten Gr•o�en

_	 = � Mr 	 P: (3.33)

Die Matrix M wird f •ur beide F•alle als Mobilit •atsmatrix bezeichnet, sie besteht aus den
Onsager-Koe�zienten aus (3.18)

�
L ij

�
bzw. (L ij ).

F•ur den Fall eines isotropen Systems soll diese Notation•ubernommen werden, und wir
schreiben statt (3.24)

@t (';  ) = + M
�
r ('; )S

�
� r � Mr

�
r ('; )S

�
(3.34)

f•ur aus der Maximierung der Entropie gewonnene Gleichungen.Die Matrizen M = � (M ik )G� 1

und M = � (M ik )G� 1 sind nach (3.18) symmetrisch, wenn die thermodynamischen Kr•afte
unabh•angig sind. Als symmetrische Matrizen haben sie ein orthogonales System von Eigen-
vektoren. Alle Eigenwerte sind reell.

4Ein solches System sollte nat•urlich isotrop sein.
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3.3.1 Mobilit •atsmatrix und Potentialmaximierung

Der Einfachheit halber argumentieren wir vorl•au�g mit den � i statt mit den Dichten ( ';  ).
F•ur die in (3.22) identi�zierten Entropiequellen

ps =
X

i

f X i p� i + r X i � J � i g

muss wegen der Positivit•at der Entropieproduktion
Z

!

psdm � 0 (3.35)

f•ur alle ! � 
 f •ur die L•osung (';  ) gelten, mithin ps � 0 fast •uberall.
M•ussen die Produktionen anderer Potentiale, zum Beispiel der freien Energie, genauso fast
•uberall o.B.d.A. negativ sein?
Mit Vereinbarung 3.1 seien Gleichgewichtszust•ande lokale Minima (bzw. Maxima) des thermo-
dynamischen PotentialsP(';  ), und die Dichten der Systemgr•o�en ( ';  ) entwickeln sich zeit-
lich auf diese zu. Die zeitliche Enwicklung der Variablen muss deshalb das Potential o.b.d.A.
verringern, nach (3.21):

Z




X

i

X i (p� i � r � J � i ) dx � 0 f•ur alle � 2 Y:

Die Forderung, dass dies f•ur alle � gelten m•oge, ist hier keine notwendige Bedingung, sondern
eine vereinfachende Forderung, da eine Einschr•ankung der in Frage kommenden Funktionen
bis hier nicht m•oglich ist.
Sei 
 ein thermisch an die Umgebung gekoppeltes System und somit die freie Energie das
zu minimierende Potential5. Ein beliebiges Teilgebiet ! � 
 ist wieder ein thermisch an die
Umgebung gekoppeltes System, in dem wiederF minimiert wird. Es gilt also (3.21) auf allen
! � 
:

Z

!

X

i

f X i p� i � div J � i X i gdx

=
X

i

8
<

:

Z

!

X i p� i dx +
Z

!

r X i � J � i dx �
Z

@!

X i J � i da

9
=

;
� 0 f•ur alle � i 2 Y(! ): (3.36)

Diese Ungleichung muss auch erf•ullt sein, wenn das Integral •uber die Ober
 •ache des Teil-
gebiets verschwindet. Zu jedem� mit existierendem Randintegral konstruiert man auch bei
nichtverschwindendemr � eine solche Funktion, indem man zum Beispiel die Absolutwerte
von � um entsprechende Konstanten variiert6. O.B.d.A.

Z

!

pP dx =
Z

!

X

i

f X i p� i + r X i � J � i gdx � 0 f•ur alle ! � 


5Die ist ein Punkt der Argumentation, der nicht immer unprobl ematisch sein muss: Teilgebiete sind an
die Umgebung durch alle betrachteten Fl •usse gekoppelt, nach au�en hin kann die Kopplung weniger Gr•o�en
umfassen.

6O�ensichtlich gibt es ci 2 R, so dass
R

@!
(X i ) i (J � i ) i da =

R

@!
G(� i + ci ) i (J � i ) i da = 0 ist. Die Konstante

beein
ussst die Fl •usse nicht.
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muss also f•ur alle thermodynamischen Potentiale, f•ur die das Gebiet nach au�en genauso ge-
koppelt ist wie Teilgebiete an das Gebiet, und f•ur bestimmte � gelten. Die G•ultigkeit f •ur alle
� i 2 Y(! ) ist daf•ur hinreichend. Dies ist eine analoge Aussage zu (3.35) f•ur die Entropie,
letztere gilt allerdings aus physikalischen Gr•unden notwendig f•ur alle � i 2 Y(! ).
Einsetzen der Fl•usse (3.18) f•ur isotrope Systeme mit der Matrixdarstellung f•ur ihre Koe�zi-
enten zeigt, dass



r ('; )S;Mr ('; )S

�
Y (! )

+


r r ('; )S;Mr

�
r ('; )S

��
Y (! )

� 0

f•ur alle (';  ) 2 Y (! ) (3.37)

mit ha; ai Y (
) :=
P n+ m

i hai ; bi i L 2 (
) zu pr•ufen ist. Da dies auf allen Teilmengen gelten muss,
muss 


r ('; )S;Mr ('; )S
�

Rn � Rn +


r r ('; )S;Mr

�
r ('; )S

��
Rm � Rm � 0 (3.38)

fast •uberall in 
 gelten. Dies gilt f •ur alle (';  ) 2 Y , wennM und M positiv de�nite oder semi-
de�nite Matrizen sind. Die De�nitheit von M ist auch notwendig, da die thermodynamischen
Kr •afte ohne Gradienten existieren k•onnen. Die De�nitheit von M ist sinnvoll, da umgekehrt
thermodynamischen Kr•afte, f•ur die die linke Bilinearform klein ist, gro�e Gradienten besitzen
k•onnen, also auch der zweite Summand f•ur alle � gr•o�er oder gleich Null sein sollte.
Ist die freie Energie oder•ahnliches das betrachtete Potential, so w•ahlen wir f•ur die Fl •usse
und Produktionen

p� i = �
X

j

L ij X j und J � i = �
X

j

L ij r X j : (3.39)

Dann lautet das Analogon zu (3.37) wie eben angedeutet

�


r ('; )F; Mr ('; )F

�
Y (! )

�


r r ('; )F; Mr

�
r ('; )F

��
Y (! )

� 0

f•ur alle (';  ) 2 Y (! ) (3.40)

und ist hinreichend f•ur Potentialminimerung, und positive Semide�nitheit von M und M ist
zur Erf •ullung von (3.37) f•ur allgemeine Potentiale hinreichend.

Bemerkung 3.5. Die Aufspaltung der Produktion (3.22) nach Tensorordnung und Einsetzen
der Fl•usse nach dem Curie'schen Prinzip 3.4 liefert die Darstellung

_sp =
X

i

(

X i

X

j

L X;p
ij X j + X i

X

j

L X ;J
ij X j

+ X � sym
i

X

j

L X� sym ; J� sym

ij X � sym
j + Xskew

i

X

j

L X skew ; J skew

ij Xskew
j

)

: (3.41)

Das hei�t, dass alle Koe�zienten L (1)
ij , L (l )

ij usw. positiv de�nite oder semide�nite Matrizen
bilden m•ussen.

Wir halten fest:
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Folgerung 3.6. Damit die Entwicklung eines isotropen Systems Maximierungoder Mini-
mierung eines Potentials bedeutet, ist es hinreichend, dass die Mobilit •atsmatrizen M und M
positiv de�nit oder positiv semide�nit sind.
Der zweite Hauptsatz wird dann bei Betrachtung der Entropie erf•ullt, bei Minimierung der
freien Energiedichte ebenfalls nach Konstruktion dieser,siehe Bemerkung 2.9. Ein weiteres
Nachrechnen der Positivit•at der Entropieproduktion spezieller Modelle ist redundant, wenn
sie wie geschildert konstruiert sind.

3.4 Randbedingungen

Indem man Ausdr•ucke f•ur Fluss und Produktion in den Bilanzgleichungen (3.1) gefunden hat,
stehen punktweise g•ultige Gleichungen zur Verf•ugung. Die Ausdr•ucke f•ur Fluss und Produk-
tion maximieren die Entropie des betrachteten Systems oderdie globale Entropie, wenn sie
aus der freien Energie gewonnen wurden. Ersteres istim Allgemeinen nur sinnvoll, wenn das
betrachtete System auch isoliert ist, bei letzterem darf das System thermisch gekoppelt sein,
muss aber bez•uglich anderer Feldgr•o�en isoliert sein. F•ur die Randbedingungen an die Fl•usse
hei�t ersteres, dassJe � n = 0 auf ganz @
 sein muss, Kopplung an ein sehr gro�es Reservoir
bedeutet Je � n � T � Text auf einer Teilmenge von@
.
Man kann sich •uberlegen, dass die Gleichungen aus der Maximierung der Entropie auch auf
einem gekoppelten System gelten und die aus Minimierung derfreien Energie auch auf einem
adiabaten System, wenn der globalen Energieerhaltung und globalen Entropiemaximierung
durch geeignete Randbedingungen Rechnung getragen wird:
O�ensichtlich wird die freie Energie auch auf einem adiabaten Gebiet maximal, siehe Bemer-
kung 2.9. Alternativ zeigt folgende Argumentation, dass die Bilanzgleichungen insbesondere
auf jedem Teilgebiet des betrachteten Systems gelten: Jedes isolierte System l•asst sich stets
in kleine Teilgebiete ! � 
 zerlegen, f •ur welche der Rest des Gebietes ein Reservoir darstellt.
Gleichungen aus der Minimierung der freien Energie sind also aus diesem Grunde auf jedem
Teilgebiet g•ultig. Dem adiabaten Abschluss des Gebiets muss dann durch passende Randbe-
dingungen des betrachteten Teilgebietes Geltung verscha�twerden. Dies k•onnen zum Beispiel
symmetrische Randbedingungen sein, um ein repr•asentatives Volumenelement eines adiaba-
ten Systems zu modellieren. Sie sagen dann aus, dass in jedemVolumenelement das Gleiche
passiert.
Ein gekoppeltes System wird stets von einem System umfasst,welches ann•ahernd adiabat
ist, zum Beispiel die Erde oder das eben beschriebene Volumenelement. Aus Entropiemaxi-
mierung gewonnene Gleichungen sollten demnach auch im gekoppelten System g•ultig sein,
solange die Randbedingungen korrekt gew•ahlt sind.

Bemerkung 3.7. Die Bedeutung der Potentiale f•ur an die Umgebung gekoppelte Systeme
wie der freien Energie ligt darin, dass die Randbedingungenkeine Reaktion der Umgebung
auf das System zu ber•ucksichtigen brauchen. Die Verwendung der freien Energie erlaubt es
beispielsweise, K•uhlung des Gebietes durch feste Temperaturwerte ohne Betrachtung eines
K•uhlmittels zu beschreiben.
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3.5 Entropiemaximierung f •ur nicht-isotrope Systeme

Der Funktionenraum der Dichten sei wieder mit

Y =
�
H 1 �

[0; T ]; L 2(
)
�

\ L 2 �
[0; T ]; H 2(
)

�� n+ m

bezeichnet. Ist das System nicht isotrop, so ist nach Einsetzen der Fl•usse nach (3.19) in (3.22)



r ('; )S;Mr ('; )S

�
RN � RN +



r r ('; )S;

�
M ik

� �
r

�
� G� 1X

�	�
RN � RN � 0

fast •uberall in 
 ; f•ur alle (';  ): (3.42)

Der erste Summand ist positiv, wennM fast •uberall positiv (semi-)de�nit ist. Wieder wird,
aus dem gleichen Grund wie f•ur das isotrope System, Positivit•at auch des zweiten Summanden
gefordert:



r X ;

�
M ik

� �
r

�
� G� 1X

�	�
RN � RN � 0 fast •uberall in 
 ; f•ur alle (';  ): (3.43)

Da Existenz und Di�erenzierbarkeit des Gradienten in fast allen x0 2 
 vorausgesetzt ist, ist
dies durch Betrachten des Di�erenzenquotienten•aquivalent zur Aussage

f•ur alle x0 2 
 gibt es ein B " (x0) : f •ur alle x 2 B " (x0)


X (x) � X (x0);

�
M ik

� �
�

�
G� 1(x)X (x) � G� 1(x0)X (x0)

�	�
RN � RN � 0

fast •uberall in B " (x0); f•ur alle X : (3.44)

Mit dieser Bilinearform wird der Operator

fM : (
 � Y ) 7! (
 � Y )

(x; f ) 7!
�
0; �

�
M ik

�
G� 1(x)f (x)

� (3.45)

de�niert. Dann gilt f •ur fM (x; X )

f•ur alle x0 2 
 gibt es ein B " (x0) : f •ur alle x 2 B " (x0)


(x � x0; X (x) � X (x0)) ;

�
0; �

�
M ik

� �
G� 1(x)X (x) � G� 1(x0)X (x0)

���
� 0

fast •uberall in B " (x0); f•ur alle X (3.46)

genau dann, wenn (3.44) gilt. Dies bedeutet: Allex0 2 
 besitzen eine Umgebung, in der fM
fast •uberall monoton ist, und ist 
 zusammenh •angend, folgt daraus die Monotonie vonfM .
Leider ist diese Monotonie nicht ohne Weiteres nachpr•ufbar.

3.5.1 Positivit •atskriterien und Ausblick

Unter Verwendung der Beziehungen (3.13)
�

X
r X

�
= �

�
(G) 0

(r G) (G)

�
:
�

�
r �

�

und deren Umkehrungen und Gradienten wird der die Dissipation darstellende Ausdruck
umgebaut.
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Zuerst wird die Forderung (3.43)


r X ;

�
M ik

� �
r

�
� G� 1X

�	�
L 2

0(
)

=


�r (G� ) ;

�
M ik

�
fr � g

�
L 2

0(
) � 0 8 � 2 (Y 0)n+ m ; (3.47)

gleichzeitig wurde sie auf das Skalarprodukt imL 2 abgeschw•acht. Dies ist


�r G�;

�
M ik

�
fr � g

�
L 2

0(
) +


� Gr �;

�
M ik

�
fr � g

�
L 2

0(
) � 0 8 � 2 (Y 0)n+ m ;

und der rechte Summand ist genau dann gr•o�er Null f •ur alle � 2 (Y 0)n+ m , wenn � (M ik )G� 1

positiv de�nit ist. Der linke Summand kann mit der Poincare- Ungleichung wie folgt abge-
sch•atzt werden:

�
�
�
�


�r G�;

�
M ik

�
fr � g

�
L 2

0(
)

�
�
� � �




 r G

�
M ik

� 




1 k� kL 2 kr � kL 2

� �



 r G

�
M ik

� 




1 cP kr � k2
L 2 :

Dabei ist vorauszusetzen, dass jedes� i in einem Punkt x 2 
 verschwindet. Der rechte
Summand ist unter genannter De�nitheit koerzitiv und damit nach unten beschr•ankt:



� Gr �;

�
M ik

�
fr � g

�
L 2

0 (
) � ckoerz kr � kL 2
0 (
) :

Damit ist 

�r (G� ) ;

�
M ik

�
fr � g

�
L 2

0(
) � (ckoerz � cP kr Gk1 ) kr � k2
L 2 : (3.48)

Das Modell ist also unter den genannten Voraussetzungen thermodynamisch konsistent, wenn
zus•atzlich die Beschr•anktheit des r•aumlichen Gradienten der zweiten Funktionalableitungen
gegeben ist. Dies l•asst sich zumindest a posteriori eventuell pr•ufen.

Als Ausblick sei hier dargestellt, wie man den Dissipationsterm weiter in sicher positive
und negative Anteile zerlegen kann:

hr X ; J � i =


r X ;

�
M ik

�
r �

�
L 2

0 (
) =


r X ;

�
M ik

� �
r

�
� G� 1X

�	�
L 2

0 (
)

=


r X ; �

�
M ik

�
r G� 1X

�
L 2

0 (
) +


r X ; �

�
M ik

�
G� 1r X

�
L 2

0 (
)
| {z }
=: I � 0; falls � (M ik )G� 1 pos. def

=


�r G� � Gr �; �

�
M ik

�
r G� 1 (� G� )

�
L 2

0 (
) + I

=


r G�;

�
M ik

� �
+ G� 1r G�

��
L 2

0(
)
| {z }

=: II � 0; falls � (M ik )G� 1 pos. def

+


Gr �;

�
M ik

� �
+ G� 1r G�

��
L 2

0(
) + I:

(3.49)

Aus der zweiten Blockzeile von (3.13) erzeugt man, zur Erinnerung dargestellt, durch Um-
stellen

G� 1r G� = �r � � G� 1r X ;

was man im mittleren Summanden einsetzt:

II +


Gr �;

�
M ik

� �
�r � � G� 1r X

��
L 2

0 (
) + I

= II +


Gr �;

�
M ik

� �
� G� 1Gr �

��
L 2

0 (
)
| {z }

=: III � 0; falls � (M ik )G� 1 pos. def

+


Gr �;

�
M ik

� �
� G� 1r X

��
L 2

0 (
) + I

= II + III +


r �;

�
M ik

�
(�r X )

�
L 2

0 (
) + I

= II + III +


�r X ;

�
M ik

�
r �

�
L 2

0(
) + I;

(3.50)
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wobei die letzten beiden Identit•aten der Symmetrie der Matrizen und des Skalarproduktes
geschuldet sind. Den letzten gefundenen Ausdruck �ndet manauch auf der linken Seite der
Identit •aten. Damit ist die Forderung hr X ; J � i � 0 •aquivalent zu

0 �


r X ;

�
M ik

�
r �

�
L 2

0 (
) =
1
2

f I + II + III g

=


r X ; �

�
M ik

�
G� 1r X

�
L 2

0 (
)
| {z }

� 0

+


r G�;

�
M ik

� �
+ G� 1r G�

��
L 2

0 (
)
| {z }

� 0

+


Gr �;

�
M ik

� �
� G� 1Gr �

��
L 2

0 (
)
| {z }

� 0

:

(3.51)

3.6 Diskussion

Die Verwendung der Onsager-Relationen zur Beschreibung reiner Reaktionsprozesse ohne
Fl •usse ist unproblematisch.

3.6.1 Bedeutung r •aumlich konstanter Matrix der Bilinearform

Was bedeutet die r•aumliche Konstanz

r x D 2S(' eq;  eq) = 0 fast •uberall auf 
 ? (3.52)

Nach vorherigem Abschnitt ist sie notwendige Bedingung f•ur die Isotropie eines Systems. Sie
ist zum Beispiel gegeben, wenn die Gleichgewichtsl•osung (' eq;  eq) konstant ist. Dies ist im
Besonderen der Fall, wenn die Entropiedichte nur ein Maximum •uber allen erreichbaren (';  )
besitzt. Dies tri�t f •ur eine gro�e Klasse von Problemen zu. F•ur Probleme im Zusammenhang
mit Phasenumwandlungen ist im Allgemeinen weder dieser Fall gegeben, noch kennt man
•uberhaupt eine Gleichgewichtsl•osung. Damit ist eine Pr•ufung von (3.52) nicht m•oglich, und
die G•ultigkeit wohl auch nicht gegeben.
Woher r•uhrt die gro�e Verbreitung der Onsager-Relationen? Wie erw•ahnt bestehen f•ur reine
Reaktionsprobleme und eine Vielzahl weiterer Probleme keine Einw•ande gegen ihre Verwen-
dung. Diese bestehen nur bei Entropiedichten mit mehreren lokalen Maxima in (';  ).
M•oglicherweise ist es so, dass schlicht die Ergebnisse bei Verwendung der Onsager-Relationen
f•ur die meisten Probleme stimmen. Das mittels konstanterG approximierte System besteht
aus isotropen Gleichungen, es stellt also eine isotrope Approximation eines anisotropen Mo-
dells dar. Die durch diese Gleichungen gesteuerten Gr•o�en maximieren die Entropie des Sy-
stems, wie in Abschnitt 3.3.1 dargestellt. Die vollst•andigen Entwicklungsgleichungen maxi-
mieren aber das gleiche Entropiefunktional, vorausgesetzt, dass die Monotonie des in (3.45)
de�nierten Operators fM gegeben ist. Das bedeutet, dass (' eq;  eq) bei beiden Betrachtungs-
weisen gleich sind, nur die L•osungen einen unterschiedlichen Verlauf dorthin nehmen.

3.7 Zusammenfassung

Wie in 2.2.2 betrachten wir ein Modell f•ur ein physikalisches System dann als thermodyna-
misch konsistent, wenn sich Dichten der freien Energie beziehungsweise Gibbs'schen freien
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Energie und dazu konsistente Entropiedichte gem•a� s = � @T f (2.30) und innere Energiedich-
te mit @s

@e= 1
T (2.21) sowie @S

@V = 1
T p (siehe C.6.5) und @(�s )

@ci
= � 1

T e� i (2.38) benennen lassen
und dazu e = f + T s (2.27) gilt. Ein Modell muss gleicherma�en zur L•osung von Aufgabe
(2.7) und (2.28) geeignet sein.

Als in der N•ahe des Gleichgewichts (engl: near equilibrium thermodynamics) betrachtet
man Systeme, welche Zust•ande nahe ihres thermodynamischen Gleichgewichts innehaben und
sich diesem durchverallgemeinerte Fl•usseihrer Zustandsgr•o�en ann•ahern. Diese Fl•usse gehen
in die zeitlichen Entwicklungsgleichungen (3.1) und (3.2)ein. Sie sind von treibenden Kr•aften
verursacht:

1. Alle verallgemeinerten Fl•usseJ i des Systems k•onnen als Linearkombinationen der ther-
modynamischen Kr•afte X i dargestellt werden.

2. In isotropen Systemen wirken thermodynamische Kr•afte nur auf Fl •usse gleicher Tensor-
ordnung. Alle Koe�zienten der Linearkombinationen sind Sk alare.

3. Sind die Gr•o�en des Systems unabh•angig, dann sind die Koe�zienten symmetrisch: Dies
ist als Onsager reciprocal relations bekannt.

Erlaubt ein Modell die beschriebene Formulierung der drei Energiegr•o�en und werden seine
Entwicklungsgleichungen gem•a� (3.24) bzw. (3.34) mit positiv de�nitem M aus der Entropie
gewonnen, so ist das Modell nach Abschnitt 3.3.1 automatisch thermodynamisch konsistent
und die Entwicklung gehorcht dem ersten und zweiten Hauptsatz (Satz 1 beziehungsweise
Satz 2).
Berechnungen der Entropiezunahme aus den Entwicklungsgleichungen, z.B. [GNS05], S.38,
sind nur notwendig, wenn den genannten Konsistenzvoraussetzungen keine Beachtung ge-
schenkt wurde, sonst sind sie lediglich eine rechnerische Gegenprobe der Konsistenz mit dem
2. Hauptsatz.

3.7.1 Beispiel: W •armeleitungsgleichung

Die W•armeleitungsgleichung gewinnt man aus (3.18) f•ur die innere Energie mit der Entropie
als zu maximierendes Potential:

@t (�e ) = � div L 11j e = � div L 11r x
@(�s )

@e
; (3.53)

was mit @s
@e= 1

T

@t (�e ) = � div L 11r x
1
T

(3.54)

ist. Der temperaturabh•angige Anteil der inneren Energiedichte eines Gases wird oft (kalorische
Gleichung) mit

�e = cV T (3.55)

angegeben. Die Entwicklungsgleichung ist in diesem Falle

@t cV T = � div L 11r x
1
T

: (3.56)
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Die zur inneren Energiedichte passende Entropiedichte ist

@es = 1
T

�e = cV T

�
) �s = cV ln(cV T); (3.57)

wobei m•ogliche Konstanten weggelassen wurden, und die freie Energiedichte muss

�f = � (e � T s) = � cV T (ln( cV T) � 1) (3.58)

sein. Es gilt dann auchs = � @T f .
Soll das System durch vorgegebene Au�entemperatur gesteuert sein, ist die freie Energie die
Gr•o�e, welche minimal wird (2.2.1). Dann sollte

@t (�e ) = � div Je = � div
�

� L eer x
@f
@e

�
; (3.59)

die Entwicklungsgleichung liefern. Es ist

r x
@f
@e

= r x (� ln(cV T)) = �
1

cV T
cV r xT; (3.60)

damit ist die vorherige Entwicklungsgleichung f•ur die Temperatur mit der aus der Entropie-
maximierung gewonnenen identisch. Mit

div
�

L ee
1
T

r xT
�

= div ( kr xT) (3.61)

kann man die Temperaturgleichung auf die gebr•auchliche, in kleineren temperaturintervallen
g•ultige Form bringen.

Fasst man die Entropie nach Gleichung (3.57) als eine Bolzmann-Entropie S = k ln g(N; E )

nach De�nition C.9 auf, so ist g(e; n) = ( cV T)
cV
k B die Anzahl der Mikro-M •oglichkeiten, die

Gleichgewichtsverteilung der W•armeenergie im System (Einheitsvolumen) zu realisieren. Da-
mit kann die Temperatur alternativ zu C.10 de�niert werden:

Bemerkung 3.8. Die Temperatur kann unter obigen Voraussetzungen als die Gr•o�e

T = g(e; n)
� cV ( n )

k B =cV (n) (3.62)

de�niert werden.

Bemerkung 3.9. Die Modellierung �e = cV T statt der Formulierung f •ur nichtkonstante
W•armekapazit•at �e =

RT1
0 cV dT ist verbreitet, kann aber nicht in allen Temperaturinterva llen

als realistisch angesehen werden. Insbesondere ist f•ur Feststo�e bei Au�endruck �e =
RT1

0 cp dT
mit bez•uglich der Temperatur nicht konstantem cp. Man �ndet in [Aut03], dass die W •arme-
kapazit•at von niedriglegierten St•ahlen sich im Temperaturintervall von 0 bis 700 � C von
460J=kgK 2 verdoppelt und bis zur Austenit-Umwandlungstemperatur noch weiter ansteigt.
Die Autoren best•atigen ann•ahernd experimentell das in [Ric83] vorgestellte Ergebnis, dass die
W•armekapazit•at unterhalb der Austenit-Umwandlungstemperatur durch ein Polynom dritten
Grades in T approximiert werden kann. Der Koe�zient zum Monom ersten Gr ades ist etwa
1J=kgK 2 gro�, die folgenden Koe�zienten sind klein genug, dass die Monotonie erhalten
bleibt. Es entsteht der Eindruck, dass bei dortigen Untersuchungen die latente W•arme der
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Umwandlung mitgemessen wurde: Der dort dargestellte starke Anstieg der W•armekapazi-
t •at um die Umwandlungstemperatur deutet darauf hin, und in einer sp•ateren Untersuchung
[ADF + 08b] �ndet sich dieser Anstieg nicht mehr.
Kurzer Sinn dieser Betrachtung ist, dass eine Formulierungder inneren Energie in Metallen
durch �e =

RT1
0 cp(T) dT n•otig ist und dass man auch dazu eine Entropie �ndet. Diese ist

�s = cp ln(T) = cp(ln( cpT) � ln(cp)) : (3.63)

Es ist
@ln T
@�e

=
1
T

T
@�e

:

Mit Hilfe der reellen Analysis wird @T
@

RT1
0 cp (T ) dT

berechnet: Es ist zuI : x 7!
Rx

x0
f (� ) d� die

Ableitung I 0 = f (x), die Umkehrabbildung ist

I � 1 :
Z x

x0

f (� ) d� 7! x

und der Umkehrsatz lautet: Ist g : x 7! y = g(x) in einem Intervall di�erenzierbar und
streng monoton, dann ist @yg� 1(y) = 1

(@x f )( g� 1 (y)) . Also ist

@T

@
RT1

0 cp(T) dT
=

1
cp

und damit @es = cp
1
T

1
cp

= 1
T . Auch ein Zusammenhang zum statistischen Gewicht kann man

herstellen.
Die freie Energiedichte ist �f = � (e � T s) =

RT1
0 cp(T) dT � T cp ln(T). Mit

@T f = cp � cp ln(T) � cpT
1
T

(3.64)

ist s = � @T f erf•ullt. Der Fluss wird mit

@f
@e

= 1 �
@T
@e

cp ln(T) � T
@s
@e

= �
1
cp

cp ln(T) (3.65)

zu

Je = ( � L eer x (� ln(T))) =
�

L ee
1
T

r xT
�

: (3.66)

Wie bei konstanter W•armekapazit•at kann man dies durch entsprechende Wahl des Onsager-
Koe�zienten in die Form der g •angigen W•armeleitungsgleichung bringen.

3.8 Einige kontinuumsmechanische Balancen

Hier werden einige Balancen vorgestellt, die Ergebnisse der Kontinuumsmechanik sind. Ein
ph•anomenologisch sinnvolles Modell muss diese Balancen aus Onsager-Beziehungen liefern.

Wieder bezeichne 
 einen materiellen K•orper, der unter der Wirkung von Kr •aften die
Bewegung� vollf •uhrt. In jedem Punkt ist der Cauchyschen SpannungstensorT(� (x; t )) und
Spannungsvektorent mit t = Tn de�niert (siehe 2.2.1).
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Das Material des K•orpers sei homogen elastisch, d.h. die Spannungen seien durch die
Antwortfunktion

T(� (x ; t)) = bT(F(x; t)) = bT(r � (x ; t)) (3.67)

gegeben, und diese sei wie dargestellt eine Funktion des Deformationsgradienten. Der Defor-
mationsgradient sei hier ausschliesslich Folge von Kr•aften im und am K•orper zum Zeitpunkt
t.

Das Kr •aftegleichgewicht: Das Axiom des Kr•aftegleichgewichts nimmt im kontinuums-
mechanischen Kontext folgende Form an:

Satz 3.10 (Cauchy'sches Bewegungsgesetz). In jedem Punkt eines K•orpers gilt das Gleich-
gewicht der linearen Momente

div T + � b = � a (3.68)

mit den Massenkr•aften b und der Beschleunigunga.

Eine Herleitung dieses Gesetzes aus physikalischen Betrachtungen �ndet sich in [Ber05],
Abschnitt 3.4. Ein Bezug zu den Onsager-Beziehungen wird imAnhang B.3 hergestellt. Dort
wird gezeigt, dass das Bewegungsgesetz•aquivalent zur lokalen Erhaltung mechanischer Ener-
gie ist.

Das Gleichgewicht des Drehimpulses: Das Axiom des Gleichgewichts des Drehimpulses
soll hier nicht erl•autert werden. Es hat die wesentliche Konsequenz, dass der Cauchy'sche
Spannungstensor symmetrisch ist.

Multiplikation mit dem Geschwindigkeitsfeld v , Integration •uber das Gebiet und eine
Anwendung des Satzes von Gauss liefern die

Satz 3.11 (Leistungsbilanz). Mit dem Geschwindigkeitsfeldv einer Bewegung muss gelten
Z

@


t � vda +
Z




b � v dm =
Z




1
�

T � r v dm +
1
2

dt

Z




v2 dm: (3.69)

Mit den Bezeichnungen aus der De�nition 2.6, nach derK := 1
2

R



v2 dm die kinetische

Energie eines K•orpers, L e :=
R

@

t � vda +

R



b � v dm die externe mechanische Leistung und

L :=
R




1
� T � L dm die Spannungsantwortleistung ist, hat der Satz die Form

Satz 3.12 (Makroskopische Leistungsbilanz). F•ur einen K•orper gilt

L e = L + _K: (3.70)

Bemerkung 3.13. Gr•o�en der Bewegung eines K•orpers k•onnen in einen Anteil, der bei
Abstellen der Massen- und•ausseren Kr•afte r•uckw•arts durchlaufen wird, und in einen Anteil,
der von diesen Kr•aften unabh•angig ist, aufgespalten werden. Man spaltet zum Beispiel den
Cauchy-Green'schen Verzerrungstensor in

Eelast = E � Einel ; (3.71)

mit anderen Gr•o�en verf•ahrt man analog.
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� Der Tensor Eelast ist allein durch zum Zeitpunkt t herrschende Spannungen•uber ein
Elastizit •atsgesetz bestimmt und nur von der Vergangenheit abh•angig, wenn die Span-
nungen von dieser abh•angig sind.

� Der Tensor Einel ist nicht von zum Zeitpunkt t herrschenden Spannungen abh•angig. Er
umfa�t zum Beispiel thermische und phasenbedingte Dehnungen. Auch k•onnen Span-
nungswirkungen in der Vergangenheit Beitr•age liefern, in welchem Falle man das Modell
als mit Plastizit •at bezeichnet.
Bez•uglich der Spannungen zum Zeitpunktt ist er konstant. Er kann als Verzerrung eines
Teilgebietes unter Annahme mechanisch freien Randes angesehen werden.

� E = Eelast + Einel ist der gesamte beobachtbare Verzerrungstensor.

Integration der Spannungsantwortleistung •uber die Zeit von Beginn der Deformation an
liefert die Energie, die die Bewegung gegen die Spannungen aufwenden muss. Wie eben dar-
gestellt kann man auch den Geschwindigkeitsgradienten in einen elastischen und inelastischen
Teil aufspalten. Man erh•alt dann die Energien

Eelast =

tZ

0

L elast dt =

tZ

0

Z




T � Lelast dx dt =
Z




tZ

0

T � r _uelast dt dx =
Z




T � r uelast dx;

Edissip =

tZ

0

L inel dt =

tZ

0

Z




T � L inel dx dt =
Z




tZ

0

T � r _uinel dt dx =
Z




T � r uinel dx:

(3.72)
Der Anteil an Bewegung, den das Material aufgrund seiner Elastizit •at r •uckw•arts ablaufen
lassen kann, liefert den elastischen Anteil der inneren Energie. Der Anteil, der nicht wiederzu-
gewinnen ist, ist die dissipierte Energie. Die letzte Identit •at setzt voraus, dass keine explizite
Abh•angigkeit der Spannung von der Zeit vorliegt, was bei elastischem Verhalten bei konstan-
ten Materialeigenschaften der Fall ist.
Dies ist •aquivalent zu

T =
@(�e elast )
@r uelast

=
@(�e elast )

@Felast
(3.73)

wegenF = id + r u. Diese Eigenschaft bedeutet ([Cia88], Kap. 4) die Hyperelastizit •at des Ma-
terials: Ein Material hei�t hyperelastisch, wenn es eine Dichtefunktion der elastischen Energie
(stored energy function) mit (3.73) gibt.
Die bekannteste Form der Hyperelastizit•at ist die als

Hooke'sches Gesetz bekannte linearisierte Antwortfunktion

T = CEelast (3.74)

gegebene elastische Energiedichtefunktion

�e elast =
1
2

T � Eelast =
1
2

Eelast C � Eelast : (3.75)

Enthalten Verzerrungen Anteile aus thermischen oder phasenbedingten Dehnungen oder als
Folge von Kr•aften der Vergangenheit, sogenannte plastische Verformungen, so sind diese also
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von den Gesamtverzerrungen zu subtrahieren, bevor man Gesetze der Elastizit•at wie das
Hooke'sche Gesetz anwendet. Das bedeutet die Verwendung inder Form

T = C(E � Einel ): (3.76)

Die inelastischen VerzerrungenEinel lassen sich in der Regel explizit aus anderen Systemgr•o�en
berechnen.
Es gilt auch 1

2EC � E = 1
2(F � Fskew)C � (F � Fskew) = 1

2FC � F, da sich F durch F = E + Fskew

in einen symmetrischen und schiefsymmetrischen Anteil zerlegen l•asst und das Skalarprodukt
eines symmetrischen und eines schiefsymmetrischen Tensors verschwindet. Damit ist

T =
@(�e elast )

@F
: (3.77)

Das Hooke'sche Gesetz gilt nur bei in�nitesimal kleinen Verformungen. Bei solchen spielt die
Art des betrachteten Spannungstensors keine Rolle, wir verwenden weiterhin die Bezeichnung
T.

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik

Q + L e = _E + _K: (3.78)

wird durch Einsetzen von Satz 3.12 zu einer Darstellung, dievon der Spannungsantwort
abh•angt:

Q + L = _E: (3.79)

Wir setzen (2.16) und die kontinuumsmechanischen Darstellungen aus De�nition 2.6 in
den 1. Hauptsatz in der ersteren Fassung ein:

�
Z

@


Jq � n da +
Z




f Q dm +
Z

@


t � vda +
Z




b � v dm =
Z




_e dm +
Z




av dm:

,
Z




_e dm =
Z




(f Q + b � v � av) dm +
Z

@


(� Jq + Tv) � n da

(Gauss) ,
Z




_e dm =
Z




(f Q + b � v � av) dm +
Z




div ( � Jq + Tv) dx:

Es ist div(Tv) = (div T) � v + T � r v und laut Chauchy'schem Bewegungsgesetz (3.10) divT =
� (a � b). So erh•alt man den

Satz 3.14. Die lokale Darstellung des ersten Hauptsatzes f•ur Systeme ohne Ber•ucksichtigung
der chemischen Zusammensetzung lautet [Ber05]

� _e = �f Q � div Jq + T � r v : (3.80)

Bei Betrachtung der chemischen Energien kommt der Summand
P

JkFk hinzu ([GM84],
Kap.II x4).
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3.9 Entwicklungsgleichungen unter lokaler Erhaltung des V o-
lumens

Da das Sto�volumen in jedem Volumen einer Legierung erhaltenbleiben muss (das Material
soll ja nicht verschwinden), gilt z.B. bei Betrachtung der Di�usion aller N Bestandteile der
Legierung

_c � 1 = 0 ,
NX

i =1

J i = 0 ; (3.81)

wobei die Konzentrationen c als Volumenanteile zu lesen sind (die Massenkonzentrationen
gehen daraus jederzeit durch Multiplikation mit der jeweiligen Dichte hervor). Auch die Va-
riablen eines Phasenfeldes sollen das Volumen an jedem Punkt ausf•ullen, die Forderung der
Volumenerhaltung ist nicht auf konservierte Gr•o�en beschr•ankt. Sei 	 der Vektor der Varia-
blen des Systems. Die Forderung hei�t nun

_	 � 1 = 0: (3.82)

Sie motiviert die folgende

De�nition 3.15. Die Menge

GN :=

(

	 : 
 � [t0; t1) �! RN; + j
NX

i =1

	 i = 1 ; 	 i � 08i

)

(3.83)

hei�t der Gibbs'sche Simplex. Mit

T GN :=

(

	 : 
 � [t0; t1) �! RN; + j
NX

i =1

	 i = 0

)

(3.84)

ist der Tangentialraum des Gibbs'schen Simplex bezeichnet. Man bezeichnet die Funktionen	
und ihre Bildmengen x 2 RN :

P N
i =1 	 i = 1 ; x � 0 (beziehungsweisex 2 RN :

P N
i =1 	 i = 0)

mit dem gleichen Begri�, Verwechslungsgefahr besteht i.A. nicht.

Die Modellierung von N Gr•o�en ' : 
 �! RN , in welche das Volumen•uber 
 zerfallen
soll, ' � 1 = 1, dr •uckt sich damit in der Forderung

' 2 GN (3.85)

aus. Ableitung nach der Zeit zeigt

_' � 1 = 0 , _' 2 T GN : (3.86)

3.9.1 Lokale Erhaltung und Mobilit •atsmatrix

Seien die Entwicklungsgleichungen von der Gestalt 3.33. Die Mobilit •atsmatrix M ist nach
Onsagers Gesetzen symmetrisch, wenn die thermodynamischen Kr •afte unabh•angig sind, was
bei G•ultigkeit von 3.85 nicht der Fall ist. Dennoch l •asst sich die Symmetrie vonM zeigen,
siehe [Sti06], S.13, und [GM84, Kap.5,x3]. Es muss

0 = _' � 1

= ( Mr 	 P)T � 1 = ( r 	 P)T �
�
MT 1

� (3.87)
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sein,

MT 1 = 0

ist daf•ur hinreichend. Soll

(r 	 P)T �
�
MT 1

�
= 0 f •ur alle r 	 P

gelten, und diese Voraussetzung vermeidet w•unschenswerterweise zus•atzliche Einschr•ankun-
gen des Modells, dann istMT 1 = 0 auch notwendig. Zum Beweis w•ahle

r 	 P = ei ) (M) i;: � 1 = 0 :

Genauso erh•alt man f•ur Entwicklungsgleichungen der Form (3.34)

@t (';  ) � 1 = � M
�
r ('; )P

�
� 1 �

�
r � Mr

�
r ('; )P

��
� 1; (3.88)

dass die zus•atzliche EigenschaftM � 1 = 0 hinreichend ist.

Folgerung 3.16. Die Mobilit •atsmatrizen M und M sind symmetrisch und haben deshalb
beide ausschlie�lich reelle Eigenwerte und ein orthogonales System von Eigenvektoren. Sie
besitzen den Kern1 und m•ussen damit und wegen Folgerung 3.6 positiv semide�nit gew•ahlt
werden:

M symmetrisch

M1 = 0

hx; Mxi � 0 8x 2 RN :

(3.89)

Gleiches gilt f•ur M.

3.9.2 Charakterisierung der Mobilit •atsmatrix

Es soll eine Charakterisierung der Mobilit•atsmatrix getro�en werden, die einfach ist und
m•oglichst wenige Matrizen, die den Kriterien aus Folgerung 3.16 gen•ugen, ausschlie�t.

Satz 3.17. Eine symmetrische Matrix M mit M1 = 0, deren Komponenten au�erdem(mii ) >
0 und (mij ) � 0 f•ur i 6= j erf•ullen, ist positiv semide�nit.

Beweis. Wegen (mii ) > 0 und (mij ) < 0 f•ur i 6= j gibt es eine DarstellungM = � Id + eM mit
� = max i (mii ) > 0 und einer negativen Matrix eM mit vollem Rang. Ist e� Eigenwert von eM
zum Eigenvektor v , so ist � = � + e� Eigenwert von M und v dazugeh•origer Eigenvektor.
Der Satz von Perron-Frobenius A.1 und die dortige Bemerkungliefert, dass zum kleinsten
Eigenwert e� N der negativen Matrix eM ein Eigenvektor (der Perron-Vektor) vN mit nur po-
sitiven Eintr •agen geh•ort, und dass dieser der einzige Eigenvektor mit dieser Eigenschaft ist.
Nach Gesagtem ist dieser auch Eigenvektor vonM zum kleinsten Eigenwert � N = � + e� N

von M. Andererseits ist vorausgesetzt, dass1 Eigenvektor von M zum Eigenwert 0 ist. Da
1 Perron-Vektor ist, muss � N = 0 der kleinste Eigenwert von M sein, womit die positive
Semide�nitheit sichergestellt ist.
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3.9.3 Weitere anzutre�ende Realisierungen der lokalen Erh altung des Vo-
lumens

Die einfache Minimierung von P bedeutet

_	 i = � � i
�P
� 	 i

; meist � i = � 8i; das hei�t M = � Id : (3.90)

In der Regel w•ahlt man � i = � f•ur alle � , denn die Modellierung als Gradienten
uss erfordert
es, dass (3.86)•uber die Gestaltung des Potentials P gew•ahrleistet werden muss:

Gibbs'scher Simplex als Tal des Energiefunktionals

Der Versuch, Entwicklungsgleichungen wie in Gleichung (3.90) als ungewichteten Gradien-
ten
uss von P, also durch die Minimierung •uber alle 	 2 RN , zu gewinnen, scha�t eine
zus•atzliche Anforderung: Damit die L•osung trotzdem in G liegt, muss P so gestaltet sein,
dass sie in allen Richtungen mit Anteilen orthogonal zum Gibbs'schen Simplex zunimmt,
dass also ihr negativer Gradient immer aufG zu zeigt. Mit dem Vektor 1 2 RN , der die
Eigenschaft 1 � v = 0 8v 2 TG hat, ist dies

_	 � 1 = � �
�P
� 	

� 1 =

8
><

>:

> 0 f•ur
P N

i =1 	 i < 0

= 0 f •ur 	 2 G

< 0 f•ur
P N

i =1 	 i > 0:

(3.91)

Die EnergieG hat also •uber der MengeG ein Tal. Ein solches Modell wurde selbst entworfen,
es ist in 6.2 beschrieben.
Die Realisierung der Talform ist eine nicht besonders einfache Zusatzanforderung an solche
Modelle.
Ein weiterer Nachteil ist, dass die Eigenschaft 3.91, welche von 	 abh•angt, bei von r 	
abh•angigen Potentialen unter Umst•anden schwer nachzuweisen ist, solanger 	 6= 0 ist, siehe
dazu den Anfang des Kapitels 6.2. Genauso ist der Nachweis schwierig, wenn Fl•usseJ i �
r � 	 P Teil des Modells sind.
Dies mag der Grund daf•ur sein, dass uns bis heute kein Modell mit solchem Funktional f •ur
das Phasenfeld au�er dem eigenen bekannt geworden ist.

Funktionalableitung in Richtung des Tangentialraumes

Um P nur auf G zu betrachten, wird P in Richtung von TG abgeleitet, siehe dazu in etwas
anderem Zusammenhang [GNS98].

Anstatt wie in (D.72) in Richtung ' ei (es ist (' e) j = 0 f •ur i 6= j ) zu variieren, wird die
Funktion ' ei aus dem Raum der TestfunktionenX (
 � [t0; t1); RN ) durch ihre Projektion
auf T G T ' : X �! X (
 � [t0; t1); G), T ' = ' � (1=N)( ' � 1)1 auf T G abgebildet. Anstelle
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von (3.90) wird durch Ableitung in Richtung T '

D
_	 i ; '

E
= � �

�
�P

�T 	 i
; '

�

= � �
@
@s

Z

supp T '

f (	 + s � T ' ei ) dx js=0

= � �
@
@s

Z

supp T '

f (	 + s � (' ei �
1
N

(' ei � 1)1)) dx js=0

= � �
Z

supp T '

@
@s

f (	 + s � (' ei )) dx: js=0 �
Z

supp T '

@
@s

f (	 � s � (
1
N

(' ei � 1)1)) dx js=0

= � �

0

@
�

�P
� 	 i

; '
�

�
NX

j =1

�
�P
� 	 j

;
'
N

�
1

A

= � �
NX

j =1

1
N

��
�P
� 	 i

; '
�

�
�

�P
� 	 j

; '
��

: (3.92)

Damit ist
P

i
_	 i = 0 beziehungsweise (6.10) erf•ullt. Dieses Vorgehen ist gleichbedeutend mit

der Projektion der Ableitung auf T Gwie in [Sti06, Abschnitt 2.1]:

_	 i = �
�

Id �
1
N

1 
 1
� �

�P
� 	

�
: (3.93)

Einfache Orthogonalisierung

Diese Betrachtung motiviert die Berechnung der Entwicklungsgleichungen aus

_	 i = �
NX

j =1

� ij

N

�
�P
� 	 i

�
�P
� 	 j

�
: (3.94)

Modelle, die dies verwenden, erlauben unterschiedliche Mobilit •aten der Grenz
•achen. Auch
hier ist (6.10) erf•ullt:

NX

i =1

_	 i = �
NX

i =1

NX

j =1

� ij

N

�
�P
� 	 i

�
�P
� 	 j

�

= �
NX

i =1

NX

j =1

� ij

N
�P
� 	 i

+
NX

i =1

NX

j =1

� ij

N
�P
� 	 j

= �
NX

i =1

NX

j =1

� ij

N
�P
� 	 i

+
NX

j =1

NX

i =1

� j i

N
�P
� 	 i

= 0

(3.95)

f•ur alle symmetrischen� ij , und damit _	 2 TG. Dieses Vorgehen kann als Orthogonalisierung
einer symmetrischen Mobilit•atsmatrix durch Subtraktion der Zeilensumme (=Spaltensumme)
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von der Diagonalen verstanden werden:

_	 i = �
NX

j =1

� ij

N

�
�P
� 	 i

�
�P
� 	 j

�

= �
1
N

0

B
B
B
B
B
B
@

.. .
� � i 1 ::: � � ii +

P
j � ij ::: � � iN

. . .

1

C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
@

...
�P
� 	 i
...

1

C
C
A

= �
1
N

0

B
B
B
B
B
B
@

� M +

0

B
B
B
B
B
B
@

.. .
0 :::

P
j � ij ::: 0

. . .

1

C
C
C
C
C
C
A

1

C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
@

...
�P
� 	 i
...

1

C
C
A :

(3.96)

Es ist f•ur diese Abbildung der Mobilit •atsmatrix nicht erkennbar, dass sie durch einfache Ver-
kn•upfung mit einer weiteren linearen Abbildung erzeugt werden k•onnte.
Wir bemerken noch, dass eine so konstruierte Matrix immer positiv semide�nit ist. Die in
[SA06] und [TNDS98] untersuchten Modelle benutzen diese Methode.

Die Orthogonalisierung durch Projektion einer beliebigensymmetrischen Mobilit•atsmatrix
M f•uhrt demgegen•uber auf

_	 i = �
�

Id �
1
N

1 
 1
�

M
�

�P
� 	

�

= �

(

M �
1
N

  
P

j
� ij

!

ik

!) �
�P
� 	

�
:

(3.97)

Die Autoren von [GNS98] und [GNS05] verfahren so. Bei Verwendung einer Mobilit •atsmatrix
mit Kern 1 er•ubrigt sich dies.

Konsequenzen f •ur die Numerik

Bei den Berechnungen der vorherigen beiden Abschnitte und (3.89) wurde 	 2 G nicht
verwendet, es ist also _	 2 TG, auch wenn 	 =2 G ist. Das bedeutet, dass ein Fehler bei nu-
merischer Berechnung sich weder verschlimmert noch verbessert. Ein Modell wie unter (3.90)
beschrieben verh•alt sich wegen der G•ultigkeit von Gleichung (3.91) numerisch g•unstiger. Ein
auf Projektion basierendes Modell wie in diesem und im vorherigen Abschnitt ist normaler-
weise numerisch nur mit gewissen Zusatzbedingungen praktikabel, ebenso eines nach (3.89).



Kapitel 4

Grenz
 •achen und Umwandlungen

Dieses Kapitel dient der besseren Einordnung des Phasenfeldmodells in die Thematik der Mo-
dellierung von Grenz
 •achen und Umwandlungen und stellt•ubliche Vorgehensweisen dar, geht
auf die Schwierigkeiten dieser ein und motiviert den Einsatz des Phasenfeldmodells dadurch
zus•atzlich. Ferner stellt es dar, wie die auf mesoskopischer Skala wirkende Physik makroskopi-
sche Umwandlungsmodelle bestimmt. Damit dient es auch p•adagogischen Zwecken. Es lohnt
sich, die an scharfer Grenz
•ache durchgef•uhrten Betrachtungen zu verstehen, denn hier wird
mit den Energiegr•o�en gearbeitet, die letztlich auch im Phasenfeld wirken, und die Grenz-

 •achen des Phasenfeldmodells m•ussen den gleichen Gesetzen Geltung verscha�en, wie sie an
scharfer Grenz
•ache gelten.
Die Phasenumwandlung wird durch Di�erenzen von freien Energiedichten, wie es im ther-
modynamischen Gleichgewicht in Kapitel 2.3 beschrieben ist, angetrieben. Dies wird durch
Hinzunahme einer Grenz
•achenenergie auf die Ber•ucksichtigung von Phasengrenzen erwei-
tert. Die Volumen-Energiedichten abseits der Grenz
•ache1 sind mit denen aus 2.3 konsistent,
d.h. f•ur ein Gebiet reiner Phase ohne Korngrenzen ist die Energie bei beiden Betrachtungs-
weisen gleich. Die Energie kann die freieF oder die Gibbs'sche EnergieG sein. Normalerweise
wird nicht die Entropie verwendet. Dies hat Tradition, da vo r allem Prozesse, die K•uhlung
unterliegen, von Interesse sind. F•ur ein Gebiet 
 = [ 
 i ist

F : [ 
 i � [t0; t1) �! R

F =
NX

i

8
><

>:

NX

j

Z

@
 i \ @
 j

� GB
ij dH d� 1 +

Z


 i

f i dx

9
>=

>;
:

(4.1)

Jede Phase existiert dabei in reinem Zustand auf einem Teilgebiet 
 i , dieses ist nicht notwen-
digerweise zusammenh•angend. Genau wie in 2.3 beschrieben treibt die Di�erenz derf i die
Umwandlung an.
In der Regel begn•ugt man sich mit einem Zweiphasensystem. Es reicht, ein Potential aus der
Di�erenz � der Potentialdichten der beiden Phasen zu betrach ten.

F =
Z

@
 1

� GB dH d� 1 +
Z


 1

� f dx: (4.2)

1Volumen ist hier eine •Ubersetzung: Im Englischen wird in diesem Zusammenhang derBegri� bulk energy
verwendet. bulk: Masse, Gro�teil, im Gegensatz zu den Grenz
 •achenenergien. Die Volumen-Energiedichte darf
also auch massenbezogen sein.
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Nun ist die Bewegung der Gebietsgrenzen so zu berechnen, dass die freie Enthalpie sich ihrem
Minimum ann •ahert. Ist � g = g(	 1) � g(	 2) < 0, w•achst Phase 1.
Umfasst das Modell mehr als zwei Phasen, hat man im Allgemeinen im Falle 
 � R3 dort,
wo zwei Grenz
•achen zusammensto�en, Tripellinien. G•angige Modelle ordnen auch diesen
Tripellinien eine Energie

Z

@
 i \ @
 j \ @
 k

� GB
ijk dH d� 2; d = 3 ;

zu. In jedem Falle muss an Tripelpunkten beziehungsweise Tripellinien im Gleichgewicht ein
Kr •aftegleichgewicht der Ober
•achenspannungen herrschen.
Oft verwendet man zur Kennzeichnung der Gebietszugeh•origkeit die charakteristische Funk-
tion

� i (x) =

(
0 x =2 
 i

1 x 2 
 i
(4.3)

und hat damit eine unstetige Phasenfunktion oder einenOrdnungsparameter eingef•uhrt.

4.1 Felder an Grenz
 •achen

An der Grenz
 •ache sind die Materialparameter im Allgemeinen unstetig { sie weisen einen
Sprung auf, dies macht ja die Grenz
•ache aus. Balancegleichungen f•ur die Gr•o�en des Systems
erzwingen aber Stetigkeit vieler Gr•o�en, sogenannte Kompatibilit •atsbedingungen. Daraus er-
geben sich f•ur von ihnen •uber Materialparameter abh•angige Gr•o�en Gesetze an den Sprung.
Solche Kompatibilit •atsbedingungen und Sprungbedingungen lassen sich in Standardliteratur
nachlesen, die allgemeine Erhaltung an der Grenz
•ache zum Beispiel in [Ber05, Kap.3.2]. In
[FG99, Kap.3] sind Gesetze f•ur einige Gr•o�en an Grenz
 •achen nachzulesen.

4.1.1 Bilanzen •uber bewegte Grenz
 •achen

Konservierte Feldgr•o�en werden oft in verschiedenen Materialien in unterschiedlicher Menge
gespeichert, sie besitzen verschiedeneKapazit•aten f•ur eine Gr•o�e oder enthalten eine material-
abh•angige feste Menge einer Feldgr•o�e. Beispiele daf•ur sind die verschiedenen W•armekapazi-
t •aten f•ur die Gr•o�e innere Energie und die Sto�zusammensetzung f•ur chemische Konzentra-
tionen, zum Beispiel der Kohlensto�gehalt an der Ferrit-Perlit-Grenz
 •ache.
Sei uges eine konservierte Gr•o�e und A und P zwei Teilgebiete aus unterschiedlichen Ma-
terialien mit gemeinsamer Grenz
•ache 
 = @A\ @P. P habe die F•ahigkeit, uL mehr an u
aufzunehmen, ohne dass sich dies durch Fl•usse auszugleichen bestrebt ist. Dies wird ausge-
dr•uckt durch

uges = u + � (P)uL

mit der charakteristische Funktion � . An dieser Stelle sei bemerkt, was eine solche Speicherf•a-
higkeit im Hinblick auf das Potential bedeutet: In beiden Materialien hat die Potentialdichte
den gleichen Wert bei verschiedenen Konzentrationen.
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Bewegt sich die Grenz
•ache, �ndet man aus der Bilanz •uber ; 6= ! � A \ P

t1Z

t0

Z

P \ @!

Ju da dt +

t1Z

t0

Z

A\ @!

Ju da dt

=

t1Z

t0

Z

!

_u dx dt +
Z

!

� (P(t1))uL dx �
Z

!

� (P(t0))uL dx (4.4)

Die Gleichung wird nach der Zeit abgeleitet. Man betrachtetnun eine Folge von Gebieten mit
! i � ! i +1 , deren Elemente langgestreckt entlang der Grenz
•ache liegen und ein gro�es St•uck
dieser einschlie�en und deren R•ander der Grenz
•ache immer n•aher kommen2. Man sieht,
dass die linke Seite der Gleichung gegen

R

�
[Ju jP � Ju jA ] geht und die rechte Seite gegen

_� (! )uL , welchesu0� d� 1(�) v mit der Geschwindigkeit der Grenz
 •ache v ist. Da sich u an
der Grenz
 •ache nicht in einem beliebig schmalen Gebiet anreichern kann und so der _u-Term
entf•allt, erh•alt man daraus mit Standardargumenten � d� 1(�)-fast •uberall die Bedingung

Ju jP � Ju jA = uL v: (4.5)

Sie besagt, dass die Menge anu, welche bei der Umwandlung frei wird bzw. gebunden wird,
dem Fluss vonu durch die Grenz
 •ache entnommen wird.

4.2 Das Stefan-Problem

Als Stefan-Problem bezeichnet man die Beschreibung der Grenz
 •achenentwicklung durch die
eben beschriebenen Bilanzen. In der Regel wird dabei die Unterk•uhlung U := T � TM be-
trachtet:

(� DP r U jP ) � (� DA r U jA ) = lv ; (4.6)

das Gesetz ist gleichwertig zu (4.5) f•ur die inneren Energie. Es ist l > 0 die latente W•ar-
me. Dazu kommt ein zweiter Zusammenhang, die sogenannte Gibbs-Thomson-Bedingung:
Die Geschwindigkeit einer geraden Grenz
•ache soll proportional zur Potentialdichtedi�erenz
zwischen den beiden Phasen sein, welche von der Temperatur abh•angig sei: v = � � g =
�l (T � TM ).Der Faktor l ist wieder die latente W•arme, siehe dazu zum Beispiel Tabelle
7.1, Kap.7. Ist die Grenz
 •ache gekr•ummt, •andert sich die Temperatur, bei der Gleichge-
wicht herrscht und sich die Grenz
•ache nicht bewegt. Diese Temperatur seiTeq, es gilt nun
v = �l (T � Teq)n. Die GleichgewichtstemperaturTeq der gekr•ummten Grenz
 •ache wird als die
Temperatur berechnet, bei der ein kugelf•ormiger Keim mit dieser Kr •ummung gerade beginnt,
Potentialgewinn zu produzieren:
Gleichung (4.1) sagt aus, dass die Grenz
•ache mit einer positiven Energie belegt ist. Dies
kann man physikalisch zum Beispiel durch die Gitterverzerrungen motivieren, die entstehen
m•ussen, wenn zwei unterschiedlich gerichtete Kristalle aneinander sto�en. Die Energie der
Grenz
 •ache ist demnach ihrer Fl•ache proportional, alsoG@
 = � GB � d� 1(@
) mit dem d � 1-
dimensionalen Lebesguema�� d� 1. F•ur einen kugelf•ormigen Bereich neuer Phase ist also

� G = 4 �r 2� GB +
4
3

�r 3� g; � g < 0:

2Diese Betrachtung nennt man Pillendosenargument
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Im Gleichgewicht ist dies Null. Deshalb ist

0 =
1
r

� GB +
1
3

l(Teq � TM ):

Da die Kr •ummung � (r ) = 1 =r ist, folgt Teq = � 3
l �� GB + TM . In die Gleichung f•ur die

Geschwindigkeit eingesetzt liefert das

v = �
�
l (T � TM ) + 3 �� GB �

: (4.7)

Dies ist unter dem Namen Gibbs-Thomson-Bedingung bekannt.Ist die Geschwindigkeit der
Grenz
 •ache in solcher Weise von der Kr•ummung abh•angig, sagt man, die Grenz
•ache ver-
halte sich dem mean curvature 
ow entsprechend. Zu Numerik und Analysis desmean cur-
vature 
ow sei auf [DD00] und [DD95] verwiesen. Arbeiten, in denen das Stefan-Problem
zur Modellierung verwendet wird, sind zum Beispiel [M•u05] und [Nar06], letztere auch zu
Levelset-Methoden (siehe folgender Abschnitt).

4.2.1 Probleme der Simulation scharfer Grenz
 •achen

Es gibt viele Arbeiten zur Simulation von Problemen mit scharfen Grenz
 •achen, die sich dem
mean curvature 
ow entsprechend verhalten. Grunds•atzlich muss die Gebietszugeh•origkeit
jedes Elements der bei numerischen Verfahren stets erforderlichen Gebietszerlegung gespei-
chert werden, in der Regel auch die Lage der Untermannigfaltigkeit Grenz
 •ache selber, z.B.
als Polygonzug oder als einen solchen repr•asentierende Menge von Punkten. Allen Verfahren
zur L•osung so dargestellter Probleme ist gemein, dass die Geschwindigkeit der Grenz
 •ache
nach Gesetzen f•ur deren Bewegung auf dieser Untermannigfaltigkeit ausgerechnet werden
muss und die Koordinaten der Grenzpunkte und die Gebietszugeh•origkeit angepasst werden
m•ussen. Eine Di�erentialgleichung auf der Untermannigfaltigkeit muss zus•atzlich zu den par-
tiellen Di�erentialgleichungen im Raum gel•ost werden, es m•ussen also zwei Methoden und
zwei Gebilde, f•ur Raum und Untermannigfaltigkeit, implementiert werden. Der Rechenauf-
wand verringert sich meist durch Betrachtung nur auf auf einem niederdimensionalen Gebilde,
aber der Programmieraufwand erh•oht sich betr•achtlich.
Zum Anderen versagen solche Methoden, bei denen Geschwindigkeiten auf der Grenz
•ache be-
rechnet werden, sobald es zu Topologiewechseln kommt, alsoGrenz
 •achen zusammenschmel-
zen, denn ein numerischer Algorithmus kann schwer so gestaltet werden, dass er dies erkennt.
Ausserdem ist an Punkten, an denen zwei Fl•achen zusammentre�en, keine Kr•ummung mehr
de�niert.
Eine weitere M•oglichkeit besteht in der Darstellung der Grenz
•ache als Isolinie, im Allge-
meinen als Nulllinie, einer Funktion, der sogenanntenLevelset-Funktion. Diese gehorcht einer
partiellen Di�erentialgleichung, die es gew•ahrleistet, dass jede ihrer H•ohenlinien sich gem•a�
des entsprechenden Problems, z.B. desmean curvature 
ows, verh•alt. Die Di�erentialglei-
chung ist degeneriert parabolisch und nicht de�niert, wo der Gradient der Levelset-Funktion
verschwindet, weshalb sie regularisiert wird. Weder Levelset-Funktion noch die sie steuernde
partielle Di�erentialgleichung hat allerdings eine physikalische Interpretation. Eine •Ubersicht
•uber Levelsetmethoden und solche mit scharfer Grenz
•ache wird zum Beispiel in [Fri99] ge-
geben.
Es gibt auch Levelset-Methoden, die die Geschwindigkeit auf der Grenz
 •ache berechnen. Die-
se haben die Nachteile der Methoden mit scharfen Grenz
•achen bei Topologiewechseln.
Die Phasenfeldmethode bietet eine Alternative.
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4.3 Grenz
 •achenenergie vs. Volumenenergie { der kritische
Radius

F•ur einen kugelf•ormigen Bereich neuer Phase ist wie oben dargelegt

� G = 4 �r 2� GB +
4
3

�r 3� g; � g < 0:

Eine Verringerung des Potentials � G < 0 bei Bildung einer solchen Kugel liegt o�ensichtlich
erst ab einem gewissen Mindestradius vor. Dieser istr krit = � 3� GB

� g .
Das bedeutet: die Bildung von Keimen - so werden durch Potentialminimierung wachstums-
f•ahige Bereiche der neuen Phase bezeichnet - kann mit der Minimierung des Potentials (4.1)
allein nicht erkl •art werden. Dies ist eine Beschr•ankung aller Modelle, die der Grenz
•ache eine
Energie zuordnen, auch des Phasenfeldmodells.
In diesem Zusammenhang besteht au�erdem der Grund daf•ur, dass Keimbildung bevorzugt
in den Ecken eines Kristalls statt�ndet: Ein Keim dort hat we niger Ober
 •ache.

4.4 Makroskopische Umwandlungsmodelle und ihnen zugrun-
de liegende mesoskopische Vorstellungen

4.4.1 Keimbildung

In [Bur65] und [Chr75] ist dargestellt, wie durch kombinatorische Betrachtungen zur Zusam-
menballung von Atomen die Bildung von Keimen neuer Phase modelliert werden kann. Diese
•Uberlegungen sind durch die Kollision von Molek•ulen mit Tr •opfchen in einem Dampf mo-
tiviert. Man berechnet das statistische Gewicht (siehe C.6) der m•oglichen Verteilungen von
Zusammenballungen von Molek•ulen ([Chr75, S.384 �] ). Eine solche Verteilung ist durch die
Folge der Anzahlen der Zusammenballungen voni Molek•ulen N i , i = 1 ::N , N ist die Ge-
samtzahl von Molek•ulen des Systems, bestimmt. Mit diesem statistischen Gewicht kann man
eine Bolzmann-Entropie der Verteilung von Zusammenballungen von N Molek•ulen de�nie-
ren. Nimmt man diese Entropie zur Gibbs'schen freien Energie dazu, ist die Keimbildung
durch thermodynamische Betrachtungen erkl•art. •Uberschreitet eine Zusammenballung den
kritischen Radius, w•achst sie durch die treibende Kraft � g an ihrer Ober
 •ache weiter.

4.4.2 Wachstumsgeschwindigkeit

An der Ober
 •ache zwischen den Phasen wandelt sich Materie des Zustandes� in den Zustand
� um, wodurch die Ober
 •ache mit der Geschwindigkeit v (= _r f•ur kugelf•ormige Keime)
wandert. Diese Geschwindigkeit ist normalerweise von �g abh•angig, oft linear.

4.4.3 Ein einfaches makroskopisches Umwandlungsmodell{ d ie Johnson-
Mehl-Avrami-Gleichung

Da eine der Motivationen dieser Arbeit darin besteht, Erkenntnisse •uber den gegenseitigen
Ein
uss von mechanischen Beanspruchungen und Phasenumwandlungen auf makroskopischer
Skala zu gewinnen, soll hier das bekannte und wohlmotivierte Umwandlungsmodell vorge-
stellt werden, das unter dem NamenJohnston-Mehl-Avrami-Gleichung Verbreitung gefunden
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Abbildung 4.1: •Uberlagerung neu gebildeter Phase mehrerer Keime. Im Mittel w•achst nur
ein Anteil von 1 � v des Materials, welches bei unbehindertem Wachstum entst•unde, in die
Ausgangsphase. Der Rest w•urde neue Phase anderer Keime•uberlagern.

hat. Diese beschreibt die Phasenumwandlung in eutektoidemMetall bei konstanter treiben-
der Kraft, namentlich Temperatur. Die Ausf •uhrungen hier lehnen sich eng an die in [Bur65] an.

W•achst ein nach 4.4.1 entstandener Keim der neuen Phase, so ist der lokale Volumenszu-
wachs

_vmeso = _r � A =
4�
3

r 2 _r; (4.8)

die erste Identit•at gilt bei Unabh•angigkeit von _r von der Ober
 •achengeometrie f•ur alle Geome-
trien des Keims, die zweite bei kugelf•ormigen Keimen, wovon wir hier ausgehen. Der Zuwachs
h•angt also wesentlich vom Radius und damit vom Alter der Kugelab, es istvmeso = vmeso(t; t 0)
und _vmeso = _vmeso(t; vmeso(t; t 0)) mit dem Entstehungszeitpunkt t0.
Bezeichnevvirt den makroskopische Phasenanteil unter der Annahme, dass sich die verschie-
denen Keime weder behindern noch•uberlagern. Sein Wachstum wird allein durch _vmeso und
die Keimbildungsrate _N bestimmt. Es ist

_vvirt (t) = _N � vmeso(0; 0) +

tZ

0

_N (t0) _vmeso(t; vmeso(t; t 0)) dt0

vvirt (t) =

tZ

0

_N (t0)

tZ

t0

_vmeso(�; v meso(�; t 0)) d� dt 0 :

(4.9)

F•ur die •Uberlagerung von entstehender und existierender Phase� gilt mit der Volumen-
fraktion der gesamten neu gebildeten Phasev

_v
_vvirt

= 1 � v (4.10)

sowohl bez•uglich neu gebildeter Keime als auch des Wachstums an der Phasengrenze, denn
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teil umgewandelten virtuellen Volumens nicht bereits in der
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neuen Phase liegt, d.h zu _vmeso beitr •agt, betr•agt 1 � v.
Daraus folgt sofort

ln(1 � v) = vvirt

) v = 1 � exp(� vvirt ) :
(4.11)

F•ur einfache Modelle erh•alt man f•ur vvirt einen Term der Ordnungtn , alsov = 1 � exp(� ktn ).
Solche Formeln hei�en in diesem Zusammenhang JMA-Gleichungen. F•ur die insbesondere bei
der isothermen Umwandlung sinnvollen Zusammenh•ange

_N (t) = const

_r = const
(4.12)

wird mit _vmeso = 4�
3 r 2 _r

vmeso(t; t 0) =

tZ

t0

4�
3

r 2 _r d� =

_r (t � t0 )Z

0

4�
3

r 2 dr =
4�
9

_r 3[t � t0]3 ; (4.13)

und das virtuelle Volumen ist

vvirt =

tZ

0

_N (t0)
4�
3

_r 3[t � t0]3 dt0 = _N
4�
12

v3t4 : (4.14)

Dies liefert eine JMA-Gleichung mit n = 4. Unter anderen Annahmen an Keimbildung und
Wachstumsgeschwindigkeit erh•alt man andere Ausdr•ucke f•ur vvirt , insbesondere andere Expo-
nenten n. Obige Annahmen beschreiben die Situation bei konstanter Temperatur trotz ihrer
Einfachheit so gut, dass diese Gleichung zur Modellierung einer Umwandlung unter diesen Be-
dingungen geeignet ist. Ohne diese Voraussetzung werden ihre Voraussagen mit wachsender
Abk •uhlgeschwindigkeit schnell ungenau. Die Ingenieurswissenschaften behelfen sich mit heu-
ristischen, multiplikativen, von der Abk •uhlrate abh•angigen Termen. Genauso versucht man,
spannungsabh•angiges Umwandlungsverhalten abzubilden.
Es gibt weitere makroskopische Umwandlungsmodelle, denenmeist •ahnliche Vorstellungen
zugrunde liegen, insbesondere die Proportionalit•at des Wachstums zur Ausgangsphase (4.10).
Als Auswahl an Literatur seien [H•o96] und die Papiere von [WBBD00] •uber [Wol02] bis
[WBD + 07] und [WBDH08], in denen Umwandlungsmodelle als Teil eines kontinuumsmecha-
nischen Modells eingesetzt werden, genannt. Das Papier [WBBL07] ist wegen seiner•Ubersicht
•uber unterschiedliche Modelle und deren Bewertung am Experiment interessant.

4.4.4 Spannungen und Phasenumwandlungen

Ein Material unter Phasenumwandlung ist ein inhomogenes Material. Im Allgemeinen ha-
ben die Phasen insbesondere unterschiedliche mechanischeEigenschaften und unterschiedli-
che Dichten. Das Verhalten inhomogener, insbesondere durch Umwandlungen inhomogener,
Materialien ist von gro�em ingenieurswissenschaftlichemInteresse und nicht einfach zu be-
schreiben. Der Abschnitt B.4.2 vermittelt einen Eindruck der Schwierigkeiten.
Die von der Dichte der Ausgangsphase abweichende Dichte einer entstehenden Phase bedeu-
tet, dass die im umgewandelten Bereich be�ndliche Masse nunein anderes Volumen einnimmt
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als vor der Umwandlung. Diese lokalen Volumen•anderungen m•ussen durch elastische Dehnun-
gen kompensiert werden. So induziert die Umwandlung mesoskopische Spannungen, was als
Greenwood-Johnson-E�ekt bekannt ist [LMD86a]. Das Material ist so lokalen Vorspannungen
ausgesetzt. Addieren sich dazu Spannungen unter externen Lasten, verh•alt sich das Material
bereits unter Bedingungen plastisch, unter denen sich beide Phasen f•ur sich noch elastisch
verhalten w•urden. Dieses Ph•anomen wird alsTransformation Induced Plasticity , kurz TRIP,
bezeichnet.
Unter Annahmen an die Form der Einschl•usse neu gebildeter Phase wurden zahlreiche Mo-
delle f•ur Vorspannung und Plastizit•at entwickelt. Beispielhaft seien die Arbeiten [LMD86b]
und [TS03] genannt, letzterer arbeitet unter der Annahme kugelf•ormiger Keime.
Umgekehrt beein
ussen Spannungen die Phasenumwandlung. Diesesspannungsabh•angige Um-
wandlungsverhalten(SUV) tritt in Experimenten deutlich zutage. Man hat dazu di e Modell-
vorstellung, dass sich mechanisch belastete molekulare Bindungen leichter in die Bindungen
der neuen Phase umwandeln. Die Modelle dazu sind wieder meist multiplikative Terme zu
Umwandlungsgleichungen wie der JMA-Gleichung. Oben genannte Arbeiten von M. Wol�
geben einen Einblick.

Die vorliegende Arbeit soll auf diesem Gebiet einen Beitragdadurch leisten, dass sie die
beschriebenen Mechanismen auf der Gr•o�enskala einiger Kristallk •orner untersucht.



Kapitel 5

Numerische Behandlung der
instation •aren Gleichungen

5.1 Anfangs-Randwert-Probleme

Zur Approximation der L •osung der Anfangs-Randwert-Probleme mit den parabolischen Di�e-
rentialgleichungen, wie sie bei Modellierung nach (3.24) beziehungsweise (3.34) entstehen, wird
die Finite-Elemente-Methode verwendet. Die gesuchte Gr•o�e ist eine vektorwertige Funktion

u : Rd � 
 �! RN :

Im Folgenden sei 
 beschr•ankt und @
 2 C0;1, also lipschitzstetig. Alle Operationen sind
zeilenweise zu verstehen, wie im Abschnitt 2.1.2 beschrieben: r u : Rd � 
 �!

�
RN

� d ist in
jeder j -ten Zeile (r u) j = r (u) j , der Ausdruck r � r u ist durch (r � r u) j = div r uj gegeben.

5.1.1 Allgemeine parabolische Anfangs-Randwert-Problem e

F•uhre das den Aufgaben (2.7) oder (2.28) entsprechend formulierte Problem auf Di�erential-
gleichungen nach (3.24) beziehungsweise (3.34), die zusammen mit den weiteren Bedingungen
des Problems ein Anfangs-Randwertproblem der Gestalt

Finde u : (
 � Rd) � [t0; tend] �! RN mit

Fu t � r � (D r u) + e(u; x; t) = f (x; t) auf 
 � (t0; tend] (5.1)

u(x; t0) = u0 auf 
 � f t0g

ui = gi auf @
 D;i ;

(D r u) i � n = hi (u; x; t) auf @
 N;i ; i = 1 ; :::; N;

bilden.
Die Matrix F sei regul•ar. Der Ausdruck r � (D r u) bildet meist die Divergenz der (di�usiven)
Fl •usse nach (3.18) ab und ist ein elliptischer Operator. Eine Kopplung im Di�usionsterm
sei durch geeignete Wahl der Di�usionsmatrix D m•oglich. Es seien alle Komponenten der
Koe�zientenmatrizen beschr •ankt, also beispielhaft

(F) i;j 2 L 1 (
 � (t0; tend)) :

69



70 KAPITEL 5. NUMERIK

Die Randbedingungen stellen wir vereinfacht durch

u = g auf @
 D ;

(D r u) � (n) = h(u; x; t) auf @
 N

dar. Die R•ander @
 D und @
 N sind dann Vektoren von Mengen.
Alle Koe�zientenmatrizen sollen als Funktionen von x; u; r u und t implementiert werden
k•onnen. Diese allgemeine Methode ist allerdings f•ur Probleme mit gro�en Nichtlinearit •aten
in u im Allgemeinen nicht mehr geeignet.

5.2 Zeitliche und r •aumliche Diskretisierung

Zur Zeitdiskretisierung wird ein #-Verfahren verwendet. Der Index des Zeitschrittesl wird
nach oben gestellt, wenn sp•ater weitere Indizes ben•otigt werden:

Fu l+1 = Fu l + �#
�

r � (D r u l+1 ) � e(u l+1 ; x ; t l+1 ) + f (x; t l+1 )
�

+ � (1 � #)( r � (D r u l ) � e(u l ; x ; t l ) + f (x; t l )) :
(5.2)

F•ur # = 1 entspricht dies dem impliziten Euler-Verfahren, f•ur # = 1
2 dem Crank-Nicholson-

Verfahren, und f•ur # = 0 dem expliziten Euler-Verfahren oder Euler-Vorw•arts-Verfahren.
F•ur die Behandlung nichtlinearer Kopplungsterme zwischen den K•omponenten in e und e
weichen wir sp•ater von diesem Schema ab, siehe Gleichung (5.9). Sie werdenrein explizit
behandelt, da auf den Einsatz nichtlinearer L•oser verzichtet werden soll. Stark nichtlineare
Probleme erfordern damit sehr kleine Zeitschrittweiten.
Die schwache Formulierung lautet mit dem (L 2(
)) N -Skalarprodukt h�; �i und nach Termen
des aktuellen und des vergangenen Zeitschritts sortiert

D
Fu l+1 ; '

E

+ �#
� D

D r '; r u l+1
E

�
Z

@
 N

h(u l+1 ; x ; t l+1 )' da +
D

e(u l+1 ; x ; t l+1 ); '
E

� h f (x; t l+1 ); ' i
�

=
D

Fu l ; '
E

+ � (1� #)
�

�
D

D r '; r u l
E

+
Z

@
 N

h(u l ; x ; t l )' da �
D

e(u l ; x ; t l ); '
E

+ hf (x; t l ); ' i
�

f•ur alle ' 2 (C1 (
)) N ; u j@
 D = g: (5.3)

In den bei der partiellen Integration entstehenden Term
R

@
 D r u�(n)' da wurde die Neumann-
Randbedingung (D r u) � (n) = h eingesetzt. Auf dem jeweiligen Dirichlet-Rand verschwindet
die entsprechende Komponente der Testfunktionen:' i = 0 f •ur alle x 2 @
 D;i . Abk •urzend,
aber ohne Verlust von Deutlichkeit wurde

Z

@
 N

h' da =
NX

i

Z

@
 N;i

hi ' i da

geschrieben.
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5.2.1 R •aumliche Diskretisierung

Gebietszerlegung

Das Gebiet 
 wird in Simplizes (Dreiecke f •ur zweidimensionales, Tetraeder f•ur dreidimenso-
nales 
) Ti unterteilt. Die Ti haben gegenseitig disjunktes Inneres. Hier habe das Gebietder
Einfachheit halber einen polygonalen Rand, so dass die[ i Ti = 
 ist. Wenn das nicht der Fall
ist, so ist [ i Ti nur eine Approximation des Gebiets. Die Gebietszerlegung wird unabh•angig
von der Form der Simplizes alsTriangulierung oder auch alsGitter S bezeichnet. die gr•o�-
te Kantenl•ange aller Simplizes des Gitters hei�t h(S). Es gelten weitere Forderungen an die
Triangulierung:

� Sie musszul•assig sein: Ist ein Punkt Ecke eines Simplex, dann ist er auch Ecke al-
ler benachbarten Simplizes. Man sagt kurz: Das Gitter darf keine h•angenden Knoten
enthalten.

� Das Verh•altnis der gr•o�ten Kantenl •ange und des Innenkreisdurchmessers, beziehungs-
weise des Innenkugeldurchmessers imR3, ist f •ur alle Simplizes beschr•ankt. Diese Eigen-
schaft nennt man Quasiuniformit •at1.

Die Begri�e sind zum Beispiel in [Bra97, Def. 5.1] de�niert.
Durch weitere Unterteilung der Elemente einer Anfangs-Triangulierung, oft Makrogitter ge-
nannt, wird die M •oglichkeit gescha�en, Werte der N•aherungsl•osung an mehr Punkten zu
berechnen und die Approximation zu verbessern. Es gibt verschiedene Algorithmen, einen
Simplex zu unterteilen. Hier geschieht das durch Bisektion, siehe [SS05]. Genauso gibt es
verschiedene Strategien, Elemente aus der Triangulierungabh•angig vom vermuteten Fehler
dort zur Verfeinerung oder Vergr•oberung auszuw•ahlen, siehe dazu Abschnitt 5.4.2 und 5.4.3.
Die Zul•assigkeit der neuen Triangulierung muss dabei gegebenenfalls durch zus•atzliche Verfei-
nerungen gew•ahrleistet werden, die Quasiuniformit•at hingegen bleibt w•ahrend der Bisektion
gewahrt.

L •osung in einem Funktionenraum mit endlicher Basis

Zur L •osungu werden Koe�zienten der Approximation in einer endlichen Ba sis uh gesucht.
Zweckm•a�igerweise w•ahlt man diese Basis aus dem Raum [Pm ]N � (H 1

0)N der st•uckweisen
Polynome vom Grad m. Zu einer Mengef xkg, k 2 S mit der Indexmenge S von ausgezeich-
neten Punkten der Triangulierung, zum Beispiel der Menge der Ecken der Simplizes oder der
Menge der Ecken und der Kantenmitten der Simplizes w•ahlt man die aus simplexweisen Po-
lynomen gebildete Lagrangebasis, welche durch die Eigenschaft ' k (x j ) = � jk f•ur alle Punkte
aus dieser Menge derf xkg, k 2 S gekennzeichnet ist. F•ur st•uckweise Polynome von Grad 1
besteht f xkg aus der Menge der Ecken der Simplizes und f•ur st•uckweise Polynome von Grad
2 aus der Menge der Ecken und der Kantenmitten der Simplizes.Diese Basisfunktionen sind
die einfachsten und hei�en P1- beziehungsweise P2-Elemente.
Es m•ussen nicht alle Komponentenui der L•osung in der gleichen Basis approximiert werden.
In diesem Fall liegen Mengenf x i;k g, i = 1 ; ::N , k 2 Si vor. F•ur eine Lagrange-Basis gilt dann

' i;k (x j ) = ei � jk f•ur alle i = 1 ; ::N; k 2 Si : (5.4)

1 Nach [Bra97, Def. 5.1], andere Autoren verwenden den Begri� Regularit •at. Bei diesen Autoren bedeutet
Quasiuniformit •at, dass gr•o�ter und kleinster Durchmesser aller Elemente ein festes Verh•altnis nicht •uberschrei-
ten.
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Die diskrete L•osung mit dieser Basis lautet

uh(x ; t l ) =
NX

i =1

X

k2 Si

ul
i;k ' i;k (x): (5.5)

Wegen der doppelten Indizierung stellt man Vektoren in dieser Basis als Blockvektor vh =
((v1;1' 1;1; :::; v1;# S1 ' 1# S1 )> ; :::; (vN; 1' N; 1; :::; vN; # SN ' N # SN )> )> dar. Werte derbi -ten L•osungs-
komponente sind im Block (v)bi := ( vbi; 1' bi; 1; :::; vbi; # Sbi

' bi # Sbi
)> .

Gesucht sind die Koe�zienten ul
i;k =

�
u l

h(xk )
�

i zur diskreten Basis in jedemxk , zu jedem Zeit-

schritt l . Die Funktion uh(x ; t l ) und ihr Koe�zientenvektor zur Lagrangebasis u l
h 2 R

P
i #( Si )

k•onnen isomorph aufeinander abgebildet werden.
Damit ergibt sich aus (5.3) das System

NX

i =1

X

k2 Si

 
D

(F)bi � ' i;k ;
�

' bi; bk

�

bi

E

L 2 (
)
ul+1

i;k + �#
� D

(D )bi � r ' i;k ;
�

r ' bi; bk

�

bi

E

L 2 (
) d
ul+1

i;k

� !

+ �#

 

�
Z

@
 N

(h(uh(x ; t l+1 ); x ; t l+1 ))bi

�
' bi; bk

�

bi
da

+
D

(e(uh(x ; t l+1 ); x ; t l+1 ))bi ;
�

' bi; bk

�

bi

E

L 2(
)
�

D
(f (x ; t l+1 ))bi ;

�
' bi; bk

�

bi

E

L 2(
)

!

=
NX

i =1

X

k2 Si

 
D

(F)bi � ' i;k ;
�

' bi; bk

�

bi

E

L 2 (
)
ul

i;k + � (1� #)
�

�
D

(D )bi � r ' i;k ;
�

r ' bi; bk

�

bi

E

L 2(
) d
ul

i;k

� !

+ � (1 � #)

 Z

@
 N

(h(uh(x ; t l ); x ; t l ))bi

�
' bi; bk

�

bi
da

�
D

(e(uh(x ; t l ); x ; t l ))bi ;
�

' bi; bk

�

bi

E

L 2(
)
+

D
(f (x; t l ))bi ;

�
' bi; bk

�

bi

E

L 2 (
)

!

f•ur alle ' bi; bk ; bi = 1 ; ::N; bk 2 S
bi ; (5.6)

welches aus
P

i #( Si ) Gleichungen besteht.
Die Schreibweise (F )bi � bezeichnet diebi -te Matrixzeile, das Nebeneinanderstellen mit einem
Vektor entspricht dem RN -Skalarprodukt. Es ist also mit (5.4) (F)bi � ' i;k =

P
i (F)bi;i (' i;k ) i ,

eine reellwertige Funktion.
Mit den Koe�zientenvektoren u l

h und u l+1
h 2 R

P
i #( Si ) und der Schreibweise (()ik ) f •ur eine

Matrix mit den Komponenten () ik bedeutet (5.6)

� �D
F ' i;k ; ' bi; bk

E
+ �#

D
D r ' i;k ; r ' bi; bk

E�

ik

�
u l+1

h

+ �#

0

B
@�

Z

@
 N

h(uh(x ; t l+1 ); x ; t l+1 )' bi; bk da +
D

e(uh(x ; t l+1 ); x ; t l+1 ); ' bi; bk

E
�

D
f (x; t l+1 ); ' bi; bk

E
1

C
A

=
� �D

F ' i;k ; ' bi; bk

E
� � (1 � #)

D
D r ' i;k ; r ' bi; bk

E�

ik

�
u l

h
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+ � (1 � #)

0

B
@

Z

@
 N

h(uh(x ; t l ); x ; t l )' bi; bk da �
D

e(uh(x ; t l ); x ; t l ); ' bi; bk

E
+

D
f (x; t l+1 ); ' bi; bk

E
1

C
A

f•ur alle ' bi; bk ; bi = 1 ; ::N; bk 2 Sbi : (5.7)

Das Skalarprodukth:; :i ist das des [L 2(
)] N (beziehungsweise des
�
L 2(
) d

� N
f•ur den Gradi-

ententerm)2: h:; :i : [L 2(
)] N � [L 2(
)] N 7! R.
Um zu vermeiden, dass nichtlineare Terme implizit auftreten und dann ein nichtlineares

System gel•ost werden muss, wirde und die Neumann-Randbedingungh in einen linearen und
einen nichtlinearen Teil aufgespalten

e(u; x; t) = c(x; t)u + ee(u; x; t)

h(u; x; t) = bh(x; t)u + eh(u; x; t)
(5.8)

und der nichtlineare Teil rein explizit behandelt. Au�erde m wird statt der Konvexkombina-
tion (1 � #)

D
f (x; t l ); ' bi; bk

E
+ #

D
f (x; t l+1 ); ' bi; bk

E
der Wert zur Zeit t l+ # := #t l+1 + (1 � #)t l ,

n•amlich
D

f (x; t l+ # ; ' bi; bk

E
, verwendet, genauso wird mit allen anderen nichtlinearen Termen

verfahren. Dies sind Abweichungen vom#-Verfahren. Die explizite Behandlung nichtlinearer
Terme verschlechtert Ordnung und Stabilit•at. Gleichung (5.7) mit obiger Aufspaltung wird
zu

0

B
B
B
@

0

B
B
B
@

D
F' i;k ; ' bi; bk

E

+ �#

8
<

:

D
D r ' i;k ; r ' bi; bk

E
�

Z

@


bh(x; t l+1 )' bi ;bk da +
D

c(x; t l+1 )' i;k ; ' bi; bk

E
9
=

;

1

C
C
C
A

ik

1

C
C
C
A

u l+1
h

=

0

B
B
B
@

0

B
B
B
@

D
F' i;k ; ' bi; bk

E

+ � (1 � #)

8
<

:
�

D
D r ' i;k ; r ' bi; bk

E
+

Z

@


bh(x; t l )' bi ;bk da �
D

c(x; t l )' i;k ; ' bi; bk

E
9
=

;

1

C
C
C
A

ik

1

C
C
C
A

u l
h

+ �

0

@+
Z

@


eh(uh(x ; t l ); x ; t l+ # )' bi ;bk da +
D

f (x; t l+ #); ' bi; bk

E
�

D
ee(uh(x ; t l ); x ; t l+ # )) ; ' bi; bk

E
1

A

f•ur alle ' bi; bk ; bi = 1 ; ::N; bk 2 S
bi (5.9)

und ist nun ein lineares Gleichungssystem.
In den Berechnungen dieser Arbeit wird als Raum der Ansatzfunktionen der Raum Pq� 1

der simplexweisen Polynome vom Gradeq� 1 = 1; 2 verwendet. Als Basis dient die Lagrange-
Basis

f ' i;k (x j )g � Pq� 1 : ' i;k (x j ) = ei � jk f•ur alle i = 1 ; ::N; k 2 Si : (5.10)

2Es ist gleicherma�en aussagekr•aftig, das Skalarprodukt h:; :i als das komponentenweise skalare, vektorwer-
tige Produkt aufzufassen, welches durch (hu; v i ) j = huj ; vj i gegeben ist.
Das in diesem Falle resultierende System enth•alt nat •urlich wegen der Wahl der Basis nach (5.4) N � 1 Null-
zeilen. In beiden Sichtweisen erh•alt man f •ur jede Testfunktion eine aussagekr•aftige Gleichung, also

P
i #( Si )

Gleichungen, f•ur jeden Freiheitsgrad eine.
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5.2.2 A-priori-Fehlerabsch •atzungen der numerischen L •osung

F•ur das einfache lineare, auf ganz 
 elliptische Randwertproblem

Finde u : (
 � Rd) �! R mit

� div(D r u) = f (x) auf 
 (5.11)

u = 0 auf @
 D ;

mit D = D (x) stellen wir ein bekanntes und einfaches, aber aufschlussreiches Ergebnis vor.
Das schwach formulierte Problem in Operatorschreibweise sei

Finde u 2 H 1
0 (
) mit a(u; ' ) = hf; ' i f•ur alle ' 2 H 1

0(
) ; (5.12)

und das Problem im diskreten RaumVh � V = H 1
0 (
) mit approximierten Operatoren ah

und f h sei

Finde uh 2 Vh(
) mit ah(uh ; ' h) = hf h; ' h i f•ur alle ' 2 Vh ; (5.13)

Wie •ublich seien die Bilinearformena und ah stetig und H 1 - beziehungsweiseVh-elliptisch
und f und f h linear und stetig. Es gilt das erste Lemma von Strang

Lemma 1. Unter den getro�enen Voraussetzungen gibt es eine vonVh unabh•angige Kon-
stante, so dass

ku � uhkH 1 �

C inf
vh 2 Vh

(

ku � vhkH 1 + sup
wh 2 Vh

ja(vh ; wh) � ah(vh ; wh)j
kwhk

+ sup
wh 2 Vh

jf (wh) � f h(wh)j
kwhk

)

(5.14)

Vernachl•assigt man den Diskretisierungsfehler der Operatoren, also ah = a und f h = f ,
erh•alt man Cea's Lemma ku � uhk � inf vh 2 Vh ku � vhk. Dies dr•uckt unter den genannten
Voraussetzungen denH 1-Fehler durch die Approximationseigenschaften vonVh aus, welche
nach dem Bramble-Hilbert-Lemma von der Gitterweite abh•angt. Wegen der beiden folgenden
Summanden darf die Approximation der Operatoren nicht schlechter sein als die bestm•ogliche
Approximation von u in Vh , wenn man Konvergenz gegen die L•osung mit der Verfeinerung
des Gitters nicht unn•otig verschlechtern will. Diese Aussage wird f•ur das in dieser Arbeit
implementierte Gleichungssystem ben•otigt.

Sei uh die diskrete L•osung des allgemeineren elliptischen Randwertproblems

Finde u : (
 � Rd) �! RN mit

� div(D r u) = f (x) auf 
 (5.15)

ui = gi auf @
 D;i ;

(D r ui ) � n = hi (u; x) auf @
 N;i ; i = 1 ; :::; N;

wobei hi linear in u f•ur alle i ist, im Raum Pq� 1 der st•uckweisen Polynome vom Gradq � 1.
Es gilt die Standard-a-priori-Fehlerabsch•atzung, nachzulesen z.B. in [Bra97,x6]:

ku � uhkm � ch(S)q� m jujq; m = 0 ; 1: (5.16)
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F•ur m = 0 ist die Konvexit •at von 
 zus •atzliche Voraussetzung. Diese Absch•atzung ist,
wenn man statt der numerischen L•osung die Bestapproximation vonu einsetzt, eine auf dem
Bramble-Hilbert-Lemma basierende Aussage zu den Approximationseigenschaften des Finite-
Elemente-Raumes der Polynome vom Gradq � 1. Zusammen mit Ceas Lemma [Bra97,x4],
welches besagt, dass die L•osung der Galerkin-Aufgabe die Bestapproximation der L•osung be-
z•uglich der H 1-Norm im Finite-Elemente-Raum ist, folgt der Approximatio nssatz f•ur m = 1,
und die L 2-Norm des Fehlers sch•atzt man mit dem Aubin-Nitsche-Lemma [Bra97, x7] gegen
die Bestapproximation ab. Der elastische Teil des in dieserArbeit behandelten Problems, qua-
sistation•ar berechnet, hat f•ur sich genommen die Form eines linearen, elliptischen Problems
und erf•ullt die Voraussetzungen f•ur diese Absch•atzung.
Die Autoren Douglas und Dupont beweisen in [DD70] analoge a-priori-Absch•atzungen f•ur die
numerische L•osung einiger linearer parabolischer Probleme mit dem Galerkin-Verfahren mit
Zeitdiskretisierung durch das Crank-Nicholson-Schema. Die Gleichung des dort beshandelten
parabolischen Problems hat die schwache Form

�
@u
@t

; '
�

+ a(u; ' ) = hf (u); ' i

mit den •ublichen Schreibweisen und

a(u; ' ) =
Z

A (x; t; u; r u) � r ' d x; f (u) = f (x; t; u (x; t ); r u(x; t )) ;

wobei der Vektor A solchen Voraussetzungen gen•ugt, dass D r u aus Gleichung (5.1) diese
erf•ullt, wenn D symmetrisch ist und stets positives Spektrum hat. Au�erdem sind gewisse
Stetigkeitsvoraussetzungen, genauer Lipschitzstetigkeiten in u und r u, an A und f n•otig.
Das Verfahren entspricht in etwa dem aus Gleichung (5.9) mit# = 1=2, allerdings wird der
Term f in diesem Schema zuum+1 =2 und tm+1 =2 evaluiert. F•ur eine Funktion u von (x; t )
oder (x; t m ) schreiben wir

um+1 =2 :=
1
2

(um + um+1 ): (5.17)

Es gilt der

Satz 5.1. ([DD70, Satz 7.2]) Es gibt von T, n, diam 
 und den Lipschitzkonstanten vonA
und f abh•angige KonstantenC und � > 0, so dass f•ur die L•osung des Galerkin-Verfahrens
mit Zeitdiskretisierung durch das Crank-Nicholson-Schemauh und dem Fehlere = u � uh

keM k2
L 2 + �

M � 1X

l=0




 el+1 =2




 2

H 1
0

� t

� C

(
M � 1X

l=0




 (u � vh) l+1 =2




 2

H 1
0

� t +
M � 1X

l=1










(u � vh) l+1 =2 � (u � vh) l � 1=2

� t










2

L 2

� t

)

+ k(u � vh)0k2
L 2 +




 (u � vh)M � 1=2




 2

L 2 +



 (u � vh)1=2




 2

L 2 + C2
2(� t)4 (5.18)

f•ur alle vh 2 Vh gilt.

Der Satz gilt auch f•ur Zeitgitter f t l g mit tend =
P M � 1

l=0 � t l mit unterschiedlichen � t l .
Der L 2-Fehler am Ende der Rechnung und der approximierteH 1

0 � L 2-Fehler wird also gegen
vier Terme abgesch•atzt, bei denen keine Konvergenz gegen Null f•ur � t �! 0 zu erwarten
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ist, sowie C2
2(� t)4. Die ersten vier Summanden sind als Fehler der Bestapproximationen der

L•osung auf die Approximationseigenschaften des Finite-Elemente-Raumes zur•uckgef•uhrt und
k•onnen mit dem Bramble-Hilbert-Lemma weiter abgesch•atzt werden. Damit erh•alt man f•ur
sie Konvergenzordnungen von der r•aumlichen Gitterweite, wie sie auch f•ur das elliptische Pro-
blem gelten.
Unter gewissen Voraussetzungen gelten die Argumente des Beweises auch f•ur vektorwertige
Probleme. Die Autoren formulieren das beispielhaft f•ur lineare vektorwertige Probleme (Satz
10.1) und bemerken, dass sich auch der Beweis des oben dargestellten Satzes f•ur nichtlinare
Probleme auf vektorwertigesu •ubertragen l•asst.

5.3 Einzelheiten der Diskretisierung

5.3.1 Behandlung der Randelemente

Wird beim •Ubergang von (5.2) auf (5.3) ' 2 (C1
0 )N gew•ahlt, erh•alt man auf dem Inneren

des Gebietes g•ultige Gleichungen, bei denen der Rand-Term
R

@
 D r u � n da nicht sichtbar ist.
Bei der Diskretisierung ist ' 2 X h � H 1, auch den Randpunkten sind Testfunktionen zuge-
ordnet. Es wurde die Behandlung nicht-homogener und homogener Neumann-Bedingungen

(D r u) i � n = hi (u; x; t) auf @
 N;i (5.19)

implementiert, wobei diese Bedingungen aus physikalischer Sicht eine Bedingung an den Fluss
modellieren. Die Bedingungen k•onnen f•ur jede j -te L•osungskomponente und auf jedem Rand-
segment des Makrogitters unabh•angig voneinander gew•ahlt werden, wie es das Problem (5.1)
erfordert.
Punkte, auf denen der Funktionswert einer Komponente festgelegt ist, sind keine Freiheits-
grade des Problems. Sie werden als Dirichlet-Randwerte bezeichnet, f•ur sie gilt

uj = gj (5.20)

und die Menge, auf denen diese Bedingung gilt, wird als@
 D;j � 
 bezeichnet.Wieder k •onnen
die Bedingungen f•ur jede j -te L•osungskomponente und auf jedem Randsegment des Makro-
gitters unabh•angig voneinander gew•ahlt werden.

Au�erdem sind einige Randbedingungen f•ur periodische Gebiete implementiert.

Neumann-Randbedingungen: Der Randterm verschwindet nur bei homogenen Randbe-
dingungen. F•ur g 6= 0 muss er integriert und zu den entsprechenden Eintr•agen der rechten
Seite hinzuaddiert werden.

Dirichlet-Randbedingungen: Diese werden folgenderma�en in das Gleichungssystem ein-
gebunden: Istui Dirichlet-Randwert zum i -ten Knoten, gilt also ui = g(x i ), wird die von der
i -ten Matrixzeile gebildete Gleichung durchui = g(x i ) ersetzt, indem man die Zeile durcheT

i
ersetzt und den Eintrag der rechten Seite auf den Wert vong setzt:
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Der Wert ui 
iesst so beim L•osen des Systems mit ein, bleibt aber selbst unver•andert.

Periodische Randbedingungen: In der Simulation auf der Mesoskala spielen periodische
Randbedingungen eine gro�e Rolle. Das simulierte Gebiet ist meist ein sogenanntes repr•asen-
tatives Volumen-Element (RVE), oft rechteckig, welches als Teilgebiet eines Makrogebietes
angesehen wird und sehr klein im Vergleich zu diesem ist. Mannimmt an, dass es von Vo-
lumenelementen benachbart ist, die von gleicher Art sind, das Material also periodisch ist.
Damit m •ussen alle Feldgr•o�en auf den korrespondierenden R•andern gleiche Werte annehmen,
also zum Beispiel am obereren Rand die gleichen Werte angenommen werden wie am unte-
ren und am rechten gleiche wie am linken f•ur ein zweidimensionales rechteckiges Gebiet. Die
Randwerte nennt man in dieser Situation auchsymmetrisch.
Aus Gr•unden der Konsistenz mit dem Makroproblem m•ussen ausserdem Fl•usse durch die
R•ander den makroskopische Fl•ussen entsprechen, genauso m•ussen Gesamtproduktionen im
Gebiet gegebenenfalls makroskopischen Produktionen entsprechen. Dies bestimmt dann wei-
tere Gleichungen durch die Randwerte.
Ist ui periodischer Randwert zum Knoten anx i , gibt es einen weiteren Punktxei 2 @
 mit
u(xei ) = ui auf dem korrespondierenden Rand. Vorausgesetzt, dass bei der Gittergenerierung
daf•ur Sorge getragen wurde, dassxei auch Knoten des Gitters ist, gilt also uei = ui , weshalb
die Gleichung

uei � ui = 0 (5.22)

eine Matrixzeile des Systems bilden kann.
F•ur die Finite-Elemente-L•osunguh(x; t ) =

P s
k=1 ' k (x)uk (xk ; t) bedeutet die Symmetrie, dass

man die zum Randknotenxei geh•orende Testfunktion ' ei und die zu x i geh•orende Testfunk-
tion ' i als zwei Teile einer Testfunktion betrachten muss, denn diebeiden Knoten k•onnen
identi�ziert werden. Die beiden Freiheitsgrade in xei und x i liefern deshalb nur eine Gleichung
des Typs (5.6), wobei die Testfunktion ' ei + ' i ist. Praktisch kann man dies durch Addieren
von Zeileei des Systems zur Zeilei und anschlie�enden Ersatz der addierten Zeile durch (5.22)
erreichen. Durch Matrixoperationen ausgedr•uckt geht das zu l•osende SystemeA und eb aus
der Stei�gkeitsmatrix A und rechter Seiteb durch

eA =
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(5.23)
hervor.
In Alberta sind •aquivalent dazu schlicht diejenigen Freiheitsgrade auf dem Rand, in denen
nach der periodischen Randbedingung gleiche Werte der L•osung angenommen werden m•ussen,
identi�ziert.

Randbedingungen f •ur periodisches Material unter externen Fl •ussen Ein repr•asen-
tatives Volumenelement ist als Teil eines materiallen K•orpers stets den Ein
•ussen ausgesetzt,



78 KAPITEL 5. NUMERIK

welche aus dem umgebenden Material auf es wirken. In der Regel sind diese Ein
 •usse Teil des
Problems, insbesondere bei der Mikro-Makro-Modellierung, bei der genau diese Wechselwir-
kungen zwischen mikroskopischen und makroskopischen Prozessen untersucht werden.
Fl •usse, die auf der makroskopischen Skala im Material statt�nden, m•ussen durch das RVE
hindurch. Sie lassen sich durch

Z

@
 links

J � n da = �
Z

@
 rechts

J � n da = Jextern � n links � d� 1(@
 links ) (5.24)

als Bedingungen an den Rand des RVE formulieren. Dabei ist� d� 1 das d � 1-dimensionale
Lebesgue-Ma�. Entsprechendes gilt f•ur den oberen und unteren Rand und imR3 f•ur Vorder-
und R•uckseite des W•urfels. Das Feld des Flusses auf der Makroskala wird also aufder Mikro-
skala als divergenzfrei angesehen. Der Fluss beh•alt insgesamt seine Richtung und Zu
uss und
Ab
uss sind gleich gro�, die Quellen auf der mikroskopischen Ebene bewirken also nur lokale
•Anderungen.
Im Rahmen echter Mehrskalenmodellierung treten sicherlich auch Randbedingungen ohne
solche Einschr•ankung auf unbeein
ussten Durch
uss auf. Diese lie�en sichals

Z

@
 rechts

J � n da �
Z

@
 links

J � n da = @x (Jextern )x � d(
) ;

genauso f•ur die anderen Dimensionen, ausdr•ucken. Im Rahmen dieser Arbeit kann darauf
verzichtet werden.
Sind die Fl•usse auf den korrespondierenden R•andern gleich, bedeutet das bei periodischen
Materialparametern die Gleichheit der Gradienten. Diskret lauten sie:

Z

@
 links \ @(supp ' i )

D r uh ' i � n da = �
Z

@
 rechts \ @(supp ' ei )

D r uh ' ei � n da: (5.25)

Diese Randbedingungen sind also letztendlich periodischeRandbedingungen an die Gradien-
ten der L•osung. Sie sind analog zu den periodischen Randbedingungenan die L•osung in das
Gleichungssystem zu integrieren. Au�erdem muss

X

i

Z

@
 links \ @(supp ' i )

D r uh ' i � n da =
Z

@
 links

Jextern � n da (5.26)

als zus•atzliche Zeile zum System hinzugef•ugt werden, um den gew•unschten makroskopischen
Fluss zu gew•ahrleisten.
Die periodischen Randbedingungen f•ur Fl •usse m•ussen in Zukunft wegen ihrer Bedeutung f•ur
die Mikro-Makro-Modellierung implementiert werden.

Bemerkung 5.2. Als Beispiel einer Neumann-Bedingung, die sich sinnvoll inh = bhu +
eh aufspalten l•asst, sei dieRobin-Bedingung beschrieben. So wird eine Neumann-Bedingung
bezeichnet, bei der der Fluss a�n-linear von der L•osung abh•angt, z.B J j � n = ec(uj � uj; ext )
oder

@nuj = c(uj � uj; ext ) auf @
 : (5.27)

Dies beschreibt zum Beispiel n•aherungsweise den W•arme•ubergang zwischen einem Festk•orper
und einem Fluid der Temperatur uext . Wie bh und eh zu Systemmatrix und rechter Seite
beitragen, entnimmt man Gleichung (5.9). In den in dieser Arbeit behandelten numerischen
Problemen kommt diese Bedingung nicht vor.



5.4. ALGORITHMUS UND IMPLEMENTIERUNG 79

5.4 Algorithmus und Implementierung

5.4.1 Besondere Anforderung Vielkomponentigkeit

Als Basis der Implementierung der FEM-Methode wurde die Bibliothek Alberta gew•ahlt. Die
vom vielkomponentigen Multiphasenfeldmodell geforderten Anspr•uche k•onnen von denAlber-
ta-Standardmethoden nur schwer erf•ullt werden, sie sind nicht f•ur diese Zwecke konstruiert.
Die zur Berechnung z.B. des aus (5.7) gebildeten Gleichungssystems n•otigen zeilenweisen Ope-
rationen f•ur mehrkomponentige Systeme sind nur f•ur N = d mit der r •aumlichen Dimension
d realisiert. Die M•oglichkeiten zur Implementierung vielkomponentiger gekoppelter Probleme
mussten also verbessert werden.
Physikalische Parameter wurden aus dem Code der vorhandenen numerischen Methoden her-
ausgel•ost, um beides voneinander abzukoppeln und so unter Nutzungeiner objektorientierten
Sprache modularisieren zu k•onnen. Damit ist gleichzeitig die Scha�ung vieler Instanzenvon
FE-Problemen erm•oglicht, ohne Methoden wie Assemblierung und Sch•atzung im Code kopie-
ren zu m•ussen, welches vormals oft praktiziert wurde. Entstanden sind in C++ geschriebene
Klassen, mit deren Hilfe man physikalischen Systeme hoher Komponentenanzahl, die auch
im Di�erentialoperator gekoppelt sind, diskretisieren kann. Die Methoden an sich wurden,
sofern nicht anders vermerkt, durch Verallgemeinerung derurspr•unglichen Alberta-Methoden
auf mehrere L•osungskomponenten gewonnen, im Wesentlichen wurden daf•ur Vektoren und
Matrizen anstatt durch die vorgesehenenAlberta-Strukturen wie DOF MAT, DOF * VEC
etc. als N � N -System von Blockmatrizen mit N -fachen DOF * VEC-Vektoren dargestellt
und die Methoden ebenfalls auf diese verallgemeinert.

5.4.2 Fehlerindikatoren

Es bezeichne� die Zeitschrittweite. Die in dieser Arbeit verwendeten Fehlerindikatoren gehen
auf Fehlersch•atzer von Verf•urth, ver •o�entlicht unter Anderem in [Ver94], zur •uck.
Das dort betrachtete parabolische Problem hat die Form

u t � div a(x; u; r u) = b(x; u; r u) auf 
 � (t0; tend] (5.28)

u(x; t0) = u0 auf 
 � f t0g

u = 0 auf @
 D � (t0; tend];

(5.29)

wobei vektorielles u ausdr•ucklich zugelassen ist. Es wird mit Raum-Zeit-Finiten Elementen
diskretisiert. Das #-Schema nach Gleichung (5.2) und die in dieser Arbeit verwendeten Fini-
ten Elemente k•onnen als solche Elemente aufgefa�t werden [Ver94, Abschnitt 4, Relation to
Runge-Kutta schemes]. Als abstraktes Problem wird die Aufgabe alsF (u) = 0 notiert, die
diskretisierte Aufgabe alsFh(uh) = 0. Unter geeigneten Voraussetzungen an 
, a und b gilt
dann eine Fehlerabsch•atzung

ku � uhkL r (0;tend ;L � (
)) � cf � 2 + "2 + kFh(uh)kg (5.30)
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Dabei ist Qj
i = Ti � [t j ; t j +1 ), N � die Anzahl der Zeitintervalle, die erste Summe geht also

•uber die Zeitschritte, die zweite•uber alle Simplizes des jeweiligen Gitters. Die Elementsch•atzer
� Q j

i ;�;l sind durch

� Q j
i ;�;l = hl

Ti
k@t uh � div ah(x ; uh ; r uh) � bh(x ; uh ; r uh)kL p (J j ;L � (Ti ))

+ h
1
� + l � 1
Ti

knE [ah(x ; uh ; r uh)]E kL p (J j ;L � (@Ti @
))

+ hl
Ti

�
� 1+ 1

p
j kuh(:; t j + 0) � uh(:; t j � 0)kL � (Ti )

(5.32)

Dabei k•onnen � und p unter Beachtung von p � max(�; � ) beliebig gew•ahlt werden. Der
Elementsch•atzer � Q j

i ;�;l hat gleiche Gestalt, allerdings ist in obigem Ausdruck•uberall � durch
� zu ersetzen, Potenzen der Gitterweite sind um 2 zu verringern und im dritten Summanden

steht �
1
p

j statt �
� 1+ 1

p
j .

Der Term " l besteht aus Normen von Approximationsfehlern vona � ah und b� bh . Diese
sind im Wesentlichen der Quadratur geschuldet und sind damit von h•oherer Ordnung in h
als � l . Das Residuum der diskreten AufgabeFh(uh) ist im Allgemeinen klein: F•ur die exakte
L•osung der diskreten Aufgabe istFh(uh) = 0. Rundungsfehler und besonders der Fehler des
iterativen L •osers des Gleichungssystems, der nach Abbruch bleibt, verhindern diese Gleichheit.

Indikator f •ur den r •aumlichen Diskretisierungsfehler

Aus dem in Gleichung (5.30) gegebenen Fehlersch•atzer wird der vom elementweisen Residuum
abh•angige Term� Q j

i ;�;l als Grundlage f•ur den Fehlerindikator verwendet. Wie oben dargestellt

ist der Term Fh(uh) klein und gitterunabh •angig und der Term " von h•oherer Ordnung in der
Gitterweite h, weshalb beide Terme zur Gitterbewertung nicht betrachtet werden.
Der verwendete Indikator f•ur einen SimplexT hat die Form

� 2
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(5.33)

Dies entspricht dem Integranden des durch die ersten beidenSummanden gegebenen Integrals
•uber das Zeitintervall von � Q j

i ;�;l zu � = 2, wobei nun auch die bei Problemen mit homogenen
Neumann-Randbedingungen auftretenden Beitr•age an den auf dem Neumann-Rand liegenden
Kanten ber•ucksichtigt sind. Er ist in der Bibliothek Alberta standardm•a�ig f •ur skalares uh

implementiert [SS05, Abschnitt 3.14.2]. In dieser Darstellung wurde die numerische L•osung
uh;n durch uh;n ersetzt, wogegen laut [Ver94] keine Einw•ande bestehen, und das Residuum in
der in unserem Code vorliegenden, durch Problem (5.1) bestimmten Form eingef•ugt.
Der Indikator � wird f •ur jede Komponente der L•osung gesch•atzt und ist somit hier ein N -
dimensionaler Vektor, und so kann der Indikator jeder Komponente separat bewertet, ins-
besondere als Verfeinerungskriterium herangezogen werden. Obwohl die Sch•atzung f•ur die
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Norm des Fehlers gedacht ist, ist unmittelbar klar, dass diekomponentenweise Bewertung
der Sch•atzung nicht schlechter sein kann als die Bewertung der Norm. Andersherum kann
die komponentenweise Wertung verhindern, dass ein Fehler in einer Komponente geringen
Betrages, welcher ja im Allgemeinen Ein
uss auf andere Komponenten nimmt, durch das
Summieren bei der Berechnung der Norm untergeht.
F•ur jede Komponente der L•osung kann eine Toleranz festgelegt werden.
In der Bibliothek Alberta ist auch standardm•a�ig ein Sch•atzer f•ur den bei der Interpolation
auf das gr•obere Gitter bei Vergr•oberung entstehenden Fehler implementiert. Er garantiert,
dass der Fehler durch diese Interpolation ohne Rechnung klein bleibt. Auf seinen Einsatz
wurde verzichtet, stattdessen wurde das Kriterium f•ur die Vergr•oberung strenger gesetzt als
•ublich.

Indikator f •ur den zeitlichen Diskretisierungsfehler

Der standardm•assige zeitadaptive Algorithmus vonAlberta berechnet als Sch•atzung f•ur den
Zeitfehler

� t = kuh(t i ) � uh(t i � 1)kL 2 : (5.34)

Dieser Indikator geht auf den dritten Summanden von � Q j
i ;�;l aus dem in Gleichung (5.30)

gegebenen Fehlersch•atzer zur•uck. Seine Berechnung ist auch f•ur mehrkomponentige L•osungen
sinnvoll, weshalb die Berechnung von

� t = kuh (t i ) � uh (t i � 1)kL 2 : (5.35)

implementiert und zur Bestimmung der Zeitschrittweite herangezogen wurde.

5.4.3 Der zeitlich und r •aumlich adaptive Algorithmus

Ausgangspunkt des adaptiven Algorithmus ist einAlberta-Standardalgorithmus, welcher in
[SS05] als zeitlich und r•aumlich adaptiver Algorithmus eingef•uhrt wird und dort unter Al-
gorithmus 1.25 in Pseudocode dargestellt ist. Zur Diskussion ist eine kurze Beschreibung
unumg•anglich:
Auf dem Gitter des vorherigen Zeitschrittes Sn� 1 wird die Gleichung zur aktuellen Zeit
tn = tn� 1 + � gel•ost. Der r•aumliche und zeitliche Fehler wird gesch•atzt. Wird die Zeitto-
leranz •uberschritten, wird die Zeitschrittweite durch Multiplik ation mit einem vom Nutzer
festgelegten, konstanten Wert reduziert und die Rechnung auf gleichem Gitter wiederholt.

Ist die Zeittoleranz erreicht, wird das Gitter anhand des r•aumlichen Fehlerindikators ver-
feinert, wenn n•otig3 und in diesem Falle die L•osung auf dem neuen Gitter berechnet und im
Anschluss daran die Fehlerindikatoren. Der Indikator des Zeitfehlers wird berechnet4. Ist er
gr•o�er als die zeitliche Toleranz, wird wie zu Beginn die Zeitschrittweite so lange verkleinert,
bis der Indikator weit genug reduziert ist. Dann wird der gesamte r•aumliche Fehler mit der
r•aumlichen Toleranz verglichen, und gegebenenfalls wird der Algorithmus von der Adaption
des Gitters an wiederholt. Ist der r•aumliche Fehler hinreichend klein, wird der Zeitschritt
geschlossen und der n•achste beginnt.

Dieser Algorithmus hat drei o�ensichtliche Schw•achen:
3zur Strategie der Verfeinerung siehe 5.4.4.
4Der Zeitfehler kann durch die mangelhafte numerische L•osung auf einem unzureichend verfeinerten Gitter

verborgen geblieben sein.
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� die strikte Trennung von r•aumlicher und zeitlicher Adaption. Die L•osung ist stetig, bei
hinreichend glattem f stetig di�erenzierbar, in der Zeit. Die numerische L•osung verliert
mit steigender Zeitschrittweite an Genauigkeit, doch der Indikator � zu dieser L•osung
wird nicht unbrauchbar, wenn zu einem � die Zeittoleranz nicht eingehalten wird, er
verliert nur ebenfalls an Genauigkeit. Erfahrungsgem•a� ist sie trotzdem wertvoll.
Analog gilt f •ur den zeitlichen Sch•atzer, dass man in der Regel auch anhand einer auf
schlechtem Gitter berechneten L•osung eine sinnvolle Sch•atzung erh•alt. Daf •ur spricht
auch, dass die Integration der Terme der Formkuh;n � uh;n � 1k selbstverst•andlich mit
der Interpolation auf das neue Gitter I nuh;n � 1 arbeitet und die Sch•atzung durch die
Gitterverfeinerung kaum an Genauigkeit gewinnt.

� die fehlende Verwertung von Indikatoren aus dem vorangegangenen Zeitschritt. Der
Algorithmus l •asst ausser Acht, dass aus dem vorhergehenden Zeitschritt bereits ein
an die alte L•osung angepasstes Gitter und eine angepasste Zeitschrittweite vorliegen.
Die alte L•osung ist aber, hinreichend glatte rechte Seite vorausgesetzt, nicht weit von
der zu erwartenden neuen entfernt, aus genau dem Grund, dassdie Zeitschrittweite
dort kontrolliert wurde, deshalb sagen Indikatoren bez•uglich dieser auch etwas•uber die
Eignung von Gitter und Zeitschrittweite f •ur den aktuellen Zeitschritt.

� der Indikator f •ur den Zeitfehler wird nur zur Entscheidung herangezogen,ob diese an-
gepasst wird, dabei k•onnte sein Betrag dazu herangezogen werden,wie weit die Zeit-
schrittweite angepasst werden muss.

Der Algorithmus ist so konstruiert, als w•are die L•osung des alten Zeitschrittes weitgehend
unbrauchbar und als m•ussten Gitter-und Schrittweiten in jedem Schritt in hohem M a�e an-
gepasst werden. Wenn der zeitliche Fehler einer Kontrolle unterliegt, ist dies nat•urlich nicht
der Fall.

Es wurde ein eigener Algorithmus entworfen, der die Sch•atzungen des vorangegangenen
Zeitschrittes nutzt und Zeitschrittweite und Gitter im sel ben Schritt anpasst.

Neuer adaptiver Algorithmus f •ur parabolische Probleme

Das diskrete Gleichungssystem wird zu Beginn des Zeitschrittes gel•ost und die Fehlerindikato-
ren berechnet. Das Gitter wird zur Verfeinerung markiert und verfeinert, die Zeitschrittweite
gem•a� 5.4.5 angepasst, unabh•angig davon, ob die r•aumliche oder zeitliche Toleranz •uber-
schritten wurde. Ist keine der Toleranzen verletzt, wird mit den angepassten Gitterweiten
ohne neue Rechnung der n•achste Zeitschritt begonnen, ist eine der Toleranzen verletzt, wird
der Zeitschritt mit den neuen Gitterweiten wiederholt. Da zur numerischen L•osung des n•ach-
sten Zeitschrittes noch einmal der Indikator berechnet wird, ist der Fehler trotz der Bewertung
des Gitters am alten Zeitschritt voll kontrolliert. Die Ver wendung des Indikators einer m•a�ig
guten, weil alten L•osung kann also n•utzen, schaden bez•uglich des Aufwandes kann sie nur,
falls der Indikator wirklich nichtssagend sein sollte, und irreparabel schaden, also echten In-
formationsverlust verursachen, nur dann, wenn anhand einer schlechten Sch•atzung vergr•obert
wird. Dem kann man e�zient durch eine zus•atzliche Verkleinerung der Schranke, ab der ein
Element beim Wechsel von einem Zeitschritt auf den n•achsten zur Vergr•oberung markiert
wird, entgegenwirken.
Es sei darauf hingewiesen, dass der Standardalgorithmus immer am Beginn des Zeitschrit-
tes einmal auf altem Gitter nur f •ur die Adaption rechnet und diese L•osung dann verwirft,
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w•ahrend im neuen Algorithmus erstens nur bei Nichteinhaltender Toleranz erneut gerechnet
wird und zweitens die realistische Chance besteht, dass dasGitter aufgrund der Bewertung
der alten L•osung hinreichend gut ist. Es zeigt sich, dass kaum oder keine Wiederholungen n•o-
tig sind, da die Sch•atzung des vorangegangenen Zeitschrittes zur Fehlerprophylaxe ausreicht.
Die Ersparnis an Rechenaufwand betr•agt daher f•ur die im Rahmen dieser Arbeit behandelten
Probleme rund 50%.

In der Bibliothek Alberta ist auch standardm•a�ig ein Sch•atzer f•ur den bei der Interpolation
auf das gr•obere Gitter bei Vergr•oberung entstehenden Fehler implementiert. Er garantiert,
dass der Fehler durch diese Interpolation ohne Rechnung klein bleibt. Auf seinen Einsatz
wurde verzichtet, stattdessen wurde das Kriterium f•ur die Vergr•oberung strenger gesetzt als
•ublich.

5.4.4 R •aumliche Verfeinerungsstrategien

Als Teil des zeitlich und r•aumlich adaptiven Algorithmus ben•otigt man eine r•aumliche Ver-
feinerungsstrategie. InAlberta sind vier Strategien implementiert [SS05, Abschnitt 1.5.2]).
Da eine Diskussion n•otig ist, sind sie hier beschrieben.

1. GR (global re�nement) : Ist die Summe aller elementweisen Fehlerindikatoren gr•o�er als
ein bestimmter Bruchteil der Toleranz, wird das Gitter global verfeinert.

2. MS (maximum strategy): Ein Element wird zum Verfeinern markiert, wenn der Fehler-
indikator dort einen bestimmten Teil des gr•o�ten auf dem Gitter berechneten Fehlerin-
dikators •uberschreitet.

3. ES (equidistribution strategy): Ein Element wird zum Verfeinern markiert, wenn der
Fehlerindikator dort einen bestimmten Teil des zul•assigenelementweisen Fehlers (d.h.
von Toleranz=# S) •uberschreitet.

4. GERS (guaranteed error reduction strategy): Es werden so lange Simplizes zum Verfei-
nern markiert, bis die Summe aller Indikatoren auf den markierten Elementen einen
bestimmten Anteil am Gesamtindikator erreicht.

In den mehrkomponentigen Systemen, die hier betrachtet werden, wird die Verfeinerung hin-
sichtlich jeder Komponente durchgef•uhrt, das hei�t, ein Element wird dann verfeinert, wenn
dies hinsichtlich einer der Komponenten als n•otig erscheint. Strategie GR ist keine lokale
Verfeinerungsstrategie und haupts•achlich deswegen implementiert, um den Erfolg der lokalen
Verfeinerungsstrategien durch Vergleich mit der globalenVerfeinerung pr•ufen zu k•onnen. Stra-
tegie MS ist ein naheliegendes, simples Kriterium. Es zeigtsich schnell, dass es f•ur parabolische
Probleme ungeeignet ist: Da im Zeitschritt n bereits die Simplizes mit hohem Fehlerindikator
verfeinert wurden und die numerische L•osung in Zeitschritt n + 1 nicht allzu stark ver •andert
ist, gibt es auch in diesem neuen Zeitschritt viele Simplizes mit •ahnlich hohem Indikator, von
denen dann bei dieser Strategie zu viele verfeinert werden,denn der maximale Fehlerindikator
ist vom letzten Zeitschritt her nahe an der Masse der elementweisen Indikatorwerte.
Die Strategie ES zeigt dieses Fehlverhalten nicht, denn dieToleranz bestimmt das Verfeine-
rungskriterium. Sie erkennt trotzdem Elemente, in denen der Fehler zu wachsen droht.
Die Strategie GERS ist f•ur parabolische Probleme nicht gedacht, dort ist eine garantierte
Fehlerreduktion allenfalls zur Untersuchung von Konvergenzordnung n•otig, denn das Gitter
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aus dem vorherigen Zeitschritt liefert bereits eine gute numerische L•osung und es kommt jetzt
darauf an, die Teile des Gitters zu �nden, die nicht mehr gut genug sind, und nicht darauf,
den Fehler auf einen bestimmten Anteil zu reduzieren. Ihr Aufwand ist auch etwas h•oher. Auf
ihren Einsatz wurde verzichtet.

5.4.5 Steuerung der Zeitschrittweite

Als Indikator f •ur den zeitlichen Fehler dient der Ausdruck

� t = kuh (t i ) � uh (t i � 1)kL 2 (5.36)

W•ahrend beim Standardalgorithmus bei •Uber(beziehungsweise Unter-)schreiten der Toleranz
die Schrittweite mit einem festen Faktor multipliziert wir d, wird nun die Sch•atzung zur Be-
stimmung der neuen Schrittweite direkt verwendet. Der Vorschlag dazu stammt von Deu
hard
und Bornemann, in [DB94], S. 169, geben sie

� neu �
�

� � tol
� t

� 1=(p+1)

� alt (5.37)

mit der zeitlichen Integrationsordnung p und einem w•ahlbaren Faktor � an.

5.4.6 Anordnung der Komponenten im System

Das resultierende Gleichungssystem kann in der folgenden Form als Blockmatrixsystem dar-
gestellt werden:
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(5.38)

In dieser Anordnung ist das System auch implementiert.



Kapitel 6

Multiphasenfeld-Modelle

6.1 Das Phasenfeld zur Darstellung von Materialzust •anden

Beim Multiphasenfeldmodell wird das Vorhandensein eines von N verschiedenen Zust•anden in
einem Gebiet 
 (Material) durch eine N -komponentige Phasenfeldfunktion	 : 
 � [t0; t1) 7!
RN; + abgebildet. Der Funktionswert jeder Komponentei kann als Massen- oder Volumenanteil
der Phasei im Material angesehen werden. Es ist also 0� 	 i � 1 f•ur alle i , wobei wie in
(4.3) 	 i = 1 bedeutet, dass sich das Material am Punktx im Zustand i be�ndet, 	 i = 0
die komplette Abwesenheit des Zustandesi bezeichnet und alle Punkte mit 0 < 	 i < 1 als
der Grenz
 •ache oder Grenzregion zur Phasei zugeh•orig betrachtet werden. Das Material
muss sich•uber dieseN Zust•ande verteilen. Wegen der Massenerhaltung muss das Modell so
konstruiert werden, dass

NX

i =1

	 i = 1 und
NX

i =1

_	 i = 0 f •ur alle x 2 
 ; t 2 [t0; t1) (6.1)

gilt. Die Menge

GN :=

(

	 : 
 � [t0; t1) �! RN; + j
NX

i =1

	 i = 1

)

(6.2)

bezeichnet man wie in De�nition 3.15 eingef•uhrt als Gibbs'schen Simplex, in ihm soll die
L•osung liegen, in seinem TangentialraumT GN muss dann die Zeitableitung der L•osung liegen.
Die Gleichungen 6.1 sind genau 3.85 und 3.86, und die Modellierung als Mehrphasenfeld folgt
den dortigen •Uberlegungen.

6.1.1 Energiefunktional und Minimierung

Man erh•alt Entwicklungsgleichungen f•ur die 	 i von der Form (3.34) durch die Minimierung
(bzw. Maximierung) eines Energiefunktionals, traditionell der Gibbs'schen freien EnergieG
(2.43) oder der freien EnergieF (2.27) gem•a� Aufgabe (2.28). Diese Herangehensweise ist
•aquivalent zum L•osen der Aufgabe aus Bemerkung 2.7 f•ur ein System, welches aus einem
Reservoir und einem sehr viel kleinerem Untersystem besteht, welches der eigentliche Unter-
suchungsgegenstand ist.
Es ist bemerkenswert, dass Potentiale gleicher oder•ahnlicher Gestalt von unterschiedlichen
Autoren verschieden bezeichnet werden, zum Beispiel einmal als Entropie und einmal als freie

85
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Energie. Die Autoren Penrose und Fife haben in [PF90] einen ersten Versuch unternommen,
das verwendete Potential thermodynamisch zu erkl•aren und in Entropie und innere Energie
aufzuspalten. Bez•uge auf ihr Papier �nden sich reichlich, und der Begri� therm odynamische
Konsistenz geh•ort inzwischen zum Standardrepertoire der betre�enden Schriften. Praktisch
•au�ert sich das meist nicht darin, dass eine genaue Zuordnung der Terme des Potentials zu
physikalischen Energien und Entropien vorgenommen wird. In [BS96, Kap.4] �ndet sich zum
Beispiel eine Aufschl•usselung•uber in Frage kommende Potentiale, jedoch nur eine Beschrei-
bung der Helmholzschen freien Energie und keine Angaben, wie man andere Potentiale aus
dieser erh•alt.
Die Autoren von [PE92] de�nieren die Gibbs'sche freie Energie und minimieren sie f•ur p
und T = const, die von [BS96] nennen ebenfalls diese Voraussetzungen, sprechen aber von
der Helmholzschen freien EnergieF . Ebenso ist es bei [Emm03] und Britta Nestler. Stinner
[Sti06, Kap.2] verwendet die Entropie, berechnet die Di�erentialgleichungen aber mit Hilfe der
Dichte f , scheinbar weil er die freie Energie nicht in Entropie und innere Energie aufspalten
m•ochte.
In diesem Kapitel geht es allerdings zun•achst um die Wirkung der einzelnen Terme, die phy-
sikalische Einordnung ist Gegenstand von Kapitel 7.

Die Ginzburg-Landau'sche Potentialdichte

Wir bezeichnen das Energiefunktional vorl•au�g mit P, womit G, F oder bei manchen Au-
toren die Entropie1 S gemeint sein kann. An Stelle der auf der Untermannigfaltigkeit der
Grenz
 •ache de�nierten Ober
 •achenenergie aus Abschnitt 4.1 tritt eine auf ganz 
 de�nier -
te, allerdings abseits der Grenz
•ache verschwindendeGinzburg-Landau'schePotentialdichte,
urspr•unglich Ginzburg-Landau'schefreie Energiedichte genannt (siehe [BS96]) zusammen mit
der konventionellen freien oder Gibbs'schen freien Volumenenergiedichte f bzw g aus (4.1)
beziehungsweise der Entropiedichtes (wir verwenden hier ersetzendp)

P : G � (TG)d �! R

oder P :
�

	 : 
 � [t0; t1) �! RN; + 	
�

n
r 	 : 
 � [t0; t1) �! (Rd)N; +

o
�! R

P =
Z




�
�

"a(	 ; r 	 ) +
1
"

w(	 )
�

+ p dx:

(6.3)

Die Ober
 •achenenergie aus (4.1) ist in diesem Modell also durch

PGB =
NX

i

NX

j

Z

@
 i \ @
 j

� GB
ij dH d� 1 =

Z




�
�

"a(	 ; r 	 ) +
1
"

w(	 )
�

dx (6.4)

gegeben. Der Faktor� 2 R erlaubt es, die H•ohe der Grenz
•achenenergie im Verh•altnis zur
Volumen-Potentialdichte p zu bestimmen2.

1Die Bezeichnung eines Funktionals der im folgenden beschriebenen Gestalt als Entropie �ndet in der Physik
allerdings keine St•utze, siehe hierzu Kapitel 7.

2 Man �ndet ([GNS98], [FG78]) oft die De�nition

� ik = inf

8
<

:
2

1Z

� 1

p
a(p; p` 
 1)

p
w(p) j p : [� 1; 1] 7! GN lipschitzstetig

9
=

;
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Stehen mathematische Untersuchungen im Vordergrund vor physikalischen, �ndet man oft
die Darstellung

P :
�

	 : 
 � [t0; t1) �! RN; + 	
�

n
r 	 : 
 � [t0; t1) �! (Rd)N; +

o
�! R

P =
Z




"a(	 ; r 	 ) +
1
"

w(	 ) + ep dx:
(6.5)

Die Eigenschaften der beiden Grenz
•achenpotentialbeitr•agea und w werden in Vereinbarung
6.2 erl•autert.

Entwicklungsgleichungen

Wie im Kapitel 3 beschrieben werden Entwicklungsgleichungen f•ur das System der Phasen-
variablen durch die Onsager-Relation (3.33)

_	 = � M
�P
� 	

= � M (r 	 P) (6.6)

mit einer Relaxationsmatrix M und den durch
�

�P
� 	 i

; '
�

=
@
@s

Z

supp'

p(	 + s � ' ei ) dx js=0 (6.7)

gegebenen Funktionalableitungen (siehe Formel (D.72) ausdem Anhang) gewonnen. Die Test-
funktion ' ei : 
 �! RN ist die wie in (D.72) de�nierte vektorwertige Funktion, bei der die
i -te Komponente gleich ' ist und alle anderen verschwinden.
Damit sind die Phasenvariablen keinem Fluss im Sinne von 2.1.3 unterworfen.
Je nach Modellierung kann die Mobilit•atsmatrix auch ein Vielfaches der Identit•at sein, siehe
Abschnitt 3.9. Enth •alt das System auch konservierte Variablen mit Fl•ussen, gehorcht das
vollst•andige System den Entwicklungsgleichungen (3.34)

@t (	 ; ' ) = � M
�
r (	 ;' )P

�
� r � Mr

�
r (	 ;' )P

�
: (6.8)

6.1.2 Forderungen an Entwicklungsgleichungen und Potenti al

Gibbs'scher Simplex und Tangentialraum

Gleichung (6.1) muss f•ur alle t G•ultigkeit behalten. Mit dem wie in (3.15) eingef•uhrten Tan-
gentialraum von G

TG :=

(

	 : 
 � [t0; t1) �! RN j 	 � 1 =
NX

i =1

	 i = 0 f •ur alle x 2 


)

; (6.9)

muss ein sinnvolles Modell
_	 2 TG f•ur 	 2 G (6.10)

f•ur die Energiedichte der Grenz
 •ache. Dieses In�mum •uber alle m•oglichen Grenz
 •achenpro�le ist durch Er-
kenntnisse aus der asymptotischen Entwicklung motiviert, siehe [?], Kap. 8.3.3
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erf•ullen. In Abschnitt 3.9 werden drei verschiedene M•oglichkeiten diskutiert, dies zu realisie-
ren. Alle diese M•oglichkeiten werden im Folgenden auf das Phasenfeldmodellangewendet. Das
gr•o�te Gewicht kommt den Modellen zu, bei denen die Mobilit•atsmatrix M die Volumener-
haltung realisiert. Sie muss dann die in in Folgerung 3.16 festgelegten Eigenschaften besitzen,
also symmetrisch sein undM1 = 0 erf•ullen, und zur Sicherstellung positiver Semide�nitheit
tre�en wir die

Vereinbarung 6.1. Die Mobilit •atsmatrix f •ur die Phasengleichungen wird so gew•ahlt, dass
die Komponenten (mii ) > 0 und (mij ) < 0 f•ur i 6= j erf•ullen, womit die Bedingungen von
Satz 3.17 erf•ullt sind und M positiv de�nit ist.

Reine Phasen als lokale Extrema des Potentials

Da reine Phasen (	 = ei ) sich nicht spontan umwandeln sollen, also als metastabilePunkte
modelliert werden sollen, muss bei verschwindenden Gradienten von 	 _	 (ei ) = 0 f•ur alle i
und t gelten. Modelliert man ohne Projektion auf den Gibbs'schenSimplex, m•ussen also bei
verschwindendem Gradienten von	 o.B.d.A. die Minima von P auf dem betrachteten Bereich
in 	 = ei liegen, bei Durchf•uhrung einer Projektion m•ussen die� i auf dem Gibbs'schen
Simplex minimale Werte von P besitzen.

6.1.3 Gestalt der Beitr •age a und w

W•ahrend die Potentialdichte abseits der Grenz
•ache durch die thermodynamischen Volumen-
energiedichten der reinen Phasen erkl•art sind, bed•urfen die Ausdr•ucke a und w der Spezi�-
kation.

Vereinbarung 6.2. Wir fordern f •ur a : G � (TG)d �! R

a(	 ; X ) � 0 f•ur alle (	 ; X ) 2 G � (TG)d; (6.11)

a(	 ; "X ) = "2a(	 ; X ) f •ur alle (	 ; X ) 2 G � (TG)d; " 2 R (6.12)

lim
d(x1 ;x2)! 0

Z

!

a(	 ; r 	 ) dx �! 1 f•ur alle ! : (6.13)

es gibt ein x1; x2 2 ! : 	 (x1) = ei ^ 	 (x2) = ej :

Die dritte Eigenschaft sagt aus, dass in einem Gebiet, in demein •Ubergang von der i -ten
zur j -ten, i 6= j , statt�ndet, der Energiebeitrag unbeschr•ankt w•achst, wenn die Grenz
•ache
schmal wird. F•ur w soll

w(ei ) = 0

w(	 ) > 0 f•ur alle 	 6= ei (bzw. 	 2 G 6= ei )
(6.14)

gelten.

Damit ist durch w gew•ahrleistet, dass dieei Minima der Energie sind und insbesondere
_	 (ei ) � r 	 P = 0 ist. Der Term a erh•alt dank seiner dritten Eigenschaft eine r•aumliche

Ausdehnung des •Ubergangsbereichs zwischen zwei Phasen, w•ahrend w realisiert, dass wie
oben in 6.1.2 beschrieben die reinen Phasen (	 = ei ) die bevorzugten Zust•ande des Systems
sind.



6.1. DAS PHASENFELD ZUR DARSTELLUNG VON MATERIALZUST •ANDEN 89

6.1.4 Die Volumen-Potentialdichte

Die Volumen-Potentialdichte pv (f v oder sv) ist dieselbe wie in Gleichung (4.1). Ihre Gestalt
und Wirkung ist in Abschnitt 2.3 beschrieben. Ihre Bezeichnung ist eine •Ubersetzung des eng-
lischen bulk, welches die Dichte im Hauptanteil, also abseits der Grenz
•ache, charakterisiert,
die Volumen-Potentialdichte kann durchaus als Massendichte de�niert werden.
Di�erenzen der Volumen-Potentialdichten zweier Phasen erlauben Potentialerh•ohung (bzw.
Erniedrigung) und treiben so die Phasenumwandlung an.
Bez•uglich der Abh•angigkeit von 	 muss der Eigenschaft Rechnung getragen werden, dass das
Potential auf G seine Extrema (o.B.d.A Minima) in den 	 = ei haben soll (siehe Abschnitt
6.1.2). Oft �ndet man in der Literatur eine Form f v = k(T; c; :::)h(	 ) mit dem Polynom
h mit h(ei ) 6= h(ej ) im Allgemeinen, was die unterschiedlichen Volumen-Potentialdichten
der verschiedenen Phasen abbildet, und mit@	 h(ei ) = 0 f •ur alle i . Genaugenommen ist
die Gestalt dieser Beitr•age durch die Thermodynamik des Systems bestimmt, eine Form
f v = k(T; c; :::)h(	 ) ist normalerweise eine Approximation dieser und nicht streng thermody-
namisch konsistent nach Zusammenfassung 3.7. Hier soll einm•oglichst streng thermodyna-
misch konsistentes Modell entwickelt werden, auch um die Qualit •at der g•angigen Modelle als
dessen Approximationen bewerten zu k•onnen.

6.1.5 Zwangsbedingung und Lagrange-Multiplikator

Um komplizierte Energiefunktionale ebenso zu vermeiden wie komplizierte daraus entstehende
Entwicklungsgleichungen und dennoch gro�e Gestaltungsm•oglichkeiten o�enzuhalten, werden
meist Modelle, die gem•a� (3.89) oder (3.94) entwickelt werden, verwendet. Wie dort ange-
deutet, erf•ullen die numerischen L•osungen dieser Modelle nicht mehr Gleichung (6.1). Man
de�niert eine Lagrange-Funktion

L = P +
Z




�

 
NX

i =1

	 i � 1

!

dx: (6.15)

Die Entwicklungsgleichungen ergeben sich aus der Maximierung (Minimierung) dieser:

_	 = � Mr 	 L = � M (r 	 P + � )

� L
��

=
NX

i =1

	 i � 1 = 0
(6.16)

Dieses Vorgehen stammt aus der unendlichdimensionalen Optimierung, siehe dazu [Gri06]
oder [Alt09, Kap. 2]. Die Autoren [BJP04] gehen so vor.

Alternativ de�niert man einen Strafterm, der jede Abweichu ng vom Gibbs'schen Simplex
mit einem Energiebeitrag belegt:

L = P �
Z




�

 
NX

i =1

	 i � 1

! 2

dx: (6.17)



90 KAPITEL 6. MULTIPHASENFELD-MODELLE

Das Plus gilt bei zu minimierendem Potential, das Minus bei zu maximierendem. Die Ent-
wicklungsgleichungen ergeben sich zu

_	 i = � M i;: r 	 L = � M i;:

 

r 	 P � �

 
NX

i =1

	 i � 1

!!

: (6.18)

In dieser Schreibweise kann der Strafterm auf einfache Weise als Teil des Potentials angesehen
werden.
Da beim Phasenfeldmodell KernM = 1 ist und nach Konstruktion (

P
	 � 1) 1 im Kern

der Mobitit •atsmatrix, m •ussen wir die Sichtweise•andern: Betrachtet man den Beitrag des
Strafterms zu den Entwicklungsgleichungen als Teil des numerischen Verfahrens, so kann er
ohne Multiplikation mit M zu den Gleichungen addiert werden:

_	 i = � M i;: r 	 P � �

 
NX

i =1

	 i � 1

!

: (6.19)

So bleibt die Wirkungsrichtung unverf•alscht. Da der Term so nicht Teil der Modellierung ist,
bleibt die Konsistenz der Modellierung unbeein
usst. Als System ist das

_	 = � Mr 	 P � � ((1 
 1) 	 � 1) : (6.20)

6.1.6 Eine g •angige Wahl von a und ihre Funktionalableitung

Der Gradientenbeirag zur Energiedichte habe die Gestalt
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(6.21)

Der Tensor A soll also als symmetrischeNd � Nd-Blockmatrix aus diagonalen Bl•ocken dar-
stellbar sein. Es wird sp•ater plausibel werden, dass die Festlegung auf symmetrische Matrizen
das Modell nicht einschr•ankt (siehe Bemerkung 6.3). IstA zus•atzlich diagonaldominant, ist
A auch positiv de�nit und o�ensichtlich gelten die Relationen der Vereinbarung 6.2.
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Die Funktionalableitung dieses Ausdrucks ist
�
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� ij �	 i

!

: (6.22)

6.2 Modell ohne Zwangsbedingung und Einschr •ankung der
Betrachtungsrichtung

Das folgende Modell ist eine Eigenkonstruktion, welche einEnergiefunktional mit der in (3.91)
beschriebenen Eigenschaft,•uber dem Gibbs'schen Simplex ein Tal auszubilden, nutzt. Die
Entwicklungsgleichungen werden also gem•a� Gleichung (3.90)

_	 i = � �
�P
� 	 i

(6.23)

berechnet. Da keine Entwicklung der Temperatur betrachtet wird, k •onnen wir den Vorgang
als isotherm ansehen und stattP die freie Energie F und (3.90) als Minimierung dieser
betrachten.
Es wurde f•ur den Gradientenanteil

a(r 	 ) =
1
2

hr 	 ; Ar 	 i (6.24)

mit wie in Gleichung (6.21) beschriebenemA gew•ahlt, hier ist man relativ frei, solange man
die positive Semide�nitheit gew•ahrleistet. Die Funktionalableitung des Terms wird dort zu

�a (r 	 )
� 	 j

= �
nX

i =1

r � � ij r 	 i (6.25)
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berechnet. Da der Gradientenanteil der Energiedichte keine treibende Kraft senkrecht zum
Gibbs'schen Simplex erzeugen soll, muss KernA = 1 sein, denn

_	 = � � r 	 a(r 	 ) + ::: = A� 	 + :::

1 � _	 = 1 � A� 	 + ::: = 0 + 0 f •ur alle � 	
(6.26)

muss erf•ullt sein.
Die weiteren Terme des Potentials werden so konstruiert, dass (3.91) erf•ullt wird.

6.2.1 Modell f •ur zwei Phasen

F•ur zwei Phasen sollte nach der letzten Gleichung

A =
�

a � a
� a a

�
(6.27)

sein.

Potentialanteil w der Grenz
 •achenenergie

Zur Motivation betrachten wir zun •achst ein System aus zwei Phasen 	0 und 	 1. Der Gibbs'sche
Simplex ist dann die Strecke zwischen den Punkten (1; 0) und (0; 1). Die beiden Binome
gi : R2 �! R+

g1 = (	 1 � 1)2 + 	 2
2 (6.28)

g2 = (	 2 � 1)2 + 	 2
1 (6.29)

nehmen jeweils in� i ihre globalen Minima im Werte gi = 0 an. Ihr Produkt g1g2 : R2 �! R+

g1g2 =
�
(	 1 � 1)2 + 	 2

2

� �
(	 2 � 1)2 + 	 2

1

�
(6.30)

nimmt damit ebenfalls Minima in den Punkten (1 ; 0) und (0; 1) an. Wir w •ahlen w = �g 1g2,
� 2 R+ . Auf dem Gibbs'schen Simplex (	 2 = 1 � 	 1) ist w(	 ) = 4 � (	 1 � 1)2	 2

1. W•ahlen
wir � = 4, realisiert das w([1=2; 1=2]) = 4 � 4 � 1

2
2 � 1

2
2 = 1. Damit ist die Potentialh •ohe sinnvoll

normiert.
Es ist die G•ultigkeit von (3.91) zu zeigen. Dazu berechnen wir die Funktionalableitung

des Potentials in orthogonaler Richtung zum Gibbs'schen Simplex: Es ist

�
� 	 1

w(	 ) =4
�

2(	 1 � 1)
�
(	 2 � 1)2 + 	 2

1

�
+ 2	 1

�
(	 1 � 1)2 + 	 2

2

�	
(6.31)

�
� 	 2

w(	 ) =4
�

2	 2
�
(	 2 � 1)2 + 	 2

1

�
+ 2(	 2 � 1)

�
(	 1 � 1)2 + 	 2

2

�	
: (6.32)

der Gradient und

r 	 w � 1 = 8
�

(	 1 + 	 2 � 1)
�
(	 2 � 1)2 + 	 2

1

�
+ (	 1 + 	 2 � 1)

�
(	 1 � 1)2 + 	 2

2

�	
(6.33)

die Ableitung in Richtung senkrecht zum Gibbsschen Simplex. Die Ausdr•ucke in eckigen
Klammern sind Null nur f •ur 	 = ei , die linke f•ur i = 2, die rechte f•ur i = 1, sonst gr•o�er als
Null. Damit gilt f •ur diese Richtungsableitung

r 	 w � 1

8
><

>:

< 0 falls 	 1 + 	 2 < 1

= 0 falls 	 1 + 	 2 = 1

> 0 falls 	 1 + 	 2 > 1

: (6.34)
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Dies zusammen mit _	 i = � � �P
� 	 i

(3.90) ist die Bedingung (3.91).

Treibende Kraft

Die Ursache der Potentialdi�erenz der beiden Phasenzust•ande � f v sei hier o�en gelassen.
Wieder muss (3.91) in einer Umgebung des Gibbs'schen Simplex f•ur w + f v erf•ullt sein,
dies ist f•ur obiges w der Fall, wenn r f v � 1 = 0 ist. F •ur ein System zweier Phasen muss

@
@	 1

f v = � @
@	 2

f v gelten. Um spontane Umwandlung abseits der Grenz
•ache auszuschlie�en,
soll weiterhin �

� 	 1
f v(1; 0) = �

� 	 2
f v(0; 1) = 0 gelten. Es bietet sich an,f v durch einen Ausdruck

der Form � G � h(	 ) zu modellieren, wobei � G die thermodynamische treibende Kraft ist3

und h(	 ) ein Polynom, welches die besagten Eigenschaften bez•uglich 	 gew•ahrleistet. Dieses
Polynom wird so bestimmt, dass eine Umwandlung von 	2 nach 	 1 dann beg•unstigt wird,
d.h.

_	 DF
1 = � �

�f v

� 	 1
> 0 , wenn � G = f v(	 1) � f v(	 2) < 0 (6.35)

ist, was mit (3.90) � �
� 	 1

h � � G > 0 und damit �
� 	 1

h > 0 f•ur alle 	 2 G bedeutet. Alle diese
Eigenschaften hat

�
� 	 1

h = �
�

� 	 2
h = � (	 1 � 	 2 � 1)(	 1 � 	 2 + 1)

= �
�
	 2

1 � 2	 1	 2 + 	 2
2 � 1

�
= �

�
(	 1 � 	 2)2 � 1

�
:

(6.36)

Man �ndet

h(	 ) = �
1
3

(	 1 � 	 2)3 + 	 1 + C(	 2)

h(	 ) = �
1
3

(	 1 � 	 2)3 + C(	 1) � 	 2:

Durch diese Integrationen ergibt sich als geeignetes Polynom

h(	 ) = �
1
3

(	 1 � 	 2)3 + 	 1 � 	 2 ; (6.37)

welches mit 3=2 skaliert wird, um h(	 = ei ) = � 1 zu errreichen:

hDF ((	)) = �
1
2

(	 1 � 	 2)3 +
3
2

(	 1 � 	 2) : (6.38)

3Die Notation ist historisch dadurch gewachsen, dass dies als Di�erenz der Gibbs'schen freien Energiedichten
aufgefasst wurde.
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Abbildung 6.1: Potential

Die Entwicklungsgleichungen

Die Entwicklungsgleichungen ergeben sich nach (3.90) zu:

_	 1 =

� �
n

"(� a11�	 1 � a12�	 2) +
8
"

�
(	 1 � 1)

�
(	 2 � 1)2 + 	 2

1

�
+ 	 1

�
(	 1 � 1)2 + 	 2

2

�	

+ � G
3
2

�
� (	 1 � 	 2)2 + 1

� o

_	 2 =

� �
n

"(� a22�	 2 � a12�	 1) +
8
"

�
	 2

�
(	 2 � 1)2 + 	 2

1

�
+ (	 2 � 1)

�
(	 1 � 1)2 + 	 2

2

�	

� � G
3
2

�
� (	 1 � 	 2)2 + 1

� o
:

(6.39)

6.2.2 Modell f •ur N Phasen

Die Verallgemeinerung aufN Phasen,N � 2, ist o�ensichtlich. Die Matrix f •ur den Gradien-
tenanteil kann zu

A =

0

B
@

a � � � � (N � 1)� 1a
...

. . .
� (N � 1)� 1a � � � a

1

C
A (6.40)

gew•ahlt werden. Eines der Binome (6.28) hat nun die Formgi : RN �! R+

gi = (	 i � 1)2 +
NX

j =1
j 6= i

	 2
j = d(	 ; ei )2; (6.41)
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wobei d der euklidische Abstand im Rn ist. Der Doppelmuldenpotentialanteil der Energie-
dichte wird proportional zum Produkt •uber alle diese Binome gew•ahlt:

ew(	 ) =
Y

i

d(	 ; ei )2

w = ew(e1=2;ij )� 1 ew(	 )

=4
�

2
3

� N � 2 Y

i

d(	 ; ei )2

=4
�

2
3

� N � 2 NY

i =1

0

B
B
@(	 i � 1)2 +

NX

j =1
j 6= i

	 2
j

1

C
C
A = 4

�
2
3

� N � 2 NY

i =1

0

@
NX

j =1

(	 j � � ij )2

1

A :

(6.42)

Der Faktor 4
� 2

3

� N � 2 = ew(e1=2;ij )� 1 =
Q

d(e1=2;ij ; ei )� 1 wurde wieder eingef•ugt, um die
H•ohe des Potentials in den Punkten mit der Bezeichnunge1=2;ij , welche f•ur den Punkt des
Gibbs'schen Simplex mit Koordinaten 	 = 1=2(ei + ej ) = (0 ; :::; 1=2; :::; 1=2; :::; 0)T steht,
zu normieren. Es gilt o�ensichtlich P(ei ) = 0 und P(	 ) > 0 f•ur alle 	 6= ei , also gibt
es mindestensi lokale Minima, welche in den ei liegen. Die Funktionalableitungen dieses
Energiefunktionals sind durch

@w
@	 k

= ew(e1=2;ij )� 1
NX

l=1

�
� 	 k

0

B
B
@(	 l � 1)2 +

NX

j =1
j 6= l

	 2
j

1

C
C
A

NY

i =1
i 6= l

0

B
B
@(	 i � 1)2 +

NX

j =1
j 6= i

	 2
j

1

C
C
A (6.43)

oder einfacher

@w
@	 k

= ew(e1=2;ij )� 1
NX

l=1

� d 2(	 ; el )
� 	 k

NY

i =1
i 6= l

d(	 ; ei )2 (6.44)

bestimmt. Es ist

@ d2(	 ; el )
@	 k

=
@

@	 k

0

B
B
@(	 l � 1)2 +

NX

j =1
j 6= l

	 2
j

1

C
C
A =

(
2(	 l � 1) falls l = k

2	 l falls l 6= k
(6.45)

und damit

@w
@	 k

= ew(e1=2;ij )� 1
NX

l=1

2(	 l � � lk )
NY

i =1
i 6= l

d(	 ; ei )2 (6.46)
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eine einfache Darstellung. Wie eben wird das Skalarproduktvon r 	 P mit einem auf TG
orthogonalen Vektor berechnet:

r 	 P � 1 = ew(e1=2;ij )� 1
NX

k=1

0

B
@

NX

l=1

� d 2(	 ; el )
� 	 k

NY

i =1
i 6= l

d(	 ; ei )2

1

C
A

= ew(e1=2;ij )� 1
NX

l=1

8
>><

>>:

NX

k=1

�
� 	 k

0

B
B
@(	 l � 1)2 +

NX

j =1
j 6= l

	 2
j

1

C
C
A

9
>>=

>>;

NY

i =1
i 6= l

d(	 ; ei )2:

(6.47)

Die rechten Faktoren sind wieder immer gr•o�er Null f •ur alle l , und mit (6.45) sind alle Sum-
manden der linken Faktoren

2(	 l � 1) + 2
NX

k=1
k6= l

	 k = 2

 

� 1 +
NX

k=1

	 k

!

= 0 (6.48)

auf G. Genau wie im zweidimensionalen Fall folgt hieraus (3.91).

Treibende Kraft

Aus dem Vektor 	 der Phasenfunktionen sollen bestimmte Komponenten 	i , i 2 I �
f 1; :::; N g thermodynamisch beg•unstigt werden. Wie im Zwei-Phasen-Fall muss (3.91) in ei-
ner Umgebung des Gibbs'schen Simplex f•ur w + f v erf•ullt sein, was wieder durchr f v � 1 = 0
realisiert wird, und wieder soll �

� 	 i
f v(ej ) = 0 f •ur alle i und j gelten, um spontane Umwand-

lung abseits der Grenz
•ache auszuschlie�en. Analog zum Zwei-Phasen-Fall wird dieForm
f v = �G � h(	 ) gew•ahlt, wobei � Gi die thermodynamische Potentialdi�erenz ist und h(	 )
ein Vektor mit Polynomen in jeder Komponente, welche die ben•otigte Form realisieren. Wenn
zwei Typen von Phasen vorliegen, nehmen die Komponenten �Gi zwei Werte an.
Das Polynom h(x) = 12( 1

4x4 + 1
3x3 + 1

12) hat die Ableitung 12(x2(x � 1)), also einen Sattel-
punkt in 0 und ein Extremum in 1. Dort nimmt es die Werte h(1) = 0 und h(0) = 1 an. Mit
diesem Faktor kann demnach Energien mit �

� 	 i
f v(ej ) = 0 konstruieren. Die Eigenschaft

� h0

(
> 0 f•ur x < 0

< 0 f•ur x > 1

gew•ahrleistet, dass sich gem•a� _	 = �r 	 entwickelnde Phasen keine Werte kleiner Null oder
gr•o�er Eins annehmen. Die Gleichungr 	 f v � 1 = 0 wird durch Verwendung der Projektion
des Phasenfeldes auf den Gibbs'schen Simplex als Argument gew•ahrleistet. Diese Projektion
ist T 	 + 1p

N
1 mit der Projektion auf den Tangentialraum des Gibbs'schen Simplex T	 :=

	 � (1=N)( 	 � 1)1, vergleiche Abschnitt 3.9. Damit setzt man h(	) = ( h((T 	 + 1p
N

1) i )) und

f v = �G � h(	) =: ef v(T 	 +
1

p
N

1): (6.49)

Es ist

r 	 ef v

�
T 	 +

1
p

N
1

�
=

�
r T 	 ef v

�
r 	

�
T 	 +

1
p

N
1

�
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und da r 	

�
T 	 + 1p

N
1

�
� 1 = 0 ist, besitzt die so konstruierte treibende Kraft keine Kom-

ponente senkrecht zum Gibbsschen Simplex.

Die Entwicklungsgleichungen

Mit der Matrix f •ur den Gradientenanteil nach Gleichung (6.40) und den Ausdr•ucken (6.46)
und (6.49) lauten die Entwicklungsgleichungen

_	 =

� �
n

"(� A) div r 	 +
1
"

ew(e1=2)� 1

0

B
B
@

0

B
@

NX

l=1

2(	 l � � lk )
NY

i =1
i 6= l

d(	 ; ei )2

1

C
A

k

1

C
C
A

+ �G r 	 h(	)
o

(6.50)

6.3 Analytische L •osungen und Parameteridenti�kation

In diesem Abschnitt sollen analytische L•osungen zweier spezieller Situationen f•ur das Modell
ohne Zwangsbedingung mit zwei Phasen (6.39) entwickelt werden.
Die Existenz einer Grenz
•ache sei vorausgesetzt. Die L•osung	 be�nde sich auf dem Gibbs'schen
Simplex, so dass 	2 = 1 � 	 1 ist. In gleicher Weise betrachtet man eine Grenz
•ache zwischen
den Phaseni und j in einem Modell mit N Phasen nach (6.50), muss dann aber 	i = 1 � 	 j

explizit voraussetzen. Damit wird (6.39)

_	 1 =

� �
�

� " (a11 � a12)�	 1 +
8
"

�
(	 1 � 1)2	 2

1 + 2	 1(	 1 � 1)2�
� 6� G(	 1 � 1)	 1

�

= � �
�

� " (a11 � a12)�	 1 +
32
"

�
(	 1 � 1)	 1(	 �

1
2

)
�

� 6� G(	 1 � 1)	 1

�
: (6.51)

Dies ist eine Standard-Phasenfeldgleichung, wie sie oft, nachzulesen z.B. in [WBB+ 95], be-
handelt wurde. Der Term der treibenden Kraft ergibt sich dabei mit 3

2

�
� (	 1 � 	 2)2 + 1

	

= 3
2

�
� (2	 1 � 1)2 + 1

	
= 4 3

2(� 	 2
1 + 	 1) = 6	 1(1 � 	 1).

Die Grenz
 •ache liege auf einer senkrechten Geraden, die das (rechteckige) Gebiet teilt, d.h.
die H•ohenlinien der Phasenfeldfunktionen sollen iny-Richtung verlaufen. Damit ist � = @xx .
Au�erdem schreiben wir ea = a11 � a12 und 	 = 	 1:

@t 	 = � �
�

� "ea@xx 	 +
32
"

�
(	 � 1)	(	 �

1
2

)
�

� 6� G(	 � 1)	
�

= � �
�

� "ea@xx 	 +
16
"

�
2	 3 � 3	 2 + 	

�
� 6� G(	 2 � 	)

�
:

(6.52)

6.3.1 L •osungsansatz

Funktionen der Familie

	 = (1 + exp[ � 2kz])� 1 =
1
2

(tanh( kz) + 1) (6.53)
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erf•ullen in ihrer Gestalt die Vorstellungen, die man von einer Phasenfeldfunktion entlang
eines Schnittes senkrecht zur Grenz
•ache hat. Ihre Ableitungen lassen sich wieder durch	
ausdr•ucken:

	 0 =
k
2

(1 � tanh2(kx))

=
k
2

(� (tanh2(kx) + 2 tanh( kx) + 1) + 2 tanh( kx) + 2)

=
k
2

(� (tanh( kx) + 1) 2 + 2(tanh( kx) + 1))

=
k
2

(� 4	 2 + 4 	 ) = 2 k(� 	 + 1) 	 (6.54)

	 00= 2k(� 2	 + 1) 	 0

= 2k(� 2	 + 1) � 2k(� 	 + 1) 	

= 4k2f 2	 3 � 3	 2 + 	 g: (6.55)

6.3.2 Station •are L •osung

Man sucht eine station•are L•osung, d.hv = 0 und � G = 0, und erh•alt dann statt (6.52)

0 = � "ea@xx 	 +
16
"

�
2	 3 � 3	 2 + 	

�
: (6.56)

Mit (6.54) entnimmt man (6.56), dass 4k2"ea = 16
" sein muss, und damit

k = �

r
4

ea"2 = �
2

"
p

ea
:

Damit ist

	 =
1
2

(tanh(

r
4

ea"2 z) + 1) (6.57)

eine L•osung.

6.3.3 Travelling-Wave-L •osungen

Als Travelling-Wave-L •osungen bezeichnet man L•osungen, f•ur die in die Richtung x

	( x; t ) = 	( x � vt) (6.58)

gilt, und die in alle anderen Richtungen konstant ist. Die Gr•o�e v ist die Geschwindigkeit,
mit der die L•osung in x-Richtung wandert. O�ensichtlich gilt

_	( x; t ) = � v@x 	( x � vt): (6.59)

Seien wieder auf einem Gebiet 
 zwei Phasen, die durch das Modell (6.39) beschrieben
werden. Wieder soll die Grenz
•ache senkrecht verlaufen (� = @xx ), wieder gehen wir von
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(6.52) aus. Mit (6.59) ist das

� v@x 	 = � 2kv
�
� 	 2 + 	

�

� �
�

� 4k2"ea
�
2	 3 � 3	 2 + 	

�
+

16
"

�
2	 3 � 3	 2 + 	

�
� 6� G(	 2 � 	)

�

f•ur alle 	 2 [0; 1]: (6.60)

Koe�zientenvergleich zu Potenzen von 	 liefert

� "eak2 +
4
"

= 0

� 2vk � 12�" eak2 +
48
"

� + 6 � � G = 0

+2vk + 4 �" eak2 �
16
"

� � 6� � G = 0 (6.61)

Die zweite und dritte Gleichung addiert liefern wieder die erste Gleichung. Aus der ersten

Gleichung folgt wieder k = �
q

4
ea" 2 = � 2

"
p

ea
. Setzt man k in die zweite oder dritte Gleichung

ein, eliminiert dies in beiden F•allen den zweiten und dritten Summanden. Dann bleibt

�
2

"
p

ea
v � 3� � G = 0

zu erf•ullen, was

� v =
3
2

�"
p

ea� G (6.62)

bzw. � G = �
2

3�
1

"
p

ea
v (6.63)

liefert, je nachdem, was von Interesse ist. Damit ist

	 =
1
2

(tanh( k(x � vt)) + 1) =
1
2

(tanh(
2

"
p

ea
(x �

3
2

�"
p

ea� Gt)) + 1) (6.64)

die Travelling-Wave-L•osung, die von links nach rechts wandert und die links 0 ist und rechts
1.

Die Betrachtungen erlauben die

Folgerung 6.3. Es existiert f•ur alle konstanten � G eine Travelling-Wave-L•osung.
Die Breite der Grenz
 •ache dieser beiden L•osungen, d.h. die L•ange in Richtung des Gradien-
ten, in denen 0+e" < 	 < � e" +1, e" << 1, geht gegen 0, wenn" gegen 0 geht. Die Betrachtung
im Anschluss an Vereinbarung 6.2 lie� dies erwarten.
Die Parameter aij wirken auf diese L•osungen nur in ihrer Summeea. Legen wir diese fest, z.B.
ea = 1, ist die Aufspaltung in

P
j aij = ea als die Physik nicht beein
ussender numerischer

Parameter frei.

Es gibt noch die Triviall •osung mit k = 0.
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6.4 Asymptotische Entwicklung

Man entwickelt das Phasenfeld um die Grenz
•ache als Reihe in"

	 = 	 0 + "	 1 + "2	 2:::

und �ndet durch Einsatz in die Di�erentialgleichungen des Systems und Koe�zientenvergleich
Gesetze f•ur die 	 i . Eine Vielzahl von Arbeiten hat sich dies zum Gegenstand gemacht, des-
halb sei hier nur ein kurzer •Uberblick gegeben.
Man de�niert die Grenz
 •ache einer Phase z.B. als �i = f x : 	 i = 1=2g oder •ahnlich. Die Be-
trachtung wird in einem Koordinatensystem gef•uhrt, welches seinen Ursprung auf der Grenz-

 •ache hat und ausserdem mit" skaliert ist: Eine Achse ist z(t; x) = 1

" d(x; �) und liegt kollinear
zum Gradienten der Phasenfeldfunktion, die anderensi (t; x) liegen kollinear zu normalisierten
Tangenten � i der Fl•ache und sind nicht skaliert. Darin kann man die Divergenz eines Vek-
torfeldes als divx f (z(t; x ); s(t; x )) = 1

" @zf � n + @si f � � i darstellen. Die Zeitableitung wird in
diesem Rahmen zudt f (z(t; x ); t) = @zf (z(t; x ); t) � v + @t f (z(t; x ); t), dies ist das Reynoldssche
Transporttheorem unter der Tatsache, dass sich hier das Koordinatensystem verschiebt und
nicht das Material, sich also das Vorzeichen umkehrt, wenn man die Verschiebung des Ko-
ordinatensystems als Bewegung des Materials ansehen will.Der obige Reihenansatz wird in
die in lokalen Koordinaten ausgedr•uckte Gleichung eingesetzt. Durch Koe�zientenvergleich
bez•uglich " erh•alt man handhabbare Gleichungen f•ur die Reihenglieder. Man �ndet unter an-
derem Aussagen•uber die Form der L•osung: Die Betrachtung der Terme f•uhrender Ordnung
(O(1=")) f •uhrt letztlich auf einen Gleichteilung der Energie genannten Zusammenhang,

a(	 0; @z	 0 
 n) = w(	 0);

welches ein Randwertproblem f•ur 	 0 mit gleicher Form wie Gleichung (6.56) bestimmt und
welches sich zu g•angigena und w l•osen l•asst, siehe ebendort. Da die Di�erentialgleichung des
RWP eine Gleichung in z = 1

" d(x; �) ist, nimmt die Breite der Grenz
 •ache mit " ab.
Der Koe�zientenvergleich zeigt auch, dass die Relationen (4.7) des Stefan-Problems aus Ab-
schnitt 4.2

kvk = �
�
l (T � TM ) + 3 �� GB �

und im •Ubergang des Phasenfeldproblem zur scharfen Grenz
•ache durch" �! 0 die Sprung-
bedingung an den Gradienten (4.5)

(� DP r U jP ) � (� DA r U jA ) = l kvk ;

f•ur die L•osung des Phasenfeldproblems g•ultig sind.
Genaue Betrachtungen zum •Ubergang zur scharfen Grenz
•ache entnimmt man am Besten
[GNS98]. Ihr Modell entspricht im Gleichungssystem dem Modell Stinners. F•ur ein isotropes
einkomponentiges Phasenfeldmodell liefern [Alm99] und [KR98] verst•andliche Darstellungen.
Diesen kann man auch entnehmen, dass die Gleichungen der scharfen Grenz
 •ache nur dann
erf•ullt werden, wenn die a den Faktor " , w den Faktor 1

" und p den Faktor 1 hat.
Entwicklungen zu h•oherer Ordnung liefert [CC98].
Entwicklungen an den sogenanntentriple points, dort, wo drei Phasen aneinander sto�en,
�ndet man in [GNS99]. Die Autoren leiten dort erfolgreich das Kr•aftegleichgewicht der Ober-

 •achenspannungen her.
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6.5 Numerische Tests

Die Tests sollen die Eignung der Algorithmen aus Kapitel 5 und ihre fehlerfreie Implementie-
rung pr•ufen. Es wurden die analytischen L•osungen aus 6.3.2 und 6.3.3 mit den numerischen
L•osungen verglichen.
Das Gebiet ist durch das Rechteck [0; 2:0]� [0; 1:0] � R2 gegeben. Beide analytische L•osungen
sind so gestaltet, dass sie iny-Richtung konstant sind. Die Grenz
 •ache zum Startzeitpunkt,
die durch 	 = 1

2 gegeben ist, teilt das Gebiet also von oben nach unten, und zwar beim
staion•aren Beispiel aus 6.3.2 auf der Halbierenden des Gebiets beix = 1, beim instation •aren
Beispiel aus 6.3.3 beix = 1

2 , um die Grenz
 •ache l•anger beobachten zu k•onnen. Als Start-
l•osung diente die Interpolation der jeweiligen analytischen L•osung auf das Startgitter. Die
gem•a� (5.9) diskretisierten Gleichungen (6.50) lauten
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Bez•uglich der Zeitdiskretisierung ist dies das#-Verfahren, siehe Gleichung (5.2). Es wurde
# = 1, also das Euler-R•uckw•arts-Verfahren, eingesetzt.
Gemeinsames Ergebnis beider Beispiele ist, dass die Beschr•ankung (6.1)

P
	 i = 1 stets sehr

gut eingehalten wird. F•ur das Beispiel mit station•arer L•osung l•asst sich das ohne Weiteres aus
der allgemein guten Konvergenz folgern. F•ur die Travelling-Wave-L •osung liegt die Komponen-
tensumme in einem Intervall von +1:5e� 15 und � 0:5e� 8 um Eins. Diese Werte werden auf
gro�en Dreiecken abseits der Grenz
•ache eingenommen, und zwar v•ollig unabh•angig von der
Toleranz, da abseits der Grenz
•ache stets solche gro�
•achigen Dreiecke mit einer Kantenl•ange
von 1

4 oder mehr existieren.

6.5.1 Station •are L •osung

Experiment und Ziel

Die station•are L•osung (6.57) des Anfangswertproblems mit den Gleichungen (6.39) wurde
zeitabh•angig auf einem uniform verfeinertem Gitter ohne weitere Adaption gel•ost. Gebiet
und allgemeine Parameter der Rechnungen sind zu Beginn dieses Abschnitts 6.5 dargestellt.
Einmalige Verfeinerung des Gitters bedeutet zweimalige Bisektion nach [SS05, Kap. 1.1] und
damit eine Halbierung aller Kantenl•angen der Simplizes. Die Zeitschrittweite wurde anhand
des Zeitfehlers nach der in Abschnitt 5.4.3 beschriebenen Strategie angepasst. Die numerische
L•osung wurde mit der analytischen L•osung gem•a� 6.3.2 verglichen. Dieser Test soll zeigen,
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P1 P2
n aus h = (1 =2)n e = ku � uh kL 2 ei =ei +1 Sch•atzer e = ku � uh kL 2 ei =ei +1 Sch•atzer
Mit Grenzschichtdicke zu " = 0 :1

2 1.582e-1 2,41 2,94 3.320e-2 6.00 1,51
3 6.566e-2 3,85 0,64 5.544e-3 6.86 0,25
4 1.705e-2 4,47 0,15 8.054e-4 4.74 0,041
5 3.812e-3 3,93 0,039 1.697e-4 7.58 0,0065
6 9.701e-4 3,99 0,010 2.238e-5 7,869 0,0008
7 2.426e-4 0,0024 2.844e-6 0,0001

Mit Grenzschichtdicke zu " = 0 :05
2 2.259e-1 2,01 5,944 7.766e-2 3,80 3.1
3 1.124e-1 2,44 1,045 2.022e-2 5,25 0,59
4 4.612e-2 3,83 0,226 3.849e-3 6,75 0,088
5 1.205e-2 4,46 0,054 5.698e-4 4,69 0,015
6 2.699e-3 3,943 0,014 1.214e-4 7,64 0,002
7 6.845e-4 0,0035 1.589e-5 0,00029

Mit Grenzschichtdicke zu " = 0 :03
2 2.651e-1 1.8 9.95 1.176e-1 2,58 5,65
3 1.476e-1 2,1 1,71 4.554e-2 3,69 0,88
4 7.030e-2 2,6 0,32 1.232e-2 7,82 0,15
5 2.681e-2 4,4 0,070 1.576e-3 4.85 0,025
6 6.102e-3 4,2 0,017 3.251e-4 5,89 0,0044
7 1.450e-3 3,92 0,0045 5.511e-5 7,73 0,00063
8 3.697e-4 0,0011 7.132e-6 0,00008

Tabelle 6.1: Fehler und Konvergenzrate gegen die exakte L•osung f•ur drei verschiedene Wer-
te von " Parameterwerte. Durch den Zeitalgorithmus k•onnen die Werte um einige Prozent
schwanken.

dass bei uniform verfeinertem Gitter die vorausgesagte Konvergenzordnung eingehalten wird,
mithin der L •osungsalgorithmus korrekt implementiert ist und f•ur das Problem (6.65) geeignet
ist. Ferner kann beurteilt werden, ob der Fehlerindikator (5.33) den Fehler angemessen genau
kennzeichnet und ob der Indikator des Zeitfehlers (5.35) sowie der zeitadaptive Algorithmus
in der Lage sind, die Wirkung der starken Nichtlinearit•aten der Gleichungen zu beherrschen.
Es wurden Rechnungen f•ur P1-Elemente und f•ur P2-Elemente durchgef•uhrt. Als Startwer-
te diente die Interpolation der L•osung auf das Gitter. Die Tabellen zeigen die Werte f•ur
Fehlersch•atzung und Fehler zu einem Zeitpunkt, zu dem sich nach einigen Zeitschritten die
numerische L•osung nicht mehr nennenswert ver•anderte.

Konvergenz

Konvergenz mit Verkleinerung der Gitterweite gegen die analytische L•osung ist gegeben. Die
erwartete Ordnung ei =ei +1 � 4 f•ur lineare �nite Elemente nach dem Approximationssatz
([Bra97], Satz 6.4) wird erst auf den feineren Gittern eingehalten, genauer gesagt f•ur ein
Verh•altnis von Gitterweite h zu " von ca. 1 und kleiner f•ur P1-Elemente. Der Parameter
" bestimmt die Grenzschichtdicke, und es leuchtet ein, dass f•ur Gitterweiten oberhalb der
Grenzschichtdicke keine quadratische Konvergenz erfolgen kann. F•ur die quadratischen P2-
Elemente sollte man ei =ei +1 � 8 erwarten, die Raten liegen deutlich darunter, wenn sie
auch besser sind als die f•ur die P1-Elemente. Interessanterweise betr•agt das Verh•altnis jeder
Fehlersch•atzung zu der auf dem gr•oberen Gitter genau 8, die (residualen) Fehlersch•atzer halten
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also die Ordnung ein, und auch f•ur die P1-Elemente liegt das Verh•altnis der Sch•atzungen recht
nahe bei 4. Man darf also sagen, dass die Ordnung bez•uglich des Residuums eingehalten wird.

Algorithmus

Die Adaption der Zeitschrittweite nach Abschnitt 5.4.3 verhindert allzu starke Schwankungen
dieser und erreicht, dass kaum Rechnungen wegen•Uberschreiten der Zeittoleranz wiederholt
werden m•ussen.

Es zeigte sich im Verlaufe der Simulationen weiter, dass diestarken, explizit implementier-
ten Nichtlinearit •aten eine Zeitschrittweitensteuerung auch f•ur station•are L•osungen unbedingt
erforderlich machen, um die auftretenden Instabilit•aten zu d•ampfen. Durch den adaptiven
Algorithmus stellen sich Zeitschrittweiten der Gr•o�enordnung 10� 4 f•ur P1-Elemente und f•ur
P2-Elemente gleicherma�en ein, wobei die r•aumliche Gitterweite diese Gr•o�enordnung nicht
•andert. Der Versuch, wesentlich gr•o�ere Zeitschrittweiten durch gr •o�ere Zeittoleranz zu er-
zielen, f•uhrt schnell dazu, dass die Schrittweite zu schwanken beginnt und Rechnungen ver-
worfen werden m•ussen. Schon bei der verwendeten Zeittoleranz sind die Schwankungen der
Zeitschrittweite f •ur einige Gitter erheblich.
Solches bei diesem Problem typische Verhalten des zeitadaptiven Algorithmus ist in Abbil-
dung 6.3 f•ur das instation•are Problem dargestellt.
Durch Wahl einer sehr kleinen, aber konstanten Zeitschrittweite w•are es theoretisch m•og-
lich, auf Zeitschrittweitensteuerung zu verzichten. Da zuBeginn der Rechnung eine sehr viel
kleinere Zeitschrittweite erforderlich ist als sp•ater, ist dies aber nicht e�zient.

6.5.2 Instation •are L •osung

Abbildung 6.2: Numerische (gelb und blau) L•osung unter der gr•o�ten zeitlichen und r •aum-
lichen Toleranz und analytische L•osung. Die linke Phase (gelb) ist thermodynamisch beg•un-
stigt. Das Intervall ist zwei L •angeneinheiten lang, zum Startzeitpunkt lag die Grenz
•ache bei
y = 0 :5. Die numerische L•osung h•angt der exakten L•osung hinterher, die Grenz
•ache letzte-
rer, gr•un dargestellt, hat das Gebiet fast vollst•andig verlassen, w•ahrend die Grenz
•ache der
numerischen noch vollst•andig im Gebiet liegt.
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Problem und Ziel

Wieder wurden die Gleichungen (6.39) numerisch gel•ost, allerdings wurde eine treibende Kraft
von 1 gew•ahlt. Die analytische L•osung dieser Gleichungen ist bei geeigneten Anfangswerten
durch die Travelling-Wave-L•osung nach Gleichung (6.64) gegeben. Wieder sind Gebiet und
allgemeine Parameter der Rechnungen zu Beginn des Abschnitts 6.5 dargestellt. Diese Tests
sollen durch Vergleich mit der analytischen L•osung (6.64) zeigen, dass die Fehlerindikatoren
(5.33) und (5.35) und die adaptiven Strategien 5.4.3 sowie die r•aumliche Gleichverteilungs-
strategie nach 5.4.4 Konvergenz gegen die L•osung gew•ahrleisten.

Konstanten des Systems

Die Tests wurden zu den Systemkonstanten" = 0 :1, � = 10 und ea = 1 :2 durchgef•uhrt, mit
� G = 1 ergibt sich nach Gleichung (6.62) v = 3

2 �"
p

ea� G = 1 :643167. Das Gebiet ist zwei
L•angeneinheiten lang. Die Grenz
•ache liegt zum Startzeitpunkt bei x = 1=2, erreicht sie den
rechten Rand, hat sie also 3=2 LE zur•uckgelegt, was 0.913 Sekunden dauert.

Zeitschrittweitensteuerung

In Abbildung 6.3 ist die zeitliche Entwicklung der Zeitschrittweiten f •ur einige Toleranzen und
Zeittoleranzen dargestellt.
Der Graph zur gr•obsten Toleranz 0.1 mit gr•o�tem Zeitanteil zeigt starke Schwankungen. Er ist
hier orange statt gelb dargestellt. Bei jeder Spitze in der Zeitschrittweite wird eine Rechnung
verworfen und zu korrigierter Schrittweite wiederholt, es ist also eine zus•atzliche Iteration n •o-
tig. Rechnungen mit solchem Verhalten m•ussen darum als ine�zient angesehen werden und
die Zeittoleranz als zu gro�. Es ist eine Besonderheit dieser Art von Problemen mit explizit
implementierten Nichtlinearit •aten, dass gro�e Toleranzen ine�zient sein k•onnen.
Die beiden roten Kurven liegen in enger Nachbarschaft und zeigen, dass die Zeitschrittweite
durch die Zeittoleranz gegeben ist. Die durchgezogene roteKurve, bei der ja die r•aumliche
Toleranz gr•o�er ist, zeigt Oszillationen der Zeitschrittweite. Diese gehen einher mit oszillie-
render Gitterverfeinerung. Deshalb muss auch eine solche Wahl von Zeit- und Ortstoleranz
als ung•unstig angesehen werden.
Die Rechnung zur zu gro�en Zeittoleranz im oberen Bild von Abbildung 6.3 ist ine�zient
wegen der hohen Zahl der Anpassungsvorg•ange, aber sie beweist, dass die Vorschrift Glei-
chung (5.37) jede einzelne Anpassung der Zeitschrittweitesehr e�zient beschreibt: Nachdem
die numerische L•osung zur zu gro�en Zeitschrittweite verworfen wurde, ist die anschlie�end
gefundene neue Schrittweite so gut, dass vorl•au�g keine Rechnung mehr verworfen werden
muss und nicht weiter nach einer geeigneten Schrittweite gesucht werden muss. Im Alberta-
Standardalgorithmus ist das anders, als neue Zeitschrittweite wird ein fester Anteil der alten
ausprobiert, und es kann viele wertlose Schritte kosten, eine geeignete zu �nden. Bei den
Simulationen zur Toleranz 0.05 und kleiner muss keine Rechnung verworfen werden.

Konvergenz

Das Euler-R•uckw•arts-Verfahren sollte lineare Abnahme des Fehlersku � uhk(0;tend ;L 2(
)) mit
der Zeitschrittweite gew•ahrleisten. In diesem numerischen Experiment wurde allerdings die
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Toleranz in Schritten halbiert und nicht die Zeitschrittwe ite. Das Experiment ist also zur
Pr•ufung der Konvergenzordnung nur eingeschr•ankt geeignet, es soll die Eignung des gesam-
ten Algorithmus zeigen:
Abbildung 6.2 zeigt, dass die Grenz
•ache in der exakten L•osung bei h•oheren Toleranzen
sich mit etwas h•oherer Geschwindigkeit bewegt als die der numerischen L•osung. Dies macht
den Gro�teil des dort sichtbaren Fehlers aus. Der Fehler nimmt bei Verfeinerung der Zeit-
schrittweite unter fester r•aumlicher Toleranz deutlich ab: F•ur die in einer Zeile der Tabelle
aus Abbildung 6.2 be�ndlichen Rechnungen, also die mit gleicher Linienart gekennzeichneten
Rechnungen, ist das mit jeder Halbierung des Zeitanteils ander Toleranz deutlich festzustel-
len. F•ur einige der Rechnungen zu den kleineren Gesamttoleranzentritt sogar tats •achlich eine
Halbierung des Fehlers mit Halbierung der Zeittoleranz ein. Bei den h•oheren Toleranzen ist
dieses Verh•altnis nicht gegeben, wie in Abbildung 6.3 zu sehen und in dortiger Bildunterschrift
festgehalten ist.

Wirkung des Verh •altnisses von r •aumlicher und zeitlicher Toleranz

Feinere r•aumliche Au
 •osung der Grenz
•ache bei fester zeitlicher Toleranz scheint der zeitli-
chen Konvergenz abtr•aglich zu sein.
Bei keiner der Zeittoleranzen ist die Rechnung mit der kleinsten Ortstoleranz auch die mit
dem kleinsten Fehler: In Abbildung 6.4 liegt niemals die gepunktete Kurve einer Farbe unter
den anderen Kurven dieser Farbe, und f•ur die mit grau, blau, orange und schwarz dargestell-
ten Zeittoleranzen liefert sogar die gr•obste r•aumliche Toleranz das beste Ergebnis bez•uglich
der simulierten Geschwindigkeit.
Bei kleineren Gesamttoleranzen versch•arft sich dies noch, Rechnungen zu kleineren Zeittole-
ranzen k•onnen gr•o�ere Fehler liefern, wenn auch die r•aumliche Toleranz verringert wurde: Die
Rechnung zu feinster Orts- und Zeittoleranz liefert einen gr•o�eren Fehler als die Rechnung
mit ihr gegen•uber doppelt so gro�er Orts- und Zeittoleranz (lila Kurve vs . schwarz gestri-
chelte Kurve) und gleiches gilt f•ur die Rechnung zu zweitfeinster Zeittoleranz und feinster
r•aumlicher Toleranz gegen•uber der Rechnung mit doppelt so gro�er Orts- und Zeittoleranz
(orange gestrichelte Kurve vs. schwarz gepunktete Kurve).
Dieses Verhalten ist dadurch zu erkl•aren, dass mit zunehmender r•aumlicher Au
 •osung die
L•osung des orts- und zeitdiskreten Problems gegen die L•osung des zeitdiskreten Problems
konvergiert. Deren Fehler bez•uglich der exakten L•osung kann gr•o�er sein als der von raum-
und zeitdiskreten L•osungen.
Bei zu kleinem Anteil zeitlicher Toleranz an gro�er Gesamttoleranz kommt es allerdings zu
Schwankungen der Geschwindigkeit, am deutlichsten an der orangenen durchgezogenen Kurve
in Abbildung 6.4 zu erkennen.

Besonderheiten

Die Vergr•oberung des Gitters beim Herauslaufen der Grenz
•ache aus dem Gebiet kann bei
kleinem Anteil zeitlicher Toleranz Folgen haben: Da auf demgrob werdenden Gitter die all-
gemeinen Schwankungen der L•osung, die ja an sich konstant sein sollte, st•arker werden, muss
die Zeitschrittweite sinken. Es m•ussen in diesem Zeitraum sogar Zeitschritte verworfen und
erneut berechnet werden. Der starke Ausschlag des Fehlers am Ende der Kurve �ndet zu
einem Zeitpunkt statt, an dem die Grenz
 •ache das Gebiet l•angst verlassen hat und beide
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L•osungskomponenten konstant sein sollten. Sie sind also nurdurch geringf•ugig oszillierende
L•osungen auf groben Gittern bedingt.

Schluss

Das numerische Experiment erlaubt den Schluss, dass die Konvergenz der Geschwindigkeit
gegen die analytisch ermittelte Geschwindigkeit gegeben ist und die Methode grunds•atzlich
geeignet und fehlerfrei implementiert ist. Es erscheint f•ur dieses Problem g•unstig, die Zeitto-
leranz •uberproportional zu verfeinern.
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Abbildung 6.3: Zeitliche Entwicklung der Zeitschrittweit en f•ur verschiedene Toleranzen, Far-
ben markieren die Zeittoleranzen und Linienarten die r•aumlichen Toleranzen wie in Abbil-
dung 6.4, wenn nichts anderes gesagt wird.Obere Graphik: die Toleranzen 0.1 (orange,
nicht gelb!) und 0.05 (grau), Anteil des Zeitfehlers an der Toleranz 0.0015. Die Graphen sind
also zu den oberen beiden Rechnungen der linken Spalte der Legenden-Tabelle zu Abbildung
6.4 geh•orig. Der Graph zur Toleranz 0.1 zeigt starke Schwankungen.Bei jeder Spitze in der
Zeitschrittweite wird eine Rechnung verworfen und zu korrigierter Schrittweite wiederholt. Bei
Rechnungen zur Toleranz 0.05 und weniger muss keine Schrittweite verworfen werden.Untere
Graphik: Hier ist noch einmal die Schrittweite zur Toleranz 0.05 in doppelter Vergr•o�erung
wieder grau dargestellt, zusammen mit der zur Toleranz von 0.025, ebenfalls mit Anteil der
Zeittoleranz an der Toleranz 0.0015, rot gestrichelt dargestellt, ausserdem zur Toleranz von
0.05 mit Anteil der Zeittoleranz an der Toleranz 0.00075 in gleicher Farbe als durchgezoge-
ne Linie, und zur Toleranz von 0.025 mit einem Anteil der Zeittoleranz von 0.00075, gr•un
gestrichelt. Man liest ab, dass die Halbierung der Zeittoleranz nicht die Halbierung der Zeit-
schrittweite zur Folge hat, sondern eine Reduzierung auf 2/3 dieser. Aber auch der Zeitfehler
halbiert sich nach Abbildung 6.4 nicht, sondern reduziert sich auf 4/5.
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Legende zur Graphik:
Toleranz und Anteil des Zeitfehlerindikators daran f•ur den in 5.4.3 beschriebenen adap-
tiven Algorithmus. Die Toleranz (das bedeutet insbesondere die r•aumliche Toleranz) ist
durch Linienarten (== dick o�en gestrichelt, - durchgehend, - - gestrichelt, ... gepunktet)
gekennzeichnet, die f•ur kleinere Werte, also feinere Gitter, feiner werden. Die Zeittoleranz
ist als Anteil der Gesamt-Toleranz angegeben, Rechnungen zu gleicher Zeittoleranz sind
in gleicher Farbe dargestellt.

Anteil des Zeitfehlers an der Toleranz
Toleranz 0.0015 0.00075 0.000375 0.0001875 0.00009375

0.1 gelb, == grau, == rot, ==
0.05 grau, - rot, - gr•un, - blau, - orange, -
0.025 rot, - - gr•un, - - blau, - - orange, - - schwarz, - -
0.0125 gr•un, ... blau, ... orange, ... schwarz, ... lila, ...

t [s]

ku � uhkL 2(
)

0 0:5 1:0

0

0:5

0:7

Abbildung 6.4: L 2-Fehler der travelling-wave-L•osungen. Der ann•ahernd linear ansteigende vor-
dere Teil der Kurven zeigt, dass der Fehler ma�geblich durcheine zu geringe Geschwindigkeit
der numerischen L•osung bestimmt wird. Die Geschwindigkeit konvergiert f•ur feste r•aumliche
Toleranz (Kurven gleicher Linienart) mit der Zeittoleranz gegen die analytisch ermittelte Ge-
schwindigkeit. Kurven zu gleicher Zeittoleranz (also gleicher Farbe) liegen meist in Gruppen,
auch wenn ihre r•aumlichen Toleranzen verschieden sind. Das Maximum der Kurven markiert
das Herauslaufen der analytischen L•osung aus dem Gebiet, beginnend bei 0.9 s. Rechts davon
entspricht der Fehler etwa dem Volumen der noch nicht umgewandelten Phase. Die Rechnung
zur Toleranz 0.025 und kleinster Zeittoleranz daran (schwarz gestrichelt dargestellt) zeigt
als Einzige eine Grenz
•achengeschwindigkeit der Simulation, die h•oher ist als die der analy-
tischen L•osung. Dort markiert das Maximum des Fehlers das Herauslaufen der simulierten
Grenz
 •ache aus dem Gebiet. Bei einigen Rechnungen tritt im Zeitraum des Herauslaufens
eine Besonderheit im adaptiven Verfahren auf: Die L•osung, die sich 	 = 1 ann •ahert, sug-
geriert verschwindende Fehler, woraufhin schnell wachsende Gitter-und Zeitschrittweiten ein
Aufschaukeln von kleinen Schwankungen durch die stark nichtlinearen Terme der Gleichung
erlauben. Am Deutlichsten zu sehen ist dies bei der schwarz gestrichelten Kurve.
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Abbildung 6.5: Vergr•o�erte Darstellung des Zeitintervalles [0; 0:075) zur Untersuchung des
Fehlers am Anfang und in einem kleinem Bereich. Man kann mit etwas M•uhe den mit der To-
leranz fallenden Interpolationsfehler zum Zeitpunkt t = 0 erkennen. Auf dieser Skala ist auch
zu sehen, dass Rechnungen mit grobem Gitter bei feiner Zeitschrittweite gewisse Oszillationen
aufweisen.
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Kapitel 7

Modelle und ihre physikalische
Einordnung

Im vorangegangenen Kapitel wurde das Phasenfeldmodell eingef•uhrt, die Wirkungen der ver-
schiedenen Terme des Potentials beschrieben und ein einfaches Mehrphasenfeldmodell pr•asen-
tiert. In diesem Kapitel soll ein eigenes umfassendes und voll im thermodynamischen Kontext
eingeordnendes Phasenfeldmodell entworfen werden und mitbestehenden Modellen insbeson-
dere im Bezug auf diese Einordnung verglichen werden. Insbesondere soll das Modell den
Ein
uss der Mechanik enthalten.

7.1 Zur Wahl des Potentials nach physikalischer Situation

Die Volumendehnungen gegen den Au�endruck werden normalerweise als klein genug angese-
hen, um vernachl•assigt zu werden. WegenF = G � pV unterscheiden sich die beiden Gr•o�en
in den Modellen, welche die Volumendehnung des Materials gegen den Au�endruck nicht
betrachten oder vernachl•assigen, nur um eine Konstante. Diese verschwindet dann beim Ab-
leiten aus den Betrachtungen, siehe [Sti06, Anhang B], weswegen die meisten Rechnungen in
gleicher Weise f•ur beide Gr•o�en G (2.43) oder F (2.27) durchgef•uhrt werden k•onnen, womit
die Entscheidung, obG oder F betrachtet wird, eine akademische ist, siehe dazu Bemerkung
2.14.
Minimierung der freien Energie ist bei einem System sinnvoll, dessen Temperatur und Kon-
zentrationen durch ihresgleichen auf dem Rand des Systems,also durch Austausch, bestimmt
werden, Maximierung der Entropie f•ur ein isoliertes System, siehe dazu die Prologe zu (2.28)
und Bemerkung 2.7.
In dieser Schrift wird vor dem Hintergrund und mit dem impliz iten Ziel der Verwendbarkeit
in einer Mikro-Makro-Modellierung gearbeitet. Das betrachtete Gebiet wird als in einer gr•o-
�eren Menge gleichen Materials eingebettet angesehen. Dies wird durch periodische R•ander
modelliert. Zwar herrscht hydrostatischer Druck, aber die Arbeit, die hier bei Form- bzw.
Volumen•anderung gegen den Atmosph•arendruck des umgebenden Raums geleistet wird, ist
sehr klein verglichen mit dem durch thermische und phasenbedingte Dehnungen induzierten
hydrostatischen Druck, den der Festk•orper auf ein Teilgebiet seiner selbst aus•ubt, und dieser
ist in die Bilanz der inneren Energie aufgenommen. Die Reaktion der Nachbarschaft des Volu-
menelementes wird durch periodische Randbedingungen an die mechanischen Gr•o�en korrekt
modelliert.
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Die Temperatur soll durch Austausch mit der Umgebung gesteuert werden. Aus diesen bei-
den Gr•unden ist die Betrachtung von F , also die L•osung von Aufgabe (2.28), zweckm•a�ig.
Grunds•atzlich beschreiben aber laut Abschnitt 3.4 bei sinnvollerWahl der Randbedingungen
beide Aufgaben das Verhalten von Systemen, die in andere eingebettet sind. Die Aufgabe
aus Bemerkung 2.7 wird deshalb und zur Untersuchung der Konsistenz der beiden Aufgaben
sp•ater mit gleichem Gewicht betrachtet.

7.2 Modelle und ihre Konsistenz

Wir betrachten ein physikalisches System, gegeben durch die N -komponentige Phasenfeld-
funktion 	 : 
 � [t0; t1) 7! RN; + auf dem Gebiet 
 � Rd, wie es in Kapitel 6 eingef•uhrt
wurde, erg•anzt durch die Temperatur T : 
 � [t0; t1) 7! R+ und konservierte Variablen
c : 
 � [t0; t1) 7! Rm;+ , welche f•ur chemische Konzentrationen stehen. Wir suchen Ausdr•ucke
f•ur die innere Energiedichte, die Entropiedichte und damit f•ur die freie Energiedichte dieser
Variablen, und ho�en, in dieser Entropie oder freien Energiedas Potential P wie in Gleichung
(6.3) erkennen zu k•onnen. Dies f•uhrt zur

Vereinbarung 7.1. Sinnvollerweise sollte die innere Energiedichte eine Funktion der Feld-
gr•o�en Phasen, der Temperatur und der Konzentrationen sein:

e : RN � R+ � Rm;+ �! R+

(	 ; T; c) 7! e(	 ; T; c)
(7.1)

Im auf Betrachtung elastischer Energien erweiterten Modell komme die Spannung hinzu:

(	 ; T; c; T) 7! e(	 ; T; c) + eelast(	 ; T; c; T) (7.2)

Nach Abschnitt 3.7 soll das System der thermodynamischen Gr•o�en die hier der •Ubersicht
halber noch einmal aufgelisteten Relationen

e = f + T s (2.27)

s = � @T f (2.30)
@s
@e

=
1
T

(2.21)

@S
@V

=
1
T

p (siehe C.6.5)

@S
@Ni

=
1
T

� i f•ur alle i (2.37)

(7.3)

erf•ullen. Die partiellen Ableitungen bedeuten, dass alle anderen Gr•o�en konstant bleiben,
auch die Phasenvariable.

Nach Kapitel 3 gew•ahrleisten Systemvariablen, die sich gem•a� Entwicklungsgleichungen
(3.34)

@t (	 ; ' ) = � M
�
r (	 ;' )P

�
� r � Mr

�
r (	 ;' )P

�
(7.4)

verhalten, die Minimierung beziehungsweise Maximierung des Potentials P. Das konsistente
Modell soll in den entsprechenden physikalischen Situationen sowohl die Minimierung von
P = F nach Aufgabe (2.28) als auch die Maximierung vonP = S nach Aufgabe 2.7 erlauben.
Dazu m•ussen die Mobilit•atsmatrizen die in Folgerung 3.16 festgelegten Eigenschaften besitzen:



7.3. EIN KONSISTENTES THERMODYNAMISCHES SYSTEM 113

Vereinbarung 7.2. Die von nun ab verwendete Mobilit•atsmatrix gen•ugt den Anforderungen
von Satz 3.17: Sie ist symmetrisch, hat verschwindende Zeilensummen, positive Diagonalein-
tr •age und sonst negative Entr•age:aii > 0 und aij � 0 f•ur i 6= j .

7.3 Ein konsistentes thermodynamisches System

Zur Modellierung der Volumenenergiedichte nach Vereinbarung 7.1 nehmen wir statt der in
Abschnitt 3.7.1 verwendeten konstanten W•armekapazit•at eine Abh•angigkeit der W•armekapa-
zit •at von Phase und chemischer Zusammensetzung an, so dass die innere Energiedichte von
der Form

�e th : RN � R+ � Rm;+ �! R+

(	 ; T; c) 7! k1(	 )k2(c)T
(7.5)

ist. Bemerkung 3.9, nach der ein solcher linearer Zusammenhang zwischen innerer Energie und
Temperatur nicht realistisch ist, wird hier vorl •au�g mit dem Hinweis auf die •Ublichkeit solcher
Annahmen ([PF90]) ignoriert. Alle folgenden Argumentationen funktionieren aber auch mit
nichtkonstanter W •armekapazit•at, wie es in Bemerkung 3.9 dargestellt ist.
Es ist sinnvoll, diese innere Energie als reine kinetische Energie der Teilchen (mikrokinetische
oder thermische Energie) zu betrachten und Bindungsenergien in einen weiteren Term zu
fassen, wie im Laufe dieses Abschnitts klar werden wird. Dieki sollen nichts mit Standard-
Phasenfeldgleichungen zu tun haben und insbesondere nichtvon Gradienten abh•angig sein.
Die Verteilung der thermischen Energie•uber die Teilchen ist ein Merkmal, das von der Zuge-
h•origkeit der Teilchen zu einem bestimmten chemischen Element unabh•angig ist. Daher muss
die Volumenentropiedichte als aus der Mischungsentropie-und der Entropiedichte der inneren
Energie bestehend angesehen werden. Erstere ist im Anhang berechnet. Die Entropiedichte
der mikrokinetischen inneren Energie ohne Mischungsentropie der Komponenten sei

�s th = k1(	 )k2(c) ln( T); (7.6)

was durch Umkehrung der Abbildung (7.5) nachT

T : RN � R+ � Rm;+ �! R+

�
	 ; eth ; c

�
7! �e th =k1(	 )k2(c)

(7.7)

als Abbildung

�s th : R+ � RN � Rm;+ �! R

�e th ; 	 ; c 7! k1(	 )k2(c) ln( T)

= k1(	 )k2(c) ln
�

�e th

k1(	 )k2(c)

� (7.8)

aufzufassen ist. Es erscheint willk•urlich, den Faktor T des Produktes innere Energiedichte
durch die innere Energie auszudr•ucken und die zwei Faktorenk1(	 )k2(c) nicht. Dennoch ist
diese Au�assung plausibel, dennk1(	 )k2(c) allein stellen den Proportionalit •atsfaktor W•arme-
kapazit•at dar, wohingegen die Temperatur das Vorhandensein kinetischer Energie der Teilchen
ausdr•uckt. Nur diese hat eine Entropie.
Mit dieser Entropie ist die freie Energiedichte als Funktion der Temperatur

�f th = � (eth � T sth ) = � k1(	 )k2(c)T f ln(T) � 1g ; (7.9)
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die als Abbildung

�f th (�e th ; 	 ; c) : R � R � R+ �! R

(�e th ; 	 ; c) 7! � (eth � T sth )
(7.10)

aufgefasst wird. Die Temperatur ist wieder durcheth ; 	 und c bestimmt.

7.3.1 Die G •ultigkeit der thermodynamischen Relationen

Es ist wieder, wahlweise nach Abschnitt 3.7.1 oder Bemerkung 3.9,

@sth

@eth
(eth ; 	 ; c) =

1
T

(7.11)

bei konstanter Phase und Zusammensetzung,eund s sind also mit De�nition (C.10) konsistent
gestaltet. Gleichung (2.30) @(�f )

@T = @(�e )
@T � �s � T @(�s )

@(�e )
@(�e )
@T = � �s ist auch f•ur f th erf•ullt:

@(�f th )

@T
= � k1(	 )k2(c) ln( T) = � �s th : (7.12)

Es gilt

@(�s th )
@ci

=
@(�s th )( �e th (:; :; c); :; :)

@(�e th )
@(�e th )

@ci
+

@(�s th )( :; :; c)
@ci

=
1
T

k1(	 )@ci k2(c)T + k1(	 )@ci k2(c) ln( T)

= k1(	 )@ci k2(c) f ln(T) + 1 g:

(7.13)

Mit
@T

@(�e th )
=

1
k1(	 )k2(c)

(7.14)

erh•alt man den gleichen Ausdruck:

@(�s th )
@ci

= k1(	 )@ci k2(c) ln( T) + k1(	 )k2(c)
1
T

1
k1(	 )k2(c)

k1(	 )T @ci k2(c):

Die Ableitung der zugeh•origen freien Energiedichte ist

@(�f th )
@ci

=
@

@ci
(�e th � T �s th )

=
@�eth

@ci
�

@T
@�eth

@�eth

@ci
�s th � T

�
@(�s th )( :; :; c)

@ci
+

@(�s th )( �e th (:; :; c); :; :)
@(�e th )

@�eth

@ci

�

= k1(	 )@ci k2(c)T �
1

k1(	 )k2(c)
k1(	 )@ci k2(c)k1(	 )k2(c) ln T

� T
�

k1(	 )@ci k2(c) ln( T) +
1
T

k1(	 )@ci k2(c)T
�

= � k1(	 )@ci k2(c) ln( T)(T + 1) :
(7.15)

Es ist zweckm•a�ig, die Funktionen s und s beziehungsweisef und f anhand ihrer Argumente
zu unterscheiden:

sth (	 ; T; c) := sth (	 ; T; c) = sth (	 ; eth (T); c): (7.16)
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Bemerkung 7.3. Ist das System an ein Reservoir gekoppelt und wird die Temperatur im
Innern durch starke Fl•usse aus oder in das Reservoir bestimmt, so gilt

@T
@(�e th )

@(�e th )
@ci

= 0 f •ur alle i und
@T

@(�e th )
@(�e th )

@	 j
= 0 f •ur alle j : (7.17)

Die Temperatur wird durch den W•arme
uss bestimmt, •Anderung der inneren Energie durch
•Anderung chemischer - und Bindungsenergien beein
ussen die Temperatur nicht.

Gleichung (7.13) liefert damit eine zus•atzliche Erkenntnis. Es gilt o�ensichtlich in stark
durch Fl •usse gekoppelten Systemen (isotherm)

@(�s th )
@ci

= k1(	 )@ci k2(c) ln( T):

In der gleichen Situation bleibt von (7.15) nur

@(�f th )
@ci

= � k1(	 )@ci k2(c)T ln(T) (7.18)

•ubrig, denn die Ableitung der Temperatur verschwindet wieder nach Bemerkung 7.3. Also ist
unter Verbindung mit einem Reservoir (insbesondere isotherm, und so wird dieser Fall meist
unn•otig einschr•ankend charakterisiert)

@(�s th )
@ci

= �
1
T

@(�f th )
@ci

(7.19)

g•ultig, ein Zusammenhang, wie er laut Anhang zur Wahrung von (2.38) (@(�s )
@ci

= � 1
T

@(�f )
@ci

f•ur thermisch an die Umgebung gekoppelte Systeme) realisiert sein muss, wie im folgenden
Abschnitt deutlich wird:

Die Mischungsentropiedichte

Es ist o�enbar
@� Smix

@Ni
=

@(� � smix )
@ni

(7.20)

und damit nach Gleichung (C.58) aus dem Anhang und mitci = m i
m = n i V mmol ;i

m

@(� � smix )
@ci

=
@(� � smix )

@ni

@ni
@ci

=
�

mmol;i

@(� � smix )
@ni

= � k
�

mmol;i
ln(X i ): (7.21)

Es muss Beziehung (2.37) in Dichten ausgedr•uckt, d.h (2.38), @(�s )
@ci

= � 1
T

@(�f )
@ci

, gelten. Hin-
sichtlich dessen vergleichen wir die Konzentrationen-Fassung von (C.62)

@(�f )
@ci

= e� i =
�

mmol;i
� i (T; V; Xi ) =

�
mmol;i

(gn
i + kT ln(X i )) ; (7.22)

mit der Konzentrationen-Fassung von Gleichung (C.64)

@�s
@ci

=
@�(es + � smix )

@ci
=

�
mmol;i

@(� es)
@ni

� k
�

mmol;i
ln(X i ): (7.23)
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Das zeigt, dass
@(� es)
@ni

= �
1
T

gn
i (7.24)

sein muss. Die Gr•o�e es wird mit der Entropiedichte der inneren Energie sth und damit gn
i zu

gn
i = � T

@(�s th )
@ni

= � T
mmol;i

�
@(�s th )

@ci
=

mmol;i

�
@(�f th )

@ci
(7.25)

identi�ziert. In der Regel vers •aumt es die Literatur, diesem Zusammenhang Ausdruck zu
verleihen.

Die Gesamtheit der Volumen-Dichten

Das Bisherige zusammengefasst mit (C.57) besagt, dass zur inneren Energie (7.5) der Aus-
druck

�s = �s th + � � smix = k1(	 )k2(c) ln( T) + kB

 

n ln(n) �
X

i

n i ln(n i )

!

(7.26)

die gem•a� (7.3) konsistente Volumenentropiedichte bildet und

�f = � (e � T(sth + � smix ))

= k1(	 )k2(c)T � T

(

k1(	 )k2(c) ln( T) + kB

 

n ln(n) �
X

i

n i ln(n i )

!)

(7.27)

die freie Volumenenergiedichte. In beiden Gleichungen kann wegenci = � i
� = n i mmol ;iP

j n j mmol ;j
die

Einsetzung n i = ci
P

n j mmol ;j
mmol ;i

und n =
P

i
ci

mmol ;i

P
j n j mmol;j gemacht werden.

Wir untersuchen vorab, ob damit sinnvolle chemische und W•arme
 •usse modelliert werden
k•onnen:

Sinnhaftigkeit einiger Gradienten: Die chemischen Fl•usse ergeben sich gem•a� der zwei-
ten Gleichung von (3.18) und Satz 3.4 als Summe von r•aumlichen Gradienten der Funktio-
nalableitungen der Potentiale, z.B. von

@(�s )
@ci

= �
1
T

e� i = �
1
T

�
mmol;i

� i (T; V; Xi ) = �
1
T

�
mmol;i

(gn
i + kT ln(X i ))

deren Eigenschaften darum zu untersuchen sind.
F•ur k2(c) ist eine lineare Mischungsregel sinnvoll:

k2(c) =
X

k2;i ci : (7.28)

Es ist @ci k2c = k2;i : Aus Gleichung (7.13) und (7.25) erh•alt man damit

r x

�
�

1
T

�
mmol;i

gn
i

�
= r x

@(�s th )
@ci

= r x k1(	 )k2;i ln(T) + k1(	 )
X

k2;i ci
1
T

r x T: (7.29)
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Dieser Ausdruck verschwindet bei konstanter Phase und Temperatur. Seine Wirkung bei nicht-
verschwindenden Gradienten dieser beiden Gr•o�en wird sp•ater (7.51) untersucht. In ersterem
Falle wirkt nur die Mischungsentropiedichte. Es ist

r x
@(� � smix )

@Xi
= �r x

@
@Xi

kB ln(X i ) = � kB
1

X i
r x X i : (7.30)

Diese Identit•at �ndet man auch in der Literatur. Sie ist als Summand von Fl •ussen verwendbar.
In Massenkonzentrationen ausgedr•uckt berechnet man stattdessen

r x
@�� smix

@ci
= r x

�
�

�
mmol;i

@�� smix

@ni

�

= r x

�
�

�
mmol;i

kB (ln n � ln n i )
�

=
kB

mmol;i

�
�

�
(ln n � ln n i )r x � + �

�
r x n

n
�

r x n i

n i

���
: (7.31)

7.3.2 Bindungsenergien

Temperaturabh •angigkeit der Bindungsenergien

Die bis hierhin gew•ahlte Form der zur Temperatur proportionalen inneren Energie impliziert,
dass diese ausschlie�lich von der kinetischen Energie der Teilchen abh•angt. Sie umfasst keine
Bindungsenergien:
Die latente W•arme ist die Di�erenz der inneren Energien eines Sto�es bei Phasenwechsel un-
ter konstanter Temperatur. In diesem Modell wird sie mittels k1(ei ) 6= k1(ej ) dargestellt. Sie
ist (k1(ei )k2(c) � k1(ej )k2(c))T , am Schmelzpunkt muss sie gleich der physikalischen latenten
W•arme sein, wask1(ei )k2(c)TM � k1(ej )k2(c)TM = L ij ist. F•ur gew•ohnlich bildet ein Pha-
senfeldmodell genau einen Typ•Ubergang zwischen zwei Typen Phasen ab, aus diesem Grund
kann auf die Indizierung von L verzichtet werden. Die Phasen 	 i und 	 j sind nat•urlich ver-
schiedenen Typs.
Am absoluten Nullpunkt ist diese latente W•arme Null, sie steigt mit der Temperatur. Die
latente W•arme ist demnach bis jetzt ausschlie�lich Resultat verschiedener W•armekapazit•aten
der Phasen.

Aus ph •anomenologischer Sicht ist diese Modellierung kritisch zu sehen, denn latente
W•armen sollten nicht strikt linear von der Temperatur abh•angen. Weiterhin existieren Sto�e
mit Phasen, bei denen die latente W•arme positiv ist, also die bei h•oheren Temperaturen vor-
liegende Phase h•ohere zwischenmolekulare Energien hat als die bei niedrigerer Temperatur
vorliegende Phase, aber letztgenannte die h•ohere W•armekapazit•at hat, z.B. das allt•agliche
System Wasser-Wasserdampf.

Als Ausweg emp�ehlt sich, zwischenmolekulare und Bindungsenergien und kinetische Ener-
gien der Teilchen durch getrennte Terme zu modellieren. Hier soll dies durch die Hinzunahme
eines Terms

�e bind = k(c; :::) � h(	 ); (7.32)
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mit einer polynomialen Funktion h und bez•uglich des Phasenfeldes konstantemk gesche-
hen, •ahnlich wie er laut 6.1.4 in den meisten Modellen vorkommt, mit kh(ei ) � kh(ej ) +
k1(ei )k2(c)TM � k1(ej )k2(c)TM = L.
Dieser Beitrag induziert keine eigene Entropie, da die Bindungsenergien kein unabh•angiges
Merkmal, sondern direkt mit der Phasenvariable verbunden sind. Die Phasenvariable hat in
diesem Modell keine Mischungsentropie beziehungsweise eine zu vernachl•assigende. Diese Fra-
ge soll sp•ater erl•autert werden.

Abh •angigkeit der W •armekapazit •at Es gibt die Aussage aus der statistischen Ther-
modynamik, dass sich die molare W•armekapazit•at aus der kinetischen Energie der Teilchen-
schwingungen und damit durch Freiheitsgrade im Material und Atommassen berechnen l•asst.
Die Freiheitsgrade sind durch den Bindungszustand (diese sind durch den Phasenzustand
festgelegt) der Atome der verschiedenen Elemente bestimmt. Die Konzentrationen bestim-
men allein die vorhandenen Atommassen.

Das Modell soll unter Ber•ucksichtigung der beiden vorangegangenen Paragraphen verfei-
nert werden. Es wird f•ur die W•armekapazit•at c eine Darstellung

c =
NX

i =1

k i
1(	 i )k i

2(c) =
NX

i =1

k i
1(	 i )

mX

j =1

k i
2;j cj =: k1(	 ) � (Kc) (7.33)

mit polynomialen (k1) i = k i
1(	 i ) = k1(	 i ) angenommen. Weiterhin wird k1(0) = 0 und

k1(1) = 1 gefordert: Liegt eine Phase nicht vor, so tr•agt sie nichts zur W•armekapazit•at bei,
reine Phasen 	 i haben dann die W•armekapazit•at k i

2(c). Eventuell wird gefordert, dass k1

monoton steigend in 	 ist.
Die Bindungsenergien werden durch den Ausdruck (7.32)k(c; :::)h(	 ) modelliert. F •ur diese
gilt dasselbe.
Die k(c; :::)h(	 ) und die (k1(	 i )) i sollen f•ur reine Phasen konsistent zur oben beschriebenen
Eigenschaft k(c; :::)h(ei ) � k(c; :::)h(ej ) + k1(ei )k2(c)TM � k1(ej )k2(c)TM = L die Gleichung

k(c; :::)h(ei ) � k(c; :::)h(ek )

+

8
<

:

2

4(k1(1)) i

X

j

k i
2;j cj + ( k1(0))k

X

j

kk
2;j cj

3

5 �

2

4(k1(0)) i

X

j

k i
2;j cj + ( h(1))k

X

j

kk
2;j cj

3

5

9
=

;
T

= k(c; :::)h(ei ) � k(c; :::)h(ek ) +

2

4(k1(1)) i

X

j

k i
2;j cj � (k1(1))k

X

j

kk
2;j cj

3

5 T = L (7.34)

erf•ullen.
Damit kann man (7.33) als eine nichtlineare Mischungsregelin den Phasen mit den Gewichten
k(	 i ) und phasenweisen linearen Mischungsregeln wie (7.28) in den chemischen Komponen-
ten interpretieren. Diese Form der W•armekapazit•at f •ugt sich in den Kontext c = k1(	 )k2(c),
indem man c = k1(	 ) �(Kc) := k1(	 ) �k2(c) mit dem Vektorskalarprodukt setzt. Die vorange-
gangenen Gleichungen bleiben dann grunds•atzlich g•ultig. Zum Beispiel ist die Entropiedichte
der durch Gleichung (7.6) gegebenen inneren Energiedichtenun

�s th = k1(	 ) � (Kc) ln( T)
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Die Funktionalableitungen nach den Konzentrationen (7.13) lauten nun

@(�s th )
@ci

=
mX

j =1

k j
1(	 j )k

j
2;i f ln(T) + 1 g: (7.35)

Der Gradient dieses Ausdrucks verschwindet wieder bei konstanter Phase und Temperatur,
wie schon in Gleichung (7.29).
Die Funktionalableitungen nach den Phasen, welche ma�geblich zur Entwicklung des Phasen-
feldes beitragen, berechnet man analog:

@(�s th )
@	 i

= k0
1(	 i )

mX

j =1

k i
2;j cj f ln(T) + 1 g: (7.36)

Durch die Gestaltung von h und k(	 i ) sind hinreichend M•oglichkeiten zur sinnvollen Model-
lierung treibender Kr•afte vorhanden.
Es bietet sich an, die Bindungsenergie in gleicher Weise wiedie W•armekapazit•at als nichlineare
Mischungsregel zu implementieren. Stattk(c; :::)h(	 ) verwendet man

k(c; :::)h(	 ) = k(c; :::)(eh(ei )� 1eh(	 i )) i ; (7.37)

wobei dann wegenh(� i ) = 1 k(c; :::) der Vektor der Bindungsenergien der Phasen ist. Diese
Darstellung ist einleuchtend und universell.
F•ur h(	 i ) und k1(	 i ) k•onnen identische Ausdr•ucke verwendet werden.

7.3.3 Beziehungen zwischen den W •armekapazit •aten, der Schmelztempera-
tur und der latenten W •arme

T

e(	 ; T; :::)
TM

esolid

eliquid

T

s(	 ; T; :::)
TM

ssolid

sliquid

T

f (	 ; T; :::)
TM

f solid

f liquid

Abbildung 7.1: Innere Energie, freie Energie und Entropie eines Systems zweier Phasen mit
unterschiedlichen W•armekapazit•aten und Bindungsenergien. Die Phasen•ubergangstemperatur
h•angt von W•armekapazit•aten und Bindungsenergien ab.

Um Beziehungen zwischen den W•armekapazit•aten, der Schmelztemperatur und der laten-
ten W•arme erkennen zu k•onnen, wird ein Phasensystem, welches durch die oben beschriebenen
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Bindungs- und thermischen Energien beschrieben wird, betrachtet. Die innere Energie bestehe
aus Termen nach (7.33) und (7.37):

�e = k(c; :::)h(	 ) + k1(	 ) � KcT:

Grenz
 •achenenergien werden hier nicht betrachtet, au�erdem liege in 
 ein Eutektikum vor,
alle Konzentrationen m•ogen deshalb r•aumlich konstant sein. Die latente W•arme des •Uber-
gangs von der Phasei in die Phasej bei Schmelztemperatur ist wie gesagt

L (TM ) = k(c; :::)h(ei ) � k(c; :::)h(ej ) + ( k1(ei ) � k1(ej )) � KcTM : (7.38)

Phase i sei bei h•oheren Temperaturen gegen•uber der Phasej beg•unstigt und bei tieferen
benachteiligt, beispielsweise sei Phasei die liquid -Phase und Phasej die solid-Phase. Dann
ist L > 0.

Mit dieser inneren Energie ergibt sich der Gleichgewichtszustand f•ur ein adiabates System

 = 
 i [ 
 j , 
 i \ 
 j = ; , als L•osung der Aufgabe aus Bemerkung (2.7) zu

Finde T; 	 mit S = max
T;	

Z



(k1(	 ) � Kc ln(T)) dx;

so dass
Z



k(c; :::)h(	 ) + k1(	 ) � KcT dx =

A i k(c; :::)h(ei ) + A j k(c; :::)h(ej ) + ( A i k1(ei ) + A j k1(ej )) � KcT = E

(7.39)

wobei h(ei ) = k1(ei ) = 1, h(0) = k1(0) = 0, die Tatsache, dass die Temperatur im Gleichge-
wicht und die Annahme, dass die Konzentrationen r•aumlich konstant sind, verwendet wurde.
Die Untersuchung der Beziehungen , die sich daraus ergeben,stellen wir zur•uck, und betrach-
ten den Gleichgewichtszustand der freien Energie. Dieser ist durch f i = f j gegeben, was per
de�nitionem bei T = TM eintritt:

k(c; :::)h(ei ) � TM k1(ei ) � (Kc) [ln( TM ) � 1]

= k(c; :::)h(ej ) � TM k1(ej ) � (Kc) [ln( TM ) � 1] (7.40)

, k(c; :::)h(ei ) � k(c; :::)h(ej ) + TM (k1(ei ) � k1(ej )) ( Kc)

= TM ln(TM ) (k1(ei ) � k1(ej )) � (Kc) (7.41)

was mit (7.38) L (TM ) = TM ln(TM ) (k1(ei ) � k1(ej )) � (Kc) ist.

Bemerkung 7.4. Die letzten Gleichungen sagen aus, dass die W•armekapazit•aten, die Schmelz-
temperatur und die latenten W•armen voneinander abh•angig sind.

Bemerkung 7.5. Da durch Kenntnis der Struktur der inneren Energie und Kenntnis der
Entropie derselben die freie Energie gegeben ist, ist die Feststellung, dass ein mit (7.41) ver-
gleichbarer Zusammenhang besteht, erstensf•ur alle Materialien g•ultig, zweitens sogarf•ur
alle Modelle, deren innere Energie und Entropie von diesen drei Gr•o�en abh•angt! Da diese
drei Gr•o�en aber stets unsere Vorstellungen der Thermodynamik derPhasenumwandlungen
bestimmen, existiert ein Modell f•ur die innere Energie und die Entropie, welches f•ur alle Mate-
rialien geeignet ist und es durch Betrachtung vonf i = f j f•ur alle Materialien erlaubt, eine der
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drei Gr•o�en W •armekapazit•at, Schmelztemperatur und latente W•arme aus den anderen beiden
zu berechnen. Die Genauigkeit, mit der der gefundene Zusammenhang Messwerte best•atigt,
ist ein geeignetes Kriterium f•ur die G•ute, mit der ein Modell nach (7.3) die Physik wiedergibt.

Bemerkung 7.6. Da die Bemerkungen 7.4 und 7.5 grundlegend sind und einen Geltungs-
bereich haben, der den Fragenkreis des Modells dieses Abschnitts weit •ubersteigt, sollten sie
nichts Neues sein. Man sucht sie jedoch in der Literatur vergeblich.

Es w•are also nach obiger Bemerkung 7.5 f•ur das Modell dieses Abschnitts zu pr•ufen,
ob Messungen den gefundenen Zusammenhang st•utzen. Nach Bemerkung 3.9 ist dies nicht
wahrscheinlich. Die Modellierung der inneren Energie als linear in der Temperatur d•urfte un-
zureichend sein.

W •armekapazit •aten, Schmelztemperatur und latente W •arme im Maximum der
Entropie

Zu zeigen, dass die L•osung von (7.39) zu mit den letzten beiden Bemerkungen identischen
Schl•ussen f•uhrt, ist f •ur die Argumentation dieser Arbeit zwar nicht erforderlich , es ist dennoch
lehrreich und zeigt die Widerspruchsfreiheit der thermodynamischen Modellierung.
Aufgabe (7.39) lautet, wenn die Temperatur im Gleichgewicht r •aumlich konstant ist,

Finde T; 	 mit S = max
T;	

Z



(k1(	 ) � Kc ln(T)) dx

= max
T;	

(A i k1(ei ) + A j k1(ej )) � Kc ln(T);

so dass
Z



k(c; :::)h(	 ) + k1(	 ) � KcT dx =

A i k(c; :::)h(ei ) + A j k(c; :::)h(ej ) + ( A i k1(ei ) + A j k1(ej )) � KcT = E

und A i + A j = A:

(7.42)

Die Lagrange-Gleichung dieses Problems lautet

L = S +
��

�
�

�
;
�

� E + A i k(c; :::)h(ei ) + A j k(c; :::)h(ej ) + :::
A i + A j � A

��
; (7.43)

und ihre Ableitungen sind

L T =
1
T

f A i k1(ei ) + A j k1(ej )g � Kc + � f A i k1(ei ) + A j k1(ej )g � Kc

L A i = k1(ei ) � Kc ln(T) + � f (k) i + k1(ei )KcTg + �; dasselbe f•ur A j

L � = A i k(c; :::)h(ei ) + A j k(c; :::)h(ej ) + ( A i k1(ei ) + A j k1(ej )) � KcT � E

L � = A i + A j � A:

(7.44)

Notwendige Bedingung f•ur ein Maximum ist, dass alle diese Funktionalableitungen verschwin-
den. Man liest ab, dass wegen der ersten Gleichung� = � 1

T sein muss und dass es ein ein-
deutigesT � , unabh•angig von A i , A j , E und f•ur feste k1 und K abh•angig nur von � gibt, bei
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dem L A i = 0 verschwindet. Es ist au�erdem bei T = T �

L A i � L A j = 0

= ( k1(ei ) � k1(ej )) � Kc ln(T � ) + � f (k) i � (k) j + ( k1(ei ) � k1(ej )) � KcT � g (7.45)

notwendig. Mit � = � 1
T � ist also die Temperatur T � Gleichgewichtstemperatur des Systems

und nur von den Materialkonstanten ab•angig. Demnach istT � = TM , und die letzte Gleichung
ist mit (7.41) identisch.
Die Gleichung L � = 0 erlaubt es, das Verh•altnis der von den beiden Phasen eingenommenen
Volumen A i und A j zu bestimmen.

Bemerkung 7.7. Da nicht vorausgesetzt wurde, dassE •uber den ganzen Prozess konstant
ist, sondern lediglich, dass ein Gleichgewichtszustand mit konstantem E existiert, ist f •ur
dieses System eine•ahnliche Aussage wie die in Abschnitt 3.4 gezeigte G•ultigkeit von Ent-
wicklungsgleichungen aus Entropiemaximierung f•ur thermisch gekoppelte Systeme bewiesen:
Die Entropie nimmt auch ohne thermischen Abschluss ihr Maximum an dem Systemzustand
ein, an dem die freie Energie ihr Minimum einnimmt.

7.3.4 Mechanische Energiebeitr •age

Die mechanische Energie ist nach Gleichung (B.17)L (u; _u) :=
R


 ekin + eel + epot dx. Nach An-
hang B.3 ist L in ideal elastischen K•orpern Erhaltung unterworfen. Im Modell dieser Arbeit
kommt es durch phaseninduzierte und temperaturbedingte Dichte•anderungen zu Umwand-
lung in mechanische Energie und umgekehrt auch zu ihrer Dissipation, weshalb sie in die
Bilanz •uber die innere Energie aufgenommen wird.
Nach Abschnitt 2.2.1 ist f•ur ein mechanisch isoliertes System die Konstruktion der freien
Energie mit dieser inneren Energie uneingeschr•ankt richtig, ebenso f•ur ein repr•asentatives
Volumenelement. Steht das System in mechanischem Kontakt zur Umgebung, so ist die Mi-
nimierung dieser freien Energie nach Gleichung (2.51) unter der Einschr•ankung, dass keine
Dissipation mechanischer Energie au�erhalb des Gebietes statt�ndet, gerechtfertigt. Die Hin-
zunahme der elastischen Energie zur inneren Energie ist damit wohlbegr•undet.

Potentielle und kinetische Anteile dieser mechanischen Energie sind hier o�ensichtlich klein
und werden vernachl•assigt.

7.3.5 Die Potentialbeitr •age zur Grenz
 •ache

Traditionell wurde die Grenz
 •ache mit einer Ginzburg-Landau'schen freien Energiedichte der
Form f gb = a(	 ; r 	 )+ 1

" w(	 ) belegt. Diese solllte in ihrer Eigenschaft als freie Energiedichte
eine Darstellung

�f gb = � (egb � T sgb) (7.46)

besitzen.
Viele Autoren gehen der Frage, wie eine solche Darstellung aussieht und welcher Natur die
Terme a und w sind, nicht nach. Andere unternehmen eine Einordnung, die popul•arsten
Argumentationen sind im Abschnitt 7.5 umrissen.
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Erste These Die Terme a(	 ; r 	 ) und w beschreiben eine Entropie und gehen•uber �f gb =
� (egb � T sgb) in die freie Energiedichte ein.

Diese verbreitete Darstellung ist physikalisch kaum zu begr•unden: Nehmen wir an, dass sie
mit dem statistischen Gewicht der Phasenzust•ande zusammenh•angt, also quasi Mischungsen-
tropie bez•uglich der Phasen ist, dann ist sie um so gr•o�er, je feiner die Phasen verteilt sind,
also das genaue Gegenteil des zu Modellierenden.
Gleiches gilt, wennsgb als auf den M•oglichkeiten des Grenz
•achenverlaufs basierend interpre-
tiert wird: Es gibt nur eine M •oglichkeit eines geraden Verlaufes zwischen zwei Punkten,aber
unendlich viele andere. Solche Entropie hat also ebenfallsfalsches Vorzeichen.

Gegenthese Die Phasenzust•ande sind nicht frei •uber die Teilchen zu verteilen. Grenz
•ache
bezeichnet die Teilgebiete, in denen mehrere Phasen auf einem Teilgebiet vorliegen. Die Mi-
schung von Phasen abseits der Grenz
•ache ist per de�nitionem unm•oglich, alle Teilchen dort
besitzen gleichen Phasenzustand. Es gibt ebenfalls nur eine M•oglichkeit, an der Grenz
 •ache
den Teilchen Phasenzust•ande zuzuordnen, diese M•oglichkeit ist durch die anderen Systempa-
rameter Position der Grenz
 •ache, Konzentrationen, Temperatur und Spannungen bestimmt.
Demnach hat die Phase keine Mischungsentropie. Die von der M•oglichkeit unterschiedlicher
Verl•aufe einer Grenz
•ache induzierte Entropie sei klein. Es ist alsosgb = 0.
Hingegen hat die Grenz
•ache durch die Gitterverwerfungen eine erh•ohte innere Energiedichte.
Diese sei

�e gb = �f gb = �
�

"a(	 ; r 	 ) +
1
"

w(	 )
�

: (7.47)

Das Pro�l der Phasenfeldfunktion in Normalenrichtung der Grenz
 •ache minimiert diesen
Beitrag, wodurch die beiden Termea(	 ; r 	 ) und w gegeneinander balanciert werden. Sie
bilden dann die durch Gitterverwerfungen verursachte Energie sinnvoll ab.

Die Erhaltungsgleichung f•ur die innere Energie (sie soll analog zur W•armeleitungsgleichung
nach 3.7.1 hergeleitet werden) hat in dieser Sichtweise einen ungewohnten, aber sinnvollen
Term

@(�e )
@t

= �
�

" _a(	 ; r 	 ) +
1
"

_w(	 )
�

+ ::: (7.48)

Soll die Entropie unter Energieerhaltung maximiert werden(Aufgabe 2.7), gilt die Energieer-
haltungsgleichung in dieser Form, dazu kommen die die Entropie maximierenden Gleichungen
f•ur die Phasen. Die Funktionalableitungen � (�s )=� 	 i enthalten keine Beitr•age der Grenz
•a-
chenenergie! Dieses Vorgehen unterscheidet sich erheblich vom allgemein •ublichen, z.B. von
Stinner sowie Penrose/Fife, in welchema und w zur Entropiedichte geh•oren und sich deshalb
von a und w induzierte Beitr •age auch bei Entropiemaximierung automatisch•uber � (�s )=� 	 i

in den Entwicklungsgleichungen f•ur die Phase wieder�nden. Die Einteilung der Grenz
•achen-
beitr •age als zur Entropie geh•orig �ndet in der Physik keine St •utze.
Wird die freie Energie minimiert (Aufgabe 2.28), unterscheiden sich die Entwicklungsglei-
chungen des vorgestellten Modells in ihren Beitr•agen nicht von denen des•ublichen Modells.

7.3.6 Das volle Modell aus Grenz
 •achen- und Volumenpotential

Zusammenfassend und die elastische innere Energiedichte eines homogen elastischen Materials
nach Gleichung (3.75) aus Abschnitt 7.3.4 als Teil der inneren Energie hinzuf•ugend sind freie
Energie-, Entropie- und innere Energiedichte, die Relationen (7.3) beachtend, folgenderma�en
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konstruiert:

�f (	 ; T; c; E) = ( e � T s)( 	 ; T; c; E) = �
�
"a(	 ; r 	 ) +

1
"

w(	 )
�

::: �

�s (	 ; T; c; (E)) = � � T �f = ::: � �

�e (	 ; T; c; E) = �
�
"a(	 ; r 	 ) +

1
"

w(	 )
�

::: � ��

diskutiert in/zu erf •ullende Relation: 7.3.5

� ::: � Tk1(	 ) � (Kc) [ln( T) � 1] � T kB

 

n ln(n) �
X

i

n i ln(n i )

!

::: �

� � ::: + k1(	 ) � (Kc) ln( T) + kB

 

n ln(n) �
X

i

n i ln(n i )

!

::: � �

� �� ::: + k1(	 ) � (Kc) T ::: � ��

Relation:
@S
@E

=
1
T

j	 ;c;
@S
@Ni

=
� i

T

� ::: + k(c; :::)h(	 ) +
1
2

T � Eelast

� � ::: siehe Text

� �� ::: + k(c; :::)h(	 ) +
1
2

T � Eelast

diskutiert/ Relation: 7.3.2 ggf.
@(�s )

@F
= �

1
T

T; siehe unten.

(7.49)

Die unterste Zeile enth•alt die zu erf•ullenden Relationen aus (7.3), z.B. die De�nition der
Temperatur (C.10) und (2.37) beziehungsweise die Abschnitte, in denen die Beitr•age und ihre
Beziehungen zueinander erl•autert werden. Insbesondere die Konsistenz mit der De�nition der
Temperatur (C.10) ist erf •ullt, siehe Gleichung (7.11).
Ebenso gilt Gleichung (2.37).
Unter Annahme entropischer Elastizit•at muss Gleichung (C.52) (@(�s )

@F = � 1
T T) Geltung ver-

scha�t werden, sobald die Entropie der elastischen inneren Energiedichte n•aher spezi�zert
wird. Man beachte, dass dann (C.53)

@(�f )
@F

= 2T

folgte.
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7.4 Entwicklungsgleichungen aus dem konsistenten thermod y-
namischen System

Um schlie�lich nach Abschnitt 6.1.1 verallgemeinerte Fl•usse aus Onsager-Relationen und da-
mit Entwicklungsgleichungen

@t (	 ; ' ) = � M
�
r (	 ;' )P

�
� r � Mr

�
r (	 ;' )P

�

gestalten zu k•onnen, werden die fehlenden Eintr•age vonr (	 ;' )(�s ),r (	 ;' ) (�f ), r
�
r (	 ;' )(�s )

�

und r
�
r (	 ;' ) (�f )

�
berechnet bzw. die schon berechneten pr•azisiert.

7.4.1 Funktionalableitungen und ihre Gradienten

Ableitungen der Entropiedichte

Die Ableitungen von a(	 ; r 	 ), w(	 ) und h(	 ) k•onnen mangels konkreter Form noch nicht
durchgef•uhrt werden. Es bleiben die Ableitungen der aus der Mischungsentropiedichte und
Entropiedichte der inneren Energie resultierenden Terme zu untersuchen. Nach Konstruktion
ist

@s
@e

=
1
T

und r x
@s
@e

= r x
1
T

bei zeitlich lokal konstanter Phase und Konzentration.
Die Funktionalableitungen nach den Konzentrationen mit der Spezi�zierung der Faktoren

(7.33) sind aus (7.35) und (C.58)

@�s
@ci

=
@�(se + � smix )

@ci
=

mX

j =1

k j
1(	 j )k j

2;i f ln(T) + 1 g +
�

mmol;i
kB (ln n � ln n i ): (7.50)

Der Gradient dieses Ausdrucks ist mit (7.29) und (7.31)

r x
@�s
@ci

=

8
<

:

mX

j =1

k j
2;i k

j; 0

1 (	 j )r x 	 j

9
=

;
[ln(T) + 1] +

1
T

8
<

:

mX

j =1

k j
1(	 j )k

j
2;i )

9
=

;
r x T

+
kB

mmol;i

�
r x � (ln n � ln n i ) + �

�
r x n

n
�

r x n i

n i

��
: (7.51)

Die ersten beiden Summanden verschwinden wieder bei konstanter Phase und Temperatur,
wie schon Gleichung (7.29). Im Volumen abseits der Grenz
•ache stellt dieser Gradient bei
konstanten Konzentrationen einen Zusammenhang zwischen Temperaturgradient und Dichte-
gradient her. Die Konzentrationsgradienten in diesem Ausdruck sind als treibende Kraft des
Konzentrations
usses unentbehrlich.
Auf der Grenz
 •ache entfaltet zus•atzlich der Phasengradient Wirkung, auch das ist im Sinne
der Modellierung. Da die Potentiale entsprechend gestaltet wurden, ist grunds•atzlich sinnvol-
les Modellverhalten zu erwarten.
Die Funktionalableitungen nach den Phasen sind (Gleichung(7.36))

@(�s th )
@	 i

= k0
1(	 i )

mX

j =1

k j
2;i cj f ln(T) + 1 g :
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Die bei g•angigen Modellen nicht verwendenden Gradienten dieses Ausdrucks sollen hier der
Vollst •andigkeit halber dargestellt werden:

r x
@(�s th )

@	 i
=

8
<

:
k i; 00

1 (	 i )

2

4
mX

j =1

k i
2;j cj

3

5 r x 	 i + k i; 0

1 (	 i )
mX

j =1

k j
2;i r x cj

9
=

;
[ln(T) + 1]

+
1
T

8
<

:
k0

1(	 i )

2

4
mX

j =1

ki;j cj

3

5 r x T

9
=

;
: (7.52)

Mit diesen Ausdr•ucken k•onnen durch Onsager-Relationen sinnvolle Fl•usse der Systemgr•o�en
formuliert werden.

Ableitungen der freien Energiedichte

Die Ableitung der freien Energiedichte des Modells nach derPhase wird in Analogie zu (7.15)
berechnet:

@(�f th )
@	 i

=
@

@	 i
(�e th � T �s th )

=
@�eth

@	 i
�

@T
@�eth

@�eth

@	 i
�s th � T

�
@(�s th )( :; 	 ; :)

@	 i
+

@(�s th )( �e th (:; 	 ; :); :; :)
@(�e th )

@�eth

@	 i

�

= k0
1(	 i )

mX

j =1

k j
2;i cj T �

1

k1(	 )
P m

j =1 k j
2;i cj

k0
1(	 i )

mX

j =1

k j
2;i cj k1(	 )

mX

j =1

k j
2;i cj ln T

� T

8
<

:
k0

1(	 i )
mX

j =1

k j
2;i cj ln(T) +

1
T

k0
1(	 )

mX

j =1

k j
2;i cj T

9
=

;

= � k0
1(	 )

mX

j =1

k j
2;i cj ln(T)(T + 1) :

(7.53)
Genauso wie dort berechnet man unter der Bedingung, dass dieTemperatur durch Nach
uss
von W•arme konstant gehalten wird (siehe Bemerkung 7.3) und deshalb @T

@(�e )
@(�e )
@	 i

= 0 gilt,

@(�f th )
@	 i

= � k0
1(	 i )

mX

j =1

k j
2;i cj T ln(T); (7.54)

und da dann statt (7.36)
@(�s th )

@	 i
= k0

1(	 i )
mX

j =1

k i
2;j cj ln(T)

ist, gilt Stinners Gleichung
@(�s th )

@	 i
= �

1
T

@(�f th )
@	 i

(7.55)

also in diesem Modell f•ur mit einem W•armereservoir in Verbindung stehende Systeme.
Der Term f•ur die Bindungsenergiek(c; :::)h(	 ) wird hier nicht betrachtet, nur die w •armein-
duzierten Terme �s th . Auch Stinner verwendet @T

@(�e )
@(�e )
@	 i

= 0 f •ur das thermisch gekoppelte
System, allerdings ohne explizit darauf hinzuweisen.
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7.4.2 Fl •usse und Entwicklungsgleichungen

Zum L •osen der Aufgabe aus Bemerkung 2.7 f•ur die Entropie- und innere Energiedichte
dieses Kapitels werden die Onsager-Koe�zienten f•ur Fl •usse und Produktion wegen Bemer-
kung 3.6 so gew•ahlt, dass sie eine positiv semide�nite Matrix bilden und der Matrixblock f •ur
die Phasenvariablen den Kern	 = 1 hat. Folgende Gleichungen entstehen:

Mit den Funktionalableitungen nach den Phasen (7.36) ist

_	 j =
NX

i

L 	 j 	 i

@(�s th )
@	 i

=
NX

i

L 	 j 	 i

2

4k0
1(	 i )

mX

j =1

k j
2;i cj f ln(T) + 1 g

3

5 : (7.56)

Die Phasen gehorchen damit einer gew•ohnlichen Di�erentialgleichung, gehen aber •uber Dif-
ferentialausdr•ucke in die Erhaltungsgleichung der inneren Energie ein.

Die Erhaltungsgleichung der inneren Energie wird zu

_(�e ) = �
�

" _a(	 ; r 	 ) +
1
"

_w(	 )
�

+ k0
1(	 ) _	 � (Kc) T + k1(	 ) � (K _c) T + k1(	 ) � (Kc) _T

+ k0(c; :::) _ch(	 ) + k(c; :::)h0(	 ) _	 +
1
2

_(T � E)

= � divx Je = � divx L e;e
� (�s )
� (�e )

= � divx L e;er x
1
T

(7.57)

gew•ahlt. Erh •ohungen der W•armekapazit•at f •uhren zu h•oherer Energiedichte. Ist diese kon-
zentrationsbedingt, transportiert ein Teilchen in di�usiv er Bewegung dabei auch die eigene
kinetische Energie. Die Zusammenh•ange sind damit richtig dargestellt. Allerdings enth•alt der
Fluss Je nicht diesen sto�gebundenen Energietransport. Mit der Erhaltungsgleichung f•ur die
Konzentration gem•a� Gleichung (3.2) ersetzt man _c durch die chemischen Fl•usse:

Z




k1(	 ) � (K _c) T dx = �
Z




k1(	 ) � (K(div Jci ) i ) T dx

=
Z




r x f Tk1(	 )g � (K(Jci ) i ) dx �
Z

@


Tk1(	 ) � (K(Jci ) i ) da: (7.58)

Der Ausdruck zerf•allt also in den sto�gebundenen Fluss innerer Energie und denE�ekt des
Flusses auf die W•armekapazit•at. Die Zeitableitung der elastischen inneren Energie enth•alt
Ableitungen nach der Phase, da der TensorC phasenabh•angig gew•ahlt wird.

Als Erhaltungsgleichung f•ur die chemischen Konzentrationen wird

_cj = � divx

mX

i =1

L cj ci r x
@�s
@ci

= � divx

mX

i =1

L cj ci

8
<

:

mX

j =1

k j
2;i k

j; 0

1 (	 j )r x 	 j

9
=

;
[ln(T) + 1] +

1
T

8
<

:

mX

j =1

k j
1(	 j )k j

2;i )

9
=

;
r x T

+
kB

mmol;i

�
r x � (ln n � ln n i ) + �

�
r x n

n
�

r x n i

n i

��
(7.59)
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mit den Ausdr•ucken (7.51) gew•ahlt. •Uberkreuze�ekte bei der Di�usion erhalten durch nicht-
verschwindendeL cj ci Wirkung auf den Fluss.

Auch das Cauchy'sche Bewegungsgesetz (3.10) � •u � div(CE) � � f = 0 l •asst sich nach
B.3 als eine Onsager-•ahnliche Beziehung darstellen: Es gew•ahrleistet die lokale Erhaltung der
mechanischen EnergieL (u; _u) :=

R

 ekin + eel + epot dx.

Ein externes Potential mit r w = � f wird in dieser Arbeit nicht ber •ucksichtigt, ebenso-
wenig spielen die geringen Beschleunigungen hier eine Rolle.
Da die durch das Bewegungsgesetz bestimmten Gr•o�en die Entropie des Modells unter der
Voraussetzung energetischer (nicht-entropischer) Elastizit •at nicht oder nur durch Dissipation
beein
ussen, besteht kein Widerspruch zur Maximierung derEntropie des Systems.

Zum L •osen der Aufgabe nach (2.28) f•ur die freie Energiedichte dieses Kapitels werden
die Onsager-Koe�zienten f •ur Fl •usse und Produktion wieder wegen Bemerkung 3.6 so gew•ahlt,
dass sie eine positiv semide�nite Matrix bilden und der Matrixblock f•ur die Phasenvariablen
den Kern 	 = 1 hat. Folgende Gleichungen entstehen:

Zu den Funktionalableitungen, welche f•ur das gem•a� der Aufgabe thermisch an die Um-
gebung gekoppelte System durch Gleichung (7.54) gegeben sind, kommen die Ableitungen
@	 i k(c; :::)h(	 ), die der elastischen inneren Energie und der Ober
•achenterme nach den Pha-
sen hinzu:

_	 j = �
NX

i

L f
	 j 	 i

� (�f )
� 	 i

= �
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L f
	 j 	 i
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"
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� 	 i
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1
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�
� 	 i

w(	 )
�

� k0
1(	 i )

8
<

:

mX

j =1

k j
2;i cj

9
=

;
T ln(T)

+ k(c; :::)@	 i h(	 ) +
1
2

� (E � CE)
� 	 j

�
: (7.60)

Diese Gleichung hat die Form einer klassischen Phasenfeldgleichung vom Allen-Cahn-Typ.
Man sieht, dass aus dieser freien Energie f•ur konservierte Phasen ebensogut ein System vom
Cahn-Hilliard-Typ abgeleitet werden kann.
Nimmt man die thermische Leitf•ahigkeit als so gering an, dass die Funktionalableitungen
(7.53) � k0

1(	 i )
nP m

j =1 k j
2;i cj

o
ln(T)(T + 1) statt (7.54) zu w •ahlen sind, ergibt sich keine we-

sentliche •Anderung der Gleichung.
Erg•anzt wird sie durch die Erhaltungsgleichung f•ur die innere Energie. Ihre linke Seite ergibt
sich genau wie f•ur die Aufgabe 2.7. Es ist wieder

@(�f )
@(�e )

= 1 �
@T

@(�e )
(�s ) � T

@(�s )
@(�e )

= �
@T

@(�e )
(�s ) = � ln T:

F•ur den Fluss erh•alt man

Je = � L f
e;er x

@(�f )
@(�e )

= � L f
e;er x

@T
@(�e )

(�s ) = L f
e;er x ln T = L f

e;e
1
T

r x T = ( L f
e;eT)r x

1
T

:

(7.61)
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Zweckm•a�igerweise wird der Koe�zient L f
e;e := L e;e=T gesetzt, um das gleiche Modell iso-

therm und adiabat anwenden zu k•onnen. Die Erhaltungsgleichung f•ur die innere Energie ist
damit

_(�e ) = �
�

" _a(	 ; r 	 ) +
1
"

_w(	 )
�

+ k0
1(	 ) _	 � (Kc) T + k1(	 ) � (K _c) T + k1(	 ) � (Kc) _T

+ k0(c; :::) _ch(	 ) + k(c; :::)h0(	 ) _	 +
1
2

_(T � E)

= � divx Je = � divx L e;er x
1
T

: (7.62)

Das Cauchy'sche Bewegungsgesetz (3.10) gilt im thermisch gekoppelten System aus glei-
chen Gr•unden und in gleicher Weise wie im im vorangegangenen Abschnitt •uber das adiabate
System (siehe B.3).

Fazit

Nach Bemerkung 2.9 ist in einem adiabaten System sowohl die freie Energie im Gleichgewicht
minimal als auch die Entropie maximal. Die Gleichungen aus dem Paragraphen des vorhe-
rigen Abschnitts zu Aufgabe 2.7 realisieren das letztere, die aus dem Paragraphen zu 2.28
das erstere f•ur ein mit identischen thermodynamischen Gr•o�en modelliertes System unter
gleichen Bedingungen. Die Gleichungen beschreiben demnach gleiches Systemverhalten. Dies
l•asst sich feststellen, ohne eine mathematische Betrachtung der bislang unbeschriebenen Glei-
chungen aus dem Paragraphen zu 2.7 durchgef•uhrt zu haben. Die Gleichungssysteme v•ollig
unterschiedlichen Aussehens sollten gleiche Wirkung auf die Variablen entfalten.

7.4.3 Treibende Kr •afte aus der elastischen Energie

Die treibenden Kr•afte aus der durch Gleichung (3.75) gegebenen elastischen Energie sind f•ur
diese Arbeit von besonderem Gewicht, ihre Untersuchung wareine der zentralen Aufgaben.
Die im Experiment beobachtbaren Wechselwirkungen zwischen Spannungen und Umwandlun-
gen wie Umwandlungsplastizit•at und spannungsabh•angiges Umwandlungsverhalten sollten auf
eine theoretische Grundlage gestellt werden. Die treibenden Kr•afte aus der elastischen Energie
scheinen geeignet, um Letzteres zu beschreiben.
Man kommt nicht umhin, im aus mehreren Phasen zusammengesetzten Material eine Mi-
schungshypothese aufzustellen. Im Energiebeitrag

1
2

� (Eel � CE� Eel)
� 	 j

ist die Spannungsantwortmatrix C phasenabh•angig, siehe dazu Kap. B.4.2. Die Dehnungen
lassen sich nach Bemerkung 3.13 in elastische und inelastische Anteile aufspalten: Es ist

Eel = E � Einel :

Die genaue Charakterisierung der Anteile des Tensors wird in der genannten Bemerkung
vorgenommen. F•ur die inelastischen Dehnungen gelte wiederum eine lineareMischungsregel
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Einel =
P

	 i Ei; inel , hier stellt sich nicht die Frage nach anderen Regeln. Damitist

1
2

� (Eel � CE� Eel)
� 	 i

=
1
2

� ((E � Einel ) � CE� (	 )(E � Einel ))
� 	 i

= ( E � Einel )
�
� CE� Ei; inel +

1
2

� CE� (	 )
� 	 i

(E � Einel )
�

: (7.63)

Als erstes Beispiel sei der MaterialparameterC durch eine lineare Mischungsregel aus den
Antwortmatrizen der einzelnen Phasen zusammengesetzt (Voigt-Schranke, (B.26) f.),

CE� =
X

	 i Ci ; (7.64)

womit die Funktionalableitung

1
2

� ((E � Einel ) �
P

	 i Ci (E � Einel ))
� 	 i

= ( E � Einel )
�
� CE� Ei; inel +

1
2

Ci (E � Einel )
�

lautet. F •ur die Reuss-Schranke (B.25)

CE� =
� X

	 i C� 1
i

� � 1
(7.65)

ist1

�
� 	 i

CE� = Ci CE� ; (7.66)

was man wieder in Gleichung (7.63) einsetzt.
In [SA06] wird ein solcher Term mit der Reuss-Schranke f•ur die treibenden Kr•afte aus der
elastischen Energie verwendet.

7.4.4 Eigenschaften und Wirkung der elastischen Energie

Eine Bewertung der Wirkung dieser Ausdr•ucke ist schwierig. Die Phasenumwandlung ver-
•andert ja sowohl die elastischen Konstanten als auch die Dehnungen, die die Spannungen
hervorrufen.

Bevor die Wirkung der elastischen Energie betrachtet werden kann, halten wir folgendes
fest: Eine Antwortmatrix muss positiv de�nit sein, anderen falls w•are die Entstehung negativer
elastischer Energien oder elastische Verformung ohne elastische Energie m•oglich. Dies ist

E � CE > � E � E f•ur alle E; � > 0: (7.67)

Als koerzitive Abbildung von Rd� d ! Rd� d hat jede Antwortmatrix d2 reelle Eigenwerte, die
alle gr•o�er Null sind. Ihre inverse Matrix hat damit ebenfalls diese Eigenschaft, womit sie

1Dies ist der Umkehrsatz, siehe [Heu04], Kap.171 (S. 300). Umdie Lesbarkeit zu erh•ohen: Es ist f•ur eine
parameterabh•angige Matrixabbildung A(' ) : RN � R ! RN

@'
�
A � 1(' )A(' )

�
=

n �
A � 1(' )

� 0
A(' )

o
A0(' ) = 1 (Kettenregel)

)
�
A � 1(' )

� 0
A(' ) =

�
A0(' )

� � 1

)
�
A � 1(' )

� 0
=

�
A0(' )

� � 1 A(' ) � 1 ;

was auf A =
� P

	 i C� 1
i

�
angewendet wurde.
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koerzitiv ist. Sowohl die e�ektive Antwortmatrix nach (B.26 ) als auch die nach (B.25) sind
damit als Summe bzw als Inverses einer Summe positiv de�niter Matrizen positiv de�nit und
erf•ullen so eine wichtige Voraussetzung, um selbst sinnvolle Antwortmatrizen zu sein.
Und damit hat die Funktionalableitung der Antwortmatrix na ch Reuss (7.66) als Produkt
positiv de�niter Matrizen ebenfalls diese Eigenschaft. Die Ableitung der Voigtschranke hat
sie trivialierweise.

Man kann auf zwei Arten versuchen, sich ein Bild von der Wirkung der elastischen Energie
auf die Phase zu machen: Erstens indem man die H•ohendi�erenz des elastischen freien Ener-
giebeitrags zweier reiner Phasen in einfachen Situationenuntersucht, zweitens indem man die
Funktionalableitungen der elastischen Energie, also die treibenden Kr•afte, betrachtet.
Sei zuerst der letztgenannte Weg versucht:

Versuch der Betrachtung der treibenden Kr •afte

Wenn es gel•ange, nachzuweisen, dass in einer Zone gemischter Phasen o.B.d.A.

� (Eel � CE� Eel)
� 	 i

>
� (Eel � CE� Eel)

� 	 j
(7.68)

ist, k•onnte man wegen der Diagonaldominanz2 von M = ( L ik ) ik mit _	 i = p� i = �
P

j L ij X j =

�
P

j L ij
�f

� 	 j
(3.39) folgern, dass dort der elastische Beitrag zu_	 i kleiner als der zu _	 j ist.

Mit anderen Worten beg•unstigt der elastische Beitrag unter obiger Annahme die Bildung von
Phasej .

Wir halten fest, dass wir die treibenden Kr•afte auf jede Phase an gleichen r•aumliche Punk-
te und damit unter gleicher Zusammensetzung untersuchen. Ebenfalls sei zur Berechnung der
Energie Spannung und elastische Verschiebung in allen Phasen gleich. Die Energie wird also
mit EGes f•ur die Reussschranke und mitTGes f•ur die Voigtschranke berechnet. Es sei darauf
hingewiesen, dass die beiden Hypothesen ja an sich von ungleichen Verzerrungen beziehungs-
weise ungleichen Spannungen in den einzelnen Phasen ausgehen.
Unabh•angig von der Mischungshypothese bestehen die spannungsabh•angigen treibenden Kr•af-
te (7.63) aus einem Teil, der linear in den elastischen Spannungen ist, und einer Bilinearform
in den elastischen Spannungen.

� Der lineare Teil von � (Eel �CE� Eel )
� 	 i

und � (Eel �CE� Eel )
� 	 j

ist

� (E � Einel )CE� Ei; inel beziehungsweise� (E � Einel )CE� Ej; inel : (7.69)

Die Ableitungen unterscheiden sich also in denE:;inel . Der Anteil � Einel [� CE� E:;inel ] ist
positiv, wenn die inelastischen Dehnungen der beiden Phasen, die ja in diesem Modell
von der Form � Id sind, gleiches Vorzeichen haben. F•ur _	 folgt dann mit den gleichen
Argumenten wie zu Relation (7.68), dass dieser Term die Bildung der Phase mit den
gr•o�eren phasenbedingten Dehnungen hemmt. Zum Beispiel w•urde die Bildung von Per-
lit, welcher bei gleicher Temperatur eine geringere Dichtebesitzt als Austenit und damit
gr•o�ere phasenbedingte Dehnung hat, dann gehemmt.

2Diese ist gegeben, daM gem•a� Satz 3.17 gew•ahlt wird.
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� Die Bilinearform
1
2

(E � Einel )
� CE� (	 )

� 	 i
(E � Einel ) (7.70)

wirkt nach am Eingang des Abschnitts Gesagtem f•ur beide Schranken f•ur alle Spannun-
gen als positiver Beitrag. Sie unterscheidet sich f•ur verschiedene Phasen in der Matrix

�
� 	 i

CE� :
F•ur die Voigt-Schranke ist dies Ci , f•ur die ReussschrankeCi CE� , beide enthalten also
Ci als Faktor.

Bei zwei isotropen Materialien a und p unterschiedlicher elastischer Eigenschaften gilt
o.B.d.A.

Eelast � CpEelast > Eelast � CaEelast f•ur alle Eelast: (7.71)

Die G•ultigkeit f •ur alle E ist eine Folgerung aus der Isotropie des Materials. Ein Mate-
rial, hier Material p, ist also bez•uglich jeder Verformung fester, speichert bei gleicher
Verzerrung mehr elastische Energie, als das andere Material a.
Ist nun Material i fester alsj , dann folgt aus der G•ultigkeit obiger Relation mit i statt
p und j statt a

Eelast �
� CE�

� 	 i
Eelast > Eelast �

� CE�

� 	 j
Eelast f•ur alle Eelast; (7.72)

denn die Ableitung �
� 	 i

CE� ist wie eben dargestellt je nach Mischungsregel entweder
identisch mit der Antwortmatrix des Reinsto�es i oder diese gekoppelt mit einem tenso-
riellen Faktor. Wieder mit den gleichen Argumenten wie zu Relation (7.68) folgt dann,
dass auch dieser Beitrag die Bildung der festeren Phase verz•ogert.

Dieses Ergebnis ist unbefriedigend, weil es die Ergebnisseder Experimente nicht plausibler
macht. Die Bewertung des Terms� ECE� Ei; inel steht aus, dazu sollte man einfache Situationen
betrachten, in denen die Spannung an der Grenz
•ache bekannt ist.

Versuch der Betrachtung des Potentialunterschieds

Nach Abschnitt 7.3.4 minimiert der Prozess die die elastische Energie umfassende freie Ener-
gie.

Die Di�erenz in der elastischen Energie einer Phasenumwandlung von a nach p l•asst sich
nur unter bestimmten einfachen mechanischen Gegebenheiten bewerten:

� Der betrachtete (Teil)k •orper ist vor, w•ahrend und nach der Umwandlung einer konstan-
ten •au�eren Spannung ausgesetzt (z.B. Zugversuch). Damit ist

1
2

(E � Einel,a) � Ca (E � Einel,a)) =
1
2

(E � Einel,a) � T

=
1
2

TC � 1
a � T >

1
2

TC � 1
p � T: (7.73)
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Die elastische Energie ist also nach der austenitisch-perlitischen Umwandlung geringer.
In dieser Situation beg•unstigen die treibenden Kr•afte aus der elastischen Energie also
die Umwandlung. Experimentelle Ergebnisse best•atigen dies.

Die energetische Betrachtung l•a�t also ein Verhalten erwarten, welches die Teile der trei-
benden Kr•afte, die sich bewerten lassen, nicht unbedingt erwarten lassen.
Es ist klar, dass der Schluss aus der Betrachtung der Potentialunterschiede nur begrenzte
Aussagekraft f•ur das lokale Geschehen hat.
Weitere Aussagen erscheinen nicht ohne Weiteres m•oglich.

7.5 Die Meinung der Anderen

Von Potentialminimierung zu thermodynamischer Konsistenz

Die Sicht auf das Phasenfeldproblem als Relaxationsproblem, also als eine Entwicklung zum
Extremum (o.B.d.A. Minimum) eines Energiefunktionals hin , •uberdauerte die Erweiterung
von der reinen Allen-Cahn-Gleichung zu Phasenfeldgleichungen durch Hinzunahme von wei-
teren Systemvariablen abh•angiger treibender Kr•afte. Diese Systemvariablen (anfangs i.d.R
die Temperatur) sollten ebenfalls Gesetzen gehorchen, dieaus der Relaxation des Potentials
folgten. Das ist einerseits eine nat•urliche Sichtweise, und damit ist auch sichergestellt, dass die
Entwicklung der Gr •o�en das Potential tats•achlich o.B.d.A. verringert (beachte 3.3.1). Bei Hin-
zunahme von Gesetzen aus anderen, zum Beispiel heuristischen, •Uberlegungen heraus kann
eine Zunahme des Potentials im Laufe der Entwicklung nicht ausgeschlossen werden (wie z.B.
in [PF93, S.47] oder in [Emm03, Kap.4.2] bemerkt wird). Alsowurden Phasenfeldmodelle
mit entsprechenden Potentialen konstruiert.
Die Konstruktion eines Potentials, mit dem sich alle Gleichungen durch den Gradienten
uss
bestimmen lassen, ist allerdings nicht hinreichend daf•ur, dass ein Modell die Thermodynamik
korrekt abbildet:

In [KR98] zum Beispiel formulieren die Autoren ein Potential, das die Gewinnung der
W•armeleitungsgleichung erm•oglicht, indem es einen Term� T2 enth•alt. Weder erfolgt ei-
ne physikalische Einordnung des Potentials noch eine physikalische Motivation der Terme,
welche die treibenden Kr•afte induzieren. Nat•urlich minimieren die Entwicklungsgleichungen
das Potential, als thermodynamisch konsistent kann man einsolches Modell nicht bezeichnen:
Die W•armeleitungsgleichung bedeutet Erhaltung der inneren Energie unter Entropiemaximie-
rung.
Im Folgenden sollen einige Modelle vorgestellt werden, dieden Versuch einer thermodyna-
mischen Einordnung unternehmen. Tabelle 7.1 gibt anschlie�end eine •Ubersicht •uber zwei
prominente einkomponentige Modelle.

7.5.1 Bezug zur Thermodynamik von Penrose und Fife

Diese Autoren schlugen in [PF90] als erste vor, zum Potential F die Entropie gem•a� S =
1
T (E � F ) zu bestimmen und dann die Entwicklungsgleichungen als Gradienten
uss dieser zu
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gewinnen. Durch Einsetzen der freien Volumenenergiedichten f = e� T s ist die freie Energie

F =
Z



f pf dx =

Z



a(	 ; r 	 ) +

1
"

w(	 ) + f (	 ; T) dx

=
Z



a(	 ; r 	 ) +

1
"

w(	 ) + e(	 ; T) � T s dx: (7.74)

De�niert man die Entropiedichte f •ur das Phasenfeldmodell alsspf = 1
T (e � f pf ), erh•alt man

spf := �
1
T

�
a(	 ; r 	 ) +

1
"

w(	 )
�

+ s: (7.75)

Die genaue Gestalt vons ist nur klar, wenn zus•atzlich zur freien die innere Energie vollst•andig
de�niert ist. In [PF90] wird deshalb die Modellierung mit de r Wahl der inneren Energiedichte
begonnen. Daraus wird durch Integration des formalen Zusammenhangs3

e =
d(f=T )
d(1=T)

) f = T
Z

e d(1=T)

die freie Volumenenergiedichte berechnet, womit die Entropiedichte durch spf = 1
T (e� f pf ) be-

stimmt ist. Aus ihr wird der Fluss der inneren Energie wie gehabt zu Je = L s;e
� (�s )
� (�e ) = L s;er x

1
T

und die die Gleichung der inneren Energie _e = � divx L s;er x
1
T . Die Phasengleichungen wer-

den ebenfalls auf die Entropie zur•uckgef•uhrt, es werden aber nicht die Ableitungen dieser
nach der Phase berechnet, sondern

� 	 s = � @	 @T f = �
1
T

@	 f (7.76)

verwendet. Die gegebene formale Berechnung der letzten Identit •at verwendet 1
T = @es und

@	 f = @ef@	 e, angewendet aufS = 1
T (E � F ). Die erste Beziehung ist aber hier gar nicht

g•ultig.
Als weitere Inkonsistenz erscheint hier, dass die Ableitung der Entropie gem•a� (7.76) bei

den gew•ahlten Ausdr•ucken nicht mit der formalen Ableitung der Entropie •ubereinstimmt
(siehe Tabelle 7.1).

Die Richtigkeit von (7.76) erkl •art erst Stinner in seiner Dissertation.
Die in [PF90] mit Gleichung 3.1 eingef•uhrte Modellierung der inneren Energie zu

e = u(T)� (	) + w(	) ;

wobei u(T) = kB T=2 als kinetische Energie der Teilchen zu interpretieren istund w die
Bindungsenergien bezeichnet, entspricht im Wesentlichender inneren Energie unseres Modells.

7.5.2 Das Phasenfeldmodell nach Stinner und Anderen

Stinner bezeichnet in seiner Dissertation [Sti06] das Potential seines Modells von vornherein
als Entropie, es hat genau die am Anfang des Kapitels beschriebene Form mit P = S:

S =
Z



spf dx =

Z



a(	 ; r 	 ) +

1
"

w(	 ) + s(	 ; T; c) dx: (7.77)

3Als Argument wird d( f=T )
d(1 =T ) = d

d(1 =T )

�
e
T � s

�
= e + 1

T
de

d(1 =T ) � 1
T

de
d(1 =T ) angef•uhrt.
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Die Entwicklungsgleichungen erh•alt er aus _	 = Mr 	 S. Stinner verzichtet vorl •au�g dar-
auf, die innere Energie und die Entropie seines Modells zu benennen, er verwendet, vielleicht
um etablierte freie Volumenenergiedichten nutzen zu k•onnen, den Zusammenhang @s

@	 i
=

� 1
T

�
@f

@	 i

�
. Zur Begr•undung dessen wird auf Vereinbarung 7.1 verwiesen, welche eine Phasen-

abh•angigkeit der Temperatur der Form T = T(	 ; c) impliziert: Der Phasen•ubergang•andert
die Bindungsenergien, dies verursacht eine•Anderung der thermischen inneren Energie und
damit der Entropie dieser. Damit wird

@	 s(	 ; T; c) = @	 s(:; 	 ; :; :) + @T s(:; T; :)@	 T

= � @	 @T f (	 ; T; c) � @T T f (	 ; T; c)@	 T(	 ; c)

= � @	 @T f (	 ; T; c) � (@T )2f
� 	 f � T � 	 @T f

T(@T )2f

= �
1
T

@f
@	 i

:

(7.78)

Der verwendete Ausdruck f•ur �T
� 	 i

wird auf Seite 36 der Arbeit als Teil der Inversen der Ab-
leitungsmatrix D 	 ;T;c(e(	 ; T; c); T; c) berechnet.
Die Beziehungs = � @f

@T ist ungeachtet der Abh•angigkeiten von e(	 ; T; c) g•ultig. Sie verliert
ihre G•ultigkeit aber, wenn die innere Energie temperaturabh•angige Terme enth•alt, die keine
Entropie induzieren, wie in Bemerkung 2.10 dargestellt ist.
Diese Beziehung sollte also f•ur die thermischen Teile eines Modells gelten, sie ist aber in
Modellen, die weitere Energiebeitr•age umfassen, nicht legitimiert, also zur Gewinnung von
Entwicklungsgleichungen auch nicht geeignet.
Zu obiger Gleichung kommen die Erhaltungsgleichungen f•ur die innere Energie und f•ur die
chemischen Konzentrationen, beides zu homogenen Neumann-Randbedingungen. Das System
wird also als adiabat betrachtet. Damit behandelt er das Problem 2.7 unter vorl•au�ger Umge-
hung der Spezi�zierung der Entropie und der inneren Energie. Insbesondere werden die Terme
a und w nicht Entropie oder innerer Energie zugeordnet.
Trotzdem m•usste eigentlich mit s = � @T f letztere durch e = f + T s f•ur die Energieglei-
chung, auch zur Bestimmung der Fl•usse, bestimmt werden. Stinner stellt dies zur•uck. Die
Fl •usse nimmt er in seiner Dissertation als Linearkombinationen der Gradienten der Gr•o�en
an, nicht der Gradienten der thermodynamischen Kr•afte. Andererseits werden die Fl•usse in
[NGS05] durch letztere gebildet, an sich ist die•ubliche Modellierung der Fl•usse also bekannt,
darauf wurde aber, da die Arbeit einen mathematisch-analytischen Schwerpunkt hat, kein
Wert gelegt.

Entropie - und Energieanteile nach Andersen, McFadden und Wheeler

In der Schrift [AMW00] der genannten Autoren wird ein Phasenfeldmodell mit einkomponen-
tiger Phase vorgestellt. Die Autoren nehmen eine innere Energiedichte der Form

e = "ea(	 +
1
"e

w(	 ) + ebulk (	 ; T; c)

und eine Entropiedichte der Form

s = � "sa(	 ) �
1
"s

w(	 ) + sbulk (e(	 ; T; c); 	 )
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an. F•ur die freie Energie wird damit

F =
Z



fdx =

Z



("e � T "s)a(	 ; r 	 ) + (

1
"e

� T
1
"s

)w(	 ) + f (e(	 ; T; c); 	 ) dx (7.79)

mit f bulk (e(	 ; T; c); 	 ) = ebulk (	 ; T; c) � T sbulk (e(	 ; T; c); 	 ). Es ist dann

s = � @T f sf = "sa(	 ; r 	 ) +
1
"s

w(	 ) � @T f bulk (e(	 ; T; c); 	 )

= "sa(	 ; r 	 ) +
1
"s

w(	 ) + sbulk (e(	 ; T; c); 	 )
(7.80)

und damit s = � @T f erf•ullt, wenn diese Relation f•ur f bulk gilt.
Der G•ultigkeitsbereich dieser Relation ist damit auf F•alle, in denen sie nicht gilt, ausgedehnt,
dies auf Kosten der unbegr•undeten Annahme an die Ober
•achenenergie, dass sie eine Ober-

 •achenentropie mit dem richtigen Vorzeichen induziert.
Die Terme, welchef bulk (e(	 ; T; c); 	 ) bilden, sind in Tabelle 7.1 zusammengetragen und ent-
sprechen dem•Ublichen. Die Entwicklungsgleichungen aus_	 = MF � 	 F sind also von gleicher
Form wie die aus _	 = MS� 	 S, beide sind klassische Phasenfeldgleichungen.
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Autor f s = � @T f e = f + T s �F
� 	 i

�S
� 	 i

�s
�e (formal) Bemerkung

[PF90] L T � TM
TM

h(	) � L
TM

h(	) � Lh (	) L T � TM
TM

h0(	) � L
TM

h0(	) 1
TM

� cV T(ln( T) � 1) cV ln(T) cV T 0 0 1
T

g(	) 0 g(	) g0(	) 0 ! 0
1
2 � jr 	 j2 � 1

2
�
T jr 	 j2 � �	 �

T �	 � 1
2

�
T jr 	 j2 6=

� @T f !

[AMW00] L T � TM
TM

h(	) s.o s.o. s.o. s.o. s.o

� cpT(ln( T
TM

) � 1) cp ln( T
TM

) cpT 0 0 1
T

1
2(We + T Ws)g(	) � 1

2Wsg(	) 1
2Weg(	) 1

2(We + T Ws)g0(	) � 1
2Wsg0(	)

1
2(K e + T K s)jr 	 j2 � 1

2K sjr 	 j2 1
2K ejr 	 j2 (K e + T K s)�	 Ks �	

Tabelle 7.1: Zwei bekannte Phasenfeldmodelle. Das Modell nach [PF90] verwendet den Zusammenhang�s
� 	 i

= � 1
T

�f
� 	 i

statt �
� 	 i

( @f
@T).

Damit (siehe 5. Spalte) � 	 S = � L
�

1
TM

� 1
T

�
h0(	) � �

T �	 � 1
T w0(	), welches von �

� 	 i
( @f

@T) verschieden ist. Insbesondere enth•alt

Letzteres keine Ober
•achenterme. Das Modell nach [AMW00] kann als Versuch aufgefasst werden, dies zu vermeiden und aus der
Entropiemaximierung Gleichungen zu erhalten, die gleicheStruktur wie die aus der freien Energie gewonnenen haben. Beiden Modellen
ist gemein, dass sie eine phasenunabh•angige freie Energie� T(ln( :) � 1) besitzen, zu der phasenabh•angig ein weiterer Term addiert
wird. Im in dieser Arbeit vorgestellten Phasenfeldmodell ist das Vorgehen ein anderes, jede Phase hat eigene Entropie,innere Energie
und damit auch freie Energie.
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7.6 Potentiale f •ur die eingeschr •ankte Betrachtung

Dieser Abschnitt beschreibt Ausdr•ucke f•ur das Potential, die nicht von sich aus _' 2 T GN

(3.86) gew•ahrleisten, sondern bei denen diese Eigenschaft durch eineentsprechende Mobili-
t •atsmatrix nach Bemerkung 3.16 gesichert werden muss.
Hier sollen f•ur die Terme a(	 ; r 	 ), w, k1(	 ) und k(c; :::) aus den Gleichungen (7.49), die im
Abschnitt 7.3 eingef•uhrt wurden, f •ur die dort und im Abschnitt 6.1.4 und in Vereinbarung 6.2
aber lediglich Eigenschaften spezi�ziert wurden,geeignete konkrete Ausdr•ucke gefunden wer-
den. Der Grenz
•achenanteil am Potentiala(	 ; r 	 ) und w unterliegt nun einer Einschr•ankung
weniger:

F •ur den Gradientenanteil am Potential ist wieder der Ausdruck (6.21),

a(r 	 ) =
1
2

hr 	 ; Ar 	 i ; (7.81)

gew•ahlt. Anders als beim vorherigen Modell ist hier aber die Gestalt von A frei. Die Un-
tersuchungen zu analytischen L•osungen in den Abschnitten 6.3.2 und 6.3.3 lassen es nach
Folgerung 6.3 plausibel erscheinen, dass nur die Summe der Eintr •ageaii + aij die Dicke des
Grenzbereichs zwischen den Phaseni und j bestimmt. Dar •uberhinaus ist die Dicke, also die
Ausdehnung des Grenzbereichs in Normalenrichtung, eine Gr•o�e des Phasenfeldmodells und
hat keine physikalische Interpretation. Wir w•ahlen die einfache Form

A =

0

B
@

a � � � 
a
...

. . .

a � � � a

1

C
A (7.82)

f•ur die Matrix. Solange 
 > � 1=(N � 1) ist, ist die Matrix positiv de�nit, siehe Gleichung
(8.12).

Muldenpotential w

F•ur w ist w(	 ) = ew(� 1=2)� 1 ew(	 ) mit

ew(	 ) =
NX

j =1

j � 1X

k=1

	 2
j 	 2

k ; ew(� 1=2)� 1 = 16 (7.83)

eine h•au�ge Wahl ([SPN + 96], [TNDS98], [BJP04]). O�ensichtlich sind die Bedingungen aus
Vereinbarung 6.2 erf•ullt, und die Ableitung ist

�w (	 )
� 	 i

= 16 � 2	 i

NX

j =1
j 6= i

	 2
j : (7.84)

Das Auftreten von mehr als zwei Phasen ist bis jetzt noch nicht mit zus •atzlichen Bei-
tr •agen belegt, was zur Bildung von hohen Anteilen unbeteiligter Phasen an den Grenz
•achen
f•uhrt (siehe 9.1.1). Das Hinzuf•ugen vonm(	 ) = k em(	 ) mit

em(	 ) =
NX

j =1

j � 1X

k=1

k� 1X

l=1

	 2
j 	 2

k 	 2
l (7.85)
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mindert das Auftreten dritter Phasen an Grenz
 •achen. Das ist wichtig, da ein Vorhandensein
gr•o�erer Anteile weiterer Phasen es unm•oglich macht, eine Grenz
•ache als eine solche zwischen
genau zwei Phasen anzusehen. Eine Grenz
•ache ist dann immer eine Grenz
•ache zwischen
vielen Phasen, und f•ur eine Phasengrenze gew•ahlte Parameter werden in ihrer Wirkung von
der Wirkung weiterer Phasen •uberlagert.
Die Ableitung ist 4

� em(	 )
� 	 i

= 2	 i

NX

k=2
k6= i

k� 1X

l=1
l6= i

	 2
k 	 2

l : (7.86)

Es ist em(e1=3) = 1
243, der Punkt 	 = e1=3 bezeichnet den Vektor, bei dem drei Eintr•age

gleich 1/3 sind und die anderen verschwinden. Die Normierung der maximalen Potentialh•ohe
ist aber wenig sinnvoll.
Stattdessen soll der Beitragm die Wirkung erzielen, dass an der Phasengrenze von 	j und
	 k � 1 � 	 j , wir schreiben 	 � e1

2 ;ik , die Wirkung von w auf eine in geringen Mengen
vorhandene dritte Phase 	 i << 1 gemindert wird:

� 	 i ( ew(e1=2)� 1 ew(	 ))

k� 	 i em
(	 � e1

2 ;ik ) =

16� 2	 i
P N

j =1
j 6= i

	 2
j

2k	 i
P N

k=2
k6= i

P k� 1
l=1
l6= i

	 2
k 	 2

l

=
16� 1

2

k � 1
16

: (7.87)

Es w•urde alsok = 144 die v•ollige Kompensation der Wirkung auf dritte Phasen 	 i bedeuten.
Der Dreierbeitrag m z•ahlt, wenn er eingesetzt wird, als Summand zum Muldenpotential w:

�w (	 )
� 	 i

= 16 � 2	 i

NX

j =1
j 6= i

	 2
j � 144� 2	 i

NX

k=2
k6= i

k� 1X

l=1
l6= i

	 2
k 	 2

l : (7.88)

7.6.1 Treibende Kr •afte

Beim entropiemaximierenden Modell resultieren treibendeKr •afte f•ur die Phasen aus den
Beitr •agen k1(	 ) � (Kc) ln( T) und der elastischen Entropie, beim die freie Energie mini-
mierenden Modell aus � Tk1(	 ) � (Kc) [ln( T) � 1], der latenten W•arme k(c; :::)h(	 ) bzw.
k(c; :::)h(	 ) und der elastischen inneren Energie12T�E, wie den Gleichungen (7.49) zu entneh-
men ist. Es ist nicht •ublich, den Ausdruck � 	 f� Tk1(	 ) � Kc [ln(T) � 1] + k(c; :::)h(	 )g =
Tk0

1(	 ) � Kc [ln(T) � 1] + k(c; :::)h0(	 ) zu verwenden,•ublich sind die Terme, die man in den
Modellen aus Tabelle 7.1 �ndet:

� 	

�
L

T � TM

TM
h(	 ) � cV T(ln( T) � 1)

�
= L

T � TM

TM
h0(	 ): (7.89)

Hier werden sie f•ur vektorwertige Phasenfeldfunktionen formuliert, zur genauen Gestalt der
h(	 ) siehe weiter unten in diesem Abschnitt.

4 Zur numerischen Umsetzung ist die Form

� em(	 )
� 	 i

= 2	 i

NX

k =2
k 6= i

k � 1X

l =1
l6= i

	 2
k 	 2

l = 2	 i

(
NX

k =2

k � 1X

l =1

	 2
k 	 2

l � 	 2
i

NX

l =1

	 2
l + 	 4

i

)

:

geeignet, da sie die Wiederverwendung von Zwischenergebnissen f•ur alle Phasenvariablen erlaubt.
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Diese Terme entstammen zwar einem anderen Vorgehen, siehe dazu den Kommentar zu Ta-
belle 7.1, sind aber sinnvolle lineare Approximationen inT, solange man ber•ucksichtigt, dass
solche Modelle nur in einem begrenzten Temperaturbereich um TM Anwendung �nden d•ur-
fen. Bei einer technischen W•armebehandlung, welche typischerweise ein mehrere hundert Grad
gro�es Temperaturintervall ausf •ullt, ist dies m•oglicherweise keine sinnvolle Approximation der
Terme aus den Gleichungen (7.49) mehr. Diese sind ihrerseits unter der Voraussetzung kon-
stanter W•armekapazit•at entwickelt worden, was nach Bemerkung 3.9 nicht realistisch ist. Da
das Verhalten von Stahl nachgebildet werden soll, wird obigem Ausdruck der Vorzug gegeben,
unter der Voraussetzung eines kleinen Temperaturintervalls.
Es ist eine der St•arken des in Abschnitt 7.3 entwickelten Modells mit den durch die Glei-
chungen (7.49) gegebenen Potentialen, dass die von verschiedenen W•armekapazit•aten der
unterschiedlichen Phasen induzierten treibenden Kr•afte abgebildet sind. Bei den Modellen
aus 7.1 �nden diese keinen Eingang in die treibenden Kr•afte! Der E�ekt dieser ist einer eige-
nen Untersuchung w•urdig. Hierzu muss allerdings erst die W•armekapazit•at oder genauer der
Zusammenhang zwischen innerer Energie und Entropie besserabgebildet werden. Hier wollen
wir uns auf Untersuchungen in einem m•a�ig gro�en Temperaturintervall beschr •anken.

Das den phasenabh•angigen Faktor der W•armekapazit•at darstellende Polynomk1(	 ) und
das den phasenabh•angigen Faktor der latenten W•arme darstellende Polynomh(	 ) bzw. h(	 )
m•ussen beide grunds•atzlich, sollen sie wie in (7.33) bzw. (7.37) gestaltet werden, ungeraden
Grades sein, in einem	 = ei ein Maximum, in einem 	 = ej das n•achste Minimum und
im zwischen diesen liegenden Punkt	 = e1=2;ij einen Wendepunkt haben. Um sie als Ge-
wichte einer Mischungsregel au�assen zu k•onnen, m•ussen sieh(ei ) = ei erf•ullen, dasselbe gilt
f•ur k1. Nach 6.1.2 muss das PotentialP auf G seine Extrema in den 	 = ei haben. Der
Anteil der Volumenenergiedichte f df , welcher die treibenden Kr•afte verursacht, wird deshalb
mit @	 f df (ei ) = 0 f •ur alle i modelliert, indem k1(	 ) und h(	) diese Eigenschaft f •ur alle i
bekommen. Auf die reinen Phasen wirkt dann keine treibende Kraft.
Es ist also ein Polynom h(	 ) : RN 7! R zur Gestaltung der genannten Terme n•otig, das
diesen Anforderungen gen•ugt.
Man �ndet leicht Polynome @	 eh(	 ) mit @	 eh(	 = ei ) = 0, die beiden bekanntesten sind

@eh
@	 i

(	 ) =
NX

j =1

NX

k=1

	 2
j 	 2

k (7.90)

und
eh(	 ) :=

X

i

eh(	 i ) (7.91)

mit eh(	 i ) : R 7! R, welche

@eh
@	 i

(	) = 	 2
i (	 i � 1)2 (7.92)

gehorchen [BJP04], und berechnet das zugeh•orige Potential durch Integration. Im ersteren
Falle ist die Integrabilit •atsbedingung nicht erf•ullt! Er muss, will man ihn einsetzen, als eine
Approximation des zweiten Ausdrucks verstanden werden. Dessen Integration liefert

eh(	) :=
Z

	 2(	 � 1)2 d	 =
Z

	 4 � 2	 3 + 	 2d	 =
1
5

	 5 �
1
2

	 4 +
1
3

	 3 + c; (7.93)
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mit der Wahl c = 0 ist eh(0) = 0 und eh(1) = 1
30.

Der phasenabh•angige Faktor der Bindungsenergien wird dann zu

h(	 ) = eh(1)� 1eh(	 ) (7.94)

gew•ahlt. Der Faktor eh(1)� 1 = 30 macht h als Gewicht einer nichtlinearen Mischungsregel
verwendbar und macht au�erdem verschiedene Polynome vergleichbarer.
Der Vektor der phasenabh•angigen Faktoren zur W•armekapazit•at k1(	 ) wird, die eben gefun-
denen Polynome verwendend, sinnvollerweise als

k1(	 ) = ( eh(1)� 1eh(	 i )) i : (7.95)

gew•ahlt. Dank h(1) = 1 f •uhrt dies dann eine nichtlineare Mischungsregel f•ur die W•armeka-
pazit•aten. Nat•urlich kann man f•ur h aus (7.37) den gleichen Vektor verwenden:

k(c; :::)h(	 ) = k(c; :::)(( eh(1)� 1eh(	 i )) i ; (7.96)

wobei dann k(c; :::) der Vektor der Bindungsenergien der Phasen ist. So hat man auch hier
obige nichtlineare Mischungsregel.

Es sei darauf hingewiesen, dass statt@	 h(ei ) = 0 auch r 	 h(ei ) � v = 0 f •ur alle v mit
v � 1 = 0 gen•ugt. Das Polynom dritten Grades des Modells aus [SPN+ 96] und [TNDS98]
gew•ahrleisten dies, aber nicht@	 h(ei ) = 0.

Aus der elastischen inneren Energie resultiert beim die freie Energie minimierenden
Modell die treibende Kraft f •ur die Phasen

1
2

� (Eel � CE� Eel)
� 	 j

: (7.97)

Auch hier soll nun � (E�CE� E)
� 	 j

(	 = � i ) = 0 f •ur alle i gelten. Betrachtung von (7.63) und den
folgenden Gleichungen o�enbart, dass dies bei Verwendung der Reuss-Schranke (B.25) ebenso
wie die Verwendung der Voigt-Schranke (B.26) nicht gegebenist. Also muss � (E�CE� E)

� 	 j
(	 =

� i ) = 0 durch die Gewichte der Mischungsregel gew•ahrleistet werden. Als solche werden nun
die Polynome h vonm vorhergehenden Abschnitt verwendet: Statt der Mischungsregel mit
linearen Gewichten (B.26) ist hier

CE� =
X

i

h(	 i )Ci (7.98)

mit den Antwortmatrizen der reinen Phasen Ci . Es ist dann

�
� 	 i

CE� = h0(	 i )Ci : (7.99)

F•ur � (E�CE� E)
� 	 j

(	 = � i ) = 0 muss die Mischungsregel f•ur die inelastischen Dehnungen ebenfalls
solche Gewichte verwenden. StattEinel =

P
	 i Ei; inel sei hier

Einel =
X

h(	 i )Ei; inel : (7.100)

Die Gleichung (7.63) lautet dann

1
2

� (Eel � CE� Eel)
� 	 i

= ( E � Einel )
�
� CE� h0(	 i )Ei; inel +

1
2

h0(	 i )Ci (E � Einel )
�

: (7.101)

Andere Autoren verwenden Polynomeh dritten Grades zur Modellierung thermodynami-
scher Kr•afte [TNDS98], [SPN+ 96].
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7.6.2 Das volle System

Mit (3.33)
_	 = � Mr 	 F

setzt sich das Gleichungssystem aus den vorangegangenen Ausdr•ucken (6.22), (7.88), (7.89)
und (7.101) wie folgt zusammen:

�f
� 	 i

= � " div Ar 	 +
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Dazu kommt das Cauchy'sche Gesetz f•ur die Spannungen (3.10) unter Vernachl•assigung der
Tr •agheit und ohne externe Feldkr•afte, daf•ur mit thermischen und phasenbedingten Dehnun-
gen:

div CE� (E � Einel ) = 0: (7.103)

Die Antwortmatrix CE� ist in der Elastizit •atsgleichung durch eine Mischungsregel in den Pha-
sen nach (B.26) gegeben, ihre Ableitung nach den Phasen in den Phasengleichungen verwendet
aus den•ublichen Gr•unden die Regel (7.98). Diese Inkonsistenz d•urfte keine Auswirkungen auf
das Systemverhalten haben. F•ur die inelastischen DehnungenEinel gilt das Gleiche. Sowohl
die elastischen KonstantenCi als auch die inelastischen DehnungenEi; inel der Reinsto�e sind
st•uckweise a�n lineare, stetige und isotrope Funktionen der Temperatur. Sie ergeben sich
durch

Einel = " Id =
(� 0 � � (T; 	 ))

3� (T; 	 )
Id : (7.104)

Die Dehungen ergeben sich aus �V = � V0 + V0(1+ ")3 auf drei Zeilen unter Verwendung von
V = 1=� unter Vernachl•assigung der Terme h•oherer Ordnung, siehe [Wol02] und verwandte
Schriften. Die Werte von � sind a�n lineare Interpolationen in 	 i und T, basierend auf
Me�daten des Materials 100Cr6 des Sonderforschungsbereichs 570 Verzugsbeherrschung beim
Stahl.

Die Erhaltungsgleichung f•ur die innere Energie ist durch Gleichung (7.62) gegeben. Es
wurden allerdings die Quellen aus der latenten W•arme und der Dissipation nicht implemen-
tiert, da aufgrund des kleinen Rechengebietes die Temperatur als von den gro�en Fl•ussen
bestimmt angesehen werden kann.

Eine Implementierung der chemischen Konzentrationen entf•allt aufgrund der Annahme,
dass der Prozess im Eutektikum statt�ndet. Das Modell liefert aber durch (3.34) mit umge-
kehrten Vorzeichen, angewandt auf die freie Energie, ein Gesetz f•ur diese.

Nach dem ersten Lemma von Strang, Lemma 1, ist zu vermuten, dass sich f•ur dieses Pro-
blem die Konvergenzordnung in der Gitterweite h bez•uglich des H 1-Fehlers gegen•uber der
Ordnung nach Relation (5.16) verschlechtert, denn die rechte Seite der Gleichungen f•ur die
Phasen enthalten den diskreten Verschiebungsgradienten,welcher als Gradient von L•osungs-
komponenten aus simplexweisen Polynomen einen um eins verringerten Grad gegen•uber diesen
besitzt und dessen Approximationsqualit•at in Abh •angigkeit von h demnach um eine Potenz
schlechter ist. Auch die A-priori-Absch•atzung nach Douglas und Dupont Relation (5.18) hat
die H 1-Norm der Bestapproximation auf der rechten Seite und erlaubt diesen Verlust von
Konvergenzordnung. Diesem Problem kann hier nicht nachgegangen werden.



Kapitel 8

Fragen der Modellierung und der
Numerik

In diesem Kapitel werden Fragen der Modellierung der austenitisch-perlitischen Umwandlung
eines Materialst•ucks der Gr•o�e einiger Kristallk •orner durch ein Phasenfeldmodell behandelt
und auf Probleme der Numerik eines solchen Modells eingegangen.

8.0.3 System und Diskretisierung

Es werden die diskreten L•osungen der Gleichungen f•ur die Phasenvariablen, die Temperatur
und die Verschiebung aus Abschnitt 7.6.2 berechnet. Im folgenden Abschnitt wird dargelegt,
dass das Phasenfeld mit acht Komponenten realisiert wird. Die chemische Wirkung und das
Verhalten der Legierungselemente sind bis auf den Einsatz der f•ur 100Cr6 passenden Mate-
ralparameter nicht in die Modellierung integriert. Es werden also die Geichungen (3.33) und
(7.102), die Fassung (7.103) des Cauchy'schen Bewegungsgesetz und die Erhaltungsgleichung
der inneren Energie (7.62) ohne latente W•arme und Dissipation 1 mit dem Schema (5.9)
diskretisiert. M •oglich w•are, alle Komponenten des Phasenfeldes, die Temperatur unddie Ver-
schiebung als den Vektoru des Diskretisierungsschemas aufzufassen. Im zu diskretisierenden
System nach Abschnitt 7.6.2 erscheinen aber lineare Abh•angigkeiten von Phasen nur in den
Gleichungen f•ur die Phasen, lineare Abh•angigkeiten von den Ableitungen der Verschiebungen
nur in den Gleichungen f•ur diese und lineare Abh•angigkeiten von der Temperatur nur in der
Temperaturgleichung, weshalb die Matrix eA des diskreten Systems nach (5.9) Blockstruktur
mit drei Bl •ocken besitzt. Die nichtlinearen Abh•angigkeiten gehen in die rechte Seite ein.
Das erlaubt es uns, zuerst einen Block des Systems, beispielsweise das Multiphasenfeld, zu
l•osen, deren L•osung dann zur Berechnung der Koe�zienten und rechten Seiten des n•achsten
Blocks, der Energieerhaltungsgleichung, zu verwenden, und den dritten Block, die Verschie-
bungen, dann mit den L•osungen des ersten und zweiten Blocks zu assemblieren. Man erkennt
die Analogie zum Gauss-Seidel- oder auch Einzelschrittverfahren. Das geschilderte Vorgehen
k•onnte man als Blockverfahren bezeichnen. Dieses Vorgehen ist g•unstiger bez•uglich der Kon-

1Diese Beziehung wurde nicht implementiert, da aufgrund des kleinen Rechengebietes die Temperatur als
von den gro�en Fl •ussen bestimmt angesehen werden kann.
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vergenz und der Stabilit•at. Die diskreten Gleichungen haben so die Form
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Randterme f•ur die Phasenfeldgleichungen entfallen aufgrund der periodischen Randbedingun-
gen.
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Hier ist vorausgesetzt, dass die Fl•usse, auch die durch den Rand, die Gleichung dominieren
und die zahlreichen Quellen vernachl•assigt werden k•onnen.
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Die Antwortmatrix CE� und die inelastischen Dehnungen h•angen nach Gleichung (7.98) be-
ziehungsweise (7.104) von der Phase und Temperatur ab, und zwar stets von den Werten des
vorangegangenen Zeitschritts. In allen Gleichungen istE = 1

2

�
(r + r > )u

�
.

Das physikalische Modell aus Abschnitt geht noch weit•uber das wie oben implementierte
Modell nach Abschnitt 7.6.2 hinaus, und die numerischen Beispiele aus Kapitel 9 nutzen noch
nicht alle implementierten M•oglichkeiten.

8.1 Typen von Grenz
 •achen und ihre Koe�zienten

Das Modell zur Beschreibung des Verhaltens von Grenz
•achen in einem austeitisch-perlitischem
Gef•uge muss die folgenden Typen von Grenz
•achen beschreiben:
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1. die Grenz
•ache zwischen zwei perlitischen K•ornern (K •urzel pp)

2. die Grenz
•ache zwischen einer perlitischen und einer austenitischenPhase innerhalb
eines Kristallkorns (ap)

3. die Grenz
•ache zwischen einem perlitischen Korn und einem austenitischen Korn (ap gb:
Grain Boundary)

4. die Grenz
•ache zwischen zwei austenitischen K•ornern (aa).

Durch Kenntnis dieser vier physikalischen Situationen istdas Modellverhalten festgelegt. In
einem Modell aus mehreren K•orner mit mehr Grenz
 •achen soll sich jede dieser Fl•achen eines
obigen Typs entsprechend verhalten.
Es gibt damit die verschiedenen Typen von Parametern

1. die Wirkung von Perlit auf sich selbst (eigenes Korn)p

2. die Wirkung von Perlit auf den Perlit eines anderen Kornspp

3. die Wirkung von Perlit auf den Austenit im eigenen Korn ap und die umgekehrte Wir-
kung pa

4. die Wirkung von Perlit auf den Austenit eines anderen Korns ap gbund die umgekehrte
Wirkung pa gb

5. die Wirkung von Austenit auf den Austenit eines anderen Korns aa

6. die Wirkung von Austenit auf sich selbst (eigenes Korn)a

Koe�zienten, die der Beschreibung dieses Systems von acht Wirkungen dienen, notieren wir
in einer 4� 4-Matrix mit diesen acht Freiheitsgraden. Diese beschreibt die Wechselwirkungen
zwischen den Gr•o�en des kleinsten Systems, in welchem alle oben aufgef•uhrten Wirkungs-
zusammenh•ange vorkommen: einem System mit zwei perlitischen und zweiaustenitischen
Phasen.

Perlit 1 Perlit 2 Austenit 1 Austenit 2
Perlit 1 p pp ap ap gb
Perlit 2 pp p ap gb ap

Austenit 1 pa pa gb a aa
Austenit 1 pa gb pa aa a

Tabelle 8.1: Koe�zientenschema des kleinsten Phasensystems, in dem alle Typen von Grenz-

 •achen vorkommen.

F•ur das Multiphasenfeldmodell ist, wie zu Gleichung (6.21) festgestellt wurde, der Pa-
rameter A sinnvollerweise symmetrisch zu w•ahlen. Das bedeutet nach Bemerkung 6.3 keine
wesentliche Einschr•ankung des Modells. Nach Onsager ist die Mobilit•atsmatrix ebenfalls sym-
metrisch, weshalb die Parameter unserer Modelle in der Form
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(8.4)
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darstellbar sind.
Ein System von vier perlitischen und vier austenitischen Phasen hat also die folgende

Indexmatrix: 0
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B
B
@

p pp pp pp ap apgb apgb apgb
p pp pp apgb ap apgb apgb

p pp ap gb apgb ap apgb
p ap gb apgb apgb ap

a aa aa aa
a aa aa

symm. a aa
a
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C
C
C
C
C
C
C
C
A

(8.5)

Will man die Koe�zienten eines Modells f •ur vier Phasen nach (8.4) f•ur ein auf mehr Phasen
erweitertes Modell verwenden, wie obiges achtkomponentiges Modell, m•ussen zur Wahrung der
positiven Semide�nitheit und von Kern M = 1 die Eintr •agepp aus (8.4) durch die Anzahl der
perlitischen Phasen verringert um eins dividiert werden, bevor sie im Schema (8.5) verwendet
werden. Analoges gilt f•ur die Koe�zenten f •ur die Wechselwirkungen von austenitischen und
perlitischen K•ornern und die zwischen austenitischen K•ornern. Dies formulieren wir als

Bemerkung 8.1. Da ein Phasenfeldmodell nach (3.33) positive Semide�nitheit der Mobili-
t •atsmatrix und Kern M = 1 gew•ahrleisten muss, ist es nicht m•oglich, auf diese Weise zwei
Modelle mit gleichem Ein
uss der Phasen aufeinander, aber unterschiedlicher Anzahl von
Phasen zu konstruieren.

Nach dem Vierfarbenproblem in zwei Raumdimensionen kann jede Zerlegung eines Ge-
bietes 
 � R2 mit vier Farben so gef•arbt werden, dass nirgends zwei Teilgebiete einer Far-
be aneinaderstossen. Deshalb sind vier Phasen jedes Typs zur Kennzeichnung der K•orner
ausreichend und dieses System f•ur Simulationen beliebiger Anordnungen von K•ornern in R2

geeignet. Dies gilt, solange kein Topologiewechsel statt�ndet. Die Modellierung der Korngren-
zen mit geringer Mobilit •at macht Topologiewechsel unwahrscheinlich, aber nicht unm•oglich.
Findet ein solcher statt, wachsen unter Umst•anden K•orner mit gleicher Komponente des Pha-
senfeldes zusammen. Dieses Fehlverhalten ist aber leicht zu erkennen.
Im dreidimensionalen Raum ist nicht klar, wieviele Farben man zur Gebietskennzeichnung
ben•otigt. Im Allgemeinen sind dies mehr als vier.

8.2 Eigenschaften der Matrix des diskreten Systems

Ein Element der Matrix eA des diskreten Systems hat nach (5.9) die Form
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(8.6)
Hier wurden die Koe�zienten der

P
i #( Si ) Gleichungen, die wegen der G•ultigkeit von (5.9)

f•ur alle ' bi; bk ; bi = 1 ; ::N; bk 2 Sbi gelten m•ussen, als Matrix mit den Zeilenik und den Spalten
bibk dargestellt. In der Diskretisierung der Gleichungen f•ur das Phasenfeld ist normalerweiseF =
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Id und Neumann-Randbedingungen sind homogen. Der lineare Anteil der Ableitungsordnung
0 ist hier nach (6.20)

c(xk ; t l+1 ) = + � (1 
 1); (8.7)

die Matrix des Gradiententermes ist D = "MA .
Wir wollen das Spektrum von eA untersuchen, u.a. um einen geeigneten L•oser f•ur das System
w•ahlen zu k•onnen. Insbesondere: IsteA positiv de�nit, zT eAz > 0 f•ur alle z 6= 0, z 2 R

P
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F•ur Dirichlet- und homogene Neumann-Probleme lautet die Matrix
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Die Zugeh•origkeit der Skalarprodukte zu den R•aumen ist wie in obiger Gleichung. Im Fol-
genden sei wie in (5.5) mitv ein Vektor des R

P
i #( Si ) bezeichnet und mit vh(x) die durch

vh(x) =
P

(v) ik ' ik st•uckweise polynomiale Funktion, als deren Koe�zientenvektor v dient.
F•ur zT eAz > 0 ist die positive De�nitheit der Summanden 1-3 hinreichend.

F •ur die aus den Zeitableitungen resultierende Matrix (1) gilt
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H 0 > 0 f•ur alle vh(x) 6= 0: (8.8)

In Modellen mit F 6= Id gen•ugt zum Nachweis von
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De�nitheit von F: Ist dies der Fall, dann gilt

hFv h (x); vh (x)i R
P

i #( Si ) ;R
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i #( Si ) > 0 f•ur alle x 2 
 ; f•ur alle vh(x) 6= 0; (8.9)

Integration •uber 
 liefert hFv h ; vh i H 0 > 0. In der Regel istF � Id und damit positiv de�nit.

Auf den Strafterm (3) wenden wir das gleiche Argument wie eben zu Gleichung (8.9) an,
damit reicht es, positive Semide�nitheit von 1 
 1 zu zeigen.
O�ensichtlich hat 1 
 1 den Eigenvektor 1 zum Eigenwert � 1 = N . Dies ist der einzige
Eigenwert, der nicht verschwindet, da alle zu1 orthogonalen Vektoren im Kern von 1 
 1
liegen. Damit ist diese Matrix positiv semide�nit.

F •ur den Term (2) lautet Argument (8.9)

hMA r vh (x); r vh (x)i R
P

i #( Si ) ;R
P

i #( Si ) > 0 f•ur alle x , MA pos. def.: (8.10)

F•ur die Eigenwerte eines Matrixproduktes, bei dem ein Faktorpositiv de�nit ist, gilt

� min (AB) � � min (A) � min (B): (8.11)

Sind A und M positiv de�nit, dann auch das Produkt, ist eine der Matrizen positiv semide�nit,
dann auch das Produkt. Laut Folgerung 3.6 mussM bei sinnvoller Wahl diese Eigenschaft
besitzen. Wir ben•otigen lediglich noch Kriterien, um M entsprechend zu gestalten bzw. zu
beurteilen. Hinreichende Kriterien sind durch Satz 3.17 gegeben, sie lautenM1 = 0 und
(mii ) > 0 und (mij ) < 0 f•ur i 6= j f•ur die Komponenten von M.
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Das Spektrum von A l•asst sich einfach berechnen: Nach Abschnitt 7.6 ist
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also EW i = (1 � 
 )a und

EV0 = 1; AEV0 = ( a + ( n � 1)
 )1: (8.12)

Die Matrix A ist also positiv de�nit, solange 
 > � 1=(n � 1) gew•ahlt wird.



Kapitel 9

Simulationen

9.1 Tests an einfachen Situationen

An einfachen Situationen wird getestet, ob das Modell aus Abschnitt 7.6 das Erho�te leistet.
Dazu werden Simulationen mit einem System partieller Di�erentialgleichungen, die durch
Gleichung (7.102) unter vereinfachten treibenden Kr•aften
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f•ur die Phasen gegeben ist, durchgef•uhrt.
Um das Verhalten ohne Kr•ummungsein
uss studieren zu k•onnen, wurde eine gerade Grenz-

 •ache, welche ein rechteckiges Gebiet 
 = [0; 2] � [0; 1] � R2 in y-Richtung durchzieht, als
Startl •osung gew•ahlt und die Entwicklung der L •osung berechnet. Es handelt sich also um
Pseudo-2d-Rechnungen, deren L•osung von y unabh•angig ist. Stets wurden Rechnungen zu
obiger Gleichung mit acht Phasen zu zwei Typen von Phasen nach Tabelle 8.1 aus Abschnitt
8.1 durchgef•uhrt, und mit vier Phasen zweier Typen, auf gleiche Weise realisiert. Die Mo-
bilit •atsmatrizen der beiden Systeme sind dem Schema der Tabelle 8.1 gehorchend durch die
Gleichungen (9.2) und (9.3) gegeben.

9.1.1 Wirkung der Dreierprodukte

Um die Wirkung der Produkte zwischen drei Phasen (7.85) zu verdeutlichen, sind in Ab-
bildung 9.1 Simulationen mit obiger partieller Di�erential gleichung mit � = 0 und � = 0 :3
gegen•ubergestellt. In letzterer Rechnung wurde der aus den Produkten •uber drei Phasen re-
sultierende Term mit einem Faktor von 0.3 versehen, da in voller Gewichtung allzu nachteilige
E�ekte auf die Zeitschrittweite auftraten. Es waren dann all zu kleine Zeittoleranzen notwen-
dig, um oszillierende Zeitschrittweiten zu vermeiden.
Es ist f•ur das Funktionieren des Modells von Bedeutung, wie stark jene Phasen sich ausbilden,
die nicht zu den die Grenz
•ache bildenden, benachbarten K•ornern oder Phasen geh•oren, denn
zwischen diesen Fremdphasen und den eigentlichen Phasen bestehen andere Wechselwirkun-
gen als zwischen den die Grenz
•ache bildenden Phasen. In der in Bild 9.1 gezeigten Situation
zum Beispiel bremst die blaue Phase die Umwandlung, da sie wie die linke Phase perlitisch
ist und damit kein Potentialgef •alle ihr gegen•uber hat. Zudem hat sie eine niedrigere Mobilit•at

149



150 KAPITEL 9. SIMULATIONEN

Abbildung 9.1: Schnitt durch eine Grenz
 •ache. Die Phasenfeldfunktion hat vier Komponenten,
kann also zwei K•orner mit je austenistischer und perlitischer Phase darstellen. Ihre Koe�-
zientenmatrizen entsprechen dem Schema 8.1. Die linke, gelbe Phase ist thermodynamisch
beg•unstigt (Perlit Korn eins), die Grenz
 •ache ist mit hoher Mobilit •at modelliert, die Grenze
kann also als Innerkorngrenze betrachtet werden. In der rechten Bildh •alfte nimmt also die
dritte Komponente der Phasenfunktion den Wert 1 an (Austenit Korn 1). Dazwischen bilden
sich kleinere Anteile der Phasen 2 (Perlit Korn 2, blau) und 4 (Austenit Korn 2, rot). Auf
dem unteren Bild ist die L•osung der Simulation mit den Dreierbeitr•agen zum Potential wie
in (7.85) dargestellt. Die Situation ist ansonsten mit der des oberen Bildes identisch.
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in Bezug auf die Phase Perlit 1. Letzteres tri�t auch f•ur die rot dargestellte Phase Austenit
2 zu.
Die Wirksamkeit der Dreierbeitr •age ist nicht gewaltig. Addiert man die unerw•unschten Pha-
sen Austenit 2 und Perlit 2, kommt man im Modell ohne Dreierbeitr •age auf einen Anteil von
0:300, mit ihnen auf 0:263. Bei Modellen mit achtkomponentiger Phasenfunktion ist die Dif-
ferenz noch geringer. Angesichts der Wichtigkeit der Unterdr•uckung unerw•unschter Phasen
wird im Folgenden bei der Verwendung der Dreierbeitr•age geblieben.
Rechnungen aus [GNS99, Abb. 1] best•atigen die Ergebnisse, die Unterdr•uckung unerw•unsch-
ter Phasen ist dort deutlicher, wobei die Gewichtung des Dreierbeitrages nicht klar ist.

9.1.2 Wirkung unterschiedlicher Mobilit •aten bei gerader Grenz
 •ache

Um die Wirkung weiterer Phasen auf eine Grenz
•ache zu minimieren, wird in diesem und den
folgenden Abschnitten das Modell mit den Dreierprodukten der Phasen (7.85) verwendet.
Es wurde versucht, durch entsprechende Wahl der Eintr•age der Matrix M, die ja durch das
in (8.4) dargestellte Schema gegeben sind, die Wirkung der Phasen 1 (Perlit Korn 1) und 3
(Austenit Korn 1) aufeinander ebenso die von Phase 2 (PerlitKorn 2) und 4 (Austenit Korn
2) als gro� zu modellieren, um die hohe Mobilit•at der Innerkorn-Phasengrenzen abzubilden.
Die Eintr •age, die den Ein
uss von Phasen fremder K•orner auf eine Phase bestimmen, wurden
dementsprechend klein gew•ahlt:

M =

0

B
B
B
@

mp mpp map map gb
... mp map gb map

ma maa

symm. ::: ma

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

7:1 � 0:1 � 6:5 � 0:5
... 7:1 � 0:5 � 6:5

9:0 � 2:0
symm. ::: 9:0

1

C
C
C
A

(9.2)

F•ur das Modell mit acht Phasen wurden diese Koe�zienten so modi�ziert, dass die positive
Semide�nitheit und Kern M = 1 gewahrt bleiben. Dies ist in Abschnitt 8.1 erl•autert, es ergibt
sich die Matrix

M =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

7:1 � 0:033 � 0:033 � 0:033 � 6:5 � 0:166 � 0:166 � 0:166
... 7:1 � 0:033 � 0:033 � 6:5 � 0:166 � 0:166

7:1 � 0:033 � 6:5 � 0:166
7:1 � 6:5

9:0 � 0:66 � 0:66 � 0:66
9:0 � 0:66 � 0:66

... 9:0 � 0:66
symm. ::: 9:0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

: (9.3)

Nach Bemerkung 8.1 ist in diesem Modell anderes Verhalten der Grenz
 •achen zu erwarten.
Nun ist zu untersuchen, welcher Zusammenhang zwischen der treibenden Kraft des Modells
und der Geschwindigkeit der mit unterschiedlichen Mobilit•aten modellierten Grenz
•achen
besteht. Die treibende Kraft ist der Faktor des Polynoms h0 aus (7.89) und ist damit durch
die Potentialdi�erenz bestimmt.

Es wurden f•ur drei verschiedene Werte der treibenden Kraft die Geschwindigkeiten der
Grenz
 •ache berechnet. Welche physikalischen Gr•o�en ihm zugrunde liegen, ist hier nicht wich-
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Anzahl der Phasen des Modells: 8 4
df Phasen 1 u. 5 (Innen) Phasen 1 u. 6 (Au-

�en)
Phasen 1 u. 3 (In-
nen)

Phasen 1 u. 4 (Au-
�en)

10 0.4038 0.2294 0.3668 0.2603
20 0.9304 0.5813
30 1.5380 0.7509 1.4509 0.8044

Tabelle 9.1: Geschwindigkeiten gerader Grenz
•achen f•ur Modelle mit vier und acht Phasen
zweier Typen zu drei verschiedenen Werten f•ur die treibende Kraft. Rechnungen mit Dreier-
produkten, das hei�t, es ist in Gleichung (9.1) der Faktor � = 0 :3 gew•ahlt.

df

Geschwindigkeit v [LE/s]

0

0:5

1

1:5

5 10 20 30

Austenit-Perlit, ein Korn

Austenit-Perlit, versch. K •orner

Austenit-Perlit, ein Korn, 4 Phasen

Austenit-Perlit, versch. K •orner, 4 Phasen

Abbildung 9.2: Graphische Darstellung von Tabelle 9.1

tig:
�

Zum Beispiel L
T � TM

TM
=

�
df =

8
><

>:

10:0

20:0

30:0

Gebiet und Startl •osung sind genauso wie im vorangegangenen Abschnitt als 
 = [0; 2]� [0; 1] �
R2 mit in y-Richtung durch x = 1 verlaufende Grenz
 •ache gew•ahlt.
Die Geschwindigkeiten der Modelle mit vier und acht Phasen sind in Tabelle 9.1 zu �nden
und in Abb. 9.2 graphisch dargestellt. Die folgenden Schl•usse sind zul•assig:

� Die Geschwindigkeiten h•angen linear von der treibenden Kraft ab,

� die Geschwindigkeiten sind bei als mit niedriger Mobilit•at modellierter Grenz
 •ache etwa
halb so gro�, die Modellierung ist in dieser Hinsicht im Wesentlichen gelungen,

� und die Geschwindigkeiten h•angen nicht wesentlich von der Anzahl der modellierten
Phasen ab. V•ollige Unabh•angigkeit ist nicht zu erwarten.

Dies sind gute Voraussetzungen f•ur den Einsatz f•ur Startl •osungen, die Metallk•orner darstellen,
und es ist gezeigt, dass die gew•unschten Anforderungen an das Modell im Wesentlichen erreicht
wurden.
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9.1.3 Wirkung unterschiedlicher Mobilit •aten ohne treibende Kr •afte

Abbildung 9.3: Oben: Startl •osung auf dem Testgebiet.Unten: Die Entwicklung der Phasen-
grenzen zeigt Unterschiede zwischen Korngrenzen und Nichtkorngrenzen. Die Grenze P1-P2
ist st•arker gekr•ummt, da die Grenz
 •ache dem sich schneller bewegenden Dreierpunkt P1-P2-
A1 nicht auf ganzer L•ange schnell folgen kann.

Zum Testen des Verhaltens an Punkten, an denen drei Phasen aufeinandertre�en ( triple
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points oder Dreierpunkte), wurden Rechnungen auf dem in Abbildung9.1.3 dargestellten Ge-
biet durchgef•uhrt. Dieses ist unter G•ultigkeit periodischer Randbedingungen implementiert.
In ihm treten alle vier Phasen des minimalen austenitisch-perlitischen Modells nach Tabelle
8.1 mit der durch Gleichung (9.2) gegebenen Mobilit•atsmatrix einmal auf. Das gelbe und das
blau-violette Gebiet sind zwar thermodynamisch nicht beg•unstigt, sie sollen hier aber als per-
litisch bezeichnet werden, w•ahrend das gr•une und das rote Gebiet austenitisch seien. Das rote
und das gelbe Gebiet sind als zu einem Korn geh•orig modelliert und die blaue und die gr•une
Phase ebenso. Im Diktum von Kapitel 8 ist also der gelbe Bereich Perlit 1, der rote Austenit
1, der blau-violette Perlit 2 und der gr•une Austenit 2. Am linken unteren Dreierpunkt tre�en
damit Austenit und Perlit eines Korns und ein weiteres Perlitkorn aufeinander, am Punkt
rechts oben Austenit und Perlit eines Korns und ein weiteresAustenitkorn. Die Abbildung
zeigt, dass zu Anfang kleinere K•orner weiter schrumpfen, gr•o�ere K •orner wie erwartet wachsen
und Korngrenzen sich langsamer bewegen als Nichtkorngrenzen.

9.2 Simulation eines mesoskopischen Gebiets

Abbildung 9.4: links Startl •osung auf dem Testgebiet, rechts L•osung des Problems ohne Span-
nungsein
uss nach 200 s. Alle Korngrenzen sind deutlich an der Gitterverfeinerung zu erken-
nen. Die wachsenden perlitische K•orner sind farbig dargestellt.

Die im technischen Zusammenhang interessierende Situation besteht aus einem Teilgebiet
aus dem Innern eines sehr viel gr•o�eren Bauteils, ein sogenanntes repr•asentatives Volumen-
element (RVE ). Das hier betrachtete RVE besteht aus einem zweidimensionalen Quader, der
16 Kristallk •orner enth•alt. Er hat die Kantenl •ange von 0:1mm, damit sind die K•orner etwas
gr•o�er als •ubliche reale Kristallk•orner im metallischen Gef•uge. In den Ecken einiger dieser
K•orner be�nden sich Keime der thermodynamisch beg•unstigten neuen Phase, welche den
Perlit repr •asentiert. Zur Beschreibung der Phasen ben•otigt man je vier Phasen austenitischen
und perlitischen Typs, dazu eignet sich das durch Schema (8.5) gegebene System.
Die chemische Wirkung und das Verhalten der Legierungselemente sind nicht in die Model-
lierung integriert.
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Abbildung 9.5: Detail der L •osung nach 115 Sekunden und nach 126 Sekunden. Zu sehen ist
die Ann•aherung des rot gef•arbten und des blau gef•arbten Austenitkorns in der unteren linken
Ecke des Gebiets, welche sich im rechten Bild von Abbildung 9.4 bereits vollzogen hat. Modell
ohne Ein
uss der Spannung auf die Phase.

9.2.1 System und Diskretisierung

Es werden die L•osungen der nach Abschnitt 8.0.3 diskretisierten Gleichungen f•ur die Phasenva-
riablen, die Temperatur und die Verschiebung aus Abschnitt7.6.2 berechnet. Die Temperatur
ist allerdings konstant. Die r•aumliche Konstanz ist wegen der geringen Gr•o�e des Gebietes
und des hohen W•armeleitkoe�zienten eine sinnvolle Vereinfachung, die zeitliche Konstanz ist
eine Annahme bez•uglich des Prozesses, um eine einfache Situation vorliegenzu haben. Zeitlich
nicht konstante Abk •uhlprozesse sind sicher in Zukunft von Interesse.
Wie erw•ahnt ben•otigt man zur Beschreibung der Phasen je vier Phasen austenitischen und
perlitischen Typs, damit hat das Phasenfeld acht Komponenten und seine Koe�zienten f•u-
gen sich stets in Schema (8.5). Insbesondere ist die Mobilit•atsmatrix durch Gleichung (9.3)
gegeben.
Die chemische Wirkung und das Verhalten der Legierungselemente sind nur durch Einsatz
der f•ur 100Cr6 passenden Materalparameter in die Modellierung integriert.
Baustelle! Gek•urzt wg. Einf •uhrung von Abschn. 8.0.3 Die Matrix eA des diskreten Systems
nach (5.9) besitzt Blockstruktur mit drei Bl •ocken. Die nichtlinearen Abh•angigkeiten gehen in
die rechte Seite ein.
Deshalb wird zuerst das Multiphasenfeld neu berechnet, dessen L•osung dann zur Berechnung
der Koe�zienten und rechten Seiten der Energieerhaltungsgleichung verwendet, und die Ver-
schiebungen werden dann mit den L•osungen des ersten und zweiten Blocks assembliert. Dies
ist in Abschnitt 8.0.3 dargestellt.

Numerische Parameter

Die r•aumliche Diskretisierung der Rechnungen auf dem mesoskopischen Gebiet wurden mit
P1-Lagrange-Elementen gemacht, die zeitliche mit dem#-Schema nach Gleichung (5.2) zu
# = 1, also dem Euler-R•uckw•arts-Verfahren.
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Abbildung 9.6: Detail der L •osung wie in Abbildung 9.5 in Rechnungen mit Spannungsein
uss
zur Zeit 115 Sekunden. Im Bild oben links unterliegt die Spannung homogenen Neumann-
Randbedingungen, oben rechts wirken externe Spannungen von T � n = � 245N=mm2 auf dem
oberen und unteren Rand.Darunter: Dieses Detail in Rechnungen mit Spannungsein
uss,
links externe Zugspannung zuT � n = 245N=mm2 auf dem oberen und unteren Rand, rechts
Zugspannung zuT � n = 350N=mm2.

Die Gesamttoleranz des neuen Algorithmus nach Abschnitt 5.4.3 ist 0.4 pro Quadratmeter
Fl•ache, der r•aumliche Anteil1 davon, also Fehlerindikator � nach Gleichung (5.33), von 0.7.

1Die Anteile summieren sich nicht immer genau zu 1, der Bgri� i st daher irref •uhrend. Die Werte sind
durch Anpassung im Laufe von Versuchsrechnungen entstanden und eine Umrechnung auf echte Anteile w•urde
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Abbildung 9.7: Detail der L •osung nach 126 Sekunden, Anordnung wie in der vorherigen Ab-
bildung: Im Bild oben links unterliegt die Spannung homogenen Neumann-Randbedingungen,
oben rechts ist das Gebiet Zugspannungen vonT � n = � 245N=mm2 ausgesetzt, unten links
Zugspannung zuT � n = 245N=mm2 auf dem oberen und unteren Rand, rechts Zugspannung
zu T � n = 350N=mm2.

Dieser wird wie in Abschnitt 5.4.2 dargestellt komponentenweise bewertet, von diesen 0.28
entfallen ein Anteil von 0.2 auf die Phasenvariablen und 0.4auf die Verschiebungen. Als Verfei-
nerungsstrategie wurde die Equilibriumsstrategie zum Verfeinerungskriterium ES theta = 0 :9
gew•ahlt, w•ahrend zur Vergr•oberung ein Anteil von ES theta c = 0 :08 an der Elementtoleranz

un•ubersichtliche Zahlen erzeugen.
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unterschritten werden muss2.
Der Anteil der Zeittoleranz ist 0.03, hier wird nach Abschnitt 5.4.2 keine komponentenweise
Bewertung, sondern eine Bewertung der Norm•uber alle L•osungskomponenten vorgenommen.
Die Zeitschrittweite wird gem•a� Abschnitt 5.4.5 bestimmt, der Faktor � aus Gleichung (5.37)
ist mit 0 :4 bewusst klein gew•ahlt.
Das Zeitintervall der Rechnungen betr•agt 200s.

9.2.2 Randbedingungen

Es ist •ublich, f •ur ein solches Volumenelement periodische Randbedingungen nach 5.3.1 an-
zunehmen: Das Volumenelement soll von gleichen Volumenelementen umgeben sein. Das ist
sinnvoll, da die Volumenelemente gleiche Eigenschaften haben sollen. Die meisten Resultate
der mathematischen Homogenisierung setzen ebenfalls periodische Randbedingungen voraus.
F•ur das Phasenfeld und die Temperatur wurden deshalb periodische Randbedingungen ver-
wendet, und Konzentrationsfelder sollten gegebenenfallsauch solchen unterliegen. Periodische
Randbedingungen sind durch Identi�kation je zweier gegen•uberliegender Randpunkte zu rea-
lisieren (siehe Abschnitt 5.3.1).

Fl •usse durch das repr •asentative Volumenelement (RVE)

Makroskopische Fl•usse durch das RVE hindurch lassen sich durch Gleichung (5.24)
Z

@
 links

J � n da =
Z

@
 rechts

J � n da = Jextern � n � d� 1(@
 links )

analog f•ur oben und unten, beschreiben. Das Feld des Flusses auf der Makroskala wird also
auf der Mikroskala als divergenzfrei angesehen. Der Fluss beh•alt insgesamt seine Richtung.
Sind die Fl•usse auf den korrespondierenden R•andern gleich, bedeutet das bei periodischen
Materialparametern die Gleichheit der Gradienten. Diese ist aber in der vorhandenen Software
nicht mit vertretbarem Aufwand zu implementieren. Wir sind gezwungen, Randbedingungen
zu verwenden, die•ahnlich sind.

Randbedingungen f •ur das elastische Problem

Die Situation am Rand des RVE ist gleicherma�en durch das Material des umgebenden Bau-
teils und das des RVE selbst bestimmt. Es erscheint sinnvoller, Randbedingungen an die
Spannungen vorzugeben, die in einem Bauteil unter Phasenumwandlungen auftreten k•onnen,
als die Verschiebungen am Rand durch Periodizit•at einzuschr•anken oder eine feste Verschie-
bung vorzugeben:
Gelten periodische Randbedingungen f•ur die Verschiebungen, ist jeder Punkt aus dem Rand
unten beziehungsweise links genauso verschoben wie der dazugeh•orige Punkt auf dem oberen
bzw. rechten Rand. Tats•achlich sind die Randbedingungen durch die Identi�kation korre-
spondierender Randpunkte realisiert (siehe Abschnitt 5.3.1). Die Situation in 
 � R2 ist also
identisch mit einem Rohr f•ur periodischen Rand in einer Richtung, mit einem zum Ring ge-
schlossenen Rohr f•ur periodischen Rand links/rechts und oben/unten, welchesim Innern mit
ideal steifem Material gef•ullt ist. Die Verschiebungen an den R•andern addieren sich zu Null.

2Das Kriterium f •ur den Indikator der Verschiebung ist dasselbe, es w•are auch eine abweichende Wahl
m•oglich.
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Nichtelastische Dehnungen des Materials induzieren deshalb Spannungen, die in ihrer H•ohe
mit denen vergleichbar sind, die bei steifer Einspannung auftreten w•urden. Dies ist eine sehr
spezielle physikalische Situation, die im Bauteil eher selten anzutre�en sein d•urfte.
Die Situation eines RVE, umgeben von RVEs in gleichem Temperatur- und Umwandlungs-
zustand, frei von •ausseren Spannungen, ist richtig durch die Randbedingungen T j@
 links =
T j@
 rechts , dasselbe f•ur oben und unten, beschrieben. Wirken makroskopische Spannungen im
Bauteil, z.B durch externe Spannungen oder makroskopischeDichteunterschiede (Dichteun-
terschiede der gemittelten Dichten), so kommt oben dargestellte Bedingung

Z

@
 links

� � n da = � extern � n � (@
 links ); (9.4)

wieder genauso f•ur den rechten, oberen, unteren und ggf. vorderen und hinteren Rand, an das
RVE hinzu. Wie gesagt ist dies aufgrund beschr•ankter Ressourcen nicht mehr zu realisieren,
weshalb •ahnliche Bedingungen, die bereits im Programm realisiert sind, verwendet wurden.
Diese Bedingung ist die inhomogene Neumann-Bedingung, erg•anzt durch die homogene f•ur
Gebietsr•ander in Richtungen ohne makroskopische Zugspannungen.
Der Nachteil dieses Vorgehens ist, dass diese Randbedingungen nicht auf die Vorg•ange im
RVE reagieren, beispielsweise kann sich das Material nichtdurch inelastische Dehnung von
einer an seinem Rand angreifenden Zugspannung entlasten.
Welche Spannungssituationen treten im Inneren eines Bauteils auf? Es kann eigentlich jede
erdenkliche Spannung durch die inelastischen Verformungen induziert werden. Einige Bei-
spiele seien: Zieht sich das Bauteil am Rand durch Abk•uhlung zusammen, herrscht im Innern
hydrostatischer Druck, am Rand treten Zugspannungen auf. Erfolgt dann die Umwandlung
in den weniger dichten Perlit vom Rande her, treten dort negative Zugspannungen auf, w•ah-
rend im Innern negativer hydrostatischer Druck wirkt. Es sollten also mindestens folgende
Situationen untersucht werden:

1. Umwandlung ohne Ein
uss der Spannung auf die Phasenumwandlung

2. Umwandlung ohne•au�ere Spannung (homogener Neumann-Rand). Dies ist die Situation
eines Quaders ohne umgebendes Material.

3. Umwandlung unter Zugspannung mit T � n > 0 an zwei gegen•uberliegenden Gebiets-
grenzen

4. Umwandlung unter Zugspannung mit T � n < 0 an zwei gegen•uberliegenden Gebiets-
grenzen

Nach dem in den Abschnitten 7.3.4 und 7.4.4 Gesagten ist die Minimierung der freien Energie
sinnvoll f•ur diese Randbedingungen.

9.2.3 Physikalische Parameter

Als mechanische Sto�gr •o�en wurden wegen der guten Verf•ugbarkeit und der techni-
schen Relevanz die des Materials 100Cr6 gew•ahlt. Der Sonderforschungsbereich 570 hat die
elastischen Kennwerte der Phasen Austenit, Perlit und Martensit zu einer gro�en Zahl von
Temperaturen in diesem Material ermittelt und in vergleichbarer Form in [ADF + 08a] und
[ADF + 08b] ver•o�entlicht. Dort werden die Sto�werte durch Funktionen der Te mperatur mit
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simpler Struktur angegeben, f•ur die Simulationen in diesem Kapitel wurde die lineare Inter-
polation von Messwerten dieser Autoren verwendet. Da die Temperatur bei konstanten 670� C
liegt, gen•ugt es an dieser Stelle, die Materialparameter zu dieser Temperatur zu nennen. Lie-
gen mehere Phasen vor, werden Mischungsregeln verwendet.

Mechanische Kennwerte von Perlit bei 670� C

Bezeichnung Formelzeichen Wert Einheit
Elastizit •atsmodul Ep 1.579630e+11 N=m2

Querdehnungszahl � p 3.098000e-01 -
) 1. Lame-Konstante � p 9.821805e+10 N=m2

2. (Schubmodul) � p 6.030043e+10 N=m2

Dichte � p 7.588861e+03 kg=m3

Mechanische Kennwerte von Austenit bei 670� C
Elastizit •atsmodul Ea 1.441308e+11 N=m2

Querdehnungszahl � a 3.162000e-01 -
) 1. Lame-Konstante � a 9.419357e+10 N=m2

2. (Schubmodul) � a 5.475262e+10 N=m2

Dichte � a 7.652933e+03 kg=m3

Parameter der Phasenumwandlung

Bezeichnung Formelzeichen Wert Einheit
Relaxationsparameter " 0.5e-3 -
Grenz
 •achenenergie3 � 0.00006 J=kg
Latente W•arme L 20e+3 J=kg

Wo keine Materialparameter verf•ugbar waren, wurden die•ahnlicher Materialien verwendet.
Die latente W•arme der perlitisch-austenitischen Umwandlung ist eine solche Sch•atzung.

9.2.4 Erwartetes Verhalten und numerische Resultate

Die Abbildung 9.4, rechtes Bild, zeigt das Verhalten des Systems ohne den elastischen Anteil
an der treibenden Kraft. Durch Vergleich mit diesem Ergebnis ist der Ein
uss der Spannun-
gen zu bewerten. Die Unterschiede zu den Rechnungen mit elastischer innerer Energie sind
allerdings so klein, dass die Betrachtung von Details in derVergr•o�erung n•otig ist. Dieses
Verhalten unterscheidet sich von experimentellen Beobachtungen, die in der Regel eine deut-
liche Beschleunigung der Umwandlung durch externe Spannungen zeigen.
Nun sollen die numerischen Resultate im Hinblick auf die Modellierung untersucht werden.
In s•amtlichen Simulationen zeigt sich, dass die durch die Phasenumwandlungen induzier-
ten Spannungen lokal deutlich•uber der Zugfestigkeit des Materials liegen, weshalb in diesen
Zonen plastisches Materialverhalten vorliegen sollte. Dies hat wieder Auswirkungen auf die
Spannungen { in dieser Hinsicht bildet das vorliegende Modell die Realit •at nicht ab. Gedan-
kenexperimente mit einfachen Situationen und dazugeh•orige •Uberschlagsrechnungen zeigen
ein •Uberschreiten der Festigkeit und lassen es damit plausibelerscheinen, dass dies auch bei
komplizierten Korngeometrien auftritt:
Man nehme an, eine Konstellation von Austenit sei bei 850 Grad Celsius spannungsfrei, wes-
halb man die Dichte von Austenit bei dieser Temperatur � 0 = 7555g=l als Ausgangsdichte
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ansieht. Sinkt die Temperatur auf 600 Grad Celsius, so betr•agt die thermische Dehnung4 mit
� A (600� C) = 7691g=l mit " ii;th = 1

3
� 0 � �

� � � 0:006. F•ur Perlit, der sich bilden soll, ist mit

� A (600� C) = 7616g=l mit " ii;phth = 1
3

� 0 � �
� � � 0:0027, die beiden Phasen sind also gegeneinan-

der um ca. � 0:0033 gedehnt. Nimmt man an, dass diese Dehnung nur in der L•ange statt�ndet
und nur eine der beiden Phasen gedehnt wird und die andere nicht5, dann erh•alt man mit
6 � � 1e11N=m2 eine Zugspannung in diese Richtung von ca. 3:3e8N=m2 = 3 :3e2N=mm2.
Dies liegt deutlich •uber der Streckgrenze f•ur Austenit bei diesen Temperaturen, sie betr•agt7

bei 600� C 54e + 6N=m2 und bei 800� C 26e+ 6N=m2.
Nimmt man an, dass plastisches Materialverhalten zus•atzliche E�ekte auf die Umwandlung
hat, dann muss man davon ausgehen, dass das vorliegende Modell einen wesentlichen E�ekt
nicht in Betracht zieht.
Immerhin machen es die Simulationsergebnisse zu diesem Modell in h•ochstem Ma� plausibel,
dass makroskopische Plastizit•at unter Phasenumwandlung schon weit unterhalb der Streck-
grenze einer der beteiligten Phasen auftritt.

Relation (7.73) besagt, dass unabh•angig von der Richtung der externen Spannungen die
Umwandlung in das festere Material die elastische Energie verkleinert und l•a�t damit schlie-
�en, dass die externen Spannungen die Umwandlungen tendenziell beschleunigen.

Die Abbildungen 9.5 zeigen die Entwicklung in einem Teilgebiet aus der linken unteren
Ecke des in Abbildung 9.4 dargestellten Gebiets im Zeitintervall von 115s bis 126s unter dem
Modell nach 7.6, Gleichung (7.102), allerdings ohne Ber•ucksichtigung der elastischen inne-
ren Energie. In den Abbildungen 9.6 bis 9.7 sind Simulationen mit dem Modell, welches die
Spannung umfasst, dargestellt. Durch Vergleich mit Abbildung 9.5 kann man schlie�en, dass
der Ein
uss von treibenden Kr •aften aus elastischer Energie die Umwandlung grunds•atzlich
deutlich beschleunigt. Nach Abschnitt 7.4.4 sprach die Betrachtung der Beitr•age zur treiben-
den Kraft nach Gleichung (7.63) gegen die Beschleunigung der Umwandlung { Teile des in
den elastischen Dehnungen linearen Terms scheinen die Wirkung der stets positiven Beitr•age
zu kompensieren { die Betrachtung der elastischen Energie nach Gleichung (7.73) hingegen
sprach daf•ur, zumindest unter konstanten Spannungen.
In dieser Situation beschleunigen externe Zugspannungen das Wachstum der perlitischen Pha-
se in Richtung der Zugspannungen, beziehungsweise bremsen, wenn die Zugspannungen nega-
tiv sind. Um das deutlich zu machen, wurde in Abbildung 9.8 die am schnellsten umwandelnde
Situation (die zu Zugspannungen von 345N=mm2) und die am langsamsten umwandelnde Si-
tuation als zeitliche Serie gegen•ubergestellt.
Diese Beobachtung ist nicht einfach mit den in Abschnitt 7.4.4 angestellten •Uberlegungen zu
erkl•aren. Sie kann auch nicht in allen Situationen in dieser Deutlichkeit gemacht werden: In
der Abbildung 9.12 ist die Entwicklung der Phasen in einem Ausschnitt aus der Mitte des
in 9.4 dargestellten Gebiets gezeigt. Man erkennt ein austenitisches Korn, welches von links
her in Perlit umwandelt, sowie Umwandlungen in den Nachbark•ornern am rechten und un-
teren Bildrand. Es ist deutlich zu beobachten, dass das Wachstum der im rechten Bildrand
sichtbaren Nachbark•orner nicht nur langsamer voranschreitet als die Umwandlung des gro�en
Korns in der Mitte, was wegen der unterschiedlichen Mobilit•aten der Grenz
•achen auch so

4Die Materialdaten sind die im Sonderforschungsbereich 570 f•ur Simulationen verwendeten, •ahnlich den in
[ADF + 08a] und [ADF + 08b] ver•o�entlichten.

5Man •uberlegt sich unschwer einen entsprechenden Versuchsaufbau.
6Die elastischen Konstanten von Austenit und Perlit untersc heiden sich tats•achlich um etwa 10 %.
7Quelle f•ur alle Materialdaten ist der SFB 570
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sein soll, sondern auch, dass diese unter externem Zug nichtwesentlich schneller wachsen als
ohne diesen. Auch die Umwandlung des Korns selber von links her ist kaum durch die exter-
nen Spannungen beschleunigt.

Betrachtet man die Gef•ugeentwicklung unter dem Aspekt, dass die elastische Energie zu-
mindest global minimiert werden muss und deswegen eine Tendenz zur Abnahme von Span-
nungen zu beobachten sein muss, stellt man fest, dass die Entwicklung des mittleren Korns
gut zu begr•unden ist, und dass auch die Szene unten links aus dem Rechengebiet mit dem
Bestreben begr•undbar ist, dort die elastische Energie zu minimieren. Die Betrachtung der
Spannungen in der Gebietsmitte zu je zwei Spannungssituationen zeigt: Die Spannungskom-
ponente � 11 steigt w•ahrend der Umwandlung unter externem Zug im mittleren Korn deutlich
an, wie in der rechten Spalte von Abbildung 9.15 zu sehen ist,w•ahrend die anderen Kom-
ponenten der Spannung sich kaum ver•andern (Abbildungen 9.14 und 9.13). Unter externem
Zug wird also o�enbar durch die Umwandlung die elastische Energie im mittleren Korn lokal
erh•oht, deshalb wird die Umwandlung durch den Zug gebremst.

In den Darstellungen der Spannungen zum Detail unten links 9.9 ist eine Verringerung
dieser Spannungskomponente im Verlaufe der Umwandlungen zu sehen, in 9.10 eine Verringe-
rung vor allem in der Rechnung zuT � n = 350N=mm2. Damit geht eine Beschleunigung der
Umwandlung in letzterer gegen•uber ersterer Situation einher. Dies ist das, was man erwarten
w•urde, denn die in Abbildung 9.11 dargestellten Zugspannungen •andern sich im Mittel nicht
viel, wenn sie sich auch lokal deutlich•andern.

In den Abbildungen 9.16 und 9.17 sind Rechnungen zu den Modellen mit elastischer Ener-
gie und ohne elastischer Energie gegen•ubergestellt. Dort sind die gegen•uberliegenden Gra�ken
nicht zu gleicher Zeit, sondern zu•ahnlichem Fortschritt der Umwandlung dargestellt. Hier ist
sehr deutlich zu siehen, dass sich die Spannungen verringern, wenn die elastische Energie
einen Beitrag zur treibenden Kraft liefern soll. Dies ist sichtbarer E�ekt der Minimierung der
elastischen Energie. Die Verringerung der Scherspannungen � 01, Abbildung 9.17, ist nicht so
deutlich wie die der Zugspannungen.
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Abbildung 9.8: Das Detail unten links, zwei Umwandlungsverl•aufe gegen•ubergestellt: Die lin-
ke Spalte zeigt die Simulation mit der langsamsten Umwandlung, zu einer Spannungsrand-
bedingung von � 245N=mm2 am oberen und unteren Rand, die rechte Spalte die schnellste
Umwandlung, wo dort 350N=mm2 wirken. Zeit von 115s bis 126s.
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Abbildung 9.9: Diese und die folgenden zwei Abbildungen zeigen die Komponenten des Span-
nungstensors an der in den Abbildungen 9.5 bis 9.8 gezeigtenStelle, und zwar immer in der
linken Spalte mit am obenen und unteren Rand ansetzenden externen Zugspannungen von
T � n = � 245N=mm2, in der rechten Spalte vonT � n = 350N=mm2. Bilder in der Zeile oben
zu t = 115s, unten t = 126s. Im Bild Spannungskomponente� 00. Unterschiede zwischen den
beiden Situationen ergeben sich haupts•achlich aus den verschieden weit gewachsenen K•or-
nern, da die von extern angreifenden Kr•aften verursachten Spannungen iny-Richtung liegen.
Es ist erkennbar, dass die H•ohe der Spannungskomponente im Laufe der Entwicklung etwas
abgenommen hat.
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Abbildung 9.10: Wie in Abbildung 9.9 in der linken Spalte am obenen und unteren Rand
ansetzende externe Zugspannungen vonT � n = � 245N=mm2, rechts von T � n = 350N=mm2,
oben t = 115s, unten t = 126s. Spannungskomponente� 01. Im unter Zugspannung statt-
�ndenden Prozess, rechte Spalte, ist eine Abnahme der Scherspannungen mit der Zeit zu
erkennen. Im Prozess unter negativen Zugspannungen ergibtsich kein klares Bild.
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Abbildung 9.11: Wie in den Abbildungen 9.9 und 9.10 in der linken Spalte am oberen und
unteren Rand ansetzende externe Zugspannungen vonT � n = � 245N=mm2, rechts von
T � n = 350N=mm2, oben t = 115s, unten t = 126s. Die Spannungskomponente� 11 unter-
scheidet sich f•ur beide Rechnungen wegen der unterschiedlichen externen Spannungen deut-
lich. Das Gesamtbild ver•andert sich deutlich, im Schnitt bleibt die Spannung jedochhalbwegs
unver•andert.
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Abbildung 9.12: Detail aus dem Gebiet 9.4, welches das in derGebietsmitte liegende Korn
zeigt. In der linken Spalte Gebietsrand frei von•au�eren Spannungen, in der rechten Spalte
am oberen und unteren Rand ansetzende externe Zugspannungen von T � n = 350N=mm2,
oben t = 131s, unten t = 177s. An den K•ornern rechts im Bild ist zu sehen, dass externe
Zugspannungen das Wachstum nicht in alle Richtungen beschleunigen. Man vergleiche mit
den Darstellungen der Spannungen in diesem Gebiet, 9.13 bis9.15.
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Abbildung 9.13: Spannungskomponente� 00 zur in Abbildung 9.12 dargestellten Phase. Wie
zuvor links Gebietsrand frei von •au�eren Spannungen, rechts doppelter Zug, obent = 131s,
unten t = 177s. Wieder unterscheiden sich die Spannugen kaum, da die externe Spannung in
y-Richtung wirkt. Die Zonen gro�er Werte verlagern sich, aber in der H•ohe und im Schnitt
�ndet kaum Ver •anderung statt.
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Abbildung 9.14: Spannungskomponente� 01 zur Abbildung 9.12. Links Gebietsrand frei von
•au�eren Spannungen, rechts doppelter Zug, obent = 131s, unten t = 177s. Die Scherspan-
nungen erh•ohen sich deutlich im Laufe des Prozesses.
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Abbildung 9.15: Spannungskomponente� 11 zur Abbildung 9.12. Links Gebietsrand frei von
•au�eren Spannungen, rechts doppelter Zug, obent = 131s, unten t = 177s. Diese Zugspan-
nungen sind aufgrund der externen Spannungen deutlich unterschiedlich. Sie erh•ohen sich
deutlich im Laufe des Prozesses und d•urften damit f •ur die verlangsamte Phasenumwandlung
verantwortlich sein.
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Abbildung 9.16: Die Spannung� 00 des in Abbildung 9.12 dargestellten aus zwei Umwand-
lungsverl•aufen mit (rechts) und ohne (links) spannungsinduzierter treibender Kraft gegen-
•ubergestellt. Beide Rechnungen zu homogener Neumann-Randbedingung an die Spannung.
Die gegen•ubergestellten Bilder sind nicht zeitgleich, sondern zu vergleichbarem Fortschritt
der Umwandlungen. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Umwandlung das Material entla-
stet, wenn die elastische Energie in das Modell aufgenommenwird.
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Abbildung 9.17: Die Scherspannung� 01 des in Abbildung 9.12 dargestellten Details aus zwei
Umwandlungsverl•aufen ohne und mit spannungsinduzierter treibender Kraft zu vergleichba-
rem Fortschritt der Umwandlungen in diesem Bereich gegen•ubergestellt. Beide Rechnungen zu
homogener Neumann-Randbedingung an die Spannung. Auch bez•uglich der Scherspannungen
ist die Entlastung durch die Umwandlung zu erkennen, wenn diese unter Spannungsein
uss
modelliert ist.



Kapitel 10

Ausblick

Die Untersuchungen, urspr•unglich auf Phasenenumwandlungen auf mesoskopischer Skala zie-
lend, haben in ihrem Verlauf weitere Schwerpunkte erhalten, n•amlich die physikalische Begr•un-
dung allgemeiner Erhaltungsgleichungen und die Physik derPhasenumwandlungen. Deshalb
sind auch die sich neu ergebenden Fragen zahlreich und aus einem breiten Themenspektrum.

10.1 Modellierung und Physik

Der in Kapitel 3 unternommene Versuch, allgemeine Bilanzgleichungen gekoppelter konser-
vierter und nichtkonservierter Variablen thermodynamisch zu erkl•aren, hat f•ur nicht isotrope
Systeme zu einem Ergebnis gef•uhrt, welches, wie in Abschnitt 3.6 ausgef•uhrt wird, nicht hin-
reichend allgemeing•ultig ist. Die Positivit •at der Entropieproduktion durch Fl •usse der System-
gr•o�en kann f•ur allgemeine Bilanzgleichungen nicht•uber den gesamten Prozess nachgewiesen
werden. Es sollte versucht werden, einen solchen Nachweis zu f•uhren, und zwar einerseits
durch Fortsetzung der funktionalanalytischen Untersuchungen wie in Abschnitt 3.5.1, ande-
rerseits sollte nach einem umfassenderen Ansatz als den durch die Vereinbarung 3.1 und die
Approximation der Entropie durch eine Bilinearform gesucht werden.

Die Formulierung der Entropie der W•arme in dieser Arbeit, wie sie in Abschnitt 3.7.1,
Gleichung (3.57) und in Abschnitt 7.3, Gleichung (7.6), vorgenommen wird, impliziert Be-
merkung 3.8: Die Temperatur ist mit dem statistischen Gewicht der Gleichgewichtsverteilung
der inneren Energie eng verbunden. Es ist wichtig, bestehende Erkenntnisse der statistischen
Physik { siehe dazu M•ullers Beitrag in [GKW03] { mit den Darstellungen in den bezeichneten
Kapiteln in Einklang zu bringen.
Auch der in Abschnitt 7.3.3 gefundene Zusammenhang zwischen Schmelztemperatur, laten-
ter W•arme und den W•armekapazit•aten eines Systems mit Phasenumwandlungen kann mit
genauerer Sicht auf die Entropie der W•arme verbessert werden. Andererseits bietet es sich
an, einen Vergleich mit Messwerten durchzuf•uhren. Anhand dessen kann einfach festgestellt
werden, inwieweit die in dieser Arbeit verwendete Formulierung der Entropie unzul•anglich
ist.

Entropiemaximierung ist das Prinzip, welches Prozesse antreibt. Die Untersuchungen in
dieser Arbeit zeigen, dass dieses Prinzip auch dann verwertbare Gleichungen liefert, wenn
das interessierende System mit seiner Umgebung gekoppelt ist { dann m•ussen allerdings die
Randbedingungen dem Bestreben des Restes der Welt nach Entropievermehrung Rechnung
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tragen. Die mechanische Energie induziert in Festk•orpern keine Entropie und ist deshalb an
den Kontext der Entropievermehrung nur durch Dissipation gekoppelt. Die Rechtfertigung,
die in dieser Arbeit f•ur die Aufnahme der mechanischen Energie in die freie Energie erfolgt ist,
ben•otigt die Annahme fehlender Dissipation in der Umgebung desGebiets. Kann die mecha-
nische Energie in ein Gesamtpotential eingebettet werden,vergleichbar mit der Gibbs'schen
freien Energie, so dass globale Entropiemaximierung ohne diese Annahme sichergestellt ist?

Indem man verschiedene K•orner durch verschiedene Komponenten des Phasenfeldes mo-
delliert, kommt man in die Situation, dass mit der Anzahl der modellierten K•orner die Kompo-
nentenzahl des Phasenfeldes und damit die Di�erentialgleichungen, welche ja von der ihrerseits
komponentenzahlabh•angigen Mobilit•atsmatrix abh•angen, f•ur physikalisch identische Situatio-
nen unterschiedlich sind. Eine Grenz
•ache wird also anders modelliert, wenn nur zwei K•orner
in die Betrachtung einbezogen werden, als wenn mehrere K•orner betrachtet werden. Dies ist
ein grunds•atzlicher Schwachpunkt aller Vorgehensweisen, bei denen eine Volumenerhaltung
durch die Mobilit •atsmatrix realisiert wird. Es sollte an Alternativen gearbeitet werden.

Die Theorie des Verhaltens chemischer Elemente im System ist im Kapitel 7 bereits fast
vollst•andig beschrieben. Der Implementierung steht seitens der erweiterten Alberta-C++-
Bibliothek nichts mehr im Wege.
Dringlicher aus Sicht der Umwandlungskinetik ist die Aufnahme der Plastizit•at in das Modell,
denn sie tritt in umwandelnden Metallen mit Sicherheit auf und es ist davon auszugehen, dass
ihr E�ekt auf die Phasenumwandlungen ein wesentlicher ist. Hier ist noch viel Arbeit in der
Modellierung, insbesondere der energetischen Betrachtung der Plastizit•at, zu leisten. Nicht
minder anspruchsvoll d•urfte die numerische Behandlung der dann auftretenden, in Di�eren-
tialoperatoren nichtlinearen Terme sein.

Eine Betrachtung der zeitlichen Entwicklung der einzelnenAnteile an der inneren Energie
im Rechengebiet,E th , E mech , E gb E bind w•are von Interesse.

Die •Aquivalenz der Entropiemaximierung unter der Nebenbedingung Energieerhaltung zur
Minimierung der freien Energie, konsistente Randbedingungen vorausgesetzt, ist in Abschnitt
3.4 gezeigt. Die•Aquivalenz der aus diesen beiden Prinzipien stammenden partiellen Di�eren-
tialgleichungen ist noch nicht gezeigt und sollte der Vollst •andigkeit halber bewiesen werden.
Unbedingt sollten Simulationen mit den aus der Entropie gewonnenen Gleichungen durchge-
f•uhrt werden und deren Eigenschaften studiert werden.

10.2 Mehrskalenmodellierung und Methode

Die numerische Methode ist ausbauf•ahig und im besten Sinne verbesserungsw•urdig. Eine in
Zukunft mit tragbarem Aufwand zu realisierende Verbesserung w•urde die Linearisierung von
e und anschlie�ende semi-implizite Berechnung der diskreten L•osung des Systems darstellen.
Damit lie�e sich voraussichtlich dem Problem der kleinen und schwankenden Zeitschrittweiten
wirkungsvoll begegnen. Der Algorithmus w•are dann bedeutend e�zienter.

Am Schluss des Abschnittes 7.6.2 wurde darauf eingegangen,dass vermutlich die Konver-
genzordnung des diskreten Problems mit der Gitterweiteh dadurch belastet ist, dass Gra-
dienten der Verschiebungen nichtlinear in das Gleichungssystem ein
ie�en. Dieses Problem
sollte analysiert werden.

Das Problem der Phasenumwandlung im Festk•orper �ndet im dreidimensionalen Raum
statt. Die Betrachtung im Zweidimensionalen bedarf Annahmen, die das Modellverhalten
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auf nicht vernachl•assigbare Weise beein
ussen. Der jetzige Stand dieser Arbeit sieht alle Feld-
gr•o�en als in z� Richtung konstant an. Das hat gravierende Auswirkungen aufVerh•altnisse von
Fl•achen zu Volumen, zum Beispiel mit Hinblick auf Energien, und auch auf die mechanische
Situation. Eine dreidimensionale Implementierung ist wesentlich f•ur •ubertragbare numerische
Resultate.

Das Modell dieser Arbeit sollte Teil einer Mehrskalenmodellierung werden. Um zu reali-
stischen Ergebnissen zu kommen, sollte allerdings zuerst die Plastizit •at in das Modell aufge-
nommen werden. Die Implementierung der makroskopischen Fl•usse durch das repr•asentative
Volumenelement ist unumg•anglich, will man anwendungstaugliche Mehrskalenmodelleberech-
nen.
Der numerische Aufwand des Problems ist zu gro�, als dass Mehrskalenmodellierung in naher
Zukunft Fr •uchte tragen k•onnte, dieses Vorhaben ist sicher ein mittelfristiges.
Sowohl die Mehrskalenmodellierung als auch die Betrachtung im Dreidimensionalen machen
es erforderlich, zus•atzlich zum linearen L•oser weitere Programmteile zu parallelisieren, zum
Beispiel Sch•atzer und Diskretisierungsalgorithmus.
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A.1 Satz von Perron-Frobenius f •ur symmetrische Matrizen

Satz A.1 (Fassung des Satzes von Perron-Frobenius f•ur symmetrische Matrizen). Sei A =
(aij ) 2 RN � RN symmetrisch und(aij ) > 0 8 i; j . Dann besitzt A einen maximalen Eigenwert
� 1 > 0. Der dazugeh•orige Eigenvektorv1 kann mit ausschlie�lich positiven Eintr •agen gw•ahlt
werden:

(v1) i > 0 8 i = 1 : : : N:

Er tr •agt die BezeichnungPerron-Vektor. Die Eigenvektoren zu kleineren Eigenwerten� k ;
k > 1 besitzen mindestens eine Koordinate(vk ) j < 0.
Ist (aij ) < 0 8 i; j , so besitztA einen minimalen Eigenwert � N < 0, und der dazugeh•orige
Eigenvektor vN hei�t wieder Perron-Vektor und besitzt nur positive Eintr •age.

Beweis. Im Folgenden bezeichnen die Betragsstriche um einen Vektorden Vektor der Betr•age
der Komponenten und nie die Norm. Ferner verwenden wira < i b, was •aquivalent zu (a) i <
(b) i f•ur alle i ist, und analog dazu die Beziehung> i .
Als symmetrische Matrix besitzt A ausschlie�lich reelle Eigenwerte� i zu einem orthogonalen
System von Eigenvektorenf x i g. Sei v mit v > i 0. Dann ist wegenaij > 0 8 i; j = 1 : : : N
Av > i 0. Mit dem Raleigh-Quotienten ist deshalb

� 1 = max
v

v> Av
v> v

> 0:

Wir zeigen zuerst: Zum gr•o�ten Eigenwert � 1 > 0 geh•ort der Eigenvektor x1 mit der Eigen-
schaft (x) i > 0 8 i = 1 : : : N .
Sei� 1 = 1. Dies stellt keine Beschr•ankung der Allgemeinheit dar, da wegen� 1 > 0 gegebenen-
falls durch den Spektralradius dividiert werden kann: A := 1

� (eA)
eA. Dann ist der erste Schritt

gezeigt, wenn f•ur x1 mit x1 = Ax1 zum gr•o�ten Eigenwert auch jx1j = Ajx1j gezeigt ist,
denn dann gibt es einen Vektor mit positiven Komponenten, der die Gleichung zum gr•o�ten
Eigenwert erf•ullt.
Es ist

jx1j = � 1jx1j = j� 1x1j = j(Ax1) i j � i jAjjx1j = Ajx1j:

Nehmen wir an, es g•alte x1 < i Ajx1j, oder jAx1 � x1j := y > i 0. Nat•urlich ist dann Ay > i 0,
und immer Ajx1j := z > i 0 und Az > i 0. Dann g•abe es ein reelles" > 0 mit Ay > i "z, und
dies ist

A(z � x) > i "z (A.1)

,
Az

1 + "
> i z: (A.2)

Mit B := A
1+ " ist also Bz > i z, B2z > i Bz, ... , also sukzessiveBN z > i ::: > i Bz > i z, und

dies kann nicht erf•ullt werden, da BN =
�

1
1+ "

� N
AN und � (A) = 1 ist. Also gilt jx1j = Ajx1j

und der Eigenvektor zum gr•o�ten Eigenwert kann mit ausschlie�lich positiven Komponenten
gew•ahlt werden.
G•abe es einen weiteren Eigenvektorvk mit ( xk ) i > 0 8i , dann w•are

v>
1 Avk = � 1v1vk = 0

wegen der Orthogonalit•at der Eigenvektoren im Widerspruch zu (vk ) i > 0; (v1) i > 0 8 i .
F•ur (aij ) < 0 8 i; j argumentiert man ganz analog.
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Bemerkung A.2. Der Satz gilt auch unter der Voraussetzung, dass (aij ) � 0 8 i; j und A
vollen Rang hat, denn auch dann gilt f•ur (x) i > 0 f•ur alle i = 1 : : : N , dass (Ax) i > 0 f•ur alle
i ist. Alle Argumente aus dem obigen Beweis behalten dann ihreG•ultigkeit.
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B.2 Kinematik und Elastizit •at

B.2.1 Bewegung und kinematische Gr •o�en

Einem K•orper werden zwei Koordinatensysteme zugeordnet: Das materielle Koordinatensy-
stem, in dem jedem Punkt des Materials Koordinaten zugeordnet sind, weshalb eine Bewegung
des K•orpers in diesen Koordinaten nicht sichtbar wird, und das r•aumliche, welches fest im
Raum liegt und bez•uglich dessen ein bewegter K•orper seine Koordinaten•andert. Die materi-
ellen Koordinaten des K•orpers bezeichnen wir mitx, die r•aumlichen mit ex.

De�nition B.3. Als Bewegungoder Deformation eines K•orpers 
 bezeichnen wir die Abbil-
dung von der Referenzkon�guration 
 0 in eine deformierte Kon�guration 


� : 
 0 � [0; tend] 7! Rd � [0; tend]

(x ; t) 7! (� (x ; t); t):
(B.3)

Dabei sind die Bezeichnungenex = � (x; t) und 
( t) = � (
 0; t) •ublich.
Die Zeitableitung der Deformation bezeichnet man alsGeschwindigkeit

v (x; t) =
@� (x; t)

@t
: (B.4)

Zur Deformation � eines K•orpers de�niert man den Deformationsgradienten

F := r x � (x ; t) =
@� (x; t)

@x
: (B.5)

Als Verschiebungbezeichnen wir die Gr•o�e

u := � � Id

u(x; t) = � (x ; t) � x :
(B.6)

Ihre Zeitableitung ist demnach wieder die Geschwindigkeit:

@t u(x; t) = @t (� � Id) = v(x; t): (B.7)

Ihr Gradient
H := r x u(x; t) = F � Id (B.8)

wird als Verschiebungsgradientbezeichnet.

De�nition B.4. Der symmetrischeCauchy-Greensche Verzerrungstensorist

C := FT F : (B.9)

Damit de�niert man den Greenschenoder denSt. Venantschen Verzerrungstensor

E :=
1
2

(C � Id) : (B.10)

Dieser ist der Tensor der Dehnungen.
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Es ist

E :=
1
2

(C � Id) =
1
2

(FT F � Id)

=
1
2

�
(H + Id) T (H + Id) � Id

�

=
1
2

(H + HT + HT H) �
1
2

(r u(x; t) + r u(x; t)T ) :

(B.11)

Im letzten Schritt wurde eine Linearisierung vorgenommen,die bei kleinen Deformationsgra-
dienten gerechtfertigt ist.
Der Geschwindigkeitsgradientist

L := r ex v(ex ; t)T ; (B.12)

wobei
v(ex ; t) = v(� � 1(ex); t) (B.13)

ist und
(r ex v(ex ; t))T F = r xv(x; t )T (B.14)

(siehe [Pal98] und [AA94]) gilt. Damit ist

L = ( r ex v(ex ; t))T = ( r v(x; t)) T F� T = r
�

@� (x; t)
@t

�
F� T

=
@
@t

(r � (x ; t))T F� T = _FT F� T :

(B.15)

Senkrecht zu einer beliebigen Schnitt
•ache mit Fl•achennormalern durch den K•orper wirkt
der

Spannungsvektor t . Er ergibt sich zu t = Tn mit dem

Cauchyschen Spannungstensor T(� (x; t )) (siehe [Ber05] Satz 3.4). Er sei in unserem
Zusammenhang durch die Gleichungt = Tn de�niert.

De�nition B.5. Ein Material hei�t ein elastisches Material,wenn

T(� (x ; t)) = bT(x; F) = bT(x; r � ) (B.16)

ist, d.h. die Spannungen eine Funktion des Deformationsgradienten und des materiellen Ortes
x sind. Die Funktion bT hei�t Antwortfunktion . H•angen die Spannungen nur vom Deformations-
gradienten ab, so hei�t das Material homogen elastisch[Cia88], [Ber05]. Oft liegt die Antwort-
funktion in der wegenu = � � Id •aquivalenten Form T(� (x; t)) = bT(x; r � ) = eT(x; r x u(x; t ))
vor.

B.3 Das Cauchy'sche Bewegungsgesetz als Minimierungspro-
blem

Zeidler stellt in [Zei97, Kapitel 61] bereits das statischeKr •aftegleichgewicht als Minimum der
mechanischen Energie eines station•aren mechanischen Systems•uber alle Bewegungen dar.
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Das Cauchy'sche Bewegungsgesetz Gleichung (3.10) l•asst sich ebenfalls als eine Onsager-
•ahnliche Beziehung aus der lokalen Erhaltung der mechanischen EnergieL (u; _u) gewinnen.
Diese mechanische Energie ist

L (u; _u) :=
Z




ekin + eelast + epot dx

=
1
2

Z




� _u2 dx +
1
2

Z




T � Eelast dx +
Z t1

t0

Z




� (� b) � _u dxdt:
(B.17)

Der Einfachheit halber verwenden wir hier von jetzt ab u statt uelast und E statt Eelast .
Die potentielle Energie entsteht bei Bewegung gegen das•au�ere Kraftfeld b. In der Regel
ist b ein Potentialfeld. Die potentielle Energie zu Proze�beginn wurde zu Null gesetzt. Das
Kraftfeld hier die Rolle der Massenkr•afte b aus De�nition (2.6). Damit besteht L aus in De�-
nition (2.6) eingef•uhrten Energiebeitr•agen. Nimmt man vorl•au�g an, dass keine mechanische
Energie in thermische oder Bindungs-Energie umgewandelt wird, gilt nach dem Hauptsatz
der Thermodynamik (1) dt L (u; _u) = 0. Wir berechnen diese verschwindende Zeitableitung:

0 =
d
dt

8
<

:
1
2

Z




� _u2 dx +
1
2

Z




1
2

�
r u + r > u

�
C �

1
2

�
r u + r > u

�
dx +

t1Z

t0

Z




� (� b) � _u dxdt

9
=

;

=
Z




� •u _u dx +
Z




1
2

�
r u + r > u

�
C �

1
2

�
r _u + r > _u

�
dx +

t1Z

t0

Z




� (� b) � •u dxdt

=
Z



� •u _u dx �

Z




div(
1
2

�
r u + r > u

�
C) � _u dx +

t1Z

t0

Z




� (� b) � •u dxdt

f•ur alle t: (B.18)

Durch Integration •uber ein beliebiges Zeitintervall [t0; t1] erh•alt man

0 = [L (u; _u)]t1
t0

=

t1Z

t0

n Z




� •u _u dx �
Z




div(
1
2

�
r u + r > u

�
C) � _u dx +

Z




� (� b) � _u dx
o

dt

=
Z




u (t1 )Z

u(t0 )

� •u dudx �
Z




u (t1 )Z

u(t0 )

div(
1
2

�
r u + r > u

�
C) dudx +

Z




u (t1 )Z

u(t0 )

� (� b) dudx: (B.19)

Dies ist

0 =
Z




� •u dx �
Z




div(
1
2

�
r u + r > u

�
C) dx +

Z




� (� b) dx (B.20)

f•ur alle energieerhaltenden Deformationenu(x; t) f •ur L 2-fast alle t.
Das Cauchy'sche Gesetz folgt daraus genau dann, wenn die Erhaltung von L nach Gleichung
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(B.18) f•ur alle Teilgebiete ! von 
 gilt. Dann gilt auch die letzte Gleichung f •ur alle ! , mithin
wegen des Fundamentallemmas der Variationsrechnung

� •u � div(CE) � � b = 0 fast •uberall: (B.21)

Dies ist das Cauchy'sche Bewegungsgesetz. Es bleibt zu zeigen, dass es nicht gilt, wenn die
Energieerhaltung nur global und nicht lokal gilt: Dann gibt es eine! und ein � 2 R mit

0 < � =
Z

e!

� •u dx �
Z

e!

div(CE) dx +
Z

e!

� (� b) dx:

O�ensichtlich kann der Integrand nicht fast •uberall verschwinden. Das Cauchy'sche Bewe-
gungsgesetz g•alte also nicht.

Ein externes Potential mit r w = � b wird in Modellen geringer Lagever•anderungen nicht
ber•ucksichtigt. Dennoch erinnere man sich, dass in der Regel aus dem Kraftfeld die poten-
tielle Energie

Rt1
t0

R

 � (� b) � _u dxdt =

R



Ru(t1 )
u (t0 ) � (� b) dudx =

R



Ru(t1 )
u (t0 ) � (r w(u)) dudx =

R

 � (w(u(t1) � w(u(t0)) dx resultiert, z.B. die H•ohendi�erenz mal Masse eines K•orpers.

B.4 Antwortmatrix und Mischungshypothesen

B.4.1 Die Antwortmatrix eines homogenen Materials

Mit der Antwortmatrix in ihrer vollen Darstellung lautet da s Hooke'sche Gesetz
0
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(B.22)

Die Konstanten � und � hei�en Lam'e-Konstanten.
Da sie im Rahmen dieser Arbeit ben•otigt wird, soll die inverse Matrix C� 1 der Antwortmatrix
C berechnet werden. Man•uberlegt sich leicht, dass die Inverse Nullen enth•alt, wo C Nullen
enth•alt, also dasselbe Besetzungsmuster hat. Man sieht, dass das GleichungssystemCC� 1 = Id
drei Typen von Gleichungen enth•alt, hier jeweils ein Repr•asentant:

cinv
11 (� + 2 � ) + cinv

51 � + cinv
91 � = 1

cinv
22 � + cinv

42 � = 1

cinv
15 (� + 2 � ) + cinv

55 � + cinv
95 � = 0

Man vermutet, dass die Eintr•age vonC, die nur � enthalten, auch in der Inversen gleich sind:
cinv

22 = cinv
42 =: e� . Dann ist

e� =
1

2�
(B.23)
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nach der zweiten Gleichung. Genauso vermutet man, dasscinv
51 = cinv

91 = cinv
95 =: e� sind, und

weiterhin die Gleichheit cinv
11 = cinv

55 = cinv
99 . Durch Einsetzen von e� , e� und Substitution von

c55 aus der ersten Gleichung in die dritte erh•alt man

e� = �
�
2�

1
(3� + 2 � )

: (B.24)

Aus der dritten Gleichung errechnet man danncinv
55 = 2� 2+2 ��

2�� (3� +2 � ) = e� + 2 e� . Die Inverse hat
also dieselbe Form wieC.

B.4.2 Sto�werte inhomogener Materialien

Intuitiv ist man versucht, Koe�zienten eines Sto�gemenges
"
durch eine lineare Mischungsregel

zu approximieren \. So einfach ist die Sache nicht:
Wir betrachten ein allgemeines lineares Gesetz der beiden Gr•o�en a und b 2 Rm , im Reinsto�

a = � � b , b = � � 1 � a

mit der Koe�zientenmatrix � . Sowohl � als auch � � 1 k•onnen mit gleichem Recht als Koef-
�zienten des Zusammenhanges bezeichnet werden und f•ur eine N � komponentige Mischung
durch die lineare Mischungsregel approximiert werden. O�ensichtlich sagen die beiden Ap-
proximationen aber etwas Verschiedenes aus:

a =

 
NX

i =1

� i

!

� b , b =

 
NX

i =1

� i

! � 1

� a

b =

 
NX

i =1

� � 1
i

!

� a , a =

 
NX

i =1

� � 1
i

! � 1

� b

F•ur die Antwortmatrix des Hooke'schen Gesetzes soll hier dargestellt werden, was die beiden
Mittelungen bedeuten.

Reuss-Schranke

In einem inhomogenen, ausN verschiedenen Materialien zusammengesetzten Material herr-
sche in allen Punkten in jedem Bestandteil die gleiche Spannung:

T1 = ::: = TN = T:

Dies ist zum Beispiel in einem Material das senkrecht geschichtet ist und einer waagerecht
wirkenden SpannungTh ausgesetzt ist, der Fall.
•Aquivalent dazu ist

C1E1 = ::: = CN EN =: CErsatz EGes;

wobei CErsatz die e�ektive Antwortmatrix der Mischung und EGes die Gesamtdehnung ist. Die
Gesamtdehnung setzt sich aus den Dehnungen der Bestandteile zusammen:

EGes =
X

wi (vi )Ei ;
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wobei diewi (vi ) von den Volumenanteilenvi abh•angige Gewichte dieser Mischungsregel sind.
Zum Beispiel addieren sich die Dehnungen der einzelnen Schichten zur Gesamtdehnung:
EGes =

P
vi Ei . Aus

Ci Ei = CErsatz EGes

erh•alt man
Ei = C� 1

i CErsatz EGes;

und damit
EGes =

X
wi (vi )Ei =

nX
wi (vi )C� 1

i

o
CErsatz EGes:

Also ist
CErsatz =

nX
wi (vi )C� 1

i

o � 1
: (B.25)

Mit der linearen Mischungsregel f•ur die Dehnungen ist dies

CErsatz =
nX

vi C� 1
i

o � 1
:

Dieser Ausdruck wird traditionell als Reuss-Schranke bezeichnet, m•oglicherweise weil in [Reu29]
mit der Voraussetzung r•aumlich konstanter Spannungen gearbeitet wird. Er entspricht, wie
dargestellt, dem e�ektiven Materialparameter eines quer zur Belastung geschichteten Materi-
als [SA06,x3].

Voigt-Schranke

Herrscht in einem inhomogenen, ausN verschiedenen Materialien zusammengesetzten Mate-
rial in jedem Bestandteil die gleiche Dehnung,

E1 = ::: = EN ;

so m•ussen die Spannungen einer Mischungsregel gen•ugen:

TGes =
X

wi (vi )T i =
nX

wi (vi )Ci

o
E:

Damit ist
CErsatz =

X
wi (vi )Ci : (B.26)

F•ur eine lineare Mischungsregel erh•alt man die traditionell als Voigt-Schranke bekannte ef-
fektive Gr•o�e

CErsatz =
X

vi C� 1
i :

Sie gilt f•ur geschichtetes Material, was l•angs zur Schichtung belastet wird [SA06,x3].
Man beachte hier die Analogie zu den e�ektiven Widerst•anden von Parallelschaltung und

Reihenschaltung in der Elektrotechnik.
Man •uberlegt sich leicht, dass die beiden Schranken, welche ja Grenzf•alle von Inhomogenit•at
sind, f•ur sehr unterschiedliche Materialien weit auseinanderliegen k•onnen.
Nach (B.23) und (B.24) haben Inverse von Antwortmatrizen die gleiche, durch zwei reelle
Zahlen e� und e� bestimmte Gestalt wie die Antwortmatrizen selbst.
Au�erdem rechnet man leicht nach, dass das Matrixprodukt zweier Matrizen der Form aus
(B.22) mit den Parametern � i und � i wieder die gleiche Form (mit den Parametern� = � 1� 2

und � = � 1� 2 +2( � 1� 2 + � 2� 1)) hat. Die Antwortmatrizen aus der Reuss- und Voigt-Schranke
haben nach Gesagtem ebenfalls die in (B.22) dargestellte Form. Dies spricht daf•ur, dass beide
Mischungshypothesen physikalisch sinnvolle Spannungsantwortmatrizen liefern.
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B.5 Elastische Probleme in zwei Raumdimensionen

Es gibt mehrere M•oglichkeiten, ein dreidimensionales mechanisches Problem durch ein zwei-
dimensionales abzubilden. Eine m•ogliche Modellierung ist die als Scheibe. Dabei wird ange-
nommen, dass das Material eine geringe Ausdehnung inz- Richtung hat und deshalb in diese
Richtung keine Spannungen aufnehmen kann, also� 33 = � :3 = � 3: = 0 ist. Das weitere Vorge-
hen ist in [Bra97, x4] beschrieben. Die Scheibe ist eine konkrete physikalische Situation, die
Darstellung eines dreidimensionalen Problems als solche ist wenig zweckm•a�ig. Stattdessen
tri�t man die Annahme unendlicher Ausdehnung von 
 in z-Richtung unter Konstanz der
Feldgr•o�en in z-Richtung. Betrachten wir eine in x � y-Richtung aus dem Material geschnit-
tene Scheibe geringer St•arke in z-Richtung. In einem solchen Gebiet wirkt jedem Versuch
des Materials, sich in z-Richtung zu dehnen, ein entgegengesetzter Versuch in umgekehrter
Richtung entgegen. Demnach sind alle Verschiebungen inz-Richtung konstant und alle Kom-
ponenten des Deformationsgradientenr u3 = @zu = 0. Das Hooke'sche Gesetz (B.22) wird,
inelastische Verschiebungen zulassend, zu
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: (B.27)

Die z-Komponente der Zugspannung verschwindet nicht. Sie sind aber kein Freiheitsgrad
mehr. Es ist nach (B.22) � 33 = � [(@x u1 � @x u1;inel ) + ( @yu2 � @yuy;inel )], Scherspannungen in
z-Richtung verschwinden.
In Abwesenheit von inelastischen Dehnungen induziert� 33 keine Energie, da sie nicht entlang
von Dehnungen wirken. Gibt es inelastische Dehnungen, dannist @zu3 = @zu3;inel und die
Beitr •age zur elastischen Energie sind zu ber•ucksichtigen.

Die Hypothesen, unter denen man ein allgemeines dreidimensionales Problem als zweidi-
mensional betrachtet, sind selten realistisch. Unkritische Betrachtung von Simulationsergeb-
nissen birgt die Gefahr falscher Schl•usse.

B.5.1 Treibende Kraft aus der Elastizit •at in zwei Raumdimensionen

In die Berechnung der treibenden Kraft gehen nach Gleichung(7.63) nur Beitr •age aus dem
Term (E � Einel ) [� CE� Ei; inel ] ein. Der Summand (E � Einel ) 1

2
� CE� (	 )

� 	 i
(E � Einel ) kann als

Produkt der Tensoren f•ur zwei Raumdimensionen berechnet werden.
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C.6 Die Entropie

Dieses Kapitel soll dem eher mathematisch denn physikalisch vorgebildetem Leser das Ver-
staendnis des Begri�es Entropie und der die Entropie betre�enden Zusammenh•ange erm•ogli-
chen, ohne ihn zum Studium der umfangreichen Literatur zur Thermodynamik zu zwingen.
Dies ist insofern wichtig, als eine gro�e Zahl der Schriftenzum Thema nicht den hier ben•otig-
ten Blickwinkel er•o�net, w •ahrend die Literatur, die dies tut, meist aus der statistischen Physik
stammt. Deren Studium ist mit hohem Aufwand verbunden. Die Betrachtung der Entropie
ist aber f•ur die Modellierung in dieser Arbeit von gro�er Bedeutung.
Die hier vorgestellten Erkl•arungen orientieren sich an [KK89], Kapitel 2. Sie sind gekenn-
zeichnet dadurch, dass wahrscheinlichkeitstheoretische•Uberlegungen auf thermodynamische
Prozesse•ubertragen werden. Auch [Rei76] argumentiert•ahnlich.

C.6.1 System und Zustand

Im Folgenden wird der Begri� des Systems, bezeichnet mit 
, ben •otigt, welches ausN Tei-
len zusammengesetzt ist. F•ur den Beobachter nimmt das System als Ganzes einen gewissen
Zustand, genauer Makrozustand � ein, einen von vielen unterscheidbaren Kon�gurationen,
die jeder durch eine gewisse Anzahl von im Allgemeinen nichtbeobachteten Zust•anden seiner
Teile, den Mikrozust•anden, gegeben sein soll. Die Makrozust•ande des Systems de�nieren sich
aus den Mikrozust•anden der einzelnen Objekte, die das System bilden. Beispiele daf•ur sind:

� Ein Schwarm Fische, von dem der Angler als Makrozustand beobachtet, dass er sich
Richtung Nordosten bewegt, was durch eine Vielzahl von Bewegungsrichtungen und
Geschwindigkeiten seiner Individuen realisiert werden kann.

� Von einem Zuckerw•urfel im Tee beobachtet der Trinker nur, dass der Zucker komplett
aufgel•ost ist. Dies kann durch eine gro�e Zahl an Anordnungen der Molek•ule dargestellt
werden.

Bemerkung C.6. Diese Begri�e sind also nicht nur f•ur Quantenobjekte sinnvoll, und sie sind
ebenso abh•angig davon, was man als einen Mikrozustand eines Teils des Systems wertet, wie
davon, was man als eine Beobachtung, also einen Makrozustand, zusammenfasst. Im ersten
Beispiel kann man kleinere Teile des Systems �nden als die einzelnen Fische, zum Beispiel
Atome. Die Anzahl der M•oglichkeiten, durch Mikrozust•ande Makrozust•ande zu realisieren,
welche im Folgenden untersucht wird, ist selbstverst•andlich Frage dieser Au�assungen.

Die Menge der erreichbaren oder m•oglichen Zust•ande des Systems ist

K := f � : � ist durch die m•oglichen Mikrozust•ande des Systems 
 realisierbarg:

C.6.2 Wahrscheinlichkeit und Entropie

Man betrachtet die Entwicklung eines wie eben dargestellt bescha�enen Systems 
, im phy-
sikalischen Zusammenhang besteht dies in der Regel ausN Quantenobjekten oder auch
N + m + ::: Quantenobjekte verschiedenen Typs wie Energie und Teilchen, welche wieder
verschiedene, vorl•au�g abz•ahlbar viele unterscheidbare Kon�gurationen � annehmen k•onnen.
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Diese Zust•ande sind durch die Quantenzust•ande der einzelnen Quantenobjekte, zum Beispiel
der r•aumlichen Lage von Atomen, gegeben. Wieder ist

K := f � : � ist durch die m•oglichen Mikrozust•ande des Quantensystems 
 realisierbarg:

Wie in den einleitenden Beispielen dargestellt ist, k•onnen verschiedene Quanten-Kon�gurationen
dabei als ein Makro-Ereignis� beobachtet werden, aber ein Quantenereignis ist immer ein-
deutig als ein Makroereignis beobachtbar.

Voraussetzung C.7. Quanten eines Typs sind nicht unterscheidbar, insbesondere nicht in
ihrem Verhalten. Das hei�t, dass die verschiedenen Quantenzust•ande f•ur jedes Quantenobjekt
mit gleicher Wahrscheinlichkeit angenommen werden.

Mit dieser Voraussetzung ist die WahrscheinlichkeitW des Eintre�ens eines (makroskopi-
schen) Ereignisses� das Verh•altnis der Zahl aller M•oglichkeiten g(� ), Ereignis � zu realisieren,
und der Zahl aller m•oglichen Mikro-Ereignisse:

W :=
g(� )
gtotal

=
g(� )
g(K )

:

Oft wird die Anzahl der M •oglichkeiten, wie der Zustand � auf der Ebene der Quantenob-
jekte realisiert werden kann, als eine Funktion des Systemsund des Zustandesg(
 ; � ) oder
der Systemgr•o�e und des Zustandesg(N; � ) untersucht. Die Anzahl dieser M•oglichkeiten
wird gelegentlich als statistisches Gewichtbezeichnet. Sie ist als Ergebnis kombinatorischer
Betrachtung •ublicherweise Standardergebnis der Kombinatorik, welches man im einleiten-
den Teil g•angiger Stochastik-Lehrb•ucher nachlesen kann. Solchen Ergebnissen liegt zugrunde,
dass sich Kombinationsm•oglichkeiten multiplizieren, wenn zwei Systeme als eines aufgefasst
werden:

g(
 1 [ 
 2; � = ( � 1; � 2)) = g1(
 1; � 1)g2(
 2; � 2) = g1(N1; � 1)g2(N2; � � � 1): (C.28)

Gleiches gilt, wenn ein System gedanklich in zwei Teilsysteme aufgetrennt wird:

g (
 ; � = ( � 1; � 2)) = g1(
 1; � 1)g2(
 2; � 2) = g1(N1; � 1)g2(N2; � � � 1):

Dabei ist nicht von Belang, ob

� die Systeme und ihre Zust•ande � 1 und � 2 und damit die statistischen Gewichte der
Teilsysteme von gleicher Natur sind

� ob die Trennung in Teilsysteme eine gedankliche ist oder eine tats•achliche, isolierende,
im Sinne eines Nicht•ubertritts von Quanten,

denn g gibt Realisierungsm•oglichkeiten zu einem Zeitpunkt an. Hier geht es noch nicht um
Prozesse.

Es gibt zum Beispiel

g(N; � 1) =
N !

M !(N � M )!
(C.29)

unterscheidbare M•oglichkeiten, M "rote" und N � M "schwarze Kugeln" beliebig (s1) auf N
Orte zu verteilen (Problem des Ziehens aus einer Urne ohne Zur•ucklegen), jedoch nur eine
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unterscheidbare M•oglichkeit, wenn die "roten" Kugeln alle nach "links" und di e "schwarzen"
Kugeln nach "rechts" sollen. Analog gibt es

g(N ) =
N !

mQ

i =1
N i !

(C.30)

unterscheidbare M•oglichkeiten, N Teilchen m Mikrozust•ande zuzuordnen, kombinatorisch
ausgedr•uckt, den Vektor (N1; :::; Nm )T unter der Bedingung

P m N i = N zu realisieren.

Beispiel: Betrachten wir die Anzahl der M•oglichkeiten, N Energiequanten aufm Teilchen
zu verteilen. Dies entspricht oben diskutierten M•oglichkeiten, den Vektor (N1; :::; Nm )T unter
der Bedingung

P m N i = N zu realisieren, allerdings interessieren hier, die Teilchen sind
nicht unterscheidbar, nur, welche N i es gibt und wieviele. Es werden also mehrere solcher
Vektoren als eine Makrokonstellation wahrgenommen. Kombinatorisch gesprochen entspricht
die Anzahl der Realisierungsm•oglichkeiten, N Energiequanten aufm Teilchen zu verteilen,
der Anzahl der M•oglichkeiten, den Vektor (N1; :::; Nm )T unter der Bedingung

P m N i = N
und mit N i � N i +1 zu realisieren. Diese ist

g(N; m) =
m!

NQ

k=0
(# f N i : N i = kg)!

N !
mQ

i
N i !

: (C.31)

Diese Darstellung soll eine Vorstellung davon vermitteln,wie (N1; :::; Nm )T ungef•ahr aussieht,
wenn g gro� werden soll. Sie wird in der weiteren Argumentation nicht ben•otigt.

Vereinbarung C.8. Die Gr•o�en N 2 N und davon abh•angige Gr•o�en sowie Gr•o�en, die
Summe von Quantenzust•anden sind wieE, nehmen abz•ahlbar viele Werte an. Aufgrund der
hohen Zahl dieser Werte soll man in den hier relevanten Bereichen von R mit ihnen wie mit
einer dichten Menge rechnen k•onnen. Damit sind Ableitungen zwischen solchen Gr•o�en sinn-
voll de�niert. Dichten k •onnen als Quantendichten angesehen werden. Hier wird den Quanten
eine r•aumliche Ausdehnung unterstellt, so dass diese Dichten aufnat•urliche Weise alle Werte
eines abgeschlossenen Intervalls [a; b] � R+ annehmen.

Es ist auch m•oglich, mit Verteilungsdichten anstatt der diskreten Vert eilungen zu ar-
gumentieren, was man vor Einf•uhrung der Quantentheorie auch tat, siehe dazu I. M•ullers
Aufsatz in [GKW03].

C.6.3 Entropie der inneren Energie und Temperatur

Es seien die Zust•ande von adiabaten Systemen 
i durch die Verteilung der inneren Energie
� i = E i =

R

 i

e dm gegeben1. Dann ist gi = gi (N; E i ) die Anzahl der M•oglichkeiten, die innere
Energie in einem System zu verteilen. Verbinden wir 2 solcheSysteme, so dass sie W•arme
miteinander tauschen k•onnen, ist

g(N; E ) =
X

E1

g1(N1; E1)g2(N2; E � E1); (C.32)

1Diese Zust•ande sind nicht abz•ahlbar, wenn man Dichten betrachtet. Nach Bem. C.8 wird die V erteilung
von Energiequanten auf Atome betrachtet.
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man denke an zwei gasgef•ullte Zylinder, welche durch einen w•armeleitenden Kolben verbun-
den sind, oder einen durch eine w•armeleitende Scheibe in zwei Teilr•aume geteilten Raum. Die
Summe erstreckt sich•uber alle Werte von E1, welche die Bildung vonE nicht ausschlie�en,
also alle Zust•ande mit E1 � E .
Der stabilste Zustand des Systems ist der wahrscheinlichste, also der mit den meisten M•og-
lichkeiten seiner Realisierung, also ein Maximum ing unter der Bedingung

E = E1 + E2 = const (C.33)

wegen des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik. Das bedeutet

@
@E1

g(N; E ) =
@g1(N1; E1)

@E1
g2 +

@g2(N2; E2)
@E2

g1
@E2
@E1

=
@g1(N1; E1)

@E1
g2 �

@g2(N2; E2)
@E2

g1 = 0

)
1
g1

@g1(N1; E1)
@E1

=
1
g2

@g2(N2; E2)
@E2

:

(C.34)

Dies kann man schreiben als

@(ln g1(N1; E1))
@E1

=
@(ln g2(N2; E2))

@E2
: (C.35)

Mit der

De�nition C.9. Die Entropie der inneren Energie eines Systems ist gegeben durch

S : N � N �! R

S := kB ln g(N; E )
(C.36)

mit dem oben erkl•arten g und der Boltzmann-Konstante kB . Man interpoliert die Abbildung
nach Bem. C.8 auf

S : R � R �! R: (C.37)

lautet die Gleichgewichtsbedingung zweier Systeme

@S1
@E1

=
@S2
@E2

: (C.38)

Die Verbindung mit der Temperatur wird folgenderma�en hergestellt: Die Gleichgewichtsbe-
dingung ist eine Aussage zur wahrscheinlichsten Verteilung der inneren Energie•uber zwei
gekoppelte Systeme. Man wei�, dass diese Gleichgewichtsverteilung bedeutet, dass kein W•ar-
me
uss von einem System ins andere mehr statt�ndet, was zur Erfahrungsregel •aquivalent
ist, dass f•ur zwei K•orper im thermodynamischen Gleichgewicht

T1 = T2 (C.39)

gilt.

De�nition C.10. F•ur Systeme ohne Phasenumwandlung, die nur W•arme mit der Umgebung
tauschen, de�niert man die Temperatur im thermodynamischen Gleichgewicht durch

1
T

=
@S
@E

: (C.40)
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Man sieht aus (C.28), dass die Entropie eine extensive Gr•o�e ist. Bei Betrachtung von 

mit der Teilchenzahl N als zwei Teilgebiete 
 1 mit N1 und 
 2 mit N2 Teilchen ist

S(N; E ) = kB ln g (N; E = ( E1; E2)) = kB ln (g1(N1; E1)g2(N2; E2))

= kB ln g1(N1; E1) + kB ln g2(N2; E2) = S(N1; E1) + S(N2; E2):
(C.41)

Als extensive Gr•o�e existiert nach De�nition 2.3 eine Entropiedichte mit

S(N; E ) =
Z


 i

s dm: (C.42)

Ein Fluss von Teilchen oder W•arme verlagert die Anzahl der M•oglichkeiten, Energie auf
Teilchen zu verteilen, und induziert damit einen Entropie
uss Js.

Bemerkung C.11. Im thermodynamischen Gleichgewicht ist die Entropie einesabgeschlos-
senen Systems 
 maximal:

S = max
e� :

R
e� = E

Z


 i

�s (e� (x))dx; (C.43)

d.h. die innere Energie verteilt sich im System so, dass die Entropie maximal wird. Das folgt
aus obiger Konstruktion der Entropie als Anzahl der M•oglichkeiten, einen makroskopischen
Zustand einzunehmen, lie�e sich aber auch f•ur eine Temperaturverteilung mittels Betrachtung
von Teilsystemen beweisen.

Die De�nition der Entropie besagt lediglich, wie wahrscheinlich die Annahme eines Zu-
standes bez•uglich der inneren Energie f•ur ein System ist, sie liefert keine direkten Zusammen-
h•ange zwischen der Entropie und den anderen thermodynamischen Gr•o�en. Hier liefert nur
De�nition (C.10) einen di�erentiellen Zusammenhang. Es gilt auch umgekehrt

T =
@E
@S

; (C.44)

wenn man E als Funktion der Entropie au�asst.

Bemerkung C.12. Die Beziehung aus der De�nition der Temperatur C.10 und obige um-
gekehrte Beziehung wurden unter der Voraussetzung fehlender Phasenumwandlung und kon-
stanter Zusammensetzung gefunden. Sie sind immer richtig,wenn statt der gesamten inneren
Energie die thermische (mikroskopische kinetische), alsodie Bewegungsenergie der Teilchen,
betrachtet wird. Die Entropie der inneren Energie beschreibt die Anzahl der Mikrom •oglich-
keiten, die Bewegungsenergie•uber die Teilchen zu verteilen, und in dieser Form wird innere
Energie auch durch W•arme
uss ausgetauscht (nur wegen der M•oglichkeit dieses Austauschs
hat diese Energie eine Entropie). Ein Fluss �ndet statt, solange eine Temperaturdi�erenz
oder ein Temperaturgef•alle da ist. Ob im Innern Energie durch Phasenumwandlungen als
Bindungsenergie gebunden wird oder ob auch ein Teilchenaustausch statt�ndet, spielt f •ur die
Entropie dieser Energie keine Rolle, denn das•andert nichts an der Anzahl von M•oglichkei-
ten, eine Geschwindigkeitsverteilung zu realisieren. Allein die Menge dieser mikroskopischen
kinetischen Energie entscheidet. Deshalb sind diese Gleichungen g•ultig, wenn man nur den
thermischen Anteil der Inneren Energie betrachtet. Insbesondere sind sie richtig, wenn das
System nur solche innere Energie kennt.
Finden Phasenumwandlungen statt, wird die Gleichung aus der De�nition C.10 und •ahnliche
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Gleichungen nicht mehr erf•ullt, wenn man die Bindungsenergien zur inneren z•ahlt, denn diese
ver•andern sich, ohne dass die Entropie sich•andert.
Damit ist z.B. der Einsatz von @s=@e= 1=T in Gleichung (2.30)

� @F
@T = � S

�
gerechtfertigt,

da in dem Falle die Temperatur und damit die mikrokinetische Energie variiert wird.
Gleiches gilt f•ur Gleichung (2.37), denn auch hier ist diese Energie der betrachtete Gegenstand.

Bemerkung C.13. In Verallgemeinerung der De�nition der Entropie C.9 der W •armeenergie
ist die Bolzmann-Entropie eines Systems mit den Bezeichnungen dieses Abschnitts als

S := kB ln g(
 ; � )

de�niert. Nach Bemerkung C.6 ist sie nicht nur vom System undvon der beobachteten Gr•o�e
abh•angig, sondern auch davon, was als eine Beobachtung gewertet wird und was als ein
Mikrozustand angesehen wird.

C.6.4 Entropiezunahme

Beim Koppeln zweier Systeme ist die Entropie des gekoppelten Systems nach (C.32)

g(N; U ) = g1(N1; E1)g2(N2; E � E1); E1 so da� g �! max :

Die Entropie der beiden noch nicht gekoppelten Teilsystemewar

g((N1; N2); (E1;0; E2;0)) = g1(N1; E1;0)g2(N2; E � E1;0)

und ist wegen der Wahl vonE1 als Maximum von g1g2 kleiner als nach der Kopplung.
Die De�nition der Entropie durch Wahrscheinlichkeiten l •asst so auf einfache Weise eine Fol-
gerung zu, welche als zweiter Hauptsatz der Thermodynamik bekannt ist: Ein System strebt
immer dem Zustand zu, der durch die meisten Quantenzust•ande realisiert werden kann, d.h.
die Entropie eines System kann in seiner zeitlichen Entwicklung niemals abnehmen (Satz 2).

C.6.5 Der Druck

F•ur nicht zu gro�e Verformungen ist die Ableitung der elastischen inneren Energiedichte (3.72)
nach dem VerschiebungsgradientF = r u der Spannungstensor:

@(�e el)
@F

=
@(�e el)

@E
= T; (C.45)

insbesondere ist die Ableitung die gleiche wie nach dem Verzerrungstensor (siehe Anmerkun-
gen zur Gleichung (3.77)). Dieser Beitrag zur inneren Energiedichte von kristallinen Festk•or-
pern wird durch Verl •angerung oder Verk•urzung der Gitterbindungen der Atome verursacht,
dies bedeutet eine Auslenkung aus dem g•unstigsten Zustand, welchen die Atome wieder ein-
zunehmen bestrebt sind.
Man �ndet in der Literatur ([KK89]) die •Ubertragung der De�nition der elastischen Energie
wie in der oberen der Gleichungen (3.72) auf einen hydrostatischen Zustand (der Spannungs-
tensor hat die Form � P Idd). Hierbei wird nicht betrachtet, welches Medium diesem Druck
ausgestzt ist, es wird f•ur ein Gas genauso angenommen, dass die vom Au�endruck geleistete
Arbeit p� V die innere Energie des Mediums erh•oht. Das liefert

T =
@(�e el)

@E
bzw. � P =

@E
@V

; (C.46)
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was in der thermodynamischen Literatur oft als De�nition des Drucks verwendet wird.

Kritik an der De�nition sei hier nicht verschwiegen: Im Gas herrschen keine Bindungs-
energien, deren Ver•anderung die innere Energie beein
ussen k•onnten. Es fehlt im Unterschied
zum Festk•orper eine molekulare Interpretation dieses Beitrags zur inneren Energie. Dies wird
in der Literatur nur ausnahmsweise kritisiert. In dieser Arbeit werden feste K•orper betrachtet,
weshalb der Zusammenhang, den die De�nition gibt, gilt.
Durch Verkleinerung des Volumens, in dem sich eine Anzahl Gasteilchen bewegen kann, wird
die Anzahl der M•oglichkeiten, die die Teilchen realisieren k•onnen, also g, und damit die
Entropie, ver•andert, namentlich verringert. Die Elastizit •at eines Gases, hier manifest in der
erh•ohten Druckkraft w •ahrend der Kompression, r•uhrt von der Erh •ohung der Zahl der St•o-
�e her, bedingt durch die Reduktion der M•oglichkeiten der Gasmolek•ule, sich zu bewegen
([M •ul01], in Abschnitt 4.5). Damit ist die Elastizit •at des Gases entropischer Natur und nicht
energetischer.
Die Unterscheidung entropischer und energetischer Elastizit •at ist h•au�g anzutre�en, Spezi�-
zierung elastischer Entropien allerdings selten ([M•ul01]), und noch seltener scheint eine genaue
Aufspaltung in beide Anteile zu sein, uns ist keine solche Literatur bekannt. Hier kann diesen
Fragen nicht weiter nachgegangen werden.

Zur Ermittlung der Ableitung der Entropie nach dem Volumen w ird der Gleichgewichtszu-
stand eines adiabat abgeschlossenen Gaszylinders betrachtet, der durch einen verschiebbaren,
w•armedurchl•assigen Kolben in zwei Teilvolumina getrennt ist:

dt S =
�

@E

@V

�
S1 �

�
dt E1

dt V

�
+

�
@E

@V

�
S2 �

�
� dtE
� dt V

�

=
@S1
@E1

dt E1 +
@S1
@V

dt V +
@S2
@E1

dt E1 +
@S2
@V

dt V = 0 :
(C.47)

Im Gleichgewicht ist die Entropie maximal, daher muss dieser Ausdruck 0 sein. Daraus folgt

@S1
@E1

@E1
@V

+
@S1
@V

= �
@S2
@E1

@E1
@V

�
@S2
@V

)
1
T1

@E1
@V

+
@S1
@V

= �
1
T2

@E1
@V

�
@S2
@V

:
(C.48)

Die Anwendung von @S
@E = 1

T setzt voraus, dass die Variation der inneren Energie eine Varia-
tion der •uber die Teilchen zu verteilenden kinetischen Energie bedeutet.
Da im Gleichgewicht in beiden Volumina gleiche TemperaturT und gleicher Druck p herrscht,
folgt

2
T

p =
@S1
@V

+
@S2
@V

)
1
T

p =
@S1
@V

=
@S2
@V

:
(C.49)

W•are n•amlich @S1
@V 6= @S2

@V, so folgte aus (C.48) Ungleichheit der Temperaturen oder Dr•ucke,
im Widerspruch zur Annahme des Gleichgewichts.
F•ur ideale und Van-der-Waals-Gase berechnet z. B. [M•ul01] in Abschnitt 4.2.2 die Entropie
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der elastischen Verformung mithilfe der Zustandsgleichung, f•ur erstere pV = RT

@S
@V

=
1
T

p = RT
1

T V

) S = R ln V = � R ln
1
V

= � R ln
p

RT
:

(C.50)

F•ur ein Einsto�system gilt nach Gesagtem und mit der Gasgleichung die Relation

T dt S = @t E + P@tV: (C.51)

Mit analoger Argumentation berechnet man f•ur einen entropisch elastischen Festk•orper
statt des Gaszylinders durch gedankliches Schneiden des adiabat isolierten K•orpers in zwei
Gebiete

@(�s )
@F

= �
1
T

T: (C.52)

Die Voraussetzungen zum•Ubergang zu Gleichung (C.48) m•ussen dazu erf•ullt sein.
Wir wollen annehmen, dass die elastische Energie von Metallen allein zur inneren Energie

z•ahlt und die Entropie nicht beein
usst, weil f •ur einen kristallinen Festk•orper nicht zu sehen
ist, in welcher Weise die Existenz von Spannungen die Zahl der mikroskopischen Realisierun-
gen eines makroskopischen Zustandesg beein
usst.
Sprechen wir von elastischer Entropie, bezeichnen wir sie mit selast . Allerdings werden wir sie
nicht berechnen, sondern nur mittels Gleichung (C.52) auf ihre Ableitung zur•uckgreifen. Mit
dieser ist f•ur die freie Energiedichte

@f
@(� F)

= T �
@T
@F

selast � T
�

�
1
T

T
�

= 2T: (C.53)

C.6.6 Mischungsentropie und chemisches Potential

In einem Kristallgitter seien N i Teilchen m verschiedener Sto�e auf dieN Gitterpl •atze zu
verteilen. Die Anzahl der M•oglichkeiten, wie dies vonstatten gehen kann, betr•agt, siehe [PE92]
Kapitel 1.3, und [M •ul01], Kapitel 4.4,

g(N ) =
N !

mQ

i
N i !

(C.54)

Mit der Stirlingschen Formel ln N ! = N ln(N ) � N ist

S2 = k ln

0

@ N !
Q

i
N i !

1

A = k

 

N ln(N ) � N �
X

i

(N i ln(N i ) + N i )

!

: (C.55)

Vor der Vermischung, alle Sto�e liegen hier in Reinform vor, gibt es nur einen einzigen m•ogliche
Zustand. Mit S1 = k(ln (1) = 0 ist

� Smix := S2 � S1 = k

 

N ln(N ) �
X

i

N i ln(N i )

!

(C.56)
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und durch Betrachtung eines Volumens der Gr•o�e 1

� � smix = kB

 

n ln(n) �
X

i

n i ln(n i )

!

: (C.57)

Es ist

@
@Ni

� Smix

= kB
@

@Ni

 

N ln(N ) �
X

i

N i ln(N i )

!

= kB (1 + ln( N ) � 1 � ln(N i ) = ln( N ) � ln(X i N ))

= � kB ln(X i ) (C.58)

oder auch
@

@ni
� � smix = kB (ln n � ln(n i )) : (C.59)

Die freie Energie des Systems vor dem Mischen ist mit den molaren Energiengn
i der Reinsto�e

mit einer linearen Mischungsregel nach 2.1.4

F =
X

i

N i gn
i (=

X

i

ci gi ): (C.60)

Die gn
i sind Funktionen der Temperatur und des Drucks. Ist dem System der Austausch

chemischer Sto�e mit der Umgebung verwehrt, so ist seine freie Energie dadurch gegeben, dass
die Mischungsentropie zur Entropie hinzukommt, denn keinsder Argumente aus Abschnitt
2.2.1 b•u�t seine G•ultigkeit ein. Nach der Mischung ist demnach

Fmix =
X

i

N i gn
i � kB T

 

N ln(N ) �
X

i

N i ln(N i )

!

: (C.61)

Mit dieser Darstellung der freien Energie wird das chemische Potential nach der De�nition
(2.33)

� (T; V; Ni ) :=
@F
@Ni

= gn
i + kB T ln(X i ) (C.62)

berechnet. Das chemische Potential ist demnach eine intensive Gr•o�e.

Es muss der Zusammenhang (2.37)

@S
@Ni

= �
1
T

� i (C.63)

gelten. Mit in Mischungsentropie und restliche Entropie gem•a� S = eS+ Smix geteilte Entropie
muss

@( eS + Smix )
@Ni

=
@eS
@Ni

� kB ln(X i ) = �
1
T

(gn
i + kB T ln(X i )) (C.64)

gelten, also
@(S � Smix )

@Ni
= �

1
T

gn
i : (C.65)
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Bemerkung C.14. Der hier verwendete Ausdruck f•ur die Funktion der Anzahl der Reali-
sierungsm•oglichkeiten g(N ) basiert auf einer Mischung, in der Atome einer Komponente die
der anderen ersetzen (substitutionelle L•osung, sustitutionelles Kristallgitter). Ordnet sich der
gel•oste Sto� in den R•aumen zwischen den Molek•ulen des L•osungsmittels an, hat die Funktion
dennoch solche Form. Dies wird o�ensichtlich, wenn man eine solche Mischung statt als Mi-
schung zwischen Sto� und L•osemittel als Mischung zwischen gel•ostem Sto� und Leerstellen
im L•osemittel ansieht.
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D.7 Funktionalableitungen

De�nition D.15. [Heu04] X und Y seien Banachr•aume. Die Funktion f : D � X �! Y ,
D o�en, hei�t di�erenzierbar in x 2 D , wenn es eine stetige lineare AbbildungA : X �! Y
gibt, so dass f•ur alle x + h aus einer"-Umgebung vonx eine Darstellung

f (x + h) = f (x) + Ah + r (h) mit lim
h�! 0

r (h)
khk

= 0 (D.66)

m•oglich ist.
Die stetige lineare Abbildung von X nach Y A 2 L (X; Y ) wird Frechet'sche Ableitung von f
an der Stellex genannt und mit

Df oder f 0 (D.67)

bezeichnet.

De�nition D.16. Sei X ein Banachraum und P : D � X �! R ein Funktional, D o�en.
Dann hei�t f •ur v 2 X , s 2 R seine Ableitung �P

�x 2 X 0, de�niert durch

�P
�x

: D � X �! R
�

�P
�x

(x); v
�

X 0;X
=

@
@s

P(x + s � v) js=0

(D.68)

die Gateaux-Ableitung von P in x in Richtung v. Existieren in x die Gateaux-Ableitungen in
alle Richtungen v, hei�t P Gateaux-di�erenzierbar.

Mit seiner Gateaux-Ableitung hat ein Funktional die Darste llung

P(x + s � v) = P(x) + s
�

�P
�x

; v
�

X 0;X
+ r (v): (D.69)

Bemerkung D.17. Die Existenz stetiger Gateaux-Ableitungen f•ur alle v einer "-Umgebung
bedeutet die Frechet-Di�erenzierbarkeit des Funktionals. Im Rahmen dieser Arbeit werden
Gateaux-Ableitungen formal berechnet, ohne dass die Richtung v spezi�ziert und damit ein-
geschr•ankt wird. Dies bedeutet bei Stetigkeit die Frechet-Di�erenzierbarkeit, und dass die
Ableitung auch Frechet-Ableitung ist.

Man verallgemeinert auf folgende verbreitete Schreibweise f•ur Funktionale auf mehr als
einer Funktion:
SeiX ein Raum von Funktionen  : (
 � Rd) � [t0; t1) �! R, und auf X N sei ein Funktional

P : D � X N �! R

oder P :
�

	 : 
 � [t0; t1) �! RN 	
�! R

(D.70)

de�niert. Die Ableitungen
�

�P
� 	 i

; '
�

=
@
@s

P(	 + s � ' ei ) js=0 (D.71)

sehen wir bei Stetigkeit als Frechet-Ableitungen an. Nach der De�nition D.16 ist v 2 X N ,
hier wird als Testfunktion die vektorwertige Funktion ' ei : 
 �! RN verwendet, bei der also
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alle Komponenten au�er der i -ten verschwinden und diei -te gleich beliebigem' : 
 �! R
ist. Diese Ableitung ist also die Frechet-Ableitung nach dem i -ten Argument des Funktionals.
Mit f :

�
	 : 
 � [t0; t1) �! RN

	
�! R als Dichtefunktion von P ist

�
�P
� 	 i

; '
�

=
@
@s

Z

supp '

f (	 + s � ' ei ) dx js=0 : (D.72)

F•ur eine von 	 abh•angige, vonr 	 unabh•angige Dichte gilt

@
@s

Z

supp '

f (	 + s � ' ei ) dx js=0 =
Z

supp '

@
@s

f (	 + s � ' ei ) dx js=0

=
Z

supp '

@
@ i

f (	 + s � ' ei )' dx js=0 ;
(D.73)

also nach (D.72)
�P
� 	 i

=
@

@ i
f (	 ): (D.74)

F•ur eine von r 	 abh•angige Dichte f (r 	 ) gilt ganz •ahnlich

@
@s

Z

supp '

f (r (	 + s � ' ei ) dx js=0 =
Z

supp '

@
@s

f (r 	 + s � r (' ei )) dx js=0

=
Z

supp '

@
@r  i

f (r 	 + s � r ('� i )) � r (' ei ) dx js=0 ;
(D.75)

wobei

@
@r  i

=

0

@ @

@
�

@ i
@xi

�

1

A

i

zu lesen ist. Mit partieller Di�erentation erh •alt man unter entsprechenden Voraussetzungen
und da ' kompakten Tr•ager hat

= �
Z

supp '

r �
�

@
@r  i

f (r 	 + s � r (' ei ))
�

'� i dx js=0 ; (D.76)

insgesamt also
�P
� 	 i

(r 	 ) = �r �
�

@
@(r  i )

f (	 )
�

: (D.77)

E.8 Thermodynamik in der N •ahe des Gleichgewichtes nach
Emmerich

In diesem Abschnitt soll ein •ublicher, z.B. in [Emm03] beschrittener, auf anderen Postulaten
fu�ender Weg zur Begr•undung der Onsager-Relationen beschrieben werden.
Genau wie in Kapitel 3 betrachten wir ein System, welches ausden n + m Variablen (� ; 	 )
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mit den Dichten ( ';  ) : 
 �! R(n+ m) besteht. Die ' : 
 �! Rn seien konservierte Variablen
wie z.B. Konzentrationen, die  : 
 �! Rm nicht konservierte wie z.B. Phasenzust•ande.
Auf diesem System sei das thermodynamische PotentialP(';  ) de�niert. Es gelte die Ver-
einbarung 3.1.

E.8.1 Systeme von konservierten Variablen

Da die Gr•o�en ' i erhaltend sind, gilt f •ur jede (bei Quellenfreiheit) die Erhaltungsgleichung
(3.2)

_' i = � div J i 8i:

Betrachten wir zuerst das Potential des nur von extensiven Variablen abh•angigen Systems

P(' ) =
Z




p(' ) dx (E.78)

mit den Dichten ' der extensiven Variablen �. Der von den Funktionalableitun gen �P
�' j

=: X j

gebildete Gradient
r ' P(' ) =: X (E.79)

existiere.

Fluss und Erhaltungsgleichung des Potentials

Mit den Fl •ussenJ i erh•alt man mittels Betrachtung des Integrals •uber ein Fl•achenst•uck2 A
Z

A

Jp da =
Z

A

X

i

�
�P
�' i

�
J i da (E.80)

die Darstellung

Jp :=
X

i

�
�P
�' i

J i

�
(E.81)

f•ur den Fluss der Potentialdichte p. F•ur das Potential soll eine Kontinuit •atsgleichung mit
einer Quelle _pq gelten:

_pq =
@p
@t

+ r � Jp;

diese erh•alt die Form

=
X

i

�
�P
�' i

@'i
@t

+ r
�P
�' i

� J i +
�P
�' i

r � J i

�

=
X

i

r
�P
�' i

� J i :

(E.82)

Dieser Zusammenhang erlaubt es zu pr•ufen, ob Produktion eines thermodynamischen Poten-
tials angenommen werden muss.

2Diese Identit •at hat den Charakter eines Postulates. Sie ist plausibel deshalb, weil so der Fluss der Entropie
an den Fluss ihrer Urbildgr •o�en ' gebunden ist. Gilt p(' ) = p(' ) + �P

�' (' � ' ) + ::: (Di�erenzierbakeit einer
Gr•o�e P nach ' ), so ist die Menge � P , welche das Fl•achenst•uck A in einem Zeitintervall durchwandert,
genauso an die Menge der Gr•o�e ' gebunden. Der Fluss einer Gr•o�e p ist durch

R

� t

R

A
Jp da d� = � p gegeben,

unter den n•otigen Voraussetzungen bedeutet diesJp � n = lim
� t �! 0

1
� t ( lim

j A j�! 0

1
j A j � p) = lim :::(::: �P

�' � ' ) = �P
�' J ' :
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Fluss und Erhaltungsgleichungen der Gr •o�en

Der Fluss Jk soll eine Funktion der Funktionalableitungen von P und deren r•aumlicher Gra-
dienten sein:

Jk = Jk (X ; r X ): (E.83)

Dieser Zusammenhang zwischen thermodynamischen Kr•aften und Fluss ist reines Postulat,
wohingegen die ersten beiden Punkte der Vereinbarung 3.2 plausible Kriterien daf•ur sind, was
als ein System betrachtet werden kann.
Unter Hinzuziehung der Tatsache, dass das System nahe am Gleichgewicht ist und dort J i = 0
f•ur alle i gilt, werden die Fl•usse umJk = 0 als Potenzreihe von �P

�' i
und r �P

�' i
entwickelt,

die N•ahe zum Gleichgewichtszustand rechtfertigt die Vernachl•assigung der Terme h•oherer
Ordnung, weshalb der Fluss als linear in �P

�' i
und r �P

�' i
angesehen werden kann.

Ferner sollen bei verschwindenden r•aumlichen Gradienten r �P
�' i

die Fl•usse ebenfalls ver-
schwinden - dies ist hier ein physikalisch plausibles Postulat.

Plausibel ist es aus folgendem Grund: Eine konservierte Gr•o�e kann sich nicht nur lokal ver •andern, sie

•andert sich durch ihre Bewegung. Ihr Wachstum an einem Raump unkt ist immer durch Flie�en mit ihrer Ab-

nahme anderswo verbunden, nur darum ist die Betrachtung von Fl •ussen sinnvoll.

Angenommen, es w•are Jk = Jk (F; r F ) mit tats •achlicher Abh•angigkeit von einem F i , also in einer Reihenent-

wicklung um 0 Jk
P

n an x n (F i )F n
i mit irgendwelchen Vektorfunktionen xn .

Betrachten wir ein Gebiet 
 ohne Fl •usse•uber den Rand. Die P bestimmenden Gr•o�en ' seien konstant auf 


und mit ihr die Potentialdichte p. Seien' und p so, dass �P
�' i

6= 0. Damit w •are Jk 6= 0 auf ganz 
, also auch auf

dem Rand. Die Annahme obiger Abh•angigikeit erlaubt also nicht die Modellierung einfachste r Situationen.

Das hei�t
Jk = �

X
L ik r X i : (E.84)

Dies ist eine Onsager-Beziehung wie die zweite Gleichung von (3.18). Durch Einsetzen in (3.2)
erh•alt man

@'i
@t

= � div �
X

L ik r Fi = � div �
X

L ij r
�P
�' j

(E.85)

Aus (E.82) folgert man, dass die Matrix der L ik positiv de�nit oder semide�nt sein muss,
und dassJk = +

P
L ik r Fi gilt, wenn das Potential P einem Maximum zustreben soll und

Jk = �
P

L ik r Fi , falls P sich auf ein Minimum zubewegen soll, diese Berechnung ist im
Abschnitt •uber die Mobilit •atsmatrix 3.3.1 durchgef•uhrt.

E.8.2 Systeme von extensiven und intensiven Variablen

Die Betrachtung eines Systems aus denl Variablen (� ; 	 ) mit den m konservierten Variablen
� und den l � m nicht konservierten Variablen 	 , auf denen das thermodynamische Potential
P(� ; 	 ) de�niert ist, verl •auft zu Beginn analog. Sei wieder die Existenz der Funktionalablei-
tungen von P vorausgesetzt:

r '; P(';  ) = ( r ' P; r  P) =: ( X ; Y ) (E.86)

Der Fluss jeder konservierten Komponente wird wie eben in einer Reihe entwickelt. Aus
gleichen Gr•unden wie oben sind nur die Summandenr X i und r Yi interessant, die Argumente



E.8. NAHEGLEICHGEWICHTSTHERMODYNAMIK NACH EMMERICH 201

f•ur die Nichtber•ucksichtigung von �P
� i

in den Fl•ussen sind die gleichen wie f•ur �P
� i

im vorherigen
Abschnitt:

Jk = �
mX

i =1

L ik r X i �
lX

i = m

L ik r Yi ; k = 1 :::m: (E.87)

Mit der Erhaltungsgleichung (3.2) liefert das f•ur die konservierten Gr•o�en:

@'k
@t

= � div
mX

i =1

L ik r X i � div
lX

i = m

L ik r Yi

= � div
mX

i =1

L ik :r
�P
�' j

� div
lX

i = m

L ik r
�P
� j

; k = 1 :::m:

(E.88)

F•ur die nicht konservierten Gr•o�en gilt die Erhaltungsgleichung (3.1) statt (3.2). In [Em m03]
wird diese G•ultigkeit nicht erw •ahnt und keine Bestimmung von Fl•ussen und Quellen vor-
genommen. Den Fluss f•ur eine nichtkonservierte Gr•o�e kann man ebenso de�nieren wie f•ur
eine konservierte. Allerdings ist er ohne Bilanzgleichungnicht n •utzlich 3 . Man gewinnt Ent-
wicklungsgleichungen folgenderma�en ([Emm03]): Die Minima (f•ur die Entropie die Maxima)
des thermodynamischen Potentiales werden nach Vereinbarung 3.1 als stabiler Zustand des
Systems angesehen. Da der Gleichgewichtszustand Extremumvon P ist, m•ussen f•ur die Funk-
tionalableitungen des Potentials die Euler-Lagrange-Gleichungen

�P
�' j

= 0 (E.89)

gelten, gleiches gilt f•ur  . Abseits des Gleichgewichtszustandes soll Kr •afte erfahren, die zum
Gleichgewichtszustand hin f•uhren.

@ i
@t

� �
�P
� j

(E.90)

Das Plus gilt, falls die Maxima von P Gleichgewichtszust•ande sind, das Minus, falls es die
Minima sind. Dieser heuristische Zusammenhang gilt f•ur die Wirkung einer nichtkonservierten
Gr•o�e auf ihresgleichen, er hat wieder den Charakter eines Postulats. 4

In [Emm03] wird weiter der Zusammenhang

@ i
@t

� �r 2 �P
�' j

(E.92)

postuliert.
Die Entwicklungsgleichungen eines Systems aus denl Variablen (� ; 	 ) mit den m konser-
vierten Variablen � und den l � m nicht konservierten Variablen 	 nehmen schlie�lich die

3 Emmerich [Emm03, S.35 unten] sagt, diese Fl•usse k•onnen nicht formuliert werden.
4Auch im Beisein nicht konservierter Gr •o�en kann der Fluss des Potentials sinnvoll de�niert werden und

ist hier

JP =
mX

i =1

�
�P
�' i

J i

�
+

lX

i = m

�
�P
� i

J i

�
=

mX

i =1

F i J i +
lX

i = m

Gi J i : (E.91)

Ob eine Erhaltungsgleichung analog zu (E.82) gilt, bleibt i n Ermangelung einer De�nition von Fl •ussen unklar.
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Gestalt

@'k
@t

= � div
mX

i =1

L ik r
�P
�' i

� div
lX

j = m

L jk r
�P
� j

; k = 1 :::m (E.93)

@ n
@t

= � div
mX

i =1

L in r
�P
�' i

�
lX

j = m

L jn
�P
� j

; n = m:::l (E.94)

an. Es wird nicht formuliert, dass die erste Summe der zweiten Gleichung f•ur Fl •usse steht
und die zweite f•ur Quellen.
Man bemerke ferner, dass die zweite Gleichung eine Abh•angigkeit vom Gradienten r �P

� j

ausschlie�t. Fl •usse der nichtkonservierten Gr•o�en h•angen damit nicht vom eigenen Gradienten
ab. Das Modell ist damit eingeschr•ankt und f •ur einige physikalische Probleme nicht brauchbar,
z.B. Reaktions-Di�usions-Gleichungen { warum sollen Reaktionsprodukte nicht ihrem eigenen
Konzentrationsgef•alle nach 
ie�en? Man hat also trotz willk •urlicher Auswahl von Postulaten
ein eingeschr•anktes Modell konstruiert.
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