Differentialgleichungen
Wintersemester 2012/2013
Prof. Dr. Volker Bach, Nadja Worliczek

Ubungsblatt 12

Abgabe: Mittwoch, 23. Januar 2013, vor der Vorlesung (bis 7.55 h)

Aufgabe 12.1 (10 Punkte)

Losen Sie das Anfangswertproblem
. 4 2 5 1
VieR : x(t)—<_2 4>:v(t)+<20>7 x(O)—<1/2>.

Liosungsskizze: Siehe ﬂbung.

Aufgabe 12.2 (10 Punkte)
Es seien
8§ 0 2 3
A=(o0o 1 0], b=|1
2 0 5 0

a) Berechnen Sie eine Fundamentallosung von U(t) = —i AU (t).

b) Losen Sie das Anfangswertproblem

ViteR : (t) = —iAy(t) +b, ¥(0)=(1,0,2)T.

Losungsskizze:

a) Ist A= CDC™! soist unsere Fundamentallssung durch U (t) = exp(—itA) = Cexp(—itD)C~!
gegeben.

Unsere Matrix ist symmetrisch, also diagonalisierbar mit orthogonaler Basiswechselmatrix C.

Wir rechnen die Eigenwerte von A aus: Mit Entwicklung nach der 2. Zeile erhalten wir
det(A — AE3) = (1 — \)(A? — 13X\ + 36).

Also hat A die Eigenwerte A\ = 1, Ao = % =9 und A\3 = % =4.

Losen der Gleichungssysteme (A — A;E3)v = 0 fir ¢ = 1,23 liefert Eigenvektoren v, =
(0,1,0)7 zu Ay, vo = (2,0,1)T zu Ay und vz = (—1,0,2)7 u A3.

Als Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind die v; paarweise orthogonal und fiir
die orthogonale Matrix

0

1 1 1 1
C = < V1 | V2 | U3> = — \/5
fvill2 " flvzll2 = flvall2 Ve

-1
0
2

= O N

gilt A = Cdiag(1,9,4)CT.
Also gilt fiir die Fundamentallésung U:

e 0 0
U(t) = Cexp(—it diag(1,9,4))CT = C 0 e 0 cr
0 0 6747275
de—9it | o—dit 0 99t _ gp—dit
_1 0 5e it 0
O\ 9p9it _ o —dit 0 e—9it 4 go—dit



b) Es gilt det(—:A) =

—36i # 0, also ist —iA invertierbar. Nach Vorlesung ist

P(t) = U)y(0) + (—iA) U )b — (—iA) " to = U(t)(0) +iA U ()b —iA™'b.
Es gilt
1 ) 0 -2
ATl = % 36 0
-2 0 8
und damit
1 86—9it _ 36—4it ; 166—9it + 96—4it 0 86—9it _ 186—4it ;
46792% + 6674zt : 86791'15 _ 186742% 0 46791'1& + 36674#
86—9it _ 36—4it ; 166—9it + 96—4it ; 5
=- 0 + — 60e~" - — | 12
46—9it + 66—41'1& 60 86—91’1& _ 186—41'75 12 -9

Aufgabe 12.3 (optional)

Bestimmen Sie eine Fundamentallosung von U (t)

Losungsskizze:

gegeben, also

= A(t)U (%) fiir

A(t):(é (1))

Nach Vorlesung ist die gesuchte Fundamentallosung durch die Dysonreihe

Z/ dty /tl dts .. /tnldtnA(tl)...A(tn)

:Ti/OtA(tl) (/Ot Alts) ( (/0 At (/O - (n)dtn_1> dtn_2> ---)dtl) dt

Wir rechnen die n-ten Summanden @, (t) aus:

n=0: Qot):= ( (1) (1) ) (zu dieser Festsetzung s. Beweis v. Satz iV.11)
B _ Jytidt, 0 _( 3t* 0
n=1: Qi(t)= / A(tr)dt, = ( ftdt =1 % ¢
K b 13 0
n=2 QQ(t) = / A(tl)/ A(tg)dthtl —/ (t1)Q1 tl dtl = 271 dt1
0 0 0 0 0 @
_ 4tt 0 )
0 i
t t1 to t
n=3: Q)= [ aw) [ At) [ Atdtadiadn = [ Aw) [ A2Qi (ta)drar
0 0 0 0 0

t t Lt{a O 1 t6 0
A(t1)Q2(t1)dtr = 241 1o | dty = 246 s .
0 0 O §tl O ﬁt

Behauptung:Fiir n > 1 ist

@n()

= ( 21"'t2n 0 ) .

0 L

Fiir n = 1 schon gezeigt.

Die Behauptung gelte fiir festes n > 1. Daraus folgt

t t on 1 £2n+2
Qn-{—l _ A(tl)Qn(tl)dtl _ 2. n‘t +1 10n dtl _ 2-n!(2n+2)
0 0 0 1tT 0

Also gilt die Behauptung. Aufsummieren und Grenzwert fiir n — oo bilden liefert

0

n! (n+1)

tn+1 > .

5
12
-2
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Vorlesung: 8-9.30h, PK 2.2
Ubungen: siehe Website
Website zur Vorlesung: http://www.iaa.tu-bs.de/vbach/



