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Abgabe: Mittwoch, 19. Dezember 2012, vor der Vorlesung (bis 7.55 h)

Aufgabe 9.1 (10 Punkte)
Es sei I C R ein offenes Intervall und = € C(I,R) so, dass
vtel: @(t)=1-x(t)?

erfiillt ist.
Zeigen Sie, es existiert ein offenes Intervall I so, dass T\ entweder streng monoton ist oder Tp= 1
gilt.

Liosungsskizze: Siehe ﬂbung.
Aufgabe 9.2 (10 Punkte)
Zeigen Sie das fiir f: R x R? — R mit

Flt. (1, 22)] = ( — )

Tl

das Anfangswertproblem
W20s () = fla], o0)=(

eine eindeutige Losung hat und berechnen Sie diese.
Losungsskizze: Siehe Ubung.
Aufgabe 9.3 (optional)

Lésen Sie fiir A € R™*" beliebig das Anfangswertproblem

VE>0: x(t)=Axz(t), =x(0)=ux.

Lésungsskizze: Sei || - || eine beliebige Norm auf R™ und || - ||op die zugeordnete Matrixnorm.
Dann gilt fir f: R x R — R"™, f(¢,2) = Az und beliebige z1, x5 € R™, dass

1 f(t,z1) — f(t,22)|| = [|Az1 — Aza|| = [[A(21 — 22)|| < [[Allop|lz1 — 22|,

also ist f global Lipschitz-stetig auf R x R™.
Auflerdem gilt fiir M > 0 beliebig, dass

lle= M f(t,zo)ll = [le™ ™ Azo|| = e™M*|| Azo|| < oo,
also ist t — f(t,x0) exponentiell beschrénkt.
Damit hat das AWP nach Satz IIL.5 eine eindeutige Losung, die man nach Beweis von Satz I11.5
durch Picard-Iteration erhélt, also z(t) = lim, o 2, (t) mit

xo(t) =9 und

t t
xn(t) = xg —|—/ f(s,2n_1(s))ds = xq —|—/ Ax,_1(s)ds fir n > 1.
0 0



Voriiberlegung: Da Matrizen komponentenweise integriert werden, gilt mit B = (b;;);;, =

(1, 20)T:

¢
: : n r iy bijze [o stds

/ cs”Brdy = / cs® Zbijmj ds = :
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Wir zeigen nun mit vollstdndiger Induktion, dass fir n > 0

(53 >
k:Ok'
gﬂt.

n=0: x(t) = v9 = E,x0 = (tA)’xo, wobei E,, die Einheitsmatrix bezeichnet.
Die Behauptung gelte fiir ein festes n > 0. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung und unserer
Voriiberlegung

t n 1 n 1
Tnt1(t) = xg —|—/ (A (Z k'skAk> 370) ds = xg + Z mtk+1Ak+lxo
0 k=0 = k=0
n+1 n+1 1
( k+1> xo = (Z k:'(tA) >

n+1 1
z(t) = lim (Z k:!(tA)k> xo = exp(tA)zg

n— o0
k=0

Somit ist

Aufgabe 9.4 (optional)

Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem
VEZ0: @(t) = Ab)a(t), w(0)=go.

fiir
Alt) = sin(t) + cos(t) sin(t) — cos(t)
© o\ sin(t) — cos(t) sin(t) 4 cos(t)
eine eindeutige Losung besitzt.
Lésungsskizze: Nach Satz I11.15 geniigt es zu zeigen, dass f : RT x R? — R? mit f(t,x) = A(t)x
global Lipschitz-stetig ist und dass ¢ — f(¢, o) exponentiell beschrankt ist.

(i) globale Lipschitz-Stetigkeit: Da alle Normen auf dem R? Aquivalent sind, kénnen wir mit
einer beliebigen Norm arbeiten. Wir betrachten die Maximumsnorm.

Seien t > 0, x1, 2 € R? beliebig.
Da A(t) linear ist, gilt

1F (1) = (8 22) oo = [[A(E) (21 — 22)lloe < [[A)]0P 71 — 22|00
Bleibt zu zeigen: Es existiert ein M > 0, sodass ||A(t)||op < M fiir alle t > 0.

Bs gilt [ A®t)|op = supj,. -1 4= = sup), 1 |A®)2]|o-

‘x‘oo Hoo

Nun gilt fiir # € R? mit ||z|| = 1 beliebig, dass

[A(#)zlloc = max [(A(t)z)x| = max IZ% )]

1<k<L2 1<k<L2

< Hx|| max Z lar; (t)| < 2(|cos(t)| + |sin(t)]) < 4.



(ii) Exponentielle Beschréinktheit: Sei M := 1, t > 0 beliebig. Dann ist
le™ M f(t, w0)ll = ™" | A(t)aollse < e[| A lopllwollscdllzoll < oo

Also ist t — f(t,x0) exponentiell beschriankt.
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