
Differentialgleichungen
Wintersemester 2012/2013

Prof. Dr. Volker Bach, Nadja Worliczek
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Aufgabe 9.1 (10 Punkte)

Es sei I ⊆ R ein offenes Intervall und x ∈ C(I, R) so, dass

∀t ∈ I : ẋ(t) = 1− x(t)3

erfüllt ist.
Zeigen Sie, es existiert ein offenes Intervall Ĩ so, dass x|Ĩ entweder streng monoton ist oder x|Ĩ ≡ 1
gilt.

Lösungsskizze: Siehe Übung.

Aufgabe 9.2 (10 Punkte)

Zeigen Sie das für f : R× R2 → R mit

f [t, (x1, x2)] =
(
−x2

x1

)
das Anfangswertproblem

∀t ≥ 0 : ẋ(t) = f [t, x(t)] , x(0) =
(

1
0

)
eine eindeutige Lösung hat und berechnen Sie diese.

Lösungsskizze: Siehe Übung.

Aufgabe 9.3 (optional)

Lösen Sie für A ∈ Rn×n beliebig das Anfangswertproblem

∀t ≥ 0 : ẋ(t) = Ax(t) , x(0) = x0 .

Lösungsskizze: Sei ‖ · ‖ eine beliebige Norm auf Rn und ‖ · ‖OP die zugeordnete Matrixnorm.
Dann gilt für f : R× Rn → Rn, f(t, x) = Ax und beliebige x1, x2 ∈ Rn, dass

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ = ‖Ax1 −Ax2‖ = ‖A(x1 − x2)‖ ≤ ‖A‖OP ‖x1 − x2‖ ,

also ist f global Lipschitz-stetig auf R× Rn.
Außerdem gilt für M̃ ≥ 0 beliebig, dass

‖e−M̃tf(t, x0)‖ = ‖e−M̃tAx0‖ = e−M̃t‖Ax0‖ <∞ ,

also ist t 7→ f(t, x0) exponentiell beschränkt.
Damit hat das AWP nach Satz III.5 eine eindeutige Lösung, die man nach Beweis von Satz III.5
durch Picard-Iteration erhält, also x(t) = limn→∞ xn(t) mit

x0(t) = x0 und

xn(t) = x0 +
∫ t

0

f(s, xn−1(s))ds = x0 +
∫ t

0

Axn−1(s)ds für n ≥ 1 .



Vorüberlegung: Da Matrizen komponentenweise integriert werden, gilt mit B = (bij)i,j , x =
(x1, . . . , xn)T :

∫ t

0

cskBxdy =
∫ t

0

csk

 n∑
j=1

bijxj

T

1≤i≤n

ds =


∑n

j=1 b1jxjc
∫ t

0
skds

...∑n
j=1 bnjxjc

∫ t

0
skds


=


∑n

j=1 b1jxj
c

k+1 tk+1

...∑n
j=1 bnjxj

c
k+1 tk+1

 =
c

k + 1
tk+1Bx .

Wir zeigen nun mit vollständiger Induktion, dass für n ≥ 0

xn(t) =

(
n∑

k=0

1
k!

(tA)k

)
x0

gilt.
n = 0: x0(t) = x0 = Enx0 = (tA)0x0, wobei En die Einheitsmatrix bezeichnet.
Die Behauptung gelte für ein festes n ≥ 0. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung und unserer
Vorüberlegung

xn+1(t) = x0 +
∫ t

0

(
A

(
n∑

k=0

1
k!

skAk

)
x0

)
ds = x0 +

n∑
k=0

1
k!(k + 1)

tk+1Ak+1x0

=

(
En +

n+1∑
k=1

1
(k + 1)!

(tA)k+1

)
x0 =

(
n+1∑
k=0

1
k!

(tA)k

)
x0 .

Somit ist

x(t) = lim
n→∞

(
n+1∑
k=0

1
k!

(tA)k

)
x0 = exp(tA)x0 .

Aufgabe 9.4 (optional)

Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem

∀t ≥ 0 : ẋ(t) = A(t)x(t) , x(0) = x0 .

für

A(t) :=
(

sin(t) + cos(t) sin(t)− cos(t)
sin(t)− cos(t) sin(t) + cos(t)

)
eine eindeutige Lösung besitzt.

Lösungsskizze: Nach Satz III.15 genügt es zu zeigen, dass f : R+
0 ×R2 → R2 mit f(t, x) = A(t)x

global Lipschitz-stetig ist und dass t 7→ f(t, x0) exponentiell beschränkt ist.

(i) globale Lipschitz-Stetigkeit: Da alle Normen auf dem R2 äquivalent sind, können wir mit
einer beliebigen Norm arbeiten. Wir betrachten die Maximumsnorm.

Seien t ≥ 0, x1, x2 ∈ R2 beliebig.

Da A(t) linear ist, gilt

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖∞ = ‖A(t)(x1 − x2)‖∞ ≤ ‖A(t)‖OP ‖x1 − x2‖∞.

Bleibt zu zeigen: Es existiert ein M ≥ 0, sodass ‖A(t)‖OP ≤M für alle t ≥ 0.

Es gilt ‖A(t)‖OP = sup‖x‖∞=1
‖A(t)x‖∞
‖x‖∞ = sup‖x‖∞=1 ‖A(t)x‖∞.

Nun gilt für x ∈ R2 mit ‖x‖∞ = 1 beliebig, dass

‖A(t)x‖∞ = max
1≤k≤2

|(A(t)x)k| = max
1≤k≤2

|
2∑

j=1

akj(t)xj |

≤ ‖x‖ max
1≤k≤2

2∑
j=1

|akj(t)| ≤ 2(| cos(t)|+ | sin(t)|) ≤ 4 .



(ii) Exponentielle Beschränktheit: Sei M̃ := 1, t ≥ 0 beliebig. Dann ist

‖e−tM̃f(t, x0)‖ = e−t‖A(t)x0‖∞ ≤ e−t‖A(t)‖OP ‖x0‖∞4‖x0‖ <∞ .

Also ist t 7→ f(t, x0) exponentiell beschränkt.
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