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21. Homogen geladener Draht (10 Punkte)
Ziel dieser Aufgabe ist die Bestimmung des elektrischen Feldes und des Potentials eines infinitesimal
diinnen, geraden Drahtes.
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Betrachten Sie einen unendlich langen Draht, der die homogene Linienladungsdichte A (Ladung pro
Lénge) trigt. Geben Sie fiir diese Situation zunéchst die Ladungsdichte p () an.
Zeigen Sie, dafl das Poisson-Integral
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divergiert, daf§ jedoch das elektrische Feld £ = —V® mit Hilfe des Poisson-Integrals berechnet werden
kann. Warum ist das Poisson-Integral hier zumindest fiir ® nicht anwendbar?

Uberpriifen Sie das in Teilaufgabe (a) ermittelte Ergebnis fiir £ mit Hilfe der integralen Form des
Gaufischen Gesetzes.

Zeigen Sie, daB sich die Laplace-Gleichung A® = 0 fiir die Situation aus Teilaufgabe (a) auf eine
gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung reduziert und losen Sie diese allgemein.

Betrachten Sie jetzt einen geraden, infinitesimal diinnen Draht endlicher Linge L. Der Draht trage
wiederum die homogene Linienladungsdichte A. Bestimmen Sie das Potential ® (r).

22. Legendre-Polynome IV: Faradayscher Kifig (10 Punkte)
Als Anwendung der in Aufgabe 17 eingefiithrten Legendre-Polynome betrachten wir eine leitende Kugel-
schale mit Radius R in einem statischen elektrischen Feld, das in gréflerer Entfernung von der Kugelschale
homogen ist. Zum Beispiel konnte so ein Feld von einem Plattenkondensator erzeugt worden sein. Der
Koordinatenursprung soll im Mittelpunkt der Kugelschale liegen.

Es handelt sich um ein zylindersymmetrisches Problem. Die Losung ®(r) der Laplace-Gleichung muf sich
daher sowohl innerhalb als auch aufferhalb der Kugelschale in der Form

r
=0 =0

D(r,0) = i Ui(r) Py(cos ) = i <alrl + %) Py(cos )

schreiben lassen (vgl. Aufgabe 17). Das Problem besteht jetzt in der Bestimmung der Entwicklungsko-
effizienten a;, b; aus den Randbedingungen. Die Entwicklungskoeffizienten a;, b; im Innenraum (r < R)
unterscheiden sich natiirlich von denen im Auflenraum (r > R).
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Auf der Oberfliche der Kugelschale gilt die Randbedingung ®(r = R) = ®; = const. Bestimmen
Sie zunéchst die Entwicklungskoeffizienten und damit das Potential ® im Innenraum (r < R). Wie
lautet das zugehorige elektrische Feld?

Nun soll auch das Potential fir den Auflenraum der Kugelschale bestimmt werden. Aus der Stetigkeit
von ®(r,0) bei r = R erhalten Sie eine erste Bedingung an die Koeffizienten a;,b; im Aulenraum
(r > R). Fiir grofie |r| sei E = E_, = Epe,. Geben Sie das zugehorige Potential ®o,(r,6) an. Eine
zweite Bedingung an die Koeffizienten erhalten Sie aus dem asymptotischen Verhalten von ®(r,6):
O(r,0) — Poo(r,0) fir r > R. Beide Gleichungen sind vom Typ:

= b
(al ré + Tl1> Pi(cosf) = f(ro,0) . (1)
1=0 To

Leiten Sie aus (1) Bestimmungsgleichungen fiir a; und b; ab. Es ist hilfreich (aber nicht verlangt), dies
zunéchst fiir eine beliebige Funktion f(rg,#) zu tun. Geben Sie das Potential ®(r, ) im AuBenraum
der Kugelschale an.
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(c) Diskutieren Sie den Verlauf der Feldlinien und der Aquipotentiallinien und skizzieren Sie diese.

(d) Berechnen Sie die Oberflichenladungsdichte o sowie die Gesamtladung @ auf der Kugelschale. Inter-
pretieren Sie die Terme, die in ®(r, ) auftreten. Geben Sie das Potential @, (r,d) der Oberflichen-
ladungen fiir den Fall @ = 0 durch Vergleich mit Threm Ergebnis fiir ®(r,0) fir r > R und r < R
an.

Legendre-Polynome V (5 Punkte)
Wir betrachten zwei konzentrische Kugelschalen mit Radien Ry < Rs. Bestimmen Sie die Losung der
Laplace-Gleichung A® = 0 im ganzen Raum, wenn die folgenden Randbedingungen gegeben sind:

Q(r|=R1)=A ; @(r|=R2)=DBcos ; lim @(r,0)=0

T—00

Mit A und B werden Konstanten bezeichnet. Verwenden Sie den Ansatz

o0

b
D (r,0) = Z (a”«l + #) P, (cos0)

=0

mit den Legendre-Polynomen P;. Stellen Sie Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten a;, b; auf und
bestimmen Sie diese.

Separationsansatz in kartesischen Koordinaten II (5 Punkte)
Losen Sie die Laplace-Gleichung A® = 0 im Volumen

V=A_r=(x1,20,23) | —a/2 <z <a/2; =b/2 < a9 <b/2; —00 <x3 <00}

mit Hilfe eines Separationsansatzes unter den folgenden Randbedingungen:

b
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