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Abgabe: Mittwoch, 21. November 2012, vor der Vorlesung (bis 7.55 h)

Aufgabe 5.1 (10 Punkte)
Es sei das Anfangswertproblem
Vt>0: @(t)=-3x(t) +e', xz(ty) = 7o
gegegeben.
a) Bestimmen Sie alle Losungen der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung.

b) Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems.

Lisungsskizze: Siehe Ubung.
Aufgabe 5.2 (10 Punkte)
Sei v > 0. Zeigen Sie, dass die Abbildung F : R? — R? mit

F(p,w) = (w, —ysin(p))”

Lipschitz-stetig ist und bestimmen Sie die Lipschitz-Konstante bezgl. der euklidschen Norm auf
R2.

Liosungsskizze: Siehe Ubung.

Aufgabe 5.3 (optional)

Bestimmen Sie auf passenden Intervallen I Losungen der Differentialgleichung

1
1+t —a(t)

zu den Anfangswertbedingungen z(0) = —1 und z(—1) = —1.

veel: z(t)

Losungsskizze: Zuriickfiilhrung auf Trennung der Variablen: Substituiere mit
z(t) =1+t —x(t).

Dann ist 2(t) = 1 + ¢ — z(¢t) und durch Einsetzen unserer Differentialgleichung erhalten wir die

neue DGL ) () -1
Z(t)zl—sb(t):l—%: ()

e Anfangsbedingung z(0) = —1: Wir erhalten die neue Anfangsbedingung z(0) = 2.
Lésen das AWP mit TdV. Substitution mit w = z — 1, dw = dz liefert
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Riicksubstitution iiberfithrt die Integralgleichung

G(z):/otds:t

l+t—z+nlt—z|=t+2.

in die Gleichung

Diese ist dquivalent zu

[t — x| = et

also ist die Losung unseres AWP in einer Umgebung von tg = 0 implizit durch die Gleichung
t=x+et?

gegeben. Die Existenz einer Losung dieser Gleichung und damit des AWP wird durch den
Satz tiber implizite Funktionen garantiert.



e Anfangsbedingung x(—1) = —1 liefert z(—1) = 1. Da dies eine Nullstelle von fracz(t) — 1z(t)
ist, ist TdV nicht moglich (hier funktioniert das auch nicht formal).

Einsetzen in die DGL liefert die Bedingung
2(-1)=0.

Versuchen den Ansatz z = ¢, ¢ € R. Wegen z(—1) = 1 folgt die Bedingung ¢ = 1.

Riicksubstitution liefert x(¢) = ¢ und eine (komplett aufgeschriebene) Probe zeigt, dass x
unsere urspriingliches Anfangswertproblem auf I = R 16st.

Aufgabe 5.4 (optional)

Losen Sie das folgende Anfangswertproblem

@(t) = t* — ?sin(z(1))?, x(0) = %

auf einem passenden Intervall.
Losungsskizze: Fir eine Losung x des Anfangswertproblems gilt
#(t) = t2(1 — sin(t)?) = t? cos(t)?.

Es liegen getrennte Variablen vor. Wir bestimmen eine Losung durch TdV mit g(z) := cos?(z),

h(t) = t2:
Es gilt
v g
Gz) = L () = tane) —tan(r/4) = tantz) —1
und

H(m):/o h(s)ds:%t3.

Also wird die Integralgleichung G(z) = H(t) von x = arctan(l + §t3) geldst, sofern dieser
Ausdruck wohldefiniert ist.

Dies ist fir x € (=7 /2 + km,w/2 + kn) =: Jy, k € Z der Fall.

Wegen #(0) = 7/4 kommt nur k = 0 in Frage. Dammit haben wir G(Jy) = R also £t* € G(J)
fiir alle ¢ € R und z(t) := arctan(1 + 1) ist nach TdV eindeutige Lésung des AWP auf I := R.
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