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Ubungsblatt 3

Abgabe: Mittwoch, 07. November 2012, vor der Vorlesung (bis 7.55 h)

Aufgabe 3.1 (10 Punkte)
Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme:
a)
2x(t
VE>0: &(t)=— :rt( ) +4t, x(l)=z9€R.

b)

, (t)

teR: t) = 2t —1 =1
Vit € z(t) 1+t2+ ,  x(0)

Lésungsskizze:

a) Die Gleichung ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung, dh von der Form &(t) +
g(t)z(t) = h(t) mit g(t) := 2 und h(t) := 4t. Wir lésen das AWP durch Variation der
Konstanten.

Wegen t > 0 gilt

G(t) == /1 g(s)ds = 2/1 éds =2(In(t) — In(1)) = 21n(t).

e G = t% ist eine nichttrinviale Losung der zugehorigen homogenen Gleichung, und wir
erhalten die Losung durch

t
x(t) = e ¢ (:Uo +/ h(s)eG(S)ds>
1

Es gilt
¢ t t
/ h(s)e®ds = / 452 ds = 4/ s3ds=1t*—1,
1 1 1
und damit 1 1
To —
x(t) = t—2(a:o—1+t4) :t2+t—2
b) Hier liegt ebenfalls eine inhomogene lineare Differentialgleichung vor. Mit g(t) := _a-s-Lt? und

h(t) =2t — 1 ist
G(t) == /0 g(s)ds = —arctan(t) + arctan(0) = — arctan(t)

und . .
/ h(s)e%®ds = / (2t — 1)e~ 2retan(s) g (1)
0 0
Weiter gilt

t t
/ e~ arctan(s)ds _ [_(1 + 82)67 arctan(s):|0 _ _(1 + t2)6G(t) +1.
0

Wegen 2s = (s2 + 1)’ erhilt man mit partieller Integration

/ 25e7) ds = [(52 + 1)eG(S)] +/ —(s% + I)TeG(S)ds =0,
0 o Jo se+1
also .
/ h(s)eC®ds = (1 +2)eC® — 1.
0
Die Lésung ist also
z(t) = e W1+ (1 +2)ef® —1) =142,



Aufgabe 3.2 (10 Punkte)

Geben Sie ein offenes Intervall I C R™ an, so dass das Anfangswertproblem

2 a2
Vel : =W =3t

ot z(l)="7

eine Losung besitzt und berechnen Sie diese Losung durch Zuriickfithrung auf die Trennung der
Variablen.

Lésungsskizze: Es gilt fur ¢t # 0, 2(t) #0

. x()?=3t2 1 fat) 3
T e 2\ m )

also liegt eine homogene Dgl. vor.
Wir substituieren mit u(t) := @ Mit f(u) =% (u— ) ist dann

a(t) = tu(t) 2)

und f(u(t)) = &(t) = ta(t) + u(t), also erhalten wir das neue Anfangswertproblem

azt(f(u)—u):—2<u+u>l wy=2-T_7 (3)

Tty 1

und diese hat getrennte Variablen.

Wir setzen g(u) = —1 (u+ 2) und h(t) = +. Dann ist, fiir u(tg) =: up # 0 und der Substitution

z = u? + 3, dz = 2udu und sofern unterwegs alles wohldefiniert ist

u d~ u d~ u 2~ u“+3
/ #:,2/ %:,/ ~2u dﬁ:—/ —dz = —In(u? + 3) + In(u2 + 3)
uQ g(u) ug U+ a uo u*+3 USJFS z

und weil wir nur eine Losung fiir £ > 0 suchen

/ ' h(f)di = / t %df — In(t) — In(to)

to

Nach Trennung der Variablen erhalten wir u also durch Losen der Gleichung
—In(u? + 3) + In(u + 3) = In(t) — In(to) .

Anwenden von exp liefert die dquivalente Gleichung

(ug+3) ¢ 2_M_3@i M—3 g
(u2+3) 1o ¢

- t

Einsetzen der Anfangsbedingung liefert nun die Kanditaten

Dieser Ausdruck ist fiir t > 0 wohldefiniert, falls

52 52
3 —&tL —.
t 3

Da TdV uns eine lokal eindeutige Losung garantiert, rechnen wir noch nach, welche der beiden
Kanditaten wirklich eine Losung des AWP (3) ist: Es gilt &4/22 — 3 = £7. Also kommt nur die
Variante

52
in Frage. Wegen
, 52 1 [u?(t)+3
Wt) = —5—"~5 =5 L .
2u(t)t 2t u(t)

Ist u tatsdchlich eine Losung auf (0,52/3).



Nun setzen wir das ganze in Gleichung 2 ein und erhalten

x(t) = tu(t) = t“iﬁ —3=1/52t — 3t2

Eine erneute Probe zeigt, dass z(t) auf (0,52/3) wohldefiniert ist und dort tatsdchlich das
gegebene AWP 10st.

Aufgabe 3.3 (optional)

Beweisen Sie Satz I1.4 aus der Vorlesung.

Losungsskizze: Geht im Wesentlichen genauso wie der Beweis Satz I1.3.
Aufgabe 3.4 (optional)

Lésen Sie das Anfangswertproblem

ot 2z(t) + 11

VE>0: @(t) .

2(0) = 17.

Lésungsskizze: Diese Dgl kann auf Trennung der Variablen zuriickgefithrt werden (3. Typ), da

mit L9
A= (1 0) 70
det A # 0 gilt.
Wir suchen ¢, und x,, sodass mit s := ¢t — ¢, und y(s) := z(s + t.) — x,, so dass
14248

TN ICN

S

y(s)
Nachrechnen (auch im allgemeinen Fall 3) zeigt, dass das fiir die Losung von
A(t,2)" = (=11, -5)T

gilt. Losen dieses LGS liefert ¢, = —5und x, = —3, also s =t + 5 und y(s) = z(s — 5) + 3. Die
neue Anfangsbedingung ist dann sy = 5 und yy = 20 und die neue Gleichung ist

. 2
i(s) =1+
s
Da wir jetzt eine homogene Dgl haben, substituieren wir mit u(s) := %s) und erhalten das neue
AWP L+
a(s) = 2 up=4.
s
Trennung der Variablen liefert nun
u(s)=s—1

und Riicksubstituieren liefert y = s — s und schlieflich

z(t) =t + 9t + 17.

Vorlesung: 8-9.30h, PK 2.2
Ubungen: siehe Website
Website zur Vorlesung: http://www.iaa.tu-bs.de/vbach/



